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Bie  FesilgkeiUeigenBohAftdii  tind  MBthodefi  der  Dimaafiionej 
nung  von  Eisen-  uJkü  smMooustruotioEen*    Gin  Aiüiang 

LelirlnlcHeni  IVüer  die  sta*ifich€>  BortichnuDg  der  Bi&ön*  und  Stall 
tioEon,     Von    I>r.  Jacoh  J.  We^kaoch,    Profeasor    üh    der    ted 
HooiiflchulG  zu  Siiiitgü-rt,     Zwetia,  ynllstaaclig  «*^u  bejubeUet^* 
gr.  ^.     Mit  4.  ütEographirteu  Tafeln,     Preis  Mark  4, 

Die   erste  Amguh«;   dieser  Scktifl  (1^76)  hatte   ttttn  Zweik,  auf 

xuTarläöBis:^!©!!  VerriücbtT  Öbor  tlit*  Ela^tiztot  timi  Fertigkeit  fon  Eisen 
om  den  Bedtiirfnisfitiii  des  (o^^etiitur«  etii^prBciit'ticie»  Gesamtbüil  jener  Ei genj 
rtü  HefofD  uxtd  (ütf  gedgiKsten  KoitBdqtiftnzeu  für  tue  Diiueutfiouieritiig  <iar 
Und  St4iblki>Tifltrükiioij(rn   <ljiraus   /.u    riftheiL     Diw  ürltfiütii?  Ziel    rerfolgt  avü 
twtit*  Äufia^^c*     Ijifoige   der   auJii?rüTdeotlit:he*i   Ttunnkma   d**^    Veraucbami 
jedocb,  welcbed  itle  wuchseiiüe  Verweb«! uug  von  Eiaen  titid  StMM«  dii^  Fai 
iler  '  ■    tmd  die  ä^  Mut  ^icb  h: 

uiiü       .;       uts  der  TtM  gste  Dlmes 

büreohnUBg  der  imtiier  groütirtiger  und  ko»tspi«fJigtr  werd*5iidun  MetallktmitTnki 
Hinc  volbf  ^'  '  '  itattüntien,    T 

-a    trotz    i],  'ii;i    »uT   r'twii 

gvfetiegen. 

Die  Dai&teii  lli  üuu  in  \i'-- 

U.  Allg*^meino   Ei.  iion;    111.  Sehm 

^klatitme  DlBie'iiaiüiii»rmigimetboden.   ^    Iju    ertteti  Äb^trhaitte  (U  $§) 
^^  V       *  '       f    auf  wt*lcb*?B  die  meieteii  Metbod- 

iimiag  liüf  Griiiul  v4-rnie toter  1  ■ 
gebetid  ^rliiiitort.  Der  sweite  Abselmitt.  (W  |§)  fnbrt  <ii«  greifbaren  Ri 
dt*r  Vereticbe  öbex  ilie  EU^tidtät  uö*!  F*?**tigkeit  von  Sehwcißeist'a,  FIu! 
a«d  Stahl  aberaicIiUttli ,  uhac*  Ttel  Dictaib,  jedijob  fjO  wtjit  i?or,  duü  dc»r  prak! 
iBgeiiiisur  duniit  äuf  di^n  lieutigürii  Stiuid|>unkt  der  Beurteilniig  gestellt 
DtM  '"  '^  \bBcbnitt  (U  §§)  briti|ft  diejeniRöo  Brirechuimgeu,  welche  vc 
äcli  it  dm  Materi*il«   aa*geboi^j   al&o   iiiuLiesoudere   du*  lieadiibujige 

NiBtvörbindynijtiü,  welche  so  fornattlierfc  werden,  daü  nie  für  alle  Dimenaiouie] 
verfiiliTea  gölüg  Ideiben.    Im  viciteu  iibsehiiitte  (lü  ^)  werden  «*^mtlicbe 
gebritu'^ii liehen  und  vor^esehlngenen  Dimeniionierunjiyaverfahrcn  »o  weit  dar 
iiiid  ftii  '  t«  da5  der  Ltieer  xle  au^u wenden  in  den  Stand 

wird*   iiiv.     .^.-   ..>-v.._u  dienen  tur  Vergleichiing  der  versiiki*?d«ntjn  Ano< 
Da«  Werkt^ben   bildet  %omii  eine  l^rgän/.ung  aller  Lehrbücher  Über  dj 
ttloh«  Beroohnoig  der  Eigen*  nod  Stahl koti^trüktionen^  welche  übet  dieFeatt 
e%enÄch(iftt»n  umi  Din  uuden  mchti  oder  cur  wöiiig  z^  on 

pdegen.     Züblreithi^  i.^  duuten   an,    wo   muR   sich   fiber  ci 

kmflelten  Fragen  uooh  eingehender  imterrichteii  katui.      DigtizedbyGoO 


V 


\ 


Tafel  X 


oogle 


^ 


\ 


/ 


Digitized  by 


Google      ^ 


Tafel  IL 


Fi  $.5. 


F T 


tf^ 


V   £^M 


Ki^.lO. 


Fi^.15. 


Zeitn 


3igitized  by 


Google 


üebe: 


Digitized  by 


Google 


I, 

neber  die  Osoiilationskreise  bei  Eegelsolmitten. 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

in  Zarioh. 


ffierzu  Taf.  1  Fig.  1-11. 


Erste  Mitthellunff. 

.  Für   die  Osculationskreise   bei   Kegelschnitten   sind   bereits   sehr  viele 

Constrnctionen   vorgeschlagen    worden,   von    denen    die    meisten  besondere 
Elemente  als  bekannt  voraussetzen.     Bezüglich   der  Literatur  über  diesen 
1      Gegenstand    vergleiche    man    die   gebräuchlichen   Werke   über   darstellende 
I      Geometrie  und  übeir  Kegelschnitte ,   z.B.  diejenigen  von  Wiener,  Mann- 
»     heim,  Fiedler,  Steiner-Schroeter,  Schellbach,  Cranz. 

Die  synthetische  Geometrie  liefert  direct  zweierlei  allgemeine  Methoden 
für  die  Bestimmung  des  Osculationskreises  eines  Kegelschnittes  in  einem 
seiner  Punkte,  welche  nachfolgend  in  Nr.  1  und  in  Nr.  2 — 4  behandelt 
werden  sollen.  Hierbei  wird  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  Speciali- 
sirongen  der  vorgeschlagenen  Constructionen  im  Allgemeinen  absichtlich  ver- 
mieden sind. 

1.    Die  Kreise,  welche  den  beliebigen  Kegelschnitt  A;^  in  einem  seiner 
Punkte  P  berühren  y  bilden  ein  Kegelschnittbüschel.     Zwei  Grnndpnnkte  des 
I      Büschels  liegen  auf  If  bei  P  unendlich  benachbart  und  die  zwei  übrigen 
sind  die  unendlich   fernen  imaginären  Kreispunkte  J^^  J^  der  Ebene.     Es 
I      schneidet  ft^,  als  Kegelschnitt  durch  zwei  Grundpnnkte  des  Büschels,   die 
'      Kreise  in  Punktepaaren,  weiche  auf  h^  eine  Involution  bilden.     Die  dies- 
bezüglichen Involutionssehnen  gehen  durch  einen  festen  Pol  N. 

Das  Kreisbüschel  enthält  zwei  Linienpaare ,  bestehend  aus  der  Tangente  i 

an  Ä^  in  P  zusammen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  g^  der  Ebene ,  und 

!       aus  den  imaginären  Geraden  PJ^y  PJ^.     Es  ist  g^  eine  Involutionssehne, 

:       also  liegt  N  unendlich  fem.  —  Zwei  weitere  Kreise  des  Büschels  berühren 

1^  in  den  symmetrischen  Punkten  von  P  in  Bezug  auf  die  Axen.     Letztere 

I        Punkte  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  und  die  Tangenten  in  ihnen 

r       sind  die  beiden  Involntionssehnen ,  welche  h^  berühren.     Es  folgt,  dass  die 

Involutionssehnen  die  orthogonal -symmetrischen  Linien  der  Tangente  t  in  P 
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2  üeber  die  Osculationskreise  bei  Regelschnitten. 

in  Bezug  auf  die  Axenrichtungen  sind.*  —  Leicht  übersehbare  Modificatio- 
nen  treten  ein,  wenn  P  in  einen  Scheitel  von  Ä*  f&Ut  oder  wenn  Ä*  eine 
Parabel  ist. 

Ist  8  eine  Involutionssehne,  so  giebt  es  stets  einen  Ereis,  welcher  1^ 
in  P  berührt  und  durch  die  beiden  s  und  Ic^  gemeinsamen  Punkte  geht. 
Legt  man  die  mit  s  parallele  Sehne  Sq  durch  P  selbst,  so  geht  der  ge- 
nannte  Kreis  in  den  Osculationskreis  p^  des  Punktes  P  über.  Der  nicht  in 
P  fallende  Schnittpunkt  von  Sq  mit  W  sei  Pq.  Die  Mittelsenkrechte  der 
Strecke  PPq  schneidet  die  Normale  n,  von  Ä*  in  P,  im  Krümmungscentrum  K. 
Die  in  P^  auf  PPq  errichtete  Senkrechte  schneidet  n  im  Endpunkte  L  des 
in  die  Normale  fallenden  Durchmessers  von  p'. 

Um  nun  für  den  durch  die  fünf  nothwendigen  Elemente  P  mit  t  und  n 
und  die  drei  weiteren  Punkte  Ä^  B,  C  bestimmten  Kegelschnitt  Ä*  den  Os- 
culationskreis p*  zu  construiren,  ergeben  sich  zwei  Möglichkeiten.  Ent- 
weder benutzt  man  einen  beliebigen  Kreis  des  Büschels,  oder  den  in  PJ^^ 
PJ^  zerfallenden. 

a)  Es  sei  der  Kreis  Ä'*  des  Büschels  gewählt  (Fig.  1).  Aus  P  pro- 
jicire  man  Ä^  By  C  auf  Jc^  und  erhalte  Ä\  B\  C\  So  entstehen  die  aus 
P  perspectiven  Dreiecke -4 -B  C,  Ä'B'G'  und  es  liegen  die  drei  Schnittpunkte 
von  AB,  Äö,  BO  bezüglich  mit  Jl'B\  ÄG\  B^C  auf  der  Perapectivaxe  s, 
welche  die  Verbindungslinie  (Involutionssehne)  der  nicht  in  P  fallenden 
Schnittpunkte  von  A;''  mit  A;^  ist.  Denn  mit  Bezug  auf  die  CoUineation  vom 
Centrum  Py  in  welcher  u4',  B\  C  den  Punkten  A^B^O  entsprechen ,  ist  ä'* 
das  Bild  von  Ä*.  —  Die  durch  /^  zu  s  gezogene  Parallele  8^  schneidet  ä'*  in 
P\  und  die  erwähnte  centrische  CoUineation  liefert  hierzu  (in  der  Figur 
durch  Benutzung  von  B\  B  und  i)  den  Punkt  Pq  von  Ä^**  Zieht  man 
endlich  zu  der  Verbindungslinie  von  P\  mit  dem  Centrum  M'  von  ä'*  eine 
Parallele,  so  schneidet  sie  n  in  jGT. 

Legt  man  hier  li^  durch  A^  so  fUUt  Ä  mit  A  zusammen  und  es  ist  8 
die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Schnitt  von  B  0  mit  "ßC  — 
Für  ?  als  Scheitel  von  A;*  ist  die  Construction  nicht  anwendbar,  es  sind 
alsdann  8  und  i  parallel  und  P^  fällt  mit  P  zusammen. 


*  Im  Zusammenhang  mit  dem  Folgenden  liesse  sich  diese  Eigenschaft  in 
doppelter  Weise  verwerthen,  je  nachdem  nämlich  die  Axeniichtungen  bekannt 
sind  oder  bestimmt  werden  sollen. 

**  Ein  Specialfall  dieser  Constraction  ist  die  in  Fig.  2  dargestellte  Bestim- 
mung des  vierten  Schnittpunktes  Po  des  Osculationskreises  p'  mit  dem  Kegelschnitt 
Ä*|  der  durch  P,  _p*  und  die  zwei  weiteren  Punkte  A^  B  gegeben  gedacht  ist.  — 
Ist  andererseits  ^**  bestimmt  durch  t,  p^  und  zwei  weitere  Tangenten  a,  5,  so 
liefert  die  reciproke  der  vorigen  Construction  die  vierte  gemeinsame  Tangente  ^ 
von  p*  mit  A;*  (Flg.  3).  Die  Axe  der  CoUineation  ist  t,  ihr  Centrnm,  auf  i  liegend, 
ist  mit  j9o  bezeichnet.  —  Hier  lässt  sich  p^  ersetzen  durch  einen  beliebigen  Kegel - 
schnitt,  welcher  A;*  und  P  drei  punktig  berührt,  u.  b.  f. 
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h)  Der  in  P7,,  PJ^  zerfallende  Kreis  (Nullkreis)  des  Büschels  ist  für 
die  Construction  von  p^  weniger  bequem.  Es  sind  PJ,,  PJ^  die  Doppel- 
strahlen  der  Involution,  welche  aus  den  aufeinander  senkrechten  Strahlen- 
paaren durch  den  Punkt  P  besteht.  Diese  Strahlenpaare  schneiden  V  in 
einer  Involution  von  Punkten,  deren  Pol  S  in  den  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen n  mit  der  Sehne  ÄE  fällt  (Fig.  4);  E  ist  als  Schnittpunkt  der 
Senkrechten  PE  zu  PÄ  mit  k^  zu  bestimmen.  Die  Normale  n  schneide  k* 
ausser  in  P  noch  in  D.  Hierauf  liegen  die  Schnittpunkte  von  PÄ  mit  DE 
und  von  PE  mit  JDÄ  auf  der  Polaren  8  von  S  mit  Bezug  auf  ä*.  Diese 
Gerade  s  ist  aufzufassen  als  Verbindungssehne  der  Schnittpunkte  von  PJ^y 
PJ^  mit  J^j  demnach  ziehe  man  durch  P  die  Parallele  8q  zn  s^  welche  h^ 
zum  zweiten  Mal  in  Pg  schneidet.  Dann  ist  der  Osculationskreis  durch  P, 
t,  Pq  bestimmt.* 

2.  Der  Krümmungskreis  p*  des  Kegelschnittes  Ä*  im  Punkte  P  berührt 
J^  in  P  und  enthalt  den  P  unendlich  benachbarten  Punkt  0  von  Ä*  (Fig.  6). 
Die  Senkrechte,  welche  man  in  0  äi^f  PO  errichtet,  schneidet  n  im  End- 
punkte L  des  in  n  fallenden  Durchmessers  von  p*  und  die  Mittelsenkrechte 
von  PO  schneidet  n  im  Krtimmungscentrum  K,  —  Es  haben  p*  und  k^  den 
unendlich  kleinen  Bogen  P  Q  gemeinsam^  Legt  man  daher  in  0  an  k*  die 
Tangente,  welche  t  in  0*  schneidet,  und  fllllt  man  aus  0*  auf  PO  die 
Senkrechte,  so  schneidet  sie  n  in  einem  Punkte,  welcher  K  zur  Grenzlage 
hat.  —  Aus  diesen  Ueberlegungen  ergeben  sich  verschiedene  Construct  Ionen 
für  L  oder  für  JT,  welche  in  dieser  und  in  den  folgenden  Nummern  be- 
handelt werden  sollen. 

Verbindet  man  P  mit  allen  Punkten  Ä^  Bj  C,  ...  von  J(^  und  errichtet 
man  in  ji,  P,  (7,  ...  auf  den  Sehnen  PÄ^  PB,  PCy  ...  die  Senkrechten 
a ,  &,  Cy  . . . ,  so  umhüllen  diese  Linien  eine  Curve  dritter  Classe  <?  (mit  un- 
endlich ferner  Doppel-  oder  Wendetangente),  welche  n  in  X  berührt.  Es 
sind  nämlich  a,  &,  c,  ...  (Fig.  6)  aufzufassen  als  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  zweier  projectiven  Reihen,  nämlich  von  ./l,  P,  O,  ... 
auf  k^  und  den  Richtungen  .4'» ,  B'»,  C»»  •••  der  Strahlen  a,  &,  c,  ...  auf 
der  Geraden  g^,** 

Projicirt  man  -4 ,  P,  (7,  ...  aus  irgend  einem  Punkte  0  von  Ä*  auf  die 
Tangente  tj  so  entsteht  die  mit  den  genannten  Reihen  projective  Reihe  Ä'\ 
P",  C'\  ...  Das  Erzeugniss  der  beiden  projectiven  geraden  Reihen  Ä^  B\ 
C\  ...  auf  g^  und  Ä'\  P",  C",  ...  auf  t  ist  eine  Parabel,  welche  von 
den  Strahlen  A'Ä\  B*B'\  ...  umhüllt  wird.  Diese  Parabel  und  die  Curve 
(?  berühren  die  Normale  n  in  demselben  Punkte  L,  —  Lässt  man  0  jede 


•  üeber  die  Conatruction  von  K  mit  Hilfe  von  S  vergl.  Cranz,  Theorie  der 
Krümmung  von  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung.    Stuttgart,  1886. 

**  Vergl.  Schroeter,  Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projectivischer  Gebilde. 
Crelle's  Journal  Bd.  64. 
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Lage  auf  1^  annehmen,  so  werden  die  so  entstehenden  Parabeln  stets  ty 
ferner  n  in  X  berühren.  Sie  bilden  somit  eine  specielle  Schaar  von  Kegel- 
schnitten. 

Für  irgend  eine  dieser  Parabeln  lässt  sich,  ohn4  Zuhilfenahme  der 
Curve  dritter  Classe  (?,  zeigen ,  dasa  sie  n  in  Z  berührt.  Zu  diesem  Zwecke 
ersetze  man  in  Fig.  5  resp.  6  den  Punkt  Q  durch  seine  Projection  Q"  (aus 
0  auf  t)  und  zeige,  dass  die  Senkrechte  ö"£)'cic.  die  Normale  n  in  einem 
Punkte  schneidet,  dessen  Grenzlage  in  L  liegt,  wenn  Q  nach  P  rückt. 

Es  seien  nun  P  mit  t  und  n  und  drei  weitere  Punkte  A^  B^O  von  fe* 
bekannt,  man  construire  den  Osculationskreis  in  P  (Fig.  7).  Zu  diesem 
Zwecke  schneide  man  t  mit  OAy  OB  in  Ä\  B"  und  fälle  aus  diesen  Punkten 
bezüglich  auf  P4,  PB  die  Senkrechten  a,  &,  welche  n  in  Ä'\  JB'"  schnei- 
den. Dann  sind  t,  f»,  a,  h  vier  Tangenten  einer  Parabel,  welche  n  in  X 
berührt.  Deshalb  werden  Ä\  J^',  P  (auf  0  und  Ä'\  5'",  L  (auf  n)  ähn- 
lichen Punktreihen  angehören  und  es  wird  die  Strecke  Ä"  B!"  durch  den 
Punkt  L  in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  wie  die  Strecke  Ä' B*'  durch 
den  Punkt  P.  Die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  Strecken  Ä'B"\  B"B'" 
schneidet  n  in  K.  —  Diese  Construction  ist  unabhängig  von  der  Artjdes 
Kegelschnittes  jfc*  und  von  der  Lage  von  P  auf  Ä*. 

Für  eine  bestimmte  Lage  des  Centrums  0  werden  die  Beihen  Ä\  B\  ... 
auf  g^  und  A'\  B",  ...  auf  t  perspectiv  (mit  L  als  Centrum).  Durch 
den  Schnittpunkt  R  von  n  mit  k^  ziehe  man  eine  Parallele  zu  t^  so 
schneidet  sie  h^  in  diesem  ausgezeichneten  Punkte  0  (Fig.  8). 

Es  sei  weiterhin  0  als  Endpunkt  des  Durchmessers  PM  von  Ä;*  gewählt 
(Fig.  9).  Alsdann  erhält  man  diejenige  Hilfsparabel  der  Schaar,  welche  die 
Tangente  t,  die  Normale  n  und  die  Parallelen  a,  h  aus  0,  zu  den  Axen 
von  A;^,  zu  Tangenten  hat.  Der  Durchmesser  PM  ist  die  Directrix  dieser 
Parabel.  —  Ist  nun  k^  selbst  eine  Parabel,  so  liegen  hierbei  0  und  B 
unendlich  fern.  Die  Tangenten  ^,  t»,  a  der  Hilfsparabel  bleiben  erhalten, 
a  wird  zu  ihrer  Scheiteltangente  und  PA  zu  ihrer  Axenrichtung. 

3.  Nach  Nr.  2  findet  man  den  Krümmungsmittelpunkt  K  als  den  Be- 
rührungspunkt der  Normalen  n  mit  einer  weiteren  Curve  dritter  Classe  c^*, 
welche  von  den  Mittelsenkrechten  a^,  ft^,  ...  der  Sehnen  P-A,  PB,  ...  um- 
hüllt wird.  Die  Sehnenmitten  Ai^  5^,  ...  (Fig.  6)  erfüllen  einen  Kegel- 
schnitt Äj*  und  es  spielt  die  Curve  Cj^  für  kj^  dieselbe  Rolle,  wie  oben 
(Nr.  2)  c»  für  J^.  Die  Systeme  c»,  jfc«,  a,  &,  ...  und  c^^  V»  a^,  &,,  ... 
sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  mit  P  als  Aehnlichkeitspunkt. 

Der  Berührungspunkt  von  Cj^  mit  n  ist  der  Punkt  L^  für  \^  und 
zugleich  der  Punkt  K  für  k\  Er  lässt  sich  mit  Hilfe  von  unendlich  vielen 
Parabeln  construiren.  Hierbei  wird  auf  k^*  ein  Projectionscentrum  0^  ge- 
wählt, aus  welchem  die  Punkte  ^,,  5,,  ...  auf  die  Tangente  t  projicirt 
werden  u.  s.  f.,  vergl.  Nr.  2.  —  Speciell  kann  0^  im  Mittelpunkte  M  von 
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J^^  welcher  Pankt  nothwendig  auf  k^*  liegt,  gewftfalt  werden.  Man  erhält 
neuerdings  Fig.  9,  worin  Ä;'  dnrch  k^^  etc.  zu  ersetzen  ist  and  wo  a,  &  die 
Axen  von  k^  sein  werden.  Es  folgt  damit  der  bekannte  Satz:  t^  n  und  die 
Azen  von  P  sind  vier  Tangenten  einer  Parabel ,  welche  n  in  K  berührt.  — 
Ist  k^  eine  Parabel,  so  wird  die  Hilfsparabel  t  und  n  zu  Tangenten  und 
tdie  Aze*a  von  A;'  zur  Scheitel tangente  haben. 

4.  Die  Tangenten  an  k^  in  den  Punkten  Ä,  B,  ...  mögen  t  beztlglich 
in  A^j  B*,  ...  schneiden  (s.  Fig.  10).  Fällt  man  aus  Ä*,  B*,  ...  auf  P^i, 
PB,  ...  die  Senkrechten  a*,  h*,  ,.,,  so  umhüllen  letztere  eine  Parabel, 
welche  nach  Nr.  2  n  in  K  berührt.*  Sie  ist  mit  der  in  voriger  Nummer 
behandelten  speciellen  Parabel  identisch,  weil  sie,  wie  leicht  nachzuweisen, 
t^  n  und  die  Axen  von  Ä*  berührt.  —  Fig.  10  enthält  die  Anwendung  auf 
die  Bestimmung  von  JBT,  wobei  von  k^  die  Punkte  P,  A^  B  mit  ihren  Tan- 
genten als  bekannt  vorausgesetzt  sind. 

Diese  Construction ,  welche  auf  alle  Kegelschnitte  in  derselben  Weise 
anwendbar  ist,  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  Pin  einen  Scheitel  von 
J^  fftUt.  Dann  werden  die  Reihen  j1\  B\  ...  auf  g^  und  A*^  B*^  . . .  auf  t 
perspectiv,  weshalb  sämmtliche  Strahlen  a*,  h*,  ...•  n  in  K  schneiden. 
Fig.  11  zeigt,  wie  man  hiernach  K  für  den  Scheitel  P  eines  Kegelschnitts 
findet,  nämlich  durch  Benutzung  des  Punktes  A  mit  seiner  Tangente  AA*. 

Die  in  dieser  Nummer  einzeln  auftretende  Hilfsparabel  lässt  sich  leicht 
ans  Fig.  9  herleiten.  Werden  daselbst  inA^B^C^  ...  an  k^  die  Tangenten 
gezogen,  so  liegen  ihre  Schnittpunkte  A*^  B*,  C*^  ...  mit  t  in  den  Mittel- 
punkten der  Abschnitte  PÄ\  FB'\  ...  (Steiner,  Werke  I,  Fussnote  auf 
S.  66.)  Fällt  man  weiter  aus  A*,  B*,  ...  auf  PA,  PB,  ...  die  Senk- 
rechten,  so  werden  sie  die  Normale  n  in  den  Mitten  ..4.'''| ,  B"\^  ...  der 
Strecken  PÄ'\  PB"\  ...  schneiden.  Die  Beihen  il*,  J?*,  ...  auf  t  und  Ä'\^ 
B"'ij  ...  auf  n  sind  ähnlich  mit  P  auf  t  und  K  auf  n  als  entsprechenden 
Punkten. 

Nachschrift.  Man  wird  bemerken,  dass  in  Fig.  8  der  Schnittpunkt 
von  PA  mit  Ä'Ä''=ta  den  Oscnlationskreis  p^  beschreibt. 


*  Diese  Parabel  wird  von  den  Senkrechten  aus  den  Punkten  der  Tangente  t, 
anf  ihre  Polaren  bezüglich  k*,  amhüUt.  Yergl.  die  Eigenschaft  dieser  Senkrech- 
ten, welche  ich  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  28  S.  190—192  mitgetheilt  habe. 
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Ueber  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamen  Folartetraeder  haben. 

Von 

K.  Meister, 

herauBgegeben  von 

Dr.  A.  Rasche 

in  Essen. 
(Forttetxong  von  Jahrg.  XXXI,  B-  321.) 


§1. 

1.  Die  Forderung,  ein  gegebenes  Tetraeder  zum  Polartetraeder  zu  haben, 
ist  für  eine  Fläche  zweiten  Grades,  mag  man  sie  als  Ponktgebilde  oder  als 
Erzeugniss  von  Ebenen  auffassen,  mit  sechs  linearen  Bedingungen  fiqui- 
Talent;  denn  die  Fläche  muss  je  zwei  Ecken  des  Tetraeders  zu  conjugirten 
Punkten,  oder  je  zwei  Ebenen  desselben  zu  conjugirten  Ebenen  haben. 
Demnach  bilden  alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  Tetraeder -4 5 CD 
zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben,  ein  lineares  System  dritter  Stufe, 
ein  Gebüsch,  welches  in  sich  dual  ist.  Das  System  ist  bestimmt  durch 
7ier  seiner  Flächen ,  welche  weder  zu  demselben  Netze ,  noch  zu  demselben 
Gewebe  gehören.  (Vergl.  Reye,  Geometrie  der  Lage,  II.  Abth.  28.  Vortr.) 
Durch  drei  Punkte  geht  eine  Fläche  des  Systems,  drei  Ebenen  werden  von 
einer  Fläche  desselben  berührt.  Durch  zwei  Punkte  geht  ein  Flächenbüschel, 
zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Flächenschaar.  Durch  einen  Punkt  ist  ein 
Flächennetz,  durch  eine  Ebene  ein  Flächengewebe  festgelegt.* 

Durch  jede  Gerade  geht  eine  Fläche  des  Gebüsches;  denn  drei  belie- 
bige auf  der  Geraden  liegende  Punkte  bestimmen  eine  Fläche;  weil  diese 
aber  mehr  als  zwei  Punkte  mit  der  Geraden  gemein  hat,  muss  sie  dieselbe 
ganz  enthalten;  —  oder  drei  beliebige  durch  die  Gerade  gehende  Tangen- 
tialebenen bestimmen  eine  Fläche;  weil  aber  durch  die  Gerade  mehr  als 
zwei  Tangentialebenen  gehen,  so  liegt  sie  ganz  auf  der  Fläche. 


*  In  der  vorliegenden  Arbeit  sind  die  wesentlichen  Veränderungen  und 
grösseren  Zus&tze  des  Herausgebers  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  kenntlich 
gemacht.  ^  j 
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Ein  Punkt  und  eine  Ebene  als  Pol  nnd  Polarebene  legen  eine  Fläche 
fest;  zwei  conjngirte  Punkte  bestimmen  ein  Netz  und  zwei  conjugirte  Ebenen 
ein  Gewebe  des  Systems. 

2.  Da  unser  System  die  Eigenschaft  hat,  in  sich  dual  zu  sein,  so  kann 
man  sich  fragen ,  ob  auch  umgekehrt  jedes  lineare  System  dritter  Stufe  von 
Flächen  zweiten  Grades,  welches  in  sich  reciprok  ist,  ein  gemeinsames 
Polartetraeder  besitzt 

•  Wir  setzen  voraus,  dass  die  im  System  dritter  Stufe  enthaltenen 
Systeme  niedrigerer  Stufe  nicht  in  sich  dual  sind.  —  Eine  Flächenschaar 
des  Systems  hat  bekanntlich  ein  gemeinsames  Polartetraeder,  das  wir  mit 
AB  CD  bezeichnen  wollen.  Zwei  beliebige  Flächen  dieser  Schaar  bestimmen 
einen  Büschel,  der  ebenfalls  zum  System  gehört  uud  das  Tetraeder  jil^ CD 
gleichfalls  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  hat.  Zwei  beliebige  Flächen 
dieses  Büschels  und  zwei  Flächen  der  Schaar,  welche  mit  dem  ersteren 
nicht  zu  demselben  Netz  oder  Gewebe  gehOren,  constituiren  das  System 
dritter  Stufe,  und  weil  sie  AB  CD  zum  gemeinsamen  Polartetraeder 
haben,  so  ist  letzteres  auch  ein  gemeinsames  Polartetraeder  für  alle  Flächen 
des  Systems.  y,Demnach  hat  jedes  in  sich  duale  lineare  System 
dritter  Stufe  von  Flächen  zweiten  Grades,  in  welchem  die 
Systeme  niederer  Stufe  nicht  in  sich  reciprok  sind,  ein  ge- 
meinsames Polartetraeder.'' 

Der  Beweis  des  Satzes  wird  hinfällig,  wenn  unsere  Voraussetzung  nicht 
erfüllt  ist. 

Lineare  Systeme  dritter  Stufe,  in  welchen  die  linearen  Systeme  nie- 
derer Stufe  in  sich  dual  sind,  werden  z.  B.  gebildet  von  allen  Flächen 
zweiten  Grades ,  welche  durch  zwei  windschiefe  Geraden  gehen ,  oder  welche 
zwei  gemeinsame  Pole  und  Polarebenen  haben.  Den  Dualismus  der  im 
ersteren  System  vorhandenen  Systeme  niederer  Stufe  habe  ich  in  meiner 
Dissertation  (1882)  nachgewiesen.  Ein  gemeinsames  Polartetraeder  ist  für 
die  Flächen  dieses  Systems  nicht  vorhanden,  wie  sich  aus  der  „Geometrie 
der  Lage*'  des  Herrn  Reye,  II.  Abth.  S.  81,  2.  Aufl.,  ergiebt. 

Wir  betrachten  kurz  das  zweite  System,  bezüglich  dessen  Flächen  A 
und  a,  B  und  ß  je  Pol  und  Polarebene  seien.  Die  Gerade  AB  werde  von 
den  Ebenen  a  und  ß  in  A'  bezw.  in  B^  getroffen ;  dann  ist  ^'  zu  ^ ,  B'  zu  B 
bezüglich  aller  Flächen  des  Gebüsches  conjugirt.  Durch  beide  Punktepaare 
ist  die  ganze  Involution  conjugirter  Punkte  auf  ul^  festgelegt,  und  sie  ist 
allen  Flächen  des  Systems  gemeinsam;  mithin  gehen  diese  sämmtlich  durch 
die  reellen  oder  imaginären  Doppelpunkte  der  Involution  auf  ^^.  Weiterhin 
ist  die  Schnittlinie  {aß)  zu  AB  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Gebüsches 
reciproke  Polare;  nennen  wir  die  Ebenen,  welche  sie  mit  A  und  B  ver- 
binden, a  und  ß'y  so  sind  letztere  zu  a  und  ß  bezw.  conjugirt  für  alle 
Flüchen  des  Systems;  die  Involution  conjugirter  Ebenen  um  {aß)  ist  damit 
auch  bestimmt,  also   auch   die  beiden  Doppelebenen  derselben,   welche^ die      , 
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gemeinsamen  Berührungsebenen  für  alle  Flächen  sind;  beide  Involationen 
sind  perspectivisch ,  die  Doppelpunkte  der  früheren  sind  die  Berührungs- 
punkte der  Doppelebenen  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems.  (Vergl. 
Sturm,  Mathem.  Annalen,  Bd.  19  S.  461  Nr.  25.) 

Seien  jetzt  C  und  C  zwei  beliebige  Punkte  mit  der  Bestimmung,  dass 
sie  conjugirte  seien;  dadurch  ist  ein  Netz  des  Gebüsches  festgelegt. 

Die  Ebene  7c\  welche  0  mit  {aß)  verbindet,  hat  ihren  Pol  bezüglich 
jeder  Fläche  dieses  Netzes  in  der  durch  C  und  AB  gelegten  Ebene  ;r;  es 
sind  also  n  und  n  zwei  hinsichtlich  des  Netzes  conjugirte  Ebenen  und 
daraus  folgt,  dass  dieses  Netz  zugleich  eine  Schaarschaar  ist. 

Lassen  wir  C'  mit  C  zusammenfallen,  so  gehen  alle  Flächen  des  Netses 
durch  denselben  Punkt  (7;  wir  haben  hierin  einen  Specialfall  des  betrachteten. 

Geben  wir  noch  ein  zweites  Paar  conjugirtcr  Punkte  D  und  D\  so 
wird  dadurch  ein  Büschel  des  Gebüsches  festgelegt;  wir  finden  genau  so 
wie  Torhin,  dass  derselbe  auch  gleichzeitig  eine  Schaar  ist. 

Die  Flächen  dieses  zweiten  speciellen  Gebüsches  haben  kein  gemein- 
sames Polartetraeder;  denn  wäre  ein  solches  vorhanden,  so  müssten  die 
gemeinsamen  reciproken  Polaren  AB  und  (aß)  zwei  von  den  windschiefen 
Kanten  desselben  sein.  Nun  giebt  es  aber  zu  keinem  Punkte  auf  {aß)  einen 
Punkt  auf  dieser  Geraden,  welcher  zu  ihm  hinsichtlich  aller  Flächen  des 
Gebüsches  conjugirt  ist;  folglich  giebt  es  auch  kein  gemeinsames  Polar- 
tetraeder. 

§2. 

3.  In  jedem  Flächenbüschel  unseres  Systems  b^^den  sich  vier  Kegel 
zweiten  Grades,  welche  die  vier  Ecken  des  gemeinsamen  Polartetraeders  zu 
Mittelpunkten  haben.  (Vergl.  Reye,  II.  Abth.  S.  150.)  Mithin  liegen 
die  Scheitel  aller  Kegel  des  Systems  in  den  vier  Ecken  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  AB  CD,  Betrachten  wir  diejenigen 
Kegel  des  Gebüsches,  deren  Mittelpunkte  in  der  Ecke  A  liegen,  so  haben 
diese  offenbar  das  Dreikant,  welches  von  den  durch  A  gehenden  Tetraeder- 
kanten gebildet  wird,  zum  gemeinsamen  Poldreikant. 

Ferner  befinden  sich  in  jeder  Flächenschaar  unseres  Systems  vier  zu 
Kegelschnitten  ausgeartete  Flächen,  deren  Ebenen  die  vier  Ebenen  des  ge- 
meinsamen Polartetraeders  sind.  Also  giebt  es  im  System  unendlich 
viele  Kegelschnitte,  und  deren  Ebenen  sind  die  vier  Ebenen 
des  gemeinsamen  Polartetraeders  ^^Ci).  Die  Kegelschnitte  Inder 
Ebene  BCD  haben  offenbar  das  Dreieck  BCD  zum  gemeinsamen  Polar- 
dreieck, sie  liegen  also  perspectivisch  mit  dem  System  aller  Kegel,  welche 
die  gegenüberliegende  Ecke  A  zum  gemeinsamen  Scheitel  haben.  Letzteres 
erhalten  wir  daher  durch  Projection  des  ebenen  Systems.  Das  System  der 
Kegelschnitte  ist  —  planimetrisch  —  aber  sowohl  ein  Netz  als  eine  Schaar- 
schaar.   (Siehe  I.  Theil  §  1  Nr.  1.) 
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Die  in  demselben  befindlichen  Oeradenpaare  and  doppelten  Geraden 
werden  projicirt  durch  Ebenenpaare  und  Doppelebenen  (die  drei  durch  Ä 
gehenden  Tetraederebenen);  femer  die  Punktepaare  und  doppelten  Punkte 
des  ebenen  Systems  durch  Goradenpaare  und  doppelte  Geraden  (die  drei 
durch  Ä  gehenden  Tetraederkanten). 

Es  giebt  also  in  unserem  Gebüsch  yier  Systeme  zweiter 
Stufe  von  Kegelschnitten,  deren  jedes  in  einer  der  vier  Te- 
traederebenen sich  befindet  und  das  durch  die  in  der  betref- 
fenden Ebene  liegenden  drei  Tetraederkanten  gebildete  Drei- 
eck zum  gemeinsamen  Polardreieck  hat  Jedes  dieser  yier  Systeme 
kann  sowohl  als  ein  Eegelschnittnetz ,  wie  auch  als  eine  Kegelschnittschaar- 
schaar  aufgefasst  werden;  es  enthält  einfach  unendlich  viele  Geradenpaare 
und  drei  doppelte  Geraden,  einfach  unendlich  viele  Punktepaare  und  drei 
doppelte  Punkte.  Ferner  giebt  es  in  dem  Gebüsche  vier  Netze 
von  Kegeln  zweiten  Grades,  deren  jedes  aus  solchen  Kegeln 
besteht,  welche  eine  Ecke  des  Polartetraeders  zum  gemein- 
samen Scheitel  und  das  durch  die  in  dieser  Ecke  zusammen* 
stossenden  Tetraederkanten  gebildete  Dreikant  zum  gemein- 
samen Polardreikant  haben.  Jedes  dieser  vier  Systeme  ist  sowohl  ein 
Kegelnetz  als  eine  Kegelschaarschaar;  es  enthält  einfach  unendlich  viele  Ebe- 
nenpaare und  drei  Doppelebenen ,  einfach  unendlich  viele  (oeradenpaare  und 
drei  doppelte  Geraden.  Inwiefern  ein  Geradenpaar  als  Ausartung  eines 
Kegels  oder  allgemeiner  einer  Fläche  zweiten  Grades  aufzufassen  ist,  kann 
leicht  angegeben  werden.  Die  Berührungsebenen  der  Fläche  erzeugen  näm- 
lich den  doppelten  Ebenenbündel  um  den  Schnittpunkt  des  Geradenpaares, 
die  Punkte  der  Fläche  das  doppelte  Feld  der  Ebene  des  Paares,  und  der 
quadratische  Complex  der  Tangenten  der  Fläche  zerfällt  in  die  beiden 
linearen  Complexe  der  Geraden,  welche  die  eine  oder  andere  Gerade  des 
Paares  treffen. 

Mit  Berücksichtigung  von  Nr.  1  in  §  1  des  I.  Theiles  ergiebt  sich  femer 
der  Satz:  Jede  der  sechs  Tetraederkanten  ist  die  gemeinsame 
Axe  von  unendlich  vielen  Ebenenpaaren  des  Gebüsches,  welche 
eine  Involution  bilden,  deren  Doppelelemente  die  beiden  durch 
die  Kante  gehenden  Tetraederebenen  sind;  die  vier  Tetraederebenen 
bilden  also  vier  Doppelebenen  des  Gebüsches.  Ebenso:  In  jeder  Tetraeder- 
ebene ist  jede  Tetraederecke  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  von  unend- 
lich vielen  Geradenpaaren  des  Gebüsches,  welche  eine  Involution  bilden, 
deren  Doppelstrahlen  die  in  der  Ecke  zusammenstossenden  Tetraederkanten 
sind.  Die  sechs  Tetraederkanten  sind  also  sechs  doppelte  Geraden  des  Ge* 
büsches»    Dualistisch  zum  ersteren  Satze: 

Jede  der  sechs  Tetraederkanten  ist  der  Träger  von  unend- 
lich vielen  Punktepaaren  des  Systems,  welche  eine  Involution 
bilden,   deren  Doppelelemente   die  beiden  auf  der  Tetraeder*    j 
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kante  liegenden  Ecken  sind.     Letztere  sind  also   vier  Doppelpunkte 
des  Systems. 

4.  In  einem  allgemeinen  Gebüsch  von  FlHchen  zweiter  Ordnang  liegen 
die  Mittelpunkte  aller  Kegelflächen  auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung  Ä'*,  der 
Kernfläche  des  Gebüsches.  (Vergl.  Reye,  II.  Abth.  S.  237.)  Diese  ist  in 
unserem  Falle  ausgeartet  in  die  vier  Ebenen  des  Polartetraeders,  Denn 
wenn  auch  im  Allgemeinen  jeder  Kegel  seinen  Mittelpunkt  in  einer  der  vier 
Tetraederecken  hat,  so  gilt  dieses  doch  nicht  für  die  vier  Doppelebenen ,  da 
jeder  Punkt  einer  solchen  als  ihr  Mittelpunkt  angesehen  werden  kann.  Dua- 
listisch finden  wir,  dass  die  Fläche  vierter  Classe,  welche  von  den  Ebenen 
aller  Kegelschnitte  eines  linearen  Flächengewebes  dritter  Stufe  eingehüllt 
wird,  in  unserem  Falle  aus  den  vier  Tetraederecken  besteht. 

5.  Zwei  Kegel ,  deren  Mittelpunkte  in  zwei  verschiedenen  Ecken  des  Polar- 
tetraeders liegen,  schneiden  sich  in  einer  Eaumcurve  R^  vierter  Ordnung, 
der  Grundcurve  eines  Flächenbüschels  des  Systems.  Aus  den  beiden  anderen 
Ecken  des  Tetraeders  wird  die  Ranmcurve  durch  zwei  Kegel  projicirt,  welche 
ebenfalls  dem  Büschel  angehären.  (Vergl.  Reye,  IL  Abth.  S.  150.)  Da 
jede  Ecke  des  Tetraeders  Mittelpunkt  von  doppelt  unendlich  vielen  Kegeln 
des  Systems  ist,  so  giebt  es  vierfach  unendlich  viele  Raumcur- 
ven  B^  und  folglich  ebenso  viele  Flächenbüsohel  in  unserem 
System. 

Wenn  die  beiden  Kegel,  welche  einen  Flächenbüschel  constituiren ,  zwei 
gemeinsame  Tangentialebenen  haben,  so  zerföllt  die  Raumcurve  des  Büschels 
in  zwei  Kegelschnitte.  Denn  jede  der  beiden  Tangentialebenen  hat  mit  den 
beiden  Kegeln  einen  gemeinsamen  Berührungspunkt,  den  Schnittpunkt  der 
beiden  Berührungskanten.  Legt  man  nun  durch  die  beiden  gemeinsamen 
Berührungspunkte  und  einen  weiteren  gemeinsamen  Punkt  beider  Kegel  die 
Ebene,  so  haben  die  beiden  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  diese  drei  Punkte 
gemeinsam,  ausserdem  aber  in  den  beiden  ersten  die  Tangenten,  sind  daher 
identisch.  Die  Raumcurve  zerfiillt  daher  in  diesen  und  folglich  noch  in 
einen  zweiten  Kegelschnitt.  Der  Flächenbüschel  enthält  in  diesem  Falle  ein 
Ebenenpaar,  das  Paar  der  beiden  Kegelschnittebenen.  Wir  erhalten  daher 
solche  Raumcurven,  wenn  wir  die  Involution  der  Ebenenpaare,  welche  eine 
Tetraederkante  zur  gemeinsamen  Axe  haben,  mit  dem  Kegelnetze,  welches 
eine  der  beiden  auf  der  Gegenkante  liegenden  Tetraederecken  zum  gemein- 
samen Mittelpunkt  hat,  schneiden.  Es  giebt  mithin  solcher  in  Kegel- 
schnitte zerfallender  Raumcurven  R^  dreifach  unendlich  viele. 
Da  jedes  Ebenenpaar  von  den  beiden  durch  seine  Schnittlinie  gehenden  Te- 
traederebenen harmonisch  getrennt  wird,  so  gewinnen  wir  den  Satz: 

Schneiden  sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades  in  zwei  Kegel- 
schnitten, so  sind  die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte  har- 
monisch zu  den  Ebenen,  welche  ihre  Schnittlinie  mit  den 
Scheiteln  der  beiden  Kegel  verbinden.  ^^  ^ 
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Wenn  ein  Ebenenpaar  zu  einer  doppelten  Ebene  wird,  also  die  beiden 
Ebenen  mit  einer  Tetraederebene  zusammenfallen,  und  wir  schneiden  es 
dann  mit  einem  Kegel,  so  besteht  die  Schnittcurve  aus  einem  doppelten 
Kegelschnitt,  einem  Kegelschnitt  des  Systems,  Ifings  dessen  sich  also  die 
Fischen  des  betrefTenden  Büschels  berühren. 

6.  Zwei  Kegel  mit  gemeinsamem  Scheitel  schneiden  sich  in  vier  Kanten ; 
sie  constituiren  einen  Kegelbüschel.  Die  Grundcurve  eines  solchen  Büschels 
besteht  also  aus  vier  Geraden  durch  eine  Tetraederecke.  Der  Büschel  ent- 
steht durch  Projection  eines  in  der  gegenüberliegenden  Tetraederebene  be- 
findlichen und  zum  System  gehörenden  Kegelschnittbüschels.  Daraus  folgt, 
dass  die  vier  Geraden  der  Grundcurve  paarweise  auf  sechs  Ebenen  mit  je 
einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gehenden  Tetraederkante  liegen  und 
dass  durch  jeden  Strahl  durch  eine  Tetraederecke  ein  solcher  Büschel  be- 
stimmt ist  (vergl.  I.  Theil,  §1  Nr.  2),  sowie  dass  es  deren  doppelt 
unendlich  viele  giebt. 

Wählen  wir  statt  zweier  Kegel  zwei  Ebenenpaare,  deren  Axen  zwei 
Gegenkanten  des  Tetraeders  sind,  zu  Constituenten  eines  Büschels,  so  be- 
steht dessen  Grundcurve  aus  den  Seiten  eines  windschiefen  Vierecks,  von 
dem  auf  jeder  der  beiden  Gegenkanten  zwei  Eckpunkte  liegen,  welche  durch 
die  ebenfalls  darauf  liegenden  Tetraederecken  harmonisch  getrennt  sind  (sie 
bilden  also  Punktepaare  des  Systems). 

Da  jede  Kante  des  Tetraeders  die  Axe  von  einfach  unendlich  vielen 
Ebenenpaaren  des  Systems  ist,  so  giebt  es  solcher  Raumcurven  dop- 
pelt unendlich  viele. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  bestimmt 
die  Baumcurve;  denn  die  Gerade  lässt  sich  mit  jeder  der  beiden  Gegenkan- 
ten durch  eine  Ebene  verbinden;  diese  beiden  Ebenen  aber  gehören  zu  zwei 
Ebenenpaaren,  die  sich  in  einem  windschiefen  Viereck  schneiden,  dessen 
eine  Seite  die  erste  Gerade  ist.  Während  also  im  Allgemeinen 
durch  jede  Gerade  im  Räume  nur  eine  einzige  Fläche  des  Sy- 
stems hindurchgeht,  sind  hiervon  diejenigen  Geraden  aus- 
genommen, welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  treffen, 
indem  durch  jede  solche  Gerade  ein  ganzer  Flächenbüschel 
geht.  Dasselbe  gilt  für  Gerade,  welche  durch  eine  Tetraeder- 
eoke  gehen. 

Wir  unterlassen  die  Angabe  der  dualen  Resultate,  weil  die  Ableitung 
derselben  aus  dem  Vorhergehenden  nicht  schwierig  ist. 

7.  Herr  Schroeter  hat  in  seiner  „Theorie  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung**  S.  699  auf  die  Analogie  hingewiesen,  die  zwischen  einem  Flächen« 
büschel  dieser  Art  und  einem  Büschel  von  einander  doppelt  berührenden 
Kegelschnitten  besteht,  indem  beide  auch  als  Schaaren  aufgefasst  werden 
können.  Diese  Analogie  wird  noch  vollständiger  durch  den  Umstand,  dass 
jeder  dieser   Büschel   nicht   nur  ein,   sondern   unendlich  viele  gem( 
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Polardreiecke,  beziefalich  Polartetraeder  hat.  Für  den  ebenen  Büschel  ist 
dies  bekannt,  für  den  Flachenbüschel  läset  es  sich  leicht  beweisen.  Seien 
F,  Fy  ff,  H  die  vier  Ecken  des  windschiefen  Vierseits,  durch  welches  die 
Flächen  des  Büschels  gehen,  EGr  und  FH  die  Diagonalen  desselben,  also 
die  Axen  der  beiden  Ebenenpaare  des  Büschels;  wählen  wir  dann  anf  EQ 
und  FH  je  ein  durch  JB7,  Q  beziehlich  F^  H  harmonisch  getrenntes  Punkte- 
paar J,  K  und  L,  My  so  sind  J^  Ky  Ly  Jlf  die  vier  Ecken  eines  dem  Bü- 
schel angehörenden  gemeinsamen  Polartetraeders.  Denn  zunächst  sind,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  ^ Cr  und  FJ?  reciproke  Polaren  bezüglich  aller  Flächen 
des  Büschels.  Die  Polarebene  des  Punktes  /  bezüglich  irgend  einer  Fläche 
geht  daher  durch  FH,  andererseits  durch  K^  ist  also  die  Ebene  LMK. 
Demnach  ist  das  Tetraeder  LMJK  so  beschaffen,  dass  die  Ecken  und 
Oegenebenen  Pole  und  Polarebenen  des  Büschels  sind,  d.  h.,  es  ist  ein 
gemeinsames  Polartetraeder.  Wir  finden,  dass  der  Büschel  doppelt 
unendlich  viele  gemeinsame  Polartetraeder  hat  Unter  diesen 
Tetraedern  kommt  aber  das  aus  den  vier  Ecken  der  Grundcurve  gebildete 
Tetraeder  nicht  vor. 

•  Demnach  würde  die  zutreffende  Stelle  auf  S.  699  in  dem  Werke  des 
Herrn  Schroeter  in  der  Fassung  zu  geben  sein: 

„Die  Flächen   haben  doppelt  unendlich  viele  Polartetraeder  und  eins 
von  der  besonderen  Art,  wie  es  S.  145  beschrieben  ist.** 


§3. 

8.  An  dieser  Stelle  möge  eine  Untersuchung  Platz  finden,  deren  Inhalt 
ich  der  Güte  meines  hochverehrten  Lehrers,  des  Herrn  B.  Sturm,  ver- 
danke, nämlich  die  Untersuchung  über  die  Charakteristiken  des  vorliegenden 
Gebüsches. 

Durch  die  drei  Fundamentalbedingungen:  1.  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  gehen,  jn;  2.  eine  gegebene  Gerade  zu  berühren,  v;  3.  eine  ge- 
gebene Ebene  zu  berühren,  q  (vergl.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden 
Geometrie),  scheiden  wir  aus  dem  Gebüsche  1.  ein  Netz,  2.  ein  noch  ge- 
nauer zu  untersuchendes  System   zweiter  Stufe,  3.  eine  Schaarschaar  aus. 

Nehmen  wir  je  zwei  von  jenen  drei  Bedingungen,  so  sondern  wir 
Systeme  von  einfach  unendlicher  Mannichfaltigkeit  ab;  wir  haben  die  sechs 
Fälle:  fi',  v',  p^  jLiv,  vq,  jup.  jn*  führt  zu  einem  Büschel,  q^  zn  einer 
Schaar.  Die  Charakteristiken  derselben,  d.  h.  die  Zahlen  der  Flächen, 
welche  jene  drei  Fundamentalbedingungen  erfüllen ,  sind  bekannt.  Für  den 
Büschel  ist  f4»=l,  ^»v  =  2,  ^«^  =  3;  für  die  Schaar  ist  ^?*  =  3,  vp«  =  2, 
p'e=1.  V*  führt  zu  einem  in  sich  dualen  System  unseres  Gebüsches,  zu 
dem  aller  Flächen,  welche  zwei  gegebene  Gerade  berühren.  Untersuchen 
wir  dessen  Charakteristiken  oder  statt  dessen  die  Ausartungszahlen  <Py  x»  V^ 
von  Kegelschnitt,  Kegel  und  Ebenenpunktpaar  des  Systems.     Was  die  letz- 
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tere  Ansartnng  anbetrifft,  so  müssen  wir  jedes  unserer  Ebenenpaare  aus 
dem  Gebüsche,  welches  eine  Tetraederkante  zur  Doppellinie  hat,  mit  einem 
Punktepaare,  das  dieselbe  Kante  zur  Axe  hat,  combiniren,  um  eine  Fläche 
^  zu  erhalten.  Wir  haben  demnach  im  Gebüsch  sechs  Systeme  Ton  doppelt 
unendlich  vielen  Flächen  i/;. 

In  jedem  der  vier  Systeme  von  Kegeln  des  Gebüsches,  welche  je  das 
betreffende  Dreikant  zum  Polardreikant  haben,  giebt  es  einen,  der  von  den 
beiden  gegebenen  Geraden  berührt  wird,  d.  h.  durch  deren  Spuren  in  der 
Tetraederebene  geht  (vergl.  §  2  Nr.  1);  also  x  =  4.  (Es  bedeutet  nach  Schu- 
bert, S.  102,  %  sowohl  einen  Kegel  des  Systems,  als  auch  die  Zahl  der 
Kegel  in  einem  einfach  unendlichen  System.)  Ebenso  ist  9'  =  4;  dagegen 
ist  ^  =  0,  da  die  Doppellinie  keiner  der  Flächen  if/  von  einer  der  beiden 
Geraden  getroffen  wird.  Nun  bestehen  (nach  Schubert,  S.  103)  die  zwei 
Beziehungsgleichungen : 

^  =  i(3.<3P  +  x  +  2.iJ;), 

v  =  i(2.9>  +  2.x+4.if;); 
also  ist  in  unserem  Falle  51  s=  (» =  v  =  4.    Für  die  Flächen  unseres  Gebüsches 
ist  mithin  v*^=  v*^  =  v*  =  4,  d.h.: 

„Je  vier  Flächen  des  Gebüsches  berühren  drei  gegebene  Gerade,  oder 
berühren  zwei  gegebene  Gerade  und  gehen  durch  einen  gegebenen  Punkt, 
oder  berühren  zwei  gegebene  Geraden  und  eine  gegebene  Ebene." 

In  sich  dual  ist  auch  das  einfach  unendliche  System  ft  g  des  Gebüsches. 

Da  der  gegebene  Punkt  im  Allgemeinen  in  keiner  der  Tetraederebenen 
liegt,  so  ist  9  =  0;  und  da  die  gegebene  Ebene  durch  keine  Tetraederecke 
geht,  so  ist  1  =  0,  Jener  bestimmt  bei  jeder  Tetraederkante  das  Ebenen- 
paar, diese  das  zugehörige  Punktepaar;  also  ist  ^4^  =  6;  mithin  ergiebt  sich 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  ft  =  3,  ^  =  3,  v  =  6.  Für  unser  Ge- 
büsch ist  also  |Li'^  =  3  =  |Lip'  (wie  schon  bekannt)  und  jLivpsß,  d.  h.: 

Es  giebt  im  Gebüsche  sechs  Flächen,  welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  eine  gegebene  Gerade  und  eine  gegebene  Ebene  berühren. 

Wir  betrachten  endlich  das  System  juv  des  Gebüsches.  Da  der  ge- 
gebene Punkt  in  keiner  der  Tetraederebenen  liegt,  so  ist  9>  =  0;  in  jedem 
der  vier  Kegelnetze  giebt  es  zwei  Kegel ,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehen  und  die  gegebene  Gerade  berühren ;  also  x  =  S.  Da  die  gegebene 
Grerade  keine  der  sechs  Tetraederkanten  trifft,  so  ist  ip^O.  Mithin  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen: 

l»  =  2,    p  =  6,     v  =  4. 
Für  unser  Gebüsch  ergiebt  sich  demnach: 

^*v  =  2;     fiv^  =  6,     f*v*  =  4. 
Doalistiflch  erhalten  wir: 

^*v  =  2,     fi  1/^  =  6,     v'ß  =  4. 
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Die  dreifachen  Charakteristiken  des  vorliegenden  Gebüsches  sind  also: 
lti»  =  ^8=l,     v*  =  4, 
1^2  V  =  ^*  V  =  2 ; 

jiiv^  =  6. 
Wir  haben  somit  die  Resultate  gewonnen: 
„Von  den  Flächen  unseres  Systems: 

1.  geht  eine  Fläche  durch  drei  gegebene  Punkte; 

2.  berührt  eine  Fläche  drei  gegebene  Ebenen; 

3.  berühren  vier  Flächen  drei  gegebene  Geraden; 

4.  gehen  zwei  Flächen   durch  zwei  gegebene  Punkte  und 
berühren  eine  gegebene  Gerade; 

5.  berühren  zwei  Flächen  zwei  gegebene  Ebenen  und  eine 
gegebene  Gerade; 

6.  gehen  drei  Flächen  durch  zwei  gegebene  Punkte   und 
berühren  eine  gegebene  Ebene; 

7.  gehen  drei  Flächen  durch  einen  gegebenen  Punkt  und 
berühren  zwei  gegebene  Ebenen; 

8.  gehen  vier  Flächen   durch  einen  Punkt  und  berühren 
zwei  gegebene  Geraden; 

9.  berühren  vier  Flächen  eine  gegebene  Ebene  und  zwei 
gegebene  Geraden; 

10.  gehen   sechs   Flächen   durch   einen   gegebenen   Punkt, 

berühren    eine    gegebene    Gerade   und    eine   gegebene 

Ebene.« 

Als  die  Charakteristiken   des   im  Eingange   erwähnten  in   sich  dualen 

Systems  der  Flächen  des  Gebüsches ,  welche  eine  gegebene  Gerade  berühren, 

haben  sich  ergeben: 

f4,^=Q^  =  2y     v*  =  4,     ^v  =  (>v  =  4,     |[i^  =  6. 

§4. 

9.  Die  durch  einen  beliebigen  Punkt  P^  des  Raumes  gehenden  doppelt 
unendlich  vielen  Flächen  des  Systems  bilden  ein  Flächennetz,  d.  h.  sie  gehen 
noch  durch  sieben  andere  Punkte  P^,  Pq^  P4,  ...,  Pg^  welche  mit  Pj  die  acht 
Grundpunkte  des  Netzes  sind.  Weil  nun  die  Punkte  in  dreifach  unendlicher 
Mannich  faltigkeit  im  Räume  auftreten,  so  folgt,  dass  es  dreifach  un- 
endlich viele  Flächennetze  in  unserem  Gebüsche  giebt. 

Durch  einen  Grundpunkt  sind  die  sieben  anderen  vollständig  bestimmt, 
üeber  die  gegenseitige  Lage  der  acht  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  in 
unserem  Gebüsche  gelten  folgende  Sätze: 

„Auf  der  Verbindungslinie  eines  Grundpunktes  mit  einer 
Tetracdereoke  liegt  noch  ein  zweiter  Grundpunkt.« 
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„In  der  Verbindungsebene  eines  Grundpunktes  mit  einer 
Tetraederkante  liegen  noch  drei  andere  Grundpunkte." 

Verbinden  wir  nämlich  den  Grundpunkt  Pj  mit  der  Ecke  Ä  und  nennen 
A'  den  Schnittpunkt  von  P^Ä  mit  der  Tetraederebene  BCJD,  so  sind  Ä  und 
Ä'  zwei  conjugirte  Punkte  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems  und  folglich 
auch  des  Netzes.  Da  nun  sämmtliche  Flächen  des  Netzes  durch  P^  gehen, 
so  gehen  sie  auch  durch  den  zu  P^  bezüglich  Ä  und  Ä  harmonischen  Punkt 
Pj,  welcher  also  einer  der  acht  Grundpunkte  des  Netzes  sein  muss. 

Zum  Beweise  des  zweiten  Satzes  legen  wir  die  Ebene  durch  P,  und 
die  Kante  AB  des  Tetraeders.  Ihr  Schnitt  mit  der  zu  ii^  windschiefen 
Kante  CD  sei  E,  Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  auf  AP^  noch  ein 
Grundpunkt  Pj,  der  von  P^  durch  die  Schnitte  von  AP^  mit  AB  und  BE 
harmonisch  getrennt  ist;  ebenso  liegt  auf  BP^  noch  ein  Grundpunkt  P3, 
welcher  von  P,  durch  die  Schnitte  von  B P^  mit  AB  und  AE  harmonisch 
getrennt  ist  Ausserdem  ist  aber  auch  der  Schnittpunkt  P^  von  B  P^  und 
AP^  einer  der  acht  Grundpunkte,  weil  er  von  Pg  durch  die  Schnitte  von 
BP^  mit  AE  und  AB,  von  P3  durch  die  Schnitte  von  AP^  mit  AB  und 
BE  harmonisch  getrennt  wird. 

Also  liegen  vier  Grundpunkte  Pj ,  P^^  P^y  P^  in  einer  Ebene  durch  die 
Kante  ABy  die  vier  übrigen  P5,  P^,  P^,  Pg  liegen  daher  in  einer  zweiten 
Ebene  durch  AB^  welche  mit  der  ersteren  ein  zum  Netz  gehöriges  Ebenen- 
paar bildet.  Daraus  folgt,  dass  jedes  Netz  unseres  Systems  sechs 
Ebenenpaare  besitzt,  deren  Azen  die  sechs  Tetraederkan- 
ten sind. 

10.  Betrachten  wir  zwei  von  diesen  Ebenenpaaren,  deren  Axen  sich 
schneiden,  so  constituiren  diese  einen  Kegelbüschel,  dessen  Grundkanten  die 
vier  Schnittlinien  der  beiden  Ebenenpaare  sind.  Durch  dieselben  geht  auch 
das  dritte  Ebenenpaar  des  Büschels,  dessen  Axe  die  Doppellinien  der  beiden 
ersten  schneidet.  Zwei  Ebenenpaare  dagegen ,  deren  Axen  sich  nicht  schnei- 
den, also  Gegenkanten  des  Tetraeders  sind,  constituiren  einen  Büschel  von 
Flächen  durch  ein  windschiefes  Vierseit. 

Jedes  Netz  unseres  Gebüsches  enthält  also  vier  Büschel 
von  Kegeln,  welche  je  eine  Tetraederecke  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben,  und  drei  Flächenbüschel  durch  windschiefe 
Vierseit  e. 

Die  Grundkanten  eines  jeden  Kegelbüschels  sind  die  Verbindungslinien 
des  gemeinsamen  Scheitels  mit  vier  associirten  Punkten  (vergl.  I.  Theil)  in 
der  Gegenebene. 

Ferner  die  Kegelspitzencurve  C^  sechster  Ordnung  eines  allgemeinen 
Netzes  (vergl.  Reye,  II.  Abth.  S.  232)  degenerirt  im  vorliegenden  Falle  in 
die  sechs  Kanten  des  Tetraeders. 

Dualistisch :  Die  eine  beliebige  Ebene  berührenden  Flächen  des  Systems 
bilden  ein  Flächengewebe  (Schaarschaar),   d.  h.  sie  berühren  noch   sieben 
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andere  Ebenen,  welche  mit  der  ersten  die  acht  Grandebenen  des  Gewebes 
sind.     Durch  eine  Grundebene  sind  die  sieben  anderen  bestimmt. 

Durch  die  Schnittlinie  einer  Grandebene  mit  einer  Tetra- 
ederebene geht  noch  eine  zweite. 

Durch  den  Schnittpunkt  einer  Grnndebene  mit  einer  Te- 
traederkante gehen  noch  drei  andere  Grundebenen. 

Die  vier  übrigen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  derselben  Kante,  der 
mit  dem  ersten  ein  Punktepaar  des  Gewebes  bildet. 

Jedes  Gewebe  des  Systems  enthält  sechs  Punktepaare, 
deren  Träger  die  sechs  Tetraederkanten  sind;  ferner  vier  Kegel- 
schnittschaaren  in  den  vier  Tetraederebenen  und  drei  FlSchen- 
schaaren  durch  windschiefe  Vierseite. 

Die  Grundtangenten  eines  jeden  dieser  Eegelschaaren  sind  vier  asso- 
ciirte  Geraden  des  Kegelschnittnetzes  in  der  Tetraederebene. 

11.  Da  zwei  Gegenkanten  des  Polartetraeders  reciproke  Polaren  bezüg- 
lich aller  Flächen  des  Systems  sind,  so  ist  jeder  Punkt  der  einen  Kante 
zu  jedem  Punkte  der  andern  Kante  conjugirt     Hieraus  folgt: 

Zieht  man  durch  einen  der  acht  Grundpunkte  eines  Netzes 
eine  Gerade,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft, 
80  liegt  auf  derselben  noch  ein  zweiter  Grundpunkt. 

Denn  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  die  Gegenkanten  trifft, 
sind  conjugirt  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems.  Alle  Flächen  also, 
welche  durch  den  gewählten  Grundpunkt  gehen,  d.  h.  alle  Flächen  des 
Netzes,  enthalten  auch  denjenigen  Punkt,  der  zu  dem  Grundpunkte  har- 
monisch ist  bezüglich  der  beiden  conjugirten  Punkte. 

Dualistisch:  Schneidet  man  eine  der  acht  Grundebenen  eines 
Gewebes  in  unserem  System  mit  zwei  Gegenkanten  des  Tetra- 
eders, so  geht  durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnitt- 
punkte noch  eine  zweite  Grundebene. 

§5. 

12.  Die  acht  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  wollen  wir  associirte 
Punkte,  die  acht  Grundebenen  eines  Gewebes  associirte  Ebenen  nennen. 
(Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  236.)  Setzen  wir  das  Polartetraeder  als  reell 
voraus ,  so  geht  aus  den  Sätzen  von  §  4  hervor,  dass  acht  associirte  Punkte, 
resp.  acht  associirte  Ebenen  entweder  sämmtlich  reell,  oder  sämmtlich  ima- 
ginär sind« 

Je  zwei  associirte  Punkte  liegen  entweder  auf  einer  Geraden  durch  eine 
Tetraederecke  und  zwar  harmonisch  zu  dieser  Ecke  und  dem  Schnittpunkte 
der  Geraden  mit  der  Gegenebene,  oder  auf  einer  Geraden,  welche  zwei  ^%o 
Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  und  zwar  harmonisch  zu  den  beiden  ^-^l^ 
Schnittpunkten.  \^ . 
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Es  ist  nicht  uninteressant,  das  Verhalten  einer  Gruppe  von  acht  asso- 
ciirten  Punkten  noch  weiter  zu  untersuchen. 

Durch  einen  Punkt  Pj  ist  ein  Netz  unseres  Gebüsches  und  dadurch  die 
zu  P|  associirten  sieben  Punkte  P^»  P^,  P4,  ...,  Pg  festgelegt.  Es  fragt 
sich,  ob  man,  Ton  einem  dieser  sieben  anderen  Punkte  ausgehend,  zu  der 
nSmlichen  Punktgrappe  gelangt.  Das  durch  P,  bestimmte  Netz  enth&lt 
einen  Büschel  von  Kegeln  mit  gemeinsamem  Scheitel  in  der  Tetraederecke  Ä^ 
auf  dessen  vier  Grundkanten  die  acht  Punkte  P^,  P^,  P3,  ...,  Pg  paarweise 
liegen.  Dieser  Büschel  ist  perspectiv  mit  einem  Eegelschnittbüschel  in  der 
Tetraederebene  BCD,  welcher  das  Dreieck  BCD  zum  gemeinsamen  Polar- 
dreieck und  die  Spuren  der  Grundkanten  des  ersteren  zu  Grundpunkten  hat. 
Von  welchem  der  vier  Grundpunkte  in  der  Ebene  BCD  wir  auch  ausgehen, 
immer  erhalten  wir  denselben  Eegelschnittbüschel,  wie  sich  aus  der  Con- 
struction  des  Punktquadrupels  nach  dem  I.  Theile  ergiebt;  also  führt  auch 
jeder  der  sieben  anderen  Punkte  P^,  Pg,  P4,  ...,  Pg  zu  demselben  Eegel- 
bfischel  mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  in  A> 

Ein  Gleiches  gut  für  den  Eegelbüschel  unseres  Netzes,  dessen  Flächen 
die  Ecke  B  zur  gemeinsamen  Spitze  haben.  Beide  Eegelbüschel  constituiren 
aber  unser  Netz ,  bestimmen  also  auch  die  Grundpunkte  P| ,  P^ ,  Pg ,  . . . ,  Pg 
desselben.  —  Nähert  sich  ein  Grundpunkt  einer  Tetraederecke,  so  thun  es 
auch  die  sieben  associirten,  und  in  der  Ecke  selbst  fallen  alle  acht  zusammen. 
Das  zugehörige  Netz  wird  gebildet  durch  die  Eegel  des  Gebüsches,  welche 
ihre  Spitze  in  jener  Ecke  haben. 

Zwei  associirte  Ebenen  schneiden  sich  entweder  in  einer  Geraden,  welche 
in  einer  Tetraederebene  liegt,  und  sind  dann  harmonisch  getrennt  durch  diese 
Ebene  und  die  Verbindungsebene  der  Schnittlinie  mit  der  Gegenecke,  oder 
sie  treffen  sich  in  einer  Geraden,  welche  mit  zwei  Gegenkanten  je  in  einer 
Ebene  liegt,  und  sind  harmonisch  zu  diesen  beiden  Ebenen. 

Wir  nennen  jede  Verbindungsgerade  von  zwei  associirten  Punkten  des 
Gebüsches  einen  Hauptstrahl  desselben  (Beye,  II.  Abth.  S.  237);  ebenso 
soll  jede  Schnittlinie  zweier  associirter  Ebenen  eine  Hauptlinie  des  Systems 
heissen. 

Jede  Gerade  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  ist  ein  Hauptstrahl,  jede 
Gerade  in  einer  Tetraederebene  eine  HaupÜinie,  und  jede  Gerade,  welche 
zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  sowohl  ein  Hauptstrahl  als  eine 
Hauptlinie.  Durch  jeden  Hauptstrahl  geht  ein  Flächenbttschel, 
durch  jede  Hauptlinie  eine  Flächenschaar  des  Systems.  (Vergl. 
§  2  Nr.  6.) 

Wir  schliessen  femer  aus  dem  Vorhergehenden :  Die  Hauptstrahlen  sind 
Träger  involutorischer  Punktreihen ,  deren  Punktepaare  aus  je  zwei  associir- 
ten Punkten  bestehen.  Sie  werden  von  den  Flächen  des  Gebüsches  in  diesen 
Punktepaaren  geschnitten.  Die  Doppelpunkte  der  Panktreihen  liegen  auf 
den  Tetraederebenen,  jeder  Punkt  der  letzteren  ist  also  sich  selbst  associirt 
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Die  Hauptlinien  sind  Träger  inyolutorischer  Ebenenbttscbel,  deren  Ebe- 
nenpaare ans  je  zwei  associirten  Ebenen  bestehen,  und  welche  die  Paare 
der  von  den  Hanptlinien  an  die  Flächen  des  Systems  gehenden  Tangential- 
ebenen sind.     Die  Ebenen  durch  die  Tetraederecken  sind  sich  selbst  associirt. 

13.  Acht  associirte  Punkte  des  Systems  können  zu  je  zweien  durch 
28  Hauptstrahlen  verbunden  werden.  Davon  gehen  16  zu  je  vieren  durch 
die  vier  Tetraederecken ,  die  zwölf  übrigen  treffen  zu  je  vieren  die  drei  Gegen- 
kantenpaare des  Tetraeders.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen  sieben  Haupt- 
strahlen,  weil  der  Punkt  sieben  associirte  Punkte  hat;  vier  derselben  gehen 
nach  den  vier  Tetraederecken ;  die  drei  übrigen  treffen  je  ein  Gegenkanten- 
paar des  Tetraeders.  In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  drei  Hauptstrahlen,  es 
sind  nämlich  die  drei  Geraden ,  welche  die  Schnittpunktepaare  dieser  Ebene 
mit  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  enthalten. 

Dualistisch:  Acht  associirte  Ebenen  schneiden  sich  zu  zweien  in  28 
Hanptlinien ;  davon  liegen  16  zu  je  vieren  in  den  vier  Tetraederebenen ,  die 
zwölf  übrigen  aber  treffen  zu  je  vieren  ein  Gegenkantenpaar  des  Tetraeders. 
In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  sieben  Hauptlinien ,  nämlich  die  Schnittlinien 
der  Ebene  mit  den  Tetraederebenen  und  die  drei  Geraden,  welche  die  Gegen- 
kanten des  Tetraeders  treffen. 

Die  Hauptstrahlen  bilden  demnach  eine  Strahlencongruenz  mit  dem  Bün- 
delrang 7  und  dem  Feldrang  3,  die  Hauptlinien  eine  Congruenz  mit  dem 
Feldrang  7  und  dem  Bündelrang  3. 

14.  Drei  Flächen  unseres  Systems  constituiren  sowohl  ein  Netz,  als  ein 
Gewebe  (Schaarschaar)  des  Gebüsches,  d.  h.  ihre  acht  Schnittpunkte  sind 
acht  associirte  Paukte,  und  ihre  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  sind 
acht  associirte  Ebenen.  Halten  wir  nun  eine  der  drei  Flächen  fest  und 
lassen  die  beiden  anderen  das  Netz  durchlaufen,  so  werden  die  acht  gemein- 
samen Tangentialebenen  sich  fortwährend  ändern.  Kommen  die  beiden 
Flächen  der  festen  Fläche  näher,  bis  sie  schliesslich  damit  zusammenfallen, 
so  werden  die  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  sich  immer  mehr  den 
acht  Tangentialebenen  der  festen  Fläche  in  den  Grundpunkten  des  Netzes  nähern 
und  im  Grenzfall  in  dieselben  übergehen.    Wir  gewinnen  daher  den  Satz:* 

Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  unseres  Systems  in 
acht  auf  derselben  liegenden  associirten  Punkten  sind  acht 
associirte  Ebenen. 

Dual: 

Die  Berührungspunkte  von  acht  associirten  Ebenen  mit 
einer  Fläche  des  durch  sie  bestimmten  Gewebes  im  System 
sind  acht  associirte  Punkte. 

Die  Tangentialebenen  aller  Flächen  eines  Netzes  in  einem  Grundpunkte 
desselben  bilden  einen  Ebenenbündel  um  diesen  Punkt.  Die  associirten  Ebenen 
bilden  demnach  die  Ebenenbündel  um  die  sieben  anderen  Grundpunkte. 
Daher  können  wir  sagen:    Dreht  eine  Ebene  sich  um  einen  Punkt, 
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80   drehen    sich   die  sieben  associirten  Ebenen  am   die   sieben 
associirten  Punkte. 

Dual: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Ebene,  so  bewegen  sich 
die  sieben  associirten  Punkte  auf  den  associirten  Ebenen. 

Weiterhin  Iftsst  sich  der  Satz  beweisen: 

Dreht  eine  Ebene  sich  um  eine  Gerade  p,  so  drehen  die  asso- 
ciirten Ebenen  sich  um  sieben  andere  Geraden.  Denn  nehmen 
wir  9.nf  p  zwei  Punkte  P|  und  P^  an,  so  muss,  da  sich  die  Ebene  gleich- 
zeitig um  Pj  und  P^  dreht,  jede  associirte  Ebene  gleichzeitig  um  einen  zu 
Pi  und  einen  zu  l\  associirten  Punkt,  d.h.  um  eine  Gerade  drehen. 

Dual: 

Bewegt  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  p,  so  bewegen 
die  sieben  associirten  Punkte  sich  auf  sieben  anderen  Geraden. 

Von  einer  Geraden  p  kommen  wir  auf  beide  Weisen  zu  denselben  sieben 
anderen  Geraden.  Denn  denken  wir  uns  dieselben  auf  die  erste  Weise  gebildet 
und  legen  auf  die  Gerade  p  einen  Punkt,  so  liegt  dieser  auf  allen  Ebenen 
durch  Pj  also  müssen  die  sieben  associirien  Punkte  auf  den  zu  diesem  Ebenen- 
büschel associirten  Ebenen ,  d.  h.  auf  einer  der  sieben  anderen  Geraden  liegen. 

Wir  wollen  solche  acht  Geraden,  welche  associirte  Punkte  enthalten 
und  um  welche  sich  associirte  Ebenen  drehen ,  associirte  Geraden  nennen. 
Zu  jeder  Geraden  giebt  es  demnach  sieben  associirte.  Letztere  bilden  die 
Raumcurre  siebenter  Ordnung,  welche  in  jedem  Flächengebüsch  einer  Ge- 
raden associirt  ist.     (Reye,  IL  Abth.  S.  284.) 

Acht  associirte  Geraden  liegen  stets  auf  einer  FlSche  des 
Systems. 

Denn  durch  eine  von  den  acht  Geraden  kann  man  eine  und  nur  eine 
Fl&che  des  Systems  legen.  Da  diese  nun  auch  die  zu  jedem  Punkte  der 
Geraden  associirten  Punkte  enthalten  muss,  so  folgt,  dass  auch  die  asso- 
ciirten Geraden  auf  ihr  liegen. 

Vier  von  diesen  acht  Geraden  gehören  zu  den  Erzeugenden 
der  einen  Schaar,  die  vier  übrigen  zu  denen  der  andern  Schaar. 

Denn  jede  Gerade  wird  von  vieren  ihrer  associirten  Geraden  getroffen 
und  zwar  dort,  wo  sie  die  vier  Tetraderebenen  schneidet;  letztere  Punkte 
sind  nämlich  sich  selbst  associirt  (nach  Nr.  12),  müssen  also  zugleich  auf 
der  ersten  und  auf  je  einer  von  ihren  associirten  Geraden  liegen.  —  Da 
die  Berührungspunkte  associirter  Ebenen  mit  einer  Fläche  unseres  Systems 
associirte  Punkte  sind,  so  sind  auch  die  Punkte  der  Berührungscurven  der 
aus  acht  associirten  Punkten  an  die  Fläche  gehenden  Tangentialkegel  unter- 
einander associirt;  daher  bilden  die  Ebenen  der  acht  Berührungskegelschnitte 
auch  eine  Gruppe  associirter  Ebenen.     Oder: 

Die  Polarebenen  von  acht  associirten  Punkten  bezüglich 
einer  Fläche  des  Systems  sind  acht  associirte  Ebenen.       C^ooalp 


20  Ueber  die  Flftohen  zweiten  Grades  etc. 

Dual: 

Die  Pole  von  acht  associirten  Ebenen  bezüglich  einer 
Fische  des  Systems  sind  acht  associirte  Punkte.  Hieraus  ergiebt 
sich  auch: 

Die  reciproken  Polaren  von  acht  associirten  Geraden  bezüglich  einer 
Flttche  des  Systems  sind  wieder  acht  associirte  Geraden. 

§6. 

15.  Pol  und  Polarebene  bestimmen  eine  Fläche  unseres  Systems  ein- 
deutig; also  wird  auch  jeder  Punkt  M  des  Baumes  im  Allgemeinen  Mittel- 
punkt einer  und  nur  einer  Fläche  sein ,  da  er  als  solcher  Pol  der  unendlich 
fernen  Ebene  ist. 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  M  einer  Fläche  mit  der  Ecke  A  des 
Polartetraeders  und  legt  durch  ihn  die  Parallelebene  a  zur  Gegenebene  des 
Tetraeders ,  so  sind  MA  und  a  Durchmesser  und  conjugirte  Diametralebene 
der  Fläche.  Denn  die  unendlich  ferne  Gerade  von  a  ist  conjugirt  zu  A^ 
weil  sie  in  der  Gegenebene  von  A  liegt;  und  coigugirt  zu  M,  weil  sie  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  liegt;  sie  hat  also  MA  zur  reciproken  Polare 
bezüglich  der  Fläche.  Wir  können  demnach  leicht  vier  Durchmesser  und 
ihre  conjugirten  Diametralebenen  construiren,  wodurch  das  ganze  Bündel- 
polarsystem um  den  Mittelpunkt  M^  also  auch  die  Azen  und  der  Asympto- 
tenkegel bestimmt  sind.  Wir  können  aber  das  Bündelpolarsystem  auch 
durch  drei  Polardreikante  desselben  bestimmen  (zwei  derselben  genügen). 
Denn  ziehen  wir  durch  M  die  Parallelen  zu  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders, 
und  diejenige  Gerade,  welche  beide  Gegenkanten  trifft,  so  haben  wir  ein 
solches  Poldreikant.     (Schroeter,  Oberflächen  2.  0.,  S.  540.) 

Jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  bestimmt  demnach  eine  Fläche 
des  Systems,  mit  Ausnahme  der  Tetraederecken^  welche,  wie 
wir  wissen,  die  Mittelpunkte  von  doppelt  unendlich  vielen 
Kegeln  sind. 

16.  *  Um  zu  untersuchen,  wie  die  Mittelpunkte  der  verschiedenartigen 
Flächen  unseres  Systems  im  Räume  vertheilt  sind;  haben  wir  besonders  die 
Ausartungen  der  Flächen  zu  beachten;  es  sind  dies  vorzüglich  die  doppelt 
unendlich  vielen  Kegelschnitte  in  den  Tetraederebenen.  Da  in  der  Tetra- 
ederebene ABC  beispielsweise  diese  Kegelschnitte  das  Dreieck  ABC  zum 
gemeinsamen  Polardreieck  haben,  so  ist  aus  Theil  I,  §2  Nr.  1  die  Yer- 
theilung  der  Mittelpunkte  der  verschiedenen  Kegelschnittsarten  bekannt;  die 
Mittelpunkte  der  Hyperbeln  liegen  in  den  Bäumen  (e),  die  der  Ellipsen  in 
den  Bäumen  (^),  und  zwar  die  Mittelpunkte  der  imaginären  Ellipsen  im 
Innern  des  Dreiecks  ABC.  (Vergl.  Fig.  1  von  Theil  I.)  Wenn  eine  Fläche 
zweiten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  degenerirt,  so  wird  eine  der  drei  Azen 
der  Fläche  Null;  der  Kegelschnitt  bildet  den  Uebergang  von  solchen  Flächen, 
wo    diese   Aze    imaginär  ist,    zu  solchen,   wo   sie   reell   ist^^ während   die 
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beiden  anderen  Axen  im  Allgemeinen  endlich  nnd  in  allen  drei  Fftllen  gleich- 
artig sind. 

Wir  betrachten  zonftchst  die  Punkte  im  Innern  des  Tetraeders.    Inner- 
halb des  Tetraeders  müssen  die  Mittelpunkte  imaginärer  El- 
lipsoide  liegen.    Denn  bei  jeder  reellen  nicht  geradlinigen  Flfiche  liegt 
stets  eine  Ecke  des  Polartetraeders  innerhalb  derselben;  jede  Gerade  durch 
diese  Ecke  muss  die  Fläche  also  reell  schneiden.    Verbinden  wir  nun  einen 
innerhalb  des  Polartetraeders  gelegenen  Punkt  M  mit  der  Ecke  Ä  desselben, 
und  sei  Häer  Schnittpunkt  von  MÄ  mit  der  Ebene  BCD^  so  müssen  Ä  und 
JS'conjugirt  sein  bezüglich  der  Fläche,  welche  M  zum  Mittelpunkt  hat,  oder  die 
beiden  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  MÄ  müssen  harmonisch  sein  zu  Ä  und  H 
und  gleichweit  entfernt  von  Jf ,  können  mithin ,  da  M  zwischen  Ä  und  H  liegt, 
nicht  reell  sein.  Was  von  MA  gilt,  gilt  auch  von  J3f  J?,  MC  und  MD,  Da  keine 
dieser  vier  (Geraden  die  Fläche  reell  schneidet ,  so  muss  dieselbe  imaginär  sein. 
Auch  die  Mittelpunkte  der  reellen  geradlinigen  Flächen  können  nicht 
im  Innern  des  Tetraeders  liegen,  was  im  Folgenden  bewiesen  werden  soll. 
Bekanntlich  wird  eine  geradlinige  Fläche  zweiten  Grades  von  zwei  Paar 
Gegenkanten  eines  ihrer  Polartetraeder  reell,  von  dem  dritten  Paar  imaginär 
getroffen.    Sei  nun  M  der  Mittelpunkt  einer  Fläche  F^^  unseres  Gebüsches, 
welche  von   den  Gegenkanten  AB  und  OD  des  Polartetraeders  nicht  ge- 
schnitten werde;   eine  durch  M  und  AB  gelegte  Ebene  schneidet  aus  der 
Fläche  F^^  einen  reellen  Kegelschnitt  C^  aus,  .welcher  AB  und  den  Schnitt- 
punkt P  der  Ebene  mit  CD  zu  Polare  und  Pol  hat.    Auch  der  Kegelschnitt 
C*  wird   von  AB  nicht  getroffen;   folglich  muss  der  Pol  P  im  Innern  des 
Kegelschnittes   liegen.     Eine  durch    P  beliebig  gezogene  Gerade  schneidet 
den  Kegelschnitt  C^  reell.     Denken  wir  uns  jetzt ,  der  Punkt  M  liege  inner- 
halb des  Tetraeders ,  und  suchen  dann  nach  dem  Vorhergehenden  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  MF  mit  der  Fläche,   so  ergeben  sich  zwei  imaginäre 
Punkte  (dieselben  sind  harmonisch  zu  P  und  dem  Treffpunkte  von  MP  mit 
AB);  folglich  kann  M  nicht  innerhalb  des  Tetraeders  liegen. 

17.  •  Durchschreiten  wir,  aus  dem  Innern  des  Tetraeders  kommend, 
eine  Tetraederebene,  z.  B,  ABC  (was  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  ge- 
schieht), so  wird  beim  Passiren  der  Ebene  eine  Aze  der  Fläche  Null  und 
darauf  reell.  Wir  gelangen  von  einem  imaginären  EUipsoid  zu  einem  zwei- 
manteligen  Hyperboloid.    Wir  finden  daher: 

Die  Mittelpunkte  der  zweimanteligen  Hyperboloide  liegen 
in  den  vier  pyramidenstumpfförmigen  Bäumen,  welche  von  den 
Tetraederebenen  gebildet  werden. 

Durchschreiten  wir  dagegen,  aus  dem  Innern  des  Tetraeders  konunend, 
eine  Tetraederkante,  so  gehen  zwei  Axen  der  Fläche  durch  NuU  (vergl. 
Tbei^I,  §3  Nr.  3)  zum  Beeilen  über;  wir  gelangen  in  einen  keilförmigen, 
darcb  die  vier  Tetraederebenen  begrenzten  Baum  und  zwar  zu  den  Mittel- 
punkten geradliniger  Flächen.     Mithin  ergiebt  sich:  ^  j 
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Die  Mittelpunkte  der  einmanteligen  Hyperboloide  liegen 
in  den  sechs  keilförmigen  Bäumen,  welche  von  den  vier  Te- 
traederebenen begrenzt  und  deren  Schneiden  die  sechs  Tetra- 
ederkanten sind. 

Durchschreiten  wir  drittens  vom  Innern  des  Tetraeders  aus  eine  Ecke 
des  Polartetraeders,  so  gehen  alle  drei  Azen  vom  Imaginären  durch  Null 
zum  Beeilen  über;  wir  kommen  in  einen  durch  drei  Tetraederebenen  begrenz- 
ten pyramidenförmigen  Baum  und  zwar  zu  reellen  Ellipsoiden. 

Die  Mittelpunkte  der  reellen  Ellipsoide  liegen  also  in  den 
vier  pyramidenförmigen,  durch  je  drei  Tetraederebenen  be- 
grenzten Bäumen. 

18.  •  Zu  den  letzteren  Besultaten  kommen  wir  auch  durch  folgende 
üeberlegung.  Wir  hatten  daran  erinnert,  dass  in  der  Ebene  ABC  die 
Bäume  (e)  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  die  ausserhalb  des  Dreiecks 
ABO  gelegenen  Bäume  {h)  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  des  Eegelschnitt- 
netzes  in  der  Ebene  ABO  enthalten.  Gehen  wir  nun  aus  einem  pyramiden- 
stumpfförmigen  Baume  durch  den  Flächenraum  (e)  in  einen  keilförmigen 
Baum,  so  ist  die  üebergangscurve  eine  Hyperbel  des  Systems;  wir  gelangen 
also  von  einem  zweimanteligen  Hyperboloid  durch  eine  Hyperbel  zu  einem 
einmantligen  Hyperboloid,  zu  einer  Fläche  mit  einer  imaginären  und  zwei 
reellen  Azen. 

Bewegen  wir  uns  dagegen  aus  einem  keilförmigen  Baum  in  einen  pyra- 
midenförmigen,  so  kommen  wir  durch  einen  mit  {h)  bezeichneten  Flächen- 
raum einer  Tetraederebene  und  zwar  von  einem  einmanteligen  Hyperboloid 
durch  eine  reelle  Ellipse  zu  einem  reellen  Ellipsoid.  Wollen  wir  aus  einem 
pyramidenstumpfförmigen  Baum  in  einen  pyramidenförmigen  direct  gelangen, 
so  müssen  wir  eine  Tetraederkante  passiren ;  es  gehen  dann  zwei  Azen  einer 
Fläche  vom  Imaginären  durch  Null  zum  Beeilen  über;  auch  so  kommen  wir 
also  zu  den  reellen  Ellipsoiden  des  Systems. 

19.  Was  die  Vertheilung  der  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen Paraboloide  des  Systems  oder,  was  dasselbe  ist,  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  unendlich  fernen  Ebene  anbetrifft,  so  lässt  sich  dieselbe 
leicht  angeben.  Diejenigen  Flächenräume  nämlich,  welche  die 
keilförmigen  Bäume  aus  der  unendlich  fernen  Ebene  aus- 
schneiden, enthalten  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Pa- 
raboloide, dagegen  diejenigen  Flächenräume,  welche  durch 
die  pyramidenförmigen  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  py- 
ramidenstumpfförmigen Bäume  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
eingeschnitten  werden,  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Pa- 
raboloide. 

20.  Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  eines  Netzes  liegen  auf  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  F^.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  232.)  Da  jedes  Netz 
unseres  Gebüsches  sechs  Ebenenpaare  enthält,   welche  die  sechs  Tetraeder- 
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kanten  zu  Azen  haben,  80  müssen  diese  sechs  Kanten  auf  der  Flttche  J^' 
liegen,  letztere  hat  daher  die  Tier  Ecken  des  Tetraeders  zu 
Knotenpunkten.     (VergL  Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  380.) 

Alle  Mittelpunktsfiächen  F^  in  unserem  System  bilden  ein  Gebüsch  von 
Flächen  dritter  Ordnung.  Soll  nämlich  ein  gegebener  Punkt  ein  Knoten- 
punkt einer  Fläche  sein,  so  ist  diese  Forderung  mit  vier  einfachen  linearen 
Bedingungen  äquivalent  (VergL  Salmon-Fiedler,  Baumgeometrie,  II,  Th.| 
2.  Aufl.,  §26.)  Alle  Flächen  dritter  Ordnung  also,  welche  vier  gegebene 
Punkte  zu  Knotenpunkten  haben  sollen,  müssen  16  linearen  Bedingungen 
genügen,  und  da  man  einer  Fläche  dritter  Ordnung  nur  19  lineare  Be- 
dingungen auferlegen  kann ,  so  bilden  sie  ein  lineares  System  von  dreifacher 
Unendlichkeit.  Umgekehrt,  jede  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  vier 
Tetraederecken  zu  Knotenpunkten  hat,  ist  die  Mittelpunktsfläche  eines  Netzes 
unseres  Gebüsches.  Denn  drei  beliebige  Punkte  auf  ihr  sind  die  Mittel- 
punkte dreier  Flächen  unseres  Systems.  Letztere  constituiren  ein  Netz  des 
Gebüsches,  dessen  Mittelpunktsfläche  F^  mit  der  gegebenen  die  Knoten- 
punkte und  ausserdem  noch  drei  Punkte  gemeinsam  hat;  da  beide  Flächen 
also  denselben  19  linearen  Bedingungen  genügen,  so  sind  sie  identisch. 

Die  Mittelpunkte  eines  Flächengewebes  unseres  Systems  liegen  auf  einer 
Ebene,  nämlich  auf  derjenigen,  welche  zur  unendlich  fernen  Ebene  bezüg- 
lich des  Gewebes  conjugirt  ist.  Umgekehrt,  jede  Ebene  im  Baume  ist 
Mittelpunktsebene  eines  Gewebes  in  unserem  System,  da  sie  als  conjugirte 
Ebene  zur  unendlich  fernen  Ebene  ein  Gewebe  bestimmt. 

21.  Die  Mittelpunkte  eines  Flächenbüschels  unseres  Systems  liegen  auf 
einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  (Beye,  II.  Abth.,  S.  157).  Dieselbe  geht 
durch  die  vier  Tetraederecken  als  Mittelpunkte  der  vier  Kegel  des  Büschels. 
Die  Mittelpuuktscnrveu  aller  Büschel  eines  Netzes  befinden  sich  auf  der 
Mittelpunktsfiäche  des  Netzes,  bilden  also  die  doppelt  unendlich  vielen 
Raumcurven  dritter  Ordnung  der  einen  Art,  welche  auf  dieser  Fläche  liegen 
(Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  32).  Umgekehrt,  jede  Baumcurve 
dritter  Ordnung  durch  die  vier  Tetraederecken  ist  die  Mittelpunktscurve 
eines  Flächenbüschels  in  unserem  System.  Denn  zwei  beliebige  Punkte  auf 
ihr  sind  Mittelpunkte  zweier  Flächen  des  Systems.  Letztere  constituiren 
einen  Büschel  des  Gebüsches,  dessen  Mittelpunktscurve  mit  der  gegebenen 
sechs  Punkte  gemein  hat,  also  mit  derselben  identisch  ist  (Beye,  IL  Abth., 
S.  93).  Die  Mittelpunktscurven  dritter  Ordnung  bilden  also 
ein  System  vierter  Stufe. 

Die  Mittelpunkte  einer  Schaar  des  Gebüsches  liegen  auf  einer  Geraden, 
welche  demnach  ein  gemeinsamer  Durchmesser  für  alle  Flächen  der  Schaar 
ist.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.,  S.  148.)  Umgekehrt,  jede  Gerade  im  Baume 
ist  gemeinsamer  Durchmesser  einer  Schaar  in  unserem  System,  da  sie  als 
conjugirte  Gerade  zur  unendlich  fernen  Ebene  eine  Schaar  bestinmit 
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§7. 
22.  Construiren  wir  zu  einer  Geraden  l  bezüglich  aller  Fl&chen  eines 
allgemeinen  Flächenbüschels  zweiter  Ordnnng  die  reciproken  Polaren,  so 
bilden  dieselben  einen  Complex,  welcher  anfgefasst  werden  kann  als  das 
Erzeugniss  zweier  collinearer  Ränme.  Denn  lege  ich  anf  l  zwei  Pankte  A 
und  B  und  construire  yon  Ä  und  B  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Gebüsches ,  so  erhalte  ich  zwei  in  collinearer  Beziehung  stehende 
Räume,  indem  je  zwei  solche  Ebenen  sich  entsprechen,  welche  Polarebenen 
von  Ä  und  B  bezüglich  derselben  Fläche  sind.  Das  Erzeugniss  der 
beiden  Bäume  aber  ist  ein  Complex  zweiten  Grades,  ein  so- 
genannter tetraedraler  Complex.  (Vergl.  Beye,  11.  Abth.,  S.  135 
bis  138) ,  welcher  aus  den  reciproken  Polaren  von  l  bezüglich  aller  Flächen 
des  Gebüsches  besieht.  In  unserem  Falle,  wo  alle  Flächen  ein  gemeinsames 
Polartetraeder  besitzen,  bildet  dieses  das  Haupttetraeder  des  Complexes. 
Denn  die  reciproken  Polaren  von  l  bezüglich  aller  Kegel  unseres  Gebüsches 
bilden  die  vier  Strahlenbündel  um  die  vier  Tetraederecken,  und  die  reci- 
proken Polaren  bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  Systems  die  vier  Strahlen- 
felder in  den  Tetraederebenen.  Es  ist  somit  ersichtlich,  dass  sich  in  un- 
serem Falle  bei  einer  Veränderung  der  Geraden  l  das  Haupttetraeder  des 
Complexes  nicht  ändern  wird.  Zu  dem  Complex  gehört  übrigens  die  Gerade  l 
selbst,  da  sie  ihre  eigene  reciproke  Polare  bezüglich  der  Fläche  ist,  welche 
durch  sie  hindurchgeht 


(Soblnis  folgt.) 
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Zuraokfalirang  der  Oleiohungen  relativer  Bewegung 
auf  die  oanonisohe  Form. 

Von 

J.  Rachmaninow, 

Prof  A.  d.  UnlT.  Kiew. 


1.  Werden  die  Bedingungen  eines  Systems  von  n  materiellen  Punkten, 
welche  mittels  3n  Coordinaten  (x^  y^  0)  auf  unbewegliche  Coordinatenaxen 
bezogen,  durch  (3n  — Ä;)  Gleichungen 

ausgedrückt,  so  kann  man  aus  denselben  die  3n  Coordinaten  (x^  y,  0)  als 
Functionen  von  q^j  g,,  ...,  q^  bestimmen,  wodurch  die  Gleichungen  1) 
identisch  erftillt  würden. 

Bezeichnet  man  durch  T  die  lebendige  Kraft  des  sich  bewegenden 
Systems  materieller  Punkte,  indem  man  T  durch  die  neuen  Yerftnderlichen 
9ii  fft>  '**»  ffit  ausdrückt,  und  setzt  man 

dT 

wobei  •  alle  ganzen  Werthe  von  1  bis  h  hat  und  ^isst-^%  so  kommt  man 
bekanntlich I  nach  Hamilton,  zu  den  canonischen  Gleichungen: 

^  di      dqi'      di  dp/ 

In  diesen  Gleichungen  ist 

wobei  Y  eine  Eraftfunction  bezeichnet  Die  von  Hamilton  herrührende 
Ableitung  der  erwtthnten  Gleichungen  wird  darauf  begründet,  dass  die  leben- 
dige Kraft  als  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  q\, 
9f*  •••f  Qk  sich  ausdrücken  lässt,  und  ist  nur  auf  den  Fall,  wo  die  Be- 
dingungen des  Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  anzuwenden.  Die 
Hamilton 'sehe  Ableitung  wird  in  den  meisten  Handbüchern  der  Mechanik 
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angegeben.*  Der  selige  Akademiker  Ost rogradsky  hatte  aber  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  Bewegungsgleicbungen  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Be- 
dingungen des  Systems  sich  mit  der  Zeit  ttndem,  sich  zur  canonischen  Form 
zurückführen  lassen;  nur  ist  dann  in  diesen  Gleichungen 

H=e+r 

zu  setzen,  wobei 

Sind  die  Bedingungen  von  der  Zeit  unabhängig,  so  erscheint  T  als  eine 
homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  q\^  q\,  ...,  q\: 

woraus  folgt,  dass 

wie  in  dem  von  Hamilton  betrachteten  Falle. 

Coriolis  war  der  Erste,  der  die  Gleichungen  relativer  Bewegung  gab ; 
später  führte  Bour  die  erwähnten  Gleichungen  zur  canonischen  Form  für 
den  Fall  zurück,  wo  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  nicht  ab- 
hängen. Transformirt  man  nun  die  Gleichungen  relativer  Bewegung  zur 
canonischen  Form  in  einem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Bedingungen  des 
Systems  in  Bezug  auf  bewegliche  Coordinatenazen  von  der  Zeit  abhängen, 
80  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  auch  in  diesem  Falle  man  schliesslich  zu 
den  Formeln  kommt,  welche  den  von  Ostrogradsky  gegebenen  vollstän- 
dig entsprechen.  Zum  erwähnten  Zwecke  ist  zunächst  eine  kurze  Ausein- 
andersetzung der  bekannten  Gleichungen  relativer  Bewegung  nothwendig, 
um   die  im  Weiteren  vorkommenden  Bezeichnungen  begreiflich  zu  machen. 

2m  Es  seien  ^i,  y^,  e^  die  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  in 
Bezug  auf  unbewegliche  Azen  und  x^y^  e  die  Coordinaten  desselben  Punktes 
nach  den  im  Baume  sich  bewegenden  Coordinatenazen,  in  Bezug  aufweiche 
man  die  Bewegung  des  gegebenen  Systems  zu  bestimmen  hat.  Es  sei  die 
Abhängigkeit  der  beiden  Coordinatensysteme  voneinander  durch  die  Gleich- 
ungen 

i  Xi^Xq+ ax+  hy+ C0, 

3)  I  yi  =  yo+  ««  +  ^y  +  <^'^i 

bestimmt,  wobei  Xq,  y^^  üq  die  Coordinaten  des  Anfangs  der  beweglichen 
Azen  in  Bezug  auf  die  unbeweglichen  vorstellen,  ausgedrückt  als  Functionen 
der  Zeit.  Da  die  Azen  der  Coordinaten  a;,  y,  jer  und  die  der  x^^  y^,  b^ 
rechtwinklig   vorausgesetzt   werden,    so    sind   die  Cosinus  a,  a\  a\  5,  V^ 


*  Bertrand  giebt  dieselbe  in  seiner  Ausgabe  von  Lagrange 's  Aualytischer 
Mechanik,  ohne  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  dass  sie  nur  den  Fall  betrifft,  wo 
die  Bedingungen  des  Systems  mit  der  Zeit  unveränderlich  bleiben.  Sogar  im 
SchelPschen  Werke  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte*,  welches  so  reich 
an  bibliographischen  Anzeigen  ist,  wird  nur  Hamilton 's  Ableitung  erörtert. 
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h'\  C|  c,  e"  die  Winkel,   welche  die  beweglichen  Azen  mit  den  unbeweg- 
lichen bilden,   durch  die  sechs  Gleichungen  miteinander  verbunden: 


4) 


+  a'«  + 


»"« 


1. 


h»+  b-'+  c"*  =1, 

0*+  c*  +  c"*  =1, 

hc  +  h'e  +b"c'  =  0, 

ca+  ca  +c  a  =0, 

Die  erwähnten  sechs  Cosinus  können  folglich  als  abhttngig  von  drei  ver- 
änderlichen Grössen  betrachtet  werden,  welche  drei  gegebene  Functionen 
der  Zeit  vorstellen.     Deshalb  setze  man 

c.dh  +  c.dh'+c".dr=-'{h.dc+V.dc  +  V\dc')  =  w,.dt, 
a.dc  +  a.de  +  a\dc'=-lc.da+c'.da+c\da')  =  my.dt, 
h.da  +  h\da  +  h".da'=^^la.dh  +  a.dh'+a\dh")  =  m^.dt, 

wo  a>jr«  Oy,  ms  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  zu  betrachten  sind.  Die 
Gleichungen  4)  und  5)  lassen  auf  diese  Weise  die  betrachteten  Cosinus  als 
Functionen  der  Zeit  T  bestimmen. 

Differenzirt  man  die  Gleichungen  3)  nach   der  Zeit  /,   so  erh&lt  man 


5) 


db    .        de  .       ^«  ,  -    dy  .       d» 


dx^      dx^  .        da   ^ 

dt     dt^     dt^^ 

dg,      »5o.       da",       db",       de"  ,    ..dx^..,dy_^  „dB 


di        dt 


dt 


dt 


dt 


dt 


dt 


dt 


Maltiplicirt  man  diese  Gleichnngen  entsprechend  mit  a,  a',  a",  mit  ft,  &',  b'\ 
mit  c,  c ,  c",  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so  erhSlt  man  nach  den 
Gleichnngen  4)  and  5): 


6) 


a,dxQ  +  a\dyQ  +  d'.de^ 
dt 


a.dx^  +  a.dif^  +  a".öjP, 

di  '' 

h.dx^  +  y« ^Vx  +  b'\ d^i  _h.dXf^  +  h\dpo+V\d0Q 

Fi  ""  di  ~" 

c,dx^  +  c. dy^  +c^ dgy       e.dx^  +  c'.  dy^  +  c\  d0Q 


-yw, +0a>y  + 


dx 
dt' 


dg 
—  xmy+ymjg+—' 


dt  dt  ""-5.^--*.^^ 

Es  Iftsst  sich  leicht  zeigen,  falls  man  die  geometrische  Bedeutung  der 
vorher  angeführten  Formeln  sich  erklären  wollte,  dass  lo«,  »y,  od«  die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  die  beweglichen  Azen  der  Coordinaten  x,  y^  b 
vorstellen  bei  der  Drehung  dieser  Azen  um  eine  momentane  Aze ,  die  durch 
die  Gleichungen 

X      y  _  * 


bestimmt  wird. 


»r 
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Man  setze  in  den  Gleichungen  6): 

i   dx 


^) 


dt 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  6)  relativ  mit  a,  h,  c,  mit  a\  h\  e\ 
mit  a\  h'\  c\  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so  erhttlt  man: 

Differenzirt  man  die  Oleichnngen,  so  findet  man: 

■ä?-=ä?-+^-är+''-är  +  ^'  ä?"'-''  •ä7+^  •^7+"  Tt' 

Multiplicirt  man  die  erhaltenen  Gleichungen  entsprechend  mit  a,  a\  a\  mit 
5,  y,  &'',  mit  c,  c',  c'^  so  findet  man: 

^a.d^x,-^a.d^y.-^a\d^0,     a.d^x.-ha.d^y^-ha'.d^e^  ^        a£ 
3? = dfi i?«>,  +  ta>y+^^» 

. ä^2 = äi^ --Sa>y  +  iya>,+-. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Projectionen  der  Beschleunigung  des  be- 
trachteten materiellen  Punktes ,  bei  dessen  Bewegung  in  Bezug  auf  die  un- 
beweglichen Azen,  auf  die  drei  beweglichen  Coordinatenazen. 

S«  Mögen  die  Bedingungen  eines  Systems  materieller  Punkte  in  Bezug 
auf  unbewegliche  Coordinaten  durch  folgende  3n— Ä;  Gleichungen  ausgedrückt 
werden: 

wobei  Jll^,  JK£^,  ...,  Mzn^h  gegebene  Functionen  der  Zeit  und  der  Coordi- 
naten Xi^  yi%  5|  materieller  Punkte  des  Systems  in  Bezug  auf  unbewegliche 
Axen  seien.  Die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  («^ ,  ^i ,  »^  in  Bezug 
auf  die  unbeweglichen  Axen  sind  folgende: 
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d%        _  ^      aar, ,      ajf,  . 
a««,        _,  ,      ajif,.      aif,^ 


wobei  X^,  7|,  Z|   die  Projectionen  auf  die  Coordinatenazen  der  beschleu- 
nigenden ,  auf  einen  materiellen  Punkt  m  des  Systems  wirkenden  Kraft  vor- 
stellen:  - — >  -T— t  TT—    sind  den  Cosinus  der  Winkel  proportional,  welche 
dx^    dy^     dgy  r    r  I 

die  Normale  zur  Oberfläche 

jaf=o 

mit  den  unbeweglichen  Azen  bilden;  in  M  sind  dabei  nur  die  Coordinaten 
^1}  yi)  ^  ^s  veränderlich  zu  betrachten;  fi|,  f^,  ...  sind  unbestimmte 
Faetoren  und  den  von  den  Bedingungen  des  Systems  herrührenden  Wider- 
standskräften proportional. 

Die  (3n  — X;)  Gleichungen  9)  und  die  3n  Gleichungen  10)  bestimmen 
vollständig  die  3n  Coordinaten  und  die  (3n  — Jb)  Faetoren. 

Man  transformire  zuerst  die  Bedingungsgleichungen  9)  in  Bezug  auf 
die  beweglichen  Coordinatenaxen  mittels  der  Gleichungen  3),  welche  sich 
auf  die  Coordinaten  (a;,  y^  z)  materieller  Punkte  nach  dem  unbeweglichen 
Azensyatem  beziehen;  dann  erhält  man  überhaupt  ein  System  von  Gleich- 
ungen: 
11)  i,=0,    i,  =  0.     ...,     X,._*«0, 

wo  Z|,  Xjf  •'•»  I^n^k  Functionen  der  3n  Coordinaten  {x^y^e)  und  der 
Zeit  i  sind.  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  10)  entsprechend  mit  a,  a\  ü\ 
mit  h,  h\  l>'\  mit  c,  c,  c'^j  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so 
erhält  man: 

a.d^x^  +  a.d^y^  +  a'.d^Zi 

dt* 

=»x,+»T.+rz.+„(..'5^+..l^+r.||.)+..., 

c.a'a!,  +  c'.a*y,-fc^a*<r, 

dt* 

Setzt  man  femer 

aX,  +  aT,  +  a"Z,=  X,    hX,  +  b'Ti+rZ,=  Y,    eX,  +  c%  +  c'Z,p^Z, 
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wo  X,  r,  Z  die  Projectionen   der  Kräfte   auf  die  beweglichen  Axen  sind, 
und  giebt  man  darauf  acht,  dass 

dx^         dy^  dZy^  _     dXy         dy^  de^  _     ox^        dy^         ogy 

dL  "  dL  '^  dL  ' 

dx  dy  dg 

80  erhält  man  nach  den  Gleichungen  12)  infolge  der  Gleichungen  8) 

'  ^  =  *»  A  —  W ^-g 1-  »W  (^1?  a>a  —  j;  (öj,  ) 

dJji  oLa 

'    8y       *    by 
m-^-^  =  mZ  —  m 2 ^» ^+tn(|«)„-»jw,) 

wobei  Xj,  A|,  ...  unbestimmte  Factoren  sind. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  13)  £,  17,  ^  mittels  der  Gleichungen 
7),  80  erhalt  man  die  von  Coriolis  gegebenen  Differentialgleichungen  rela- 
tiver Bewegung. 

4.  Indem  wir  die  Grössen  {Xj  p,  g)^  {^^  fi,  t)  als  veränderliche  betrach- 
ten, nehmen  wir  an,  dass  die  relative  Bewegung  durch  die  Gleichungen  13) 
und  7)  ausgedrückt  werde.  Die  erwähnten  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit 
den  die  Bedingungen  des  Systems  ausdrückenden  Gleichungen  11),  genügen 
vollkommen,  um  die  3n  Coordinaten  {x^y,  e)j  die  3 n  Veränderlichen  (|,  17,  i) 
und  (3n  — %)  Factoren  l  zu  bestimmen. 

Setze  man  nun  voraus,  dass  im  zu  betrachtenden  Falle  relativer  Be- 
wegung eine  Elraftfunction  U  existire,  und  zwar  so,  dass     ^ 

dx  dy  de 

Setze  man  ferner,  dass 

T=|i;w({«+i7»+J*). 

P- 3|5 2:mx+ — Zmy 

+ ^, Zmz, 

fif=  ^w |(y a>,  -  if Q>y).|  + («CO,  — «CD,). ^+J(«ö)ö-y «*).£!. 

Infolge  angeführter  Bezeichnungen  nehmen  die  Gleichungen  7)  und  13) 
die  folgende  Form  an: 
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dx       d  dv        d  dB       d 

"«=5i<''+«)'    »8f-8^(''+*>'    "K=«l(^+«'' 

-||-/."^-'-'"  +  '.Ä  +  -- 

Setzt  man  nun 

14)  U-P-{T-^8)  =  W 

ond  zieht  man  in  Betracht,   dass  {U—P)  Ton  |,  ij,  J^  und  T  von  «,  y,  x 
nnabhSngig  ist,  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  in  folgende  über: 
,,,  dx  dW         dy  ZW         dt  dW 

^^>         »"äT  —  W  *"är  —  j;^'  ""dt — äT' 


16) 


9ri    dw^^  ax, 

*dt~  dy 


r<       ö«       '  dx 


Mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  16)  relativ  mit  willkürlichen  unend- 
lich kleinen  Verschiebungen  /fx,  ^y^  Ab  und  die  Gleichungen  15)  mit  un- 
endlich kleinen  Zunahmen  A\^  Ar\^  A^^  so  erhält  man,  indem  man  nach- 
her die  Summe  der  letzten  Gleichungen  von  der  der  ersteren  abzieht  und 
den  erhaltenen  Ausdruck  für  alle  Punkte  des  Systems  summirt: 

_^«(i.^«+,./i,+t.^.)-j2'"(|f-f+l7-''+|f-0 


oder 


weil 


dt  dt     dt    ^        dt     dt  dt 


Da  die  vorhergehende  Gleichung  für  alle  willkürlichen  Zuwüchse  {Ax^  Ay^ 
Ag)^  {A^j  Atj,  AI)  ezistirt,  so  muss  die  Gleichung 

ftlr  diejenigen  Verschiebnngen  {Ax^  Ay^  Aß)  des  Systems  gelten,   welche 
den  Gleichungen  ^  j 
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18) 


genügen. 

Die  ersten  Theile  der  Gleichungen  18)  stellen  die  von  der  Zeit  t  un- 
abhängigen Veränderungen  der  Functionen  L^,  2^,  ...  vor;  infolge  dessen 
stellen  auch  /fXj  Jy,  Az  die  von  der  Zeit  unabhängigen  Veränderungen 
der  Coordinaten  materieller  Punkte  des  Systems  vor  und  zwar  ist  {Ax^ 
Ay^  Az)  diejenige  Verschiebung  des  Systems,*  welche  in  Verbindung  mit 
der  wirklichen  Verschiebung  dx^  dy^  dz  desselben  eine  mögliche  Ver- 
schiebung {dXj  dy^Sz)  zur  Folge  hätte,  wofdr  die  Gleichungen  gelten  würden: 

5.  Man  setze  voraus,  dass  aus  den  Bedingungsgleichungen  11)  des 
Systems,  deren  Zahl,  wie  angenommen,  {3n  —  Jc)  ist,  die  3n  Coordinaten 
(Xyy^  z)  als  Functionen  der  k  neuen  Veränderlichen  q^  q^^  •••i  9a  bestimmt 
worden  seien,  womit  die  Gleichungen  11)  identisch  erfüllt  würden: 

19)  x=^f(i,qiyqi,...,qk)y  y  ==  9(^  3i.  ft, ...,  ^it),  i«f  =  <^(^  ^i.  9«, ...,  ^a)- 
Man  erhält  aus  diesen  Gleichungen,  indem  man  t  als  unveränderlich  be- 
trachtet: 


dx 

dz 

•"'«^  +  $/'^«*  +  - 

Diese  Werthe  von  {AXy  Ay,  Az)  genügen  den  Gleichungen  18)  bei  voll- 
ständig willkürlichen  Aq^^  Aq^,  ...,  Aq^,  Multiplicirt  man  die  vorigen 
Ausdrücke  bez  mit  £,  17,  ^,  addirt  man  dieselben  und  snmmirt  für  alle 
Punkte  des  Systems,  so  erhält  man 

'^md.Ax  +  ti.Ay  +  j.Ae) 

*  Zeitachrift  f.  Mathematik  und  Physik  XXIV,  4:  Das  Princip  der  kleinsten 
Arbeit  der  verlorenen  Eräfte  als  ein  allgemeines  Princip  der  Mechanik. 
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Man  setze  nun 


20) 


2'-(«Ts+'-^,+«-^.)-'" 


80  erhSlt  man 

Ans  den  Gleichungen  19)  hat  man 


%^M     ,       dx     ,  .    dx     , 


,     dt      /dt\,dt     .    ,dt     .    ,       _L  ^*     ' 

wobei  (tt)»  (öf)'    (al)  eJ^ate  DiflFerentialquotienten  von  x^y^e  nach  der 

explicite  in  den  Ausdrücken  19)  vorkommenden  Zeit  i  sind,  und 
dg^        ,       dq^  dqu 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  19)  relativ  mit  S,  17,  (,   addirt  man  die- 
selben und  snmmirt  für  alle  Punkte  des  Systems,  so  erhalt  man: 

=2-{ä-(a-f)+'-(lf)+f(iO)  +».«•.+'.«'.+•••+««' 

mit  den  Gleichungen  20)  übereinstimmend. 

Bevor  wir  weiter  fortschreiten,  wollen  wir  die  Bedeutung  der  veränder- 
lichen Grössen  p, ,  p^^  "»j  Pk  bestimmen ,  durch  welche  die  Veränderlichen 
I,  1},  {;  ersetzt  werden.     Aus  den  Gleichungen  22)  ersieht  man,  dass 
dx_dx_      ^_dy_       dg  ^  de 
dqi      dq'i      dqt      dq't      dqt      dq\ 
wobei   f   alle  ganzen  Werthe    inclusive  von   1  bis  %  hat.     Dagegen  erhttlt 
man  aus  den  Gleichungen  7): 

l^'=:li  l^'c=^,        ^==11 

dqt      dqi      dq'i      dqt      dqi      dc[i 

folglich  18t       ^^n^   £y^i^,  h^n, 

dqi      dqi       dqi      dqi      dqi      dq'i 
Führt  man  diese  Grössen  in  die  Gleichungen  20)  ein,  so  erhSlt  man 

ebenso  wie  in  den  Gleichungen  von  Hamilton  und  Ostrogradskv«^ 
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Setzt   man    nachher   in    den    ersten  Theil  der  Gleichung  23)   anstatt 

^~~>   öT'  7"  ^^^6  Werthe  nach  den  Gleichungen  7),  so  erhSlt  man 
dt     et     dt 

.5,    2.+.»:s«|..(if)+,.(if)+f(io) 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  17)  die  Veränderlichen  (oj,  y,  je),  (|,  t?,  ?) 
durch  die  neuen  $],  ^g,  "'>Qki  Pii  P%^  •••^i>)t  den  Gleichungen  21)  und  23) 
gemäss,  so  erhält  man 

o 


oder 


-{-2-[KK)+Hlf)+'(K)]l- 

Führt  man  statt  W  seinen  Ausdruck  14)  und  statt 

:s-[^(l7)+'■(^?)+KfO] 

den  Ausdruck  nach  der  Gleichung  25)  ein,  so  erhält  man 

'-+2-[^(l7)+'•(l?)+KH)] 

=  0'-/>+[T-{Pi(z\ +  />,(?',  +  . ..+P*(Z*)]. 
Sezt  man  auf  ähnliche  Weise  wie  Ostrogradskj 

und  . 

80  kommt  man  von  der  Gleichung  26)  zu  der  Gleichung 

wobei  JT  vorläufig  mittels  der  Veränderlichen  ^j,  g^,  ..,,  g*,  Pi%P%%  •••iJP* 
ausgedrückt  werden  muss. 

Die  Eraftfunction  U  und  die  Grösse  P  lassen  sich  direct  als  Functio. 
nen  von  g^,  q^^  ...,  g^  ausdrücken.     Der  Ausdruck 

wird,  nachdem  man  in  denselben  statt  l^n^i  ihre  Werthe  nach  den  Gleich- 
ungen 7)  einführt: 
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und  iSsst  sich  nachher  in  eine  Function  von  9i,  ^gi  ...,  ^i^f  i't »  Ps»  •••)  jPa 
mittels  der  Gleichungen  19)  und  20)  transformiren.     Die  Gleichungen  24): 
dT  dT  dT 

machen  es  möglich,  die  Grösse  q\^  q\,  ...,  Qk  als  Functionen  von  g^, 
9ii  '"j  Qki  Pi»  Psf  -'M  PA  und  folglich  auch  6  und  jET  als  Functionen  von 
denselben  Veränderlichen  auszudrücken. 

Die  Gleichung  27)  zerfällt  in  2X;  canonische  Gleichungen: 

dt       dqi        dt  dpi 

wobei  H  dieselbe  Form  hat,  welche  von  Ostrogradsky  fOr  absolute  Be- 
wegung gegeben ;  nur  wird  T  im  Falle  relativer  Bewegung  keine  homogene 
Fanction  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Grössen  g\,  q^^  ...,  qu  sein, 
auch  dann  nicht,  wenn  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  unab- 
hSngig  wftren. 
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IV. 

Ueber  die  Form  der  logarithmisohen  Integrale  einer 
linearen  nioht  homogenen  Differentialgleicliung. 

Von 

C.   KOEHLER 
in  Heidelberg. 

(Fortsetiang  ron  Jahrg.  XXXIlIy  8.  ?31  flgg.) 


In  der  oben  citirten  Arbeit  wird  zuerst  die  Form  der  logarithmischen 
Integrale  linearer  nicht  homogener  Differentialgleichungen  mit  algebraischen 
Coefficienten  im  Allgemeinen  bestimmt,  dann  für  das  Integral  einer  solchen 
Differentialgleichung  m^®'  Ordnung,  wenn  dasselbe  —  als  ganze  rationale 
Function  der  darin  auftretenden  Logarithmen  aufgefasst  —  von  der  höchst- 
möglichen, also  von  der  m^^  Dimension  ist,  eine  Form  angegeben,  anf 
welche  dasselbe  immer  gebracht  werden  kann,  und  schliesslich  gezeigt,  dass 
jede  Function,  welche  diese  Form  besitzt,  einer  algebraischen  linearen  nicht 
homogenen  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  auch  wirklich  genügt. 

Der  Fall,  dass  das  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  eine 
lineare  Function  der  darin  enthaltenen  Logarithmen  ist,  ist  von  Herrn 
Eönigsberger  (Journ.  f.  Math.  Bd.  99,  S.  10 flgg.)  eingehend  untersucht 
worden.  Es  soll  deshalb  hier  in  §  1  mit  Hilfe  der  im  Eingang  der  oben- 
genannten Arbeit*  bewiesenen  Sätze  die  Form,  welche  das  Integral  einer 
algebraischen  linearen  Differentialgleichung  m*^  Ordnung  immer  besitzen 
muss ,  wenn  es  eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  der  darin  auf- 
tretenden Logarithmen  ist,  festgestellt  und  dann  gezeigt  werden,  dass  eine 
Function  von  dieser  Form  auch  immer  einer  solchen  Differentialgleichung 
genügt.  In  §  2  werden  dann  noch  zwei  specielle  Fälle  untersucht,  in  wel- 
chen das  Integral  einer  algebraischen  linearen  Differentialgleichung  von 
höherer  als  zweiter  Dimension  in  den  darin  enthaltenen  Logarithmen  ist. 


1. 

Es  sei  gegeben  die  Function 

in  welcher  die  Grössen 


*  Dieselbe  soll  im  Folgenden  bei  Citaten  kurz  mit  9L  beseic^met  werden. 

Digitized  by  VjOOQIC 


üeber  die  Form  der  logarithm.  Integrale  etc.     Von  C.  Eobhlbb.     37 

algebraische  Fanctioneii  von  x  bedeuten  (wobei  nicht  ausgeschlossen  sein 
soll,  dass  dieselben  zum  Theil  oder  alle  constant  sind),  während  die  Grössen 
^2«  £e  algebraisch  von  einander  unabhängige  Logarithmen  bezeichnen  sollen, 
deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x  sind.  Es  soll  untersucht 
werden,  wann  ein  Ausdruck  von  dieser  Form  einer  linearen  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung  m***  Ordnung 

genfigt,  in  welcher  die  Grössen  /^i,  ...,  ^m}  Q  algebraische  Functionen  von 
X  sind. 

Nach  Satz  I  (91.  S.  232)  erhält  man  aus  Gleichung  1)  durch  einmalige 
Differentiation  nach  den  sämmtlichen  Logarithmen  ^x  die  n  logarithmischen 
Litegrale 

2)    yi=  4^  =  9J2t^i  +  Va2^,  +  ---  +  9an^«  +  i*i     (A  =  l,  2,  ...,  n) 

der  reducirten  Differentialgleichung 

Wenn  diese  Litegrale  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  also  eine  lineare 
homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  von  der  Form 

Ci^i +  ««yiH +  Cnyn  =  0 

möglich  sein  soll,  so  müssen  sich,  da  die  Logarithmen  O^,  ^^^  ...,  &„  als 
algebraisch  voneinander  unabhängig  vorausgesetzt  sind,  nothwendig  die 
Ci  als  constante  Grössen  aus  den  Gleichungen 

bestimmen  lassen.     Eine  solche  Bestimmung  der  d  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Determinante 

2>  =  -T  +  ^jj  9jj  . . .  ^„n 
identisch  verschwindet,  und  wenn  ausserdem,  falls  alle 
ihre  ünterdeterminanten  von  höherer  als  r**'  Ordnung 
ebenfalls  identisch  Null  sind,  während  ihre  ünterdeter- 
a)  minanten  r^*'  Ordnung  nicht  sämmtlich  identisch  ver- 
schwinden, die  von  Null  verschiedenen  Unterdeterminan- 
ten dieser  Ordnung,  welche  aus  r  Zeilen  oder  Colonnen 
von  D  gebildet  werden  können,  sich  nur  durch  constante 
Factoren  voneinander  unterscheiden. 

Nun  Iflsst  sich  aber  zeigen,   dass  der  Ausdruck  1)  für  y,   wenn  die  in 
ihm  vorkommenden  Grössen  q>Xf^  die  in  a)  verlangten  Eigenschaften  besitzen, 
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Vn 

Vir 

<Pta 

<P«i 

<P2r 

<P2ü 

<Prl 

fPrr 

fPro 

9>lt 

q>Xr 

^lo 

stets  übergeführt  werden  kann  in  einen  andern  Ausdruck  von  derselben 
Form,  dessen  Coefficienten  der  logaritbmiscben  Glieder  zweiter  Dimension 
die  Bedingung  a)  sieber  nicht  mehr  erfüllen,  so  dass  demnach  die  nach  der 
Transformation  durch  Differentiation  nach  den  Logarithmen  gebildeten  loga- 
rithmischen  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  B)  jedenfalls  linear 
unabhängig  voneinander  sein  werden. 

Sei  also  die  Bedingung  a)  für  y  erfüllt  und 

Dr  =  «^  +  <Pii  9«2  •  •  •  V^ 

eine  ünterdeterminante  t*^^  Ordnung  von  2),  welche  nicht  identisch  ver- 
schwindet, dann  muss  die  Determinante 


i4U  = 


identisch  Null  sein,  welche  Werthe  aus  der  Beihe  der  Zahlen  1,  2,  ...,  n 
auch  k  und  0  besitzen  mögen,  da,  sobald  einer  der  beiden  Werthe  <r  ist, 
zwei  Zeilen  oder  Colonnen  dieser  Determinante  miteinander  übereinstimmen, 
wahrend,  falls  sowohl  k  wie  auch  0  grösser  als  r  ist,  Ui^i  eine  ünter- 
determinante (r  +  !)*•*■  Ordnung  von  2>  ist ,  also  der  Voraussetzung  gemäss 
identisch  verschwindet.  Ordnet  man  nun  diese  Determinante  nach  den  Ele- 
menten der  letzten  Horizontalreihe  und  bezeichnet  die  dem  Element  g>xi 
entsprechende  ünterdetierminante  mit  (D^i,  so  erhält  man  somit  die  Gleichung 

welche,  wenn  A  =  1,  2,  ...,  n  und  as=sr  +  l,  r  +  2,  ...,  n  gesetzt  wird,  in 
jedem  Falle  g>i0  durch  921,  9229  •••)  Vir  auszudrücken  erlaubt  Da  aber 
die  ünterdeterminanten  O^it  soweit  sie  nicht  Null  sind,  sich  der  Voraus- 
setzung nach  voneinander  nur  um  constante  Factoren  unterscheiden,  und 
(D99  =  2>r,  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  durch  die 
Gleichungen 

-^  =  ^tr/  (0  =  r  +  l,  r  +  2,  ..  ,  n) 

definirten  Grössen  constant,  und  die  letzte  Gleichung  geht  nach  deren  Ein- 
führung über  in 

4)  q>Xa  =  hai  q>Xt  +  ha2(pii  +  »"  +  harfpir 
{^=1,  2,  ...,  n;    0  =  r+l,  r  +  2,  ...,  n), 

es  ist  also  jede  der  Grössen  q>iff  eine  lineare  homogene  Function  von  (pn^ 
VXQy  •••}  <P2r  mit  Constanten  Coef&cienten. 

Wir  fahren  jetzt  in  Gleichung  1)  durch  die  Gleichungen 

5)  ^•  =  ^»— ftr  +  1,r^r+l 6n»0«         (v  =  1,  2,  ,..,  r) 

die  neuen  Variablen  tj^,  ty,,  ...,  i;,.  ein  und  setzen  zur  Abkürzung  die  in  y 
enthaltene  quadratische  Form  von  ^|,  ^g,  ...,  <&„ 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  C.  EoBHLBR.  39 


dann  wird,   wenn  wir  den  Ausdruck,  in  welchen  g  nach  vollzogener  Sub- 

stitntion  übergeht,   mit  z  bezeichnen,  z  die  Grössen  Oj,  ^^y  ...,  &r  nicht 

dz 
mehr  enthalten.     Man  kann  nun  aber  zeigen,  dass  ^— -  für  as=:r  +  l,r+2, 

...,  n  identisch  verschwindet,   dass  also  i  auch  die  Grössen  '^r+h  ^r+t, 
. . . ,  ^n  nicht  mehr  enthält  und  folglich  als  quadratische  Form  der  Variab- 
len i^i,  71^ j  ...,  rir  mit  algebraischen  Coefficienten  sich  darstellt 
Es  ist  nSmlich 

oder  nach  den  Gleichungen  5) 

dz  _  dz  de  de 

dVa^dTa^^^'d^,  ^"''dF/ 

nnd  man  erhält,  wenn  man  Gleichung  4)  mit  2&i  multiplicirt,  A  =  1,  2, ...,  n 
setzt,  die  so  entstehenden  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

29,^^1 +  2^2» ^j  +  -'-  +  2«)p„,0„  =  ^    (v=l,  2,  ...,r,  a) 

int 

es  wird  folglich  ^- 

^  =  0  (0  =  r  +  l,  r  +  2,  ...,  n), 

IT  geht  somit  durch  die  Substitution  5)  über  in 

r        r 

und  y  selbst  erhält  jetzt,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung  die  algebraische 
Function  __ 

setzt,  die  Form 

r       r  r  n  » 

Diese  Form  unterscheidet  sich,  da  die  Grössen  tj^,  i;,,  ...,  i^r  als  lineare 
homogene,  mit  constanten  Coefficienten  versehene  Functionen  der  ursprüng- 
lichen Logarithmen  d, ,  '&I,  ...,  &n  selbst  wieder  Logarithmen  sind,  welche 
algebraische  Functionen  von  x  als  Ableitungen  besitzen,  von  der  Form  1), 
in  welcher  y  gegeben  war,  nur  dadurch,  dass  in  ihr  die  Bedingung  a)  für 
die  Goefficienten  q)^^,  q>^^^  ...,  q)rr  der  logarithmischen  Glieder  zweiter 
Dimension  sicher  nicht  mehr  erfüllt  ist,  indem  ja  die  Determinante  Dr  als 
von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde.  ^-^  ^ 
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Auch  können  die  in  der  letzten  Gleichung  auftretenden  Logarithmen 
in  keinem  algebraischen  Zusammenhange  stehen ,  wenn  ein  solcher  zwischen 
den  ursprünglich  gegebenen  Logarithmen  nicht  statthaben  soll.  Denn  eine 
algebraische  Relation 

mttsste  mindestens  eine  der  Grössen  tji^  fif%  -"$  fir  enthalten ,  da  die  d  und  i 
algebraisch  unabhängig  voneinander  sind;  man  könnte  diese  Relation  dem- 
nach auf  die  Form  bringen 

und  also  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  5)  den  Logarithmus  0< 
algebraisch  durch  die  übrigen  Logarithmen  d  und  i  ausdrücken,  was  nach 
unserer  Voraussetzung  nicht  möglich  ist.  Wir  haben  somit  Folgendes  fest- 
gestellt: 

Wenn  die  Function  y  die  Form  1)  besitzt  und  für  die  darin  auftreten- 
den algebraischen  Functionen  q>ift  die  Bedingung  a)  erfüllt  ist,  so  kamt  man 
diese  Function  stets  so  transformiren,  dass  nach  der  Transformation  die 
Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimension  der  Bedingung 
a)  sicher  nicht  mehr  genügen. 

Wir  können  deshalb  von  jetzt  ab  annehmen,  der  Ausdruck  1)  für  y 
sei  schon  so  beschaffen ,  dass  die  Bedingung  o)  für  die  darin  vorkommenden 
algebraischen  Functionen  q>ifi  nicht  erfOllt  ist.     Wenn  femer 

die  Coefficienten  Xu  Xt?  --m  TL»  ^^^  nur  linear  in  y  auftreten- 
ß)    den   Logarithmen    ^|,   i^,   ...,   £«    durch    lineare    homogene 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  verbunden  sind, 
so   wollen   wir   mit  dieser  Function  eine  weitere  Umformung  derart  vor- 
nehmen,  dass  der  neue  Ausdruck  für  y  die  Eigenschaft  ß)  nicht  mehr  be- 
sitzt, im  üebrigen  aber  ganz  von  derselben  Art  ist,  wie  der  ursprüngliche. 

Bestehen  nämlich  zwischen  den  Functionen  Xn  %%}  •••»  X«  die  A;  vonein- 
ander unabhängigen  Gleichungen 

aiiZi  +  ö«Z»  +  --+aa.x*  =  0  (^^  1,  2, ...,  *), 
in  welcher  die  Grössen  ax^  Constanten  bedeuten,  so  können  nicht  sämmt- 
liche  aus  je  k  der  8  Colonnen 

•  •  • 

•  •  • 

OAIi   ajtSi   •••!   au 

gebildeten   Determinanten  gleich  Null  sein.     Wir  nehmen  an,   es  sei  die 

Determinante  _  , 

2r  +  a,i  a,, . . .  akk 

von  Null  verschieden,  dann  ergeben  sich  fdr  Xi»  Xs»  •••)  Xk  ^^^  Gleichungen 

XX^d'-^''XXk+i  +  dk^2,x%k-^2  +  ^'*  +  dsx%s    (A  =  l,2,  ...,Ä), 

in  welchen  die  dl^  ebenfalls  Constante  sind. 
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Fuhren  wir  jetzt  in  y  dnrch  die  Gleichungen 
6)  T^^tf  +  d^iii  +  d^2t^  +  '"  +  d^ktk    (^=Ä+1,  Ä+2,  ...,  5) 

die  neuen  Variablen  r^^  i ,  . . . ,  t«  ein ,  welche  selbst  wieder  Logarithmen  sind, 
die  algebraische  Functionen  von  x  als  Ableitungen  besitzen,  so  wird 

n        u  n  § 

in  welchem  Ausdruck  die  Coefficienten  der  nur  linear  auftretenden  Loga- 
rithmen TA+i,  ...|  T«  sicher  linear  unabhängig  voneinander  sind.  Auch 
können  diese  Logarithmen  weder  untereinander,  noch  mit  ^|,  '&g,  ...,  '^n 
algebraisch  verbunden  sein ;  denn  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  die- 
sen Grössen  müsste  mindestens  einen  der  Logarithmen  r^  wirklieh  enthalten, 
sich  also  auf  die  Form  bringen  lassen 

Ti  =/*(a;,  -^1, ...,  -^n,  T^+l,  ...,  T,—!,  T<+i,  ...,  T,); 
sie   würde  unter  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  6)  gestatten,   {^  durch  die 
übrigen  Grössen   9  und   {;  algebraisch  auszudrücken,   und   somit  der  über 
diese  Grössen  gemachten  Voraussetzung  widersprechen. 

Es  ist  y  jetzt  so  umgeformt,  dass  auch  die  Bedingung  ß)  nicht  mehr 
erfallt  ist,  und  wir  können  das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Wenn  die  durch  die  Gleichung  1)  gegebene  Function^  einer 
oder  beiden  Bedingungen  a)  und  ß)  genügt,  so  Iftsst  sich  die- 
selbe stets  auf  eine  Form  bringen,  in  welcher  weder  die  Co- 
efficienten der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimension  die 
Bedingung  a),  noch  die  Coefficienten  der  mir  linear  auftreten* 
den  Logarithmen  die  Bedingung  ß)  erfüllen. 

Es  soll  diese  Form  als  die  einfachste  Form  einer  solchen 
Function  bezeichnet  werden. 

Wir  nehmen  nun  an ,  die  Function  y ,  welche  der  Differentialgleichung 
A)  genügen  soll,  sei  in  Gleichung  1)  schon  auf  ihre  einfachste  Form  ge- 
bracht ,  und  bilden  alle  ersten  und  alle  zweiten  Ableitungen  von  y  nach  den 
Logarithmen  ^j,  d,)  -•**  ^»^  sowie  die  ersten  Ableitungen  von  y  nach 
ti^  S%j  •••I  &9  <^aQQ   erhalten  wir  nach  Satz  I  (91.  S.  232)  die  n  logarith- 

mischen  Integrale  2)  und  die         ^ — -  +  s  algebraischen  Integrale 

8)  9>ni  9^it»  ••'»  9>«ni     Xn  Xa»  •••»  1* 

der  reducirten  Differentialgleichung  B).  Von  den  Integralen  2)  kann  keines 
identisch  verschwinden,  weil  die  Logarithmen  ^j,  O^,  ...,  ^n  sSmmtlich  in 
den  Gliedern  zweiter  Dimension  von  y  wirklich  vorkommen  sollen,  und  diese 
Integrale  sind  nach  den  angestellten  Betrachtungen  linear  unabhängig  von- 
emander,  weil  y  die  einfachste  Form  besitzt;  es  kann  femer  aus  demselben 
Grunde  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwi- 
schen  den  Integralen  Xi  i  Xs  t    *  -  >  X«  bestehen ,   und  es  sind  auch  die  Inte- 
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grale  2)  linear  unabhängig  von  den  Integralen  8),  da  eine  Gleichung  von 
der  Form  n     n  • 

in  welcher  die  c  und  die  g  constante  Grössen  bedeuten,  die  Gleichungen  3) 
nothwendig  nach  sich  ziehen  mttsste,  die  nicht  möglich  sind,  weil  nach  Vor- 
aussetzung y  der  Bedingung  o)  nicht  genügt.  Dagegen  können  die  Inte- 
grale 8)  linear  voneinander  abhängig  sein,  und  es  ist,  wenn  8=^0  oder 
8=1  ist,  möglich,  dass  sie  sich  alle  durch  ein  einziges  derselben  linear 
und  homogen  ausdrücken  lassen.  Die  reducirte  Differentialgleichung  B) 
besitzt  demnach  mindestens  n  +  l  voneinander  unabhängige  Integrale,  es 
muss  also  n^m-l 

sein,  und  wir  haben  den  Satz  bewiesen: 

VI.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  1)  besitzt,  so  kann  dasselbe  —  auf  seine  einfachste  Form 
gebracht  —  in  den  logarithmischen  Gliedern  zweiter  Dimen- 
sion höchstens  m—l  verschiedene  algebraisch  voneinander  un- 
abhängige Logarithmen  enthalten. 

Da  die  Differentialgleichung  B)  die  Integrale  8),  also  jedenfalls  alge- 
braische Integrale  besitzen  muss  (vergl.  auch  31.  Satz  III,  S.  233),  so  wollen 
wir  annehmen,  sie  besitze  im  Granzen  p  solche  qp^,  qp^,  ...,  ^p,  die  linear 
unabhängig  voneinander  sind;  dann  müssen  sich  die  Integrale  8)  als  lineare 
homogene  Functionen  derselben  darstellen  lassen ,  also  die  Gleichungen  gelten : 

9)  tpXß  =  Jci^  (fi  +  ÄJx^  9ji  +  •  • '  +  ^ifi  9p 
(A=l,  2,  ...,«;    .a=l,  2,  ...,n;   Ä?x^  =  Ä;^x), 

10)  Z9  =  ^(?^i  +  «?^2  +  --  +  ^^P  (p=  1,2,. ..,*), 
in  welchen  die  k^iß  und  t^^  constante  Grössen  bedeuten,  y  erhält  demnach 
die  Form 

n w  p  n  §  p 

In  dieser  Gleichung  dürfen  die  Constanten  k^^^  und  l]p  gewisse  Bedingungen 
nicht  erfüllen ,  welche  die  Bedingungen  o)  und  ß)  zu  ersetzen  geeignet  sind. 
Da  y  auf  die  einfachste  Form  gebracht,  also  die  Bedingung  a)  nicht 
erfüllt  ist,  so  dürfen  die  Gleichungen  3) 

n 

yj<^infi=^)  ( f*  =  1 , 2 , . . . , «) 

nicht  bestehen.  Setzt  man  in  dieselben  die  Werthe  von  q>iß  aus  den  Gleich- 
ungen 9),  so  gehen  sie  über  in 

^"iZ'C ""  =■■  ^  (f  =  1,  2, . . .,  n), 
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welche  Gleichungen,  da  die  Functionen  q>^,  q>^,  ...,  ipp  linear  unabhängig 
voneinander  sind,  nur  bestehen  können ,  wenn  die  Gleichungen 

für  jeden  Werth  von  fi  und  v  miteinander  vertrSglich  sind;  dies  ist  aber 
nur  dann  und  immer  dann  der  Fall, 

wenn  die  aus  je  n  der  np  Beiben 

^^  (^=l,2,...,f»;  v  =  1.2,...,p) 

gebildeten  Determinanten  sftmmtlich  verschwinden. 

Die  Bedingung  a)  kann  somit  durch  die  Bedingung  y)  ersetzt  werden. 

Da  y  in  Gleichung  D)  die  einfachste  Form  besitzen  soll,  so  ist  auch 

die  Bedingung  ß)  sicher  nicht  erfüllt,  es  muss  also  in   dieser  Gleichung 

jedenfialls  ^ 

8<p 

sein.  Ausserdem  würden,  wenn  die  Bedingung  ß)  erfüllt  wäre,  abo  eine 
Gleichnng  von  der  Form 

best&nde,  aus  ihr  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  10)  wegen  der 
linearen  Unabhängigkeit  der  Functionen  (jp^,  ^^t  --i  ^p  ^^^  P  Gleichungen 
folgen  ^ 

^a^t^'^0  (v=l,2,...,|,), 

welche  nur  dann  und  immer  dann  miteinander  verträglich  sind, 
wenn  die  aus  je  8  der  p  Reihen 
i)  V",  V',   ■••.   l.«"'  (v=l,2,...,p) 

gebildeten  Determinanten  sämmtlich  verschwinden. 
Diese  Bedingung  ersetzt  somit  vollständig  die  Bedingung  /3),  und  man 
kann  jetzt  sagen: 

Das  Integral  y  besitzt  in  Gleichung  D)  die  einfachste  Form, 
wenn  die  darin  enthaltenen  Constanten  X;ju|  und  2^  der  Be- 
dingung y)  und  der  Bedingung  6)  nicht  genügen. 

Da  die  Differentialgleichung  B)  ausser  den  n  logarithmischen  Integralen 
2)  noch  die  p  von  diesen  und  voneinander  unabhängigen  algebraischen  In- 
tegrale ^|,  q>^y  ...,  q>p  besitzt,  so  muss 

sein,  es  kann  also,  da  n  mindestens  gleich  Eins  ist,  p  höchstens  gleich 
m  — 1  sein,  und  wir  haben  mithin  folgenden  Satz,  der  den  Satz  VI  als 
»peciellen  Fall  enthält,  bewiesen:  ^-^  ^ 
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VII.  Wenn  eine  lineare  nicht  homogene  Differentialgleich- 
ung m*®'  Ordnung  ein  Integral  besitzt,  welches  eine  ganze 
rationale  Function  zweiten  Grades  von  algebraisch  voneinan- 
der unabhängigen  Logarithmen  ist,  deren  Ableitungen  und 
deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind^  so 
lässt  sich  dasselbe  stets  auf  die  Form  D)  bringen,  —  eine  Form, 
in  welcher  die  Constanten  Jci^l  und  Iq'^  der  Bedingung  y)  und 
der  Bedingung  d)  nicht  genügen,  in  welcher  ferner  die  Anzahl 
der  linear  voneinander  unabhängigen  algebraischen  Functio- 
nen 9>|,  9>g,  ...,  q)p  höchstens  gleich  m  —  1,  dieAnzahl  der  Loga- 
rithmen dj,  «^g,  ...,  ^n  höchstens  gleich  m— p,  die  Anzahl  der 
nur  linear  auftretenden  Logarithmen  ii,  f^,  ...,  j^  höchstens 
gleich  p  ist. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

VIII.  Jeder  Ausdruck  von  der  FormD),  in  welchem  ^j,  ...,  ^p, 
^11  •••I  V^ai  ^  algebraische  Functionen  von  x  sind,  '&|,  ...,  '&„, 
iij  •••9  £«  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebra- 
ische Functionen  veno;  sind,  genügt  einer  algebraischen  line- 
aren Differentialgleichung  (n+jp)**^  Ordnung,  die  eindeutig 
bestimmt  und  nicht  homogen  ist,  wenn  die  Logarithmen  ^j, 
^2f  «.M  ^n  algebraisch  unabhängig,  die  Functionen  97^,  9>,,  ...,  <pp 
linear  unabhängig  voneinander  sind  und  die  Constanten  A;j|^ 
der  Bedingung  y)  nicht  genügen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  ordnen  wir  den  Ausdruck  D)  nach  den 
darin  enthaltenen  algebraischen  Functionen  v^,  g>2j  •••»  <Pp9  ^n  ^s»  ••••  ^m 
(0  und  führen  durch  die  Gleichungen 

n        n  » 

^v^^^S/^l^^^^+S^^^^"^     (»^  =  1.2,  ...,p) 

die   von   x  nicht   ezplicite   abhängenden  Functionen  t^i,  t^g,  ...,  Wp  ein, 
dann  wird 

Bildet  man  aus  dieser  Gleichung  alle  Ableitungen  von  y  nach  x  bis 
zur  (n+p)^  so  stellen  sich  dieselben  dar  als  lineare  Functionen  von 
k;,  ,  . . . ,  tr^i ,  ^1 ,  . . . ,  '^M  ^^^  ^^^  Ableitungen  der  Functionen  Wv  nach  den 
Logarithmen  ^1,  ...,  ^nj  tu  •••}  £«  ^^^  algebraischen  Coefficienten.  Jede 
Ableitung  von  w^  nach  irgendwelchen  dieser  Logarithmen  ist  aber  selbst 
wieder  eine  lineare  Function  von  ^j,  ^,,  ...,  ^„  mit  constanten  Coefficien- 
ten,  es  muss  folglich  auch  jede  Ableitung  von  y  nach  x  sich  als  lineare 
Function  von  w^  ...,  t^p,  ^ly  ...,  0„  mit  algebraischen  Coefficienten  dar- 
stellen lassen,  und  man  erhält  somit  für  y  und  dessen  n+p  erste  Ab- 
leitungen nach  x  die  Gleichungen: 
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•     •> 

in  welchen  9>|p  die  t**  Ableitung  von  q>p  nach  a;  bedeatet,  die  Grössen  qj^^j^ 
und  a»<  algebraische  Fanctionen  von  x  sind. 

Maltiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  Pn-\-py  Pn+p-i, 
...,  Pqj  addirt  sie  und  bestimmt  dann  die  n+p  +  l  Grössen  Pi  gemäss 
den  n  +  p  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  algebraischen  CoefQcienten 

•    •• ••••••••» 

P,y(;-+P)  +/>^(p(;«+P-i)  +...+  P„+pg>p  =  0, 

^OP«  +  P,l  +^lPn  +  p-l,l    +---+/^B+p^l  =0, 


Pq  Pn+p,n  +  /^i  p«  +  p_l,«  H +  P„+p  1(/«  =  0, 

welche  immer  auflösbar  sind,  weil  die  Anzahl  der  unbekannten  um  eine 
Einheit  grösser  ist  als  diejenige  der  Gleichungen,  so  erhält  man,  wenn  man 
aossei^em 

Pq  (»n  +  p  +  Pi  »11  +p-t  +  •  •  •  +  Pn  +p  W  =  ö^i 

setzt,  ftlr  y  die  lineare  Differentialgleichung 

in  welcher  /'q,  Pj,  ...,  /^n+p>  9i  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Diese  Differentialgleichung  ist  eindeutig  bestimmt  und  nicht  homogen, 
wenn  in  D)  die  Logarithmen  ^j,  0^,  ...,  ^„  algebraisch  unabhängig,  die 
algebraischen  Functionen  (p,,  (p^^  ...,  ipp  linear  unabhängig  voneinander 
sind  und  ausserdem  die  Constanten  k^i„  ^^®  Bedingung  y)  nicht  erfüllen; 
denn    die  p  algebraischen   Integrale  <Pj ,  (p^^  •  •  9  Tp   und   die  n  logarith- 

mischen  Integrale    r-|->   ^-^»    •••'   :r-^  der   zugehörigen  reducirten  Diffe- 

rentialgleichung  sind  dann  nach  den  oben  angestellten  Betrachtungen  sämmt- 
lich  linear  unabhängig  voneinander,  sie  bilden  ein  Fundamentalsjstem  von 
Integralen  dieser  Differentialgleichung,  und  es  sind  somit  durch  sie  die 
Coe£6cienten  derselben  eindeutig  bestimmt.  Setzt  man  dann  in  die  Diffe- 
rentialgleichung A')  den  Ausdruck  D)  ein,  so  muss  die  algebraische  Function  ^, 
gleich  werden  dem  Werthe,  welchen  die  linke  Seite  der  Differentialgleich- 
ung nach  dieser  Substitution  annimmt;  q^  ist  also  ebenfalls  eindeutig  be- 
stimmt.    Dabei   kann  q^  niemals  gleich  Null  werden;   denn  sonst  müsst^  y 
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selbst  der  reducirten  Differentialgleicbang  genügen,  sieb  also  linear  und 
bomogen  durcb  das  Fundamentalsystem 

dy      dy  dy 

Vi,  9>«.->  VP.     ^'  J^^ ^„ 

von  Integralen  dieser  Di£ferentialgleicbung  darstellen  lassen,  was  offenbar 
unmöglich  ist;  die  Differentialgleichung  A')  kann  somit  nicht  bomogen  sein. 
Q.  e.  d. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  sich  durch  Specialisirung  aus  VII  und  VIII 
der  weitere  Satz  ergiebt: 

Eine  quadratische  Form  von  beliebig  vielen  algebraisch 
voneinander  unabhängigen  Logarithmen,  deren  Ableitungen 
und  deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind, 
wird  nur  dann  und  immer  dann  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung  m**'Ordnung  genügen,  wenn  nur|>  dieser 
Coefficienten,  wo  jp  ^.m  —  l  ist,  linear  unabhängig  voneinander 
sind  und  sie  selbst  übergeführt  werden  kann  in  eine  quadra- 
tische Form  von  höchstens  m—|>  Logarithmen,  deren  Ableitun- 
gen und  deren  Coefficienten  ebenfalls  algebraische  Functionen 
von  X  sind. 

Es  sollen  jetzt  noch  einige  Betrachtungen  angestellt  werden  für  den 
Fall,  dass  das  Integral  y  der  Differentialgleichung  A)  —  auf  seine  ein- 
fachste Form  gebracht  —  in  den  Gliedern  zweiter  Dimension  die'grösst- 
mögliche  Anzahl  von  Logarithmen  enthält. 

Nach  Satz  VII  ist  stets  w<w— p;  der  grösste  Werth,  den  n  an- 
nehmen kann,  tritt  demnach  ein,  wenn  p=^\  ist,  und  derselbe  ist 

fis=m  — 1. 
Da  9<|>  immer  sein   muss,   so   kann  in   diesem  Falle  8  nur  gleich  Null 
oder  gleich  Eins  sein,  und  Gleichung  D)  lautet,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

^1  =  9»     4']L  =  *;L7».     V'^=' 
setzen: 

1  m-l  -1       m— I 


E)  y=9 


-1       m— 1 


In  dieser  Gleichung  darf  l  auch  gleich  Null  sein,  die  Constanten  hx^  dürfen 
aber  die  Bedingung  y)  nicht  erfüllen,  die  Determinante 

muss  also  von  Null  verschieden  sein,  weil  y  in  E)  auf  die  einfachste  Form 
gebracht  sein  soll.  Die  reducirte  Differentialgleichung  B)  besitzt  in  diesem 
Falle  die  m  — 1  logarithmischen  Integrale 

'  (^1=1,2,  ...,m-l) 
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und  das   eventuell  sich  anch   auf  eine  Constante  reducirende  algebraische 

welches  mit  ^,9  ^ai  •••«  ^m— i  zusammen  ein  Fundamentalsjstem  von  Inte- 
gralen derselben  bildet;  sie  besitzt  also  ein  Fundamentals jstem,  das  aus 
m  —  1  transcendenten  und  aus  nur  einem  algebraischen  Integral  besteht, 
nnd  dieses  letztere  muss  deshalb,  wie  Herr  Königsberg  er  (AUgem.  Unter- 
suchungen aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  S.  127)  gezeigt  hat, 
nothwendig  die  Wurzel  einer  binomischen,  in  den  Coefficienten  der  Diffe- 
reniialglejchung  rationalen  Gleichung  sein.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

IX.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  durch  ein  Integral, 
welches  in  seiner  einfachsten  Form  durch  Gleichung  E)  gegeben 
ist,  befriedigt  wird,  so  muss  die  darin  auftretende  algebra- 
ische Function  9>,  falls  sie  sich  nicht  auf  eine  Constante  redu- 
cirt,  die  Wurzel  einer  binomischen,  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  rationalen  Gleichung  sein. 

Sind  insbesondere  sftmmtliche  Coefficienten  der  Differen- 
tialgleichung A)  rational,  so  ist  q>  die  Wurzel  aus  einer  ratio- 
nalen Function  yon  x. 

Wir  wollen  nun  unter  der  Annahme,  dass  der  Differentialgleichung  A) 
das  Integral  E)  von  einfachster  Form  genügt,  aus  der  Differentialgleichung 
B),  der  dann  die  Function  q>  genügen  muss,  durch  die  Substitution 


12)  y=<pji 


ßdx 
die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (m~l)*"  Ordnung  bilden: 

in  welcher  die  Coefficienten  Q^,  Q^^  ...,  Om-^t  durch  folgende  Gleichungen 
mit  den  ursprünglichen  Coefficienten  P,,  P,,  ...,  Pm  zusammenhi&ngen : 


,„,  ^        1  rni{m-l)-{m-r+l)  d'-y  ,  (m-l)(m-2)...(w-r+l)     d'-'tp 
+  ...  +  (w-r+l)Pr-,^+Prv], 
Diese  Differentialgleichung  wird  befriedigt  durch  die  m— 1  Integrale 

(1=1,2,  ....  m-l), 
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welche,  da  die  Logarithmen  ^^y  ^g,  ...,  '^m-i  nach  Yoranssetzang  alge- 
braische Ableitungen  besitzen,  s&mmtlich  algebraisch  sind  and  bekanntlich 
ein  Fondamentalsjstem  bilden.  Die  durch  die  Substitution  12)  aus  der 
Differentialgleichung  B)  abgeleitete  Differentialgleichung  F)  besitzt  somit 
nur  algebraische  Integrale,  wenn  der  Differentialgleichung  A)  ein  Integral 
genügt,  das  in  seiner  einfachsten  Form  durch  Gleichung  E)  gegeben  ist 

Aus  dieser  Thatsache  lässt  sich,  wenn  die  Coefficienten  der  Differen- 
tialgleichung A)  sSmmtlich  rationale  Functionen  von  x  sind,  eine  weitere 
Folgerung  ziehen.  Es  muss  dann  nach  Satz  IX,  wenn  P»  nicht  gleich 
Null  ist,   die  Function   q)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x 

sein.     Ist  dies  aber  der  Fall,   so  ist  das  Product  —  -7-7   für  jeden  Werth 

g>  dx*  ^ 

von  1  eine  rationale  Function  von  rr,  und  es  sind  folglich  nach  den  Gleich- 
ungen 13)  dann  auch  die  sftmmtlichen  Coefficienten  der  Differentialgleich- 
ung F)  rationale  Functionen  von  x.  Da  nun  diese  Differentialgleichung  mit 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  CoefQcienten  nach  der  oben  angestellten 
Betrachtung  nur  algebraische  Integrale  besitzt,  so  muss  sie  zur  Fuchs- 
schen  Classe  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  gehOren,  und 
ihre  Coefficienten  müssen,  wenn  Fg(x)  eine  ganze  rationale  Function  yon  x 
bezeichnet,  welche  höchstens  vom  s**^  Grade  ist,  die  Form  haben 


15)  Or  = 


Fr(Q^\){x) 


(x  —  aiV^x-a^y...  (x—a^y 
(vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs:  Joum.  f.  Math.,  Bd. 66,  S.  158). 

Man  hat  somit  folgendes  nothwendige,  aber  selbstverständlich  nicht 
hinreichende  Kriterium  dafür,  dass  eine  lineare  nicht  homogene  Differential- 
gleichung m^'  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  durch  ein  Integral  von 
der  einfachsten  Form  E)  befriedigt  wird: 

Es  muss  die  zugehörige  reducirte  Differentialgleichung  die  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  von  x  als  particulftres  Integral  besitzen.  Wenn 
eine  solche  Function  dieser  Differentialgleichung  genügt,  so  kann  man  die- 
selbe nach  der  von  Herrn  Fuchs  (Joum.  f.  Math.,  Bd.  81,  S.  101)  an- 
gegebenen Methode  immer  bestimmen,  sie  dann  für  «p  in  die  Substitution 
12)  einsetzen  und  durch  diese  Substitution  eine  lineare  Differentialgleichnng 
(m*-!)^  Ordnung  herleiten.  Diese  Differentialgleichung  muss  dann  zur 
Fuchs 'sehen  Classe  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  gehören, 
und  es  müssen  die  Wurzeln  der  zu  jedem  ihrer  singulftren  Punkte  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  voneinander  verschiedene  rationale 
Zahlen  sein. 

Ist  eine  dieser  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  genügt  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  jedenfalls  kein  Integral,  welches  die  Form  E)  als  ein- 
fachste Form  besitzt. 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  A)  die  Coefficienten  rational  sind 
und   ausserdem  P^  =  0  ist,   so  gestaltet  sich  dieses  Kriterium  etwas  ein 
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facher.  Unter  der  Annahme,  dass  ihr  durch  ein  Integral  von  der  einfach- 
sten Form  E)  genügt  wird,  mass  nftmlich  dann  q>  gleich  einer  Constanten 
sein,  weil  Pm  —  0  ist  und  die  Differentialgleichang  B)  die  m  — 1  voneinan- 
der nnabhi&ngigen  logarithmischen  Integrale  11)  besitzt;  die  Subetitation  12) 

geht  dann  über  in  y=j  ttdx^  die  Coefficienten  P|,  P,,  ...,  Pm-i  müssen 
somit  nach  den  Gleichungen  13)  und  15)  die  Form  haben 

^^^j^r^^:r(ß^^-(^r:^  (r=i,2,...,«-i) 

und  das  obige  £[riterium  lautet  in  diesem  Falle: 

Wenn  einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  m^^  Ord- 
nung mit  rationalen  Coefficienten,  in  welcher  das  mit  y  multiplicirte  Glied 
fehlt,  durch  ein  Integral  von  der  einfachsten  Form  E)  genügt  werden  soll, 
so  ist  es  nothwendig,  dass  die  zugehörige  reducirte  Differentialgleichung 
zur  Fuchs'scheu  Classe  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 
gehört,  und  dass  die  Wurzeln  der  zu  jedem  ihrer  singulttren  Punkte  gehö- 
rigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  voneinander  yerschiedene 
rationale  Zahlen  sind. 

2, 

Es  sollen  in  diesem  Abschnitte  zwei  besondere  Formen  logarithmischer 
Integrale  einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  mit  algebra- 
ischen Coefficienten  betrachtet  werden ,  welche  —  als  ganze  rationale  Func- 
tionen der  darin  enthaltenen  Logarithmen  aufgefasst  —  auch  von  höherem 
als  dem  zweiten  Grade  sein  können. 

Zunächst  sei  gegeben  ein  Ausdruck  von  der  Form 


16)  y^^n^l^ 


in  welchem  tf/,,  tf;f,  ...,  i(/n  algebraische  Functionen  von  x  —  eventuell 
auch  Constanten  —  sind,  ^],  <&,,  ...,  ^n  algebraisch  voneinander  unab- 
hängige Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebraische  Functionen 
von  X  sind,  und  r  eine  gegebene  positive  ganze,  von  der  Einheit  verschie- 
dene Zahl  ist.  Untersucht  soll  nun  werden,  unter  welchen  Umständen  dieser 
Ausdruck  der  Differentialgleichung  A)  genügen  kann. 

Wenn  y  diese  Differentialgleichung  befriedigt,  so  sind  nach  Satz  I  (K. 
S.  232)  die  Ableitungen 


17)  .^y^^r(r^l)n^r\  a  =  l,2....,#i), 


Zeitaohxin  1  M*tii«iii*tik  a.  VbjtXk  ZXXIV,  1. 
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welche  BKmmtlich  Logarithmen  enthalten,  nnd  ausserdem  die  Ablei- 
tungen 

18)  |^  =  rlt/;;i  (X=>l,2,...,n), 

welche  algebraische  Functionen  von  x  sind,  Integrale  der  reducirten  Diffe- 
rentialgleichung B),  wir  kennen  also  (r--l)n  logarithmische  und  n  alge- 
braische Integrale  dieser  Differentialgleichung  ^  und  es  ist  direct  ersichtlich, 
dass  eine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwischen 
den  ersteren  und  den  letzteren  oder  für  die  ersteren  unter  sich  nicht  be- 
stehen kann;  denn  aus  der  Gleichung 

würde,  da  die  Logarithmen  ^j,  ^2*  •••»  ^n  algebraisch  voneinander  unab- 
hängig sind,  successive  folgen 

cy>  =  0,    ci'>  =  0,    ...,    cjf-'^  =  0    (A  =  l,2 n). 

Dagegen  können  die  algebraischen  Integrale  18)  durch  lineare  homogene 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  verbanden  sein.  Nehmen  wir  an, 
die  Differentialgleichung  B)  besitze  im  Ganzen  p  voneinander  unabhängige 
algebithische  Integrale  9>|,  q)^^  ...,  (Pp^  so  müssen  sich  die  n  Integrale  18) 
linear  und  homogen  durch  dieselben  darstellen  lassen,  also  die  Gleichungen 
gelten: 

^l  =  *r9i  +  Ä?(p,  +  ...+  Äif>9r      (A=1.2,  ...,fi). 

in  welchen  die  Grössen  k^J^^  Constante  bedeuten,  und  Gleichung  16)  geht 
über  in 


G) 


y=J'«5j§*i'"'"- 


Die  Differentialgleichung  B)  besitzt  dann  jedenfalls  (r— l)t»+P  voneinander 
unabhängige  Integrale,  es  muss  also 

m^(r  — l)t»+p        ^ 

sein.  Da  n  mindestens  gleich  Eins  ist,  darf  somit  p  höchstens  gleich 
m^r+l  sein,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die  grösste  in  a  enthaltene 
ganze  Zahl  mit  [a]  bezeichnen,  den  Satz: 

X.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  G)  besitzt,  so  kann  in  demselben  die  Anzahl  der  linear 
voneinander  unabhängigen  algebraischen  Functionen  9>j,  ip^^ 
...,  (pp  höchstens  gleich  m  — r  +  1,  diejenige  der  algebraisch 
voneinander  unabhängigen  Logarithmen  ^j,  ^^^  ...,  ^n  höchstens 

gleich    |— — rl  sein. 
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Es  iSsst  sich  aber  auch  folgende  ümkehrung  dieses  Satzes  beweisen: 
XL  Jede  Function  von  der  Form  G),  in  welcher  9^,  gp,,  ...,  tp^ 
algebraische  Fanctionen  von  x  sind,  nnd  ^|,  <&,,  ...,  ^„  Loga- 
rithmen bedeuten,  deren  Ableitungen  algebraische  Functionen 
von  X  sind,  genügt  einer  algebraischen  linearen  Differential- 
gleichung [(r  —  l)fi+p]*"  Ordnung,  die  eindeutig  bestimmt  und 
nicht  homogen  ist,  wenn  die  Logarithmen  <&],  ^j,  ...,  dn  alge- 
braisch unabhängig,  die  Functionen  (P|,  9>,,  ...,  q>p  linear  un- 
abhängig yoneina'nder  sind. 

Wir  setzen,  um  diesen  Beweis  zu  führen, 

^»lr»*i  =  fr,  (v=l,2,...,j)), 

dann  geht  Gleichung  G)  über  in 

und  es  werden,  da  die  Functionen  io^  die  Variable  x  nicht  explicite  ent- 
halten, sämmtliche  Ableitungen  von  y  nach  x  lineare  Functionen  von  ic^,, 
«21  '-.f  Wp  und  von  den  Ableitungen  dieser  Grössen  nach  ^,,  ^j,  ...,  *&„ 
mit  algebraischen  Coefficienten.  Jede  dieser  Ableitungen  selbst  ist  aber  eine 
lineare  Function  von  Potenzen  der  Logarithmen  ^| ,  ^^ ,  • . . ,  ^n  9  deren  Ex- 
ponenten ^  r  —  1  und  deren  CoefGcienten  constant  sind.  Man  erhält  dem- 
nach, wenn  man  zur  Abkürzung 

(r-l)fi+P  =  * 
setzt,  für  y  und  dessen  s  erste  Ableitungen  nach  x  die  Gleichungen: 


dx      j 

•    •   • % 

•   •   •» 

p  n 


dar' 


in  welchen  «y^Jp  die  t**  Ableitung  von  gpy  nach  x  bedeutet,  die  Grössen  p|^'^' 
ond  C^  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  P,,  P,-t,  ...,  ^o> 
addirt  sie    und    setzt   in    dem   Additionsresnltat   die  Coefficienten   von   w^^ 

^•gitizedby  Google 


52  üeber  die  Form  der  logarühmischen  Integrale  etc. 

«^2»  ...,  fVp,  9x'\  0I~^  ...,  ^x  U  =  l>2,  ...,«)  gleich  Null,  so  erhält 
man  zur  Bestimmung  der  5  +  1  Grössen  Pi  s  lineare  homogene  Gleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten,  und  für  y  ergiebt  sich,  wenn  man  noch 

setzt,  die  Differentialgleichung 

Ihre  Coefficienten  sind  algebraische  Functionen  von  ^,  und  sie  sind  ein- 
deutig bestimmt,  wenn  in  G)  die  Logarithmen  ^|,  ^2)  ***«  ^n  algebraisch 
unabhängig  und  die  algebraischen  Functionen  g),,  g)^,  ...,  q>p  linear  un- 
abhängig voneinander  sind,  da  sich  dann  aus  der  Form  von  y  nach  Satz  I 
(21.  S.  232)  (r  — l)n  logarithmische  Integrale  der  zugehörigen  reducirten 
Differentialgleichung  ergeben,  welche  untereinander  und  von  <Pi,  9>2)  «'-i  ^f 
linear  unabhängig  sind.  Femer  kann  die  algebraische  Function  q^  nicht 
gleich  Null  sein ,  weil  sich  sonst  y  durch  diese  s  Integrale  linear  und  homo- 
gen darstellen  lassen  müsste,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Die  gefundene 
Differentialgleichung  ist  also  eindeutig  bestimmt  und  nicht  homogen,  und 
Satz  XI  ist  bewiesen. 

Die  Anzahl  der  Logarithmen,  welche  die  Function  y  in  Gleichung  6) 
bei  gegebenem  Grade  r  enthalten  darf,  wenn  sie  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung  m*^^  Ordnung  genügen  soll,  wird  nach  Satz  X  um  so 
grösser  sein  können,  je  kleiner  p  ist.'  Der  grösste  Werth,  den  diese  An- 
zahl n  überhaupt  besitzen  kann,  ist  demnach,  da  nach  Satz  III  (91.  S.  233) 
p  mindestens  gleich  Eins  sein  muss, 

.9,  ,.[=^], 

und  y  erhält,  wenn  p  =  1  ist,  die  Form 

H)  y-=v^^h^v 

Nach  Satz  IIa)  (21.  S.  234)  kann  der  Grad  r  dieser  Function  höchstens 
gleich  m  sein.  Ist  aber  r  =  m,  so  folgt  aus  Gleichung  19)  t»  =  l,  das  In- 
tegral H)  kann  also  in  diesem  Falle  nur  einen  einzigen,  mit  einer  alge- 
braischen Function  oder  mit  einer  Constanten  multiplicirten  Logarithmus 
enthalten ,  was  sich  übrigens  auch  aus  dem  letzten  Satze  von  21.  (S.  242) 
direct  ergiebt. 

Ist  r  =  m  — 1  und  m  =  3,  so  ist  die  Maximalzahl  der  möglichen  Lo- 
garithmen n  =  2;  sobald  aber  m>>3  ist,  muss  n=l  sein.  Aus  Satz  X 
und  XI  folgt  somit: 

Ein  Ausdruck  von  der  Form  H),  in  welchem  r  =  «i— 1  ist, 
wird  immer  dann  und  nur  dann  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung   m*«'  Ordnung  genügen,  wenn  er,  falls 
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m^3,  nar  einen  einzigen,  falls  aberm:=:3,  höchstens  zwei  al- 
gebraisch voneinander  unabhängige  Logarithmen  enthält. 

Für  m  =  3  folgt  dies  auch  aus  Satz  YI. 

Fragen  wir  allgemein,  zwischen  welchen  Orenzen  r  liegen  muss,  wenn 
die  Maximalzahl  n  der  Logarithmen  in  dem  Integral  H)  gleich  Eins  sein 
soll,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

für  r  die  Ungleichung 

— ö—  <.rs«», 
d.  h.:  ^ 

Ein  Ausdruck  von  der  Form  H),  in  welchem  r> — p-~»  aber 

<m  ist,  wird  einer  algebraischen  linearen  Differentialgleich- 
ung m^^' Ordnung  immer  dann  und  nur  dann  genügen,  wenn  er 
nur  einen  einzigen  Logarithmus  enthält. 


Wir  betrachten  jetzt  noch  das  mit  einer  algebraischen  Function  oder 
mit  einer  Constanten  multiplicirte  Product  der  n  algebraisch  voneinander 
unabhängigen  Logarithmen  ^|,  ^^^  ...,  ^n 

J)  y  =  9<>j.<>8...<>„ 

und  suchen  die  Bedingungen  dafdr,  dass  es  einer  linearen  nicht  homogenen 
Differentialgleichung  m^'  Ordnung   mit  algebraischen  Coefficienten  genügt. 

Wenn  diese  Function  die  Differentialgleichung  A)  befriedigt,  so  wird 
nach  Satz  I  der  Differentialgleichung  B)  durch  jede  Ableitung  von  der  Form 

genügt,  in  welcher  r  die  Werthe  von  1  bis  n  annehmen  darf  und  bei  jedem 
Werthe  von  r  für  A| ,  A, ,  . . . ,  Ar  alle  Combinationen  r^"  Orades  der  Zahlen 
1,  2,  ...,  M  zu  setzen  sind.  Die  Anzahl  dieser  Integrale  der  Differential- 
gleichoDg  B)  ist  denmach 

(;)+(5)  +  ...+(;)=(H.i)»_i=2--i. 

und  dieselben  sind  offenbar  alle  von  Null  und  voneinander  verschieden. 
Auch  kann  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 
zwischen  ihnen  nicht  stattfinden;  denn  dieselbe  würde,  da  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  andere  Combination  der  Logarithmen  ^j,  ^^f  •••>  ^n  enthielte,  sich 
also  nicht  gegen  ein  anderes  Glied  wegheben  könnte,  gegen  Voraussetzung 
einen  algebraischen  Zusammenhang  zwischen  ^j,  d,,  ...,  &„  ergeben.    Es 

muss  somit  jedenfalls 

m>2"-l, 
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sein. 

Nnn  Iftsst  sich  aber  dnrch  ganz  dasselbe  Yerfifthren,  welches  in  den 
bisher  betrachteten  F&llen  angewandt  wnrde  und  deshalb  nicht  nochmals 
wiederholt  werden  soll,  zeigen,  dass  jeder  Ausdruck  von  der  Form  J)  einer 
eindeutig  bestimmten  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  (2"-l)^^ 
Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  genügt.    Wir  haben  daher  den  8atz: 

Xlf.  Eine  Function  von  der  Form  J),  in  welcher  <p  eine 
algebraische  Function  oder  eine  Constante  ist,  und  ^|,  d,,  ...,  ^n 
algebraisch  yoneinander  unabhängige  Logarithmen  bedeuten, 
deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  yonopsind,  genügt 
immer  dann  und  nur  dann  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung m^*'  Ordnung,  wenn  für  die  Anzahl  der  darin  auf. 
tretenden  Logarithmen  die  Ungleichung  20)  erfüllt  ist 

Heidelberg,  11.  September  1888. 
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I.  Ueber  die  Bestimmnng  einet  unendlichen  Prodnctet. 

In  der  algebraischen  Analjsis  findet  man  das  unendliche  Product: 

['-©■]['  +  (^)-]['  +  (^J]h(4i;b)-]h(^J]- 

f)ir  fi  =  2  entwickelt.     Hier  soll  nnter  Anwendung  yon  periodischen  Reihen 
das  Prodact  bestimmt  werden ,  wenn  n  eine  beliebige  gerade  Zahl  bedeutet 
ZonScbst  handelt  es  sich  um  den  Werth  des  Integrals: 


J 


^ 


0 
wobei  M  als  gerade  Zahl  voratugesetzt  werden  mSge.    Der  Nenner  Itsst  sieh 
in  die  folgenden  rein  quadratischen  Factoren  zerlegen: 


«■+*•««[«» +(-*<«  •   *')] 


nnd  es  erscheint  mit  Bflcksicht   darauf  das  Integral  dnroh  nachstehende 
Sanune  von  Integralen  aasgedrtlokt: 


OS  —OS 


«-  ..=tA    '        ^ 


/«»••* «Vjm; «*«=>'  /  cotrx.log "  U-i^,\*^*- 

Die  einzelnen  Summanden  können  nach  der  bekannten  Formel: 

00 

0 


00 


?tl»,, 


entmckelt  werden,  wenn  p^^-^hie  "         gesetzt  wird,  und  es  ist  daher: 
oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 


Je 


easrx, 
ö 


2a  — 1 

1)  a^^^ksin    ^^      n, 

2)  ß^^j^cos^^Tt, 
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00  i 

1  ' 

II 

=  -^  +  7^«-"%  [cos{rß,)  + » sin{rß,)] , 
weshalb  man  für  das  arsprttDgliche  Integral  erhält: 

3)  J^casrx.logj^^dx=^^[--^  +  y 

0  * 

Nebstdem  folgt  noch  ans  der  vorletzten  Gleichung: 

T 

Nun  ist  aus   der  Theorie  über  periodische  Reihen  bekannt,  dass  fttr 
alle  «,  welche  zwischen  0  und  2n  liegen ,  die  Gleichung  besteht: 

4)  ^A^  +  A^  cosx  +  A^cos2x  +  A^  cosSx  +  •  •  • 

wobei  die  Coef&cienten   durch  das  nachstehende  Integral  ausgedrückt  er- 
scheinen: oo 

2  r 

6)  Am^—  I  cosrx  f{x)  dx. 

0 
Setzt  man  für  die  Function: 

so  folgt  aus  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit  Gleichung  5)  für  den  GoefBl- 
cienten  Ari  « 

6)  Ar ^+lyierr',eos{rß,), 

daher  ist  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  4)  durch  den  Ausdruck  bestimmt: 

Ar  cosrx  = cosrx  +  --  cosrx^  e"  '"■*  cos{rßg)j 

femer  ist  noch:  ^ 

«II  — 

n 

Dies  beachtend I  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  4)  über  in: 

^         j^yi  cosrx  ^  g'^  yi  (T^^ cosrx cos{rßg) 
n 
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FOr  die  erste  Summe  hat  man  bekanntlich: 


y-^cosr 


wBhrend  letztere  die  Form  hat: 

^  2p^  cosrx  casrß 

^  r 

und  mittels  der  Formel: 

suramirt  werden  kann ,  nachdem  zuvor  das  Product  der  zwei  Cosinusse  durch 
eine  Summe  ersetzt  worden.  Dies  berücksichtigend,  ergiebt  sich  für  die 
letztere  Reihe  der  Werth: 

rsscB 

2^^^-^^^—^='-^lo9ll-2pc<>8{x+ß)+p*][l-2pcos{x-ß)+p']. 
Mit  Bücksicht  auf  diese  Gleichung  hat  man: 

rrroo^  —  T  ^ 

2^  ^  j-e-^^cosrxcosirß,) 


'^ 


und  man  gelangt  nach  Vereinigung  der  Logarithmen  zu  dem  nachstehenden 
Ergebnisse: 

m  • 

« [1  -  2e- •»«»(«+ |J,) +«-"•»]*.  [1  -  2e-'*  o(w(a!  - /Jp)  +  c- »•»]* 
=  lOff  J j —^ — —  ^ , 

woraoB  sich  der  Werth  des  vorgelegten  Productes  also  ergiebt: 

m 

2'^(l-co5a?)tr*"'^ 

Die  Werthe  von  ag  und  ß^  sind  durch  die  Gleichungen  1)  und  2)  bestimmt, 
während  x  der  Relation  0^x<2n  genügen  muss.  Ersetzt  man  in  der 
letzten  Formel  x  durch  9s— «,  so  folgt  für  —  »<  x<,+  n; 
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m 

n[i  +  2e-">^cos{x+ß,)  +  €r'^'^]%.[\  +  2e'"^cos{x-ß;)  +  e-^^fY^ 

2^{l  +  cosxy.e     '*"- 

Der  specielle  Fall  t»  =  2  giebt  die  aus  der  algebraischen  Analjsis  be- 
kannten Resultate. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  letzte  Gleichung  fdr  a;=sO  und  k^yn^ 
durch  welche  Substitution  man  erhält,  wenn  das  unendliche  Product  mit  Q 
bezeichnet  wird: 

«'=[('+^)('+«)('^©-T 

IT 

In     "2" 
1t  U  CM  C  — 

m  m 

oder  es  ist,  nachdem  zur  Abkürzung  das  Trinom  ef^ +  €r^  +  2oosß^=ifff(g) 
gesetzt  worden: 

N  m 

\        JC  V  CMC  ~~ 

C*  =  25^c        ".ire-*.IIt^(^). 

Für  das  erste  Product  folgt,  wenn  man  auf  die  Bedeutung  von  a,  zurück- 
geht, der  einfache  Werth: 

n 

1 
Um  die  Anzahl  der  Substitutionen  im  letzten  Prodacte  auf  die  Hftlfte  zu 
reduciren,  sollen  die  Fttlle  ns=4m  und  iis=s4m  +  2  unterschieden  werden. 
So  ist  für  den  ersten  Fall: 

11  tt  n 

n*(^)=n*(^).ii*(p). 

Der  zweite  Factor  lässt  sich  folgendermassen  umgestalten,  wenn  die 
Substitutionen  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeftlhrt  werden: 


n*a?)  =  n*(^)-Ä*(}-p+i). 


7+' 

Nun  ist  aber;  . 
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ßn       ^^=nyoo8 (n ~— ^)  =  -  /?i^ 

^\j^g  +  ^)  =  ^(9)y 

daher  hat  man  ftür  das  nachstehende  Prodnct: 

-  f-  T 

I  L  i  J 

Dies  beachtend,  gelangt  man  ftlr  n  =  ^m  zu  dem  einfachen  Resultate: 

fi 

ii)0+f;)(i+f»)0+^)-=-Vn(«"+«-"'+2««^.). 

Nach  einer  ähnlichen  Behandlung  des  zweiten  Falles  folgt  fUr  n  »  4m  +  2 : 


=(^'( 


(i+?)(.+©(ug)- 


1 
ff,  nnd  ßg  sind  durch  die  Ausdrücke  gegeben: 

.    2^-1  ^  2^7-1 

Bömerstadt,  im  Juni  1888.  Prof.  Beinhabd  Mildnbb. 


n.   Hyperarifhmetisohe  und  hyperharmonitohe  Mittel  nebst 

geometrischen  Anwendungen. 

(Hierzu  Taf.  1  Fig.  12-14.) 

I.    Das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Grössen  r,  und  r^  wird  be 
kannflieh  durch  die  Formel 

definirt;  diese  bildet  einen  sehr  speciellen  Fall  der  allgemeineren  Oleichung 

1)  r  =  xr,  +  ir,, 

worin  n  und  X  constante  numerische  Coefficienten  bedeuten  mögen,  und  ee 
w&re  vielleicht  nicht  unpassend,  r  als  das  hjperarithmetische  Mittel  yon 
fj  und  r^  zu  bezeichnen.  Fttr  solche  Mittel  gilt  nun  folgende  sehr  einfache 
geometrische  Bemerkung. 

Es  giebt  unendlich  viel  Curven,   deren  Oleichung  zwischen  den  Polar- 
coordinaten  r  und  d-  unter  der  Form  ^  1 
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2)  r  =  a/'(^)  +  5<p(0)+cif>(^)  +  ... 

enthalten  ist,  wobei  jedoch  die  Parameter  a,  &,  c,  ...  in  den  Functionen 
A^)»  9>Wj  ^W}  •••  nicht  vorkommen  dürfen;  man  ersetze  hier  r,  a, 
&,  c,  ...  einmal  durch  r^^  a^^  h^^  c^,  ...  nachher  durch  r,,  o,,  h^,  c^,  ... 
und  nehme  schliesslich  rBscrj  +  Ar^;  man  erhftlt  dann  eine  Gleichung,  die 
wieder  von  der  Form  2)  ist  und  daher  geometrisch  bedeutet  (Fig.  12): 

Sind  OP^  und  OP^  die,  in  zwei  Curven  der  genannten  Art  dem- 
selben Polarwinkel  entsprechenden  Vectoren,  und  wird  auf  OP^P^ 
der  Vector  OP  gleich  dem  hjperarithmetischen  Mittel  zwischen  0P| 
und  OPg  genommen,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Curve  derselben  Art, 
und  jeder  ihrer  Parameter  das  hyperarithmetische  Mittel  aus  den 
gleichnamigen  Parametern  der  ursprünglichen  Curven. 
Die  Kegelschnitte  liefern  hierzu  drei  Beispiele. 

a)  Haben  zwei  beliebige  Kreise  (Fig.  13)  einen  Punkt  0  gemein  und 
wird  derselbe  zum  Coordinatenanfang  gewählt,  so  ist  die  Polargleichung 
eines  solchen  Kreises 

mithin  gilt  hier  der  obige  Satz. 

h)  Für  zwei  beliebige  gleichseitige  Hyperbeln,  welche  den  Punkt  0 
gemein  haben,  ist 

COS&     smd" 
was  der  Voraussetzung  entspricht. 

c)  Schneiden  sich  zwei  Parabeln,  deren  Axen  parallel  liegen,  im 
Punkte  0,  so  ist 


8in&  l 

wie  in  Nr.  2). 


r=^a  — i-T  +  6- 


II.  Die  vorigen  Erörterungen  bleiben  fast  wOrtlich  dieselben,  sobald 
man  eine  Fläche  voraussetzt,  deren  Gleichung  in  den  Polarcoordinaten  r, 
^,  0»  unter  der  Form 

3)  r=a/^({^,a))  +  6g)(^,a)  +  ... 

enthalten  ist,  wobei  a,  &,  ...  nicht  in  /",  <p,  ...  vorkommen.  Der  allgemeine 
Satz,  zu  welchem  man  gelangt,  unterscheidet  sich  von  dem  vorigen  nur 
dadurch,  dass  statt  „Curve^  zu  sagen  ist  „Fläche^. 

ni.  Von  bedeutend  grösserer  Tragweite  ist  die  Verallgemeinerung  des 
Doppelschnittsverhältnisses.  Liegen  nämlich  die  Punkte  0,  P,,  P,  P,  so, 
dass  für  ein  gegebenes  d  die  Gleichung  besteht 

so  folgt 
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wobei  r  das  Doppelschnittsmittel  zwischen  r,  und  r^  heissen  könnte;  schreibt 
man  statt  Nr.  4) 

T^-l  +  ö'T.-^T+ö'r,  '^''  ^"^^  7  =  ^7;  +  ^^-^)^' 

so  ersieht  man,  dass  die  allgemeinere,  zwei  beliebige  Coefficienten  fc  und 
V  enthaltende  Gleichung 

r  fj         Tg 

ftlr  fi  4-  v  s  1  das  Doppelschnittsmittel  nnd  für  jü  s=  v  =  ^  das  harmonlBche 
Mittel  als  besondere  Fälle  umfasst.  Das  nach  Nr.  5)  bestimmte  r  möge  das 
hjperharmonische  Mittel  zwischen  r,  und  r^  genannt  werden. 

In  völliger  Analogie  zu  I  und  II  lässt  sich  dies  auf  Curven  anwenden, 
deren  Polargleichung  lautet: 

und  ebenso  auf  Flächen  mit  der  Polargleichung 

-=-/'(^,a))+y<)p(^,cD)  +  ..., 

vorausgesetzt,  dass  die  Parameter  a,  &,  c,  ...  in  den  Functionen  /*,  ^,  tf;,  ... 
nicht  Yorkommen.     Man  erhält  ohne  Weiteres  den  Satz: 

Sind  OPj  und  OP^  die,  in  zwei  Cunren  oder  Flächen  der  ge- 
nannten Art  zu  gleichen  Polarwinkeln  gehörenden  Vectoren,  und 
wird  auf  OP^P^  der  Vector  OP  gleich  dem  hyperharmonischen  Mittel 
zwischen  OP^^  und  OP2  genommen,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Gurre, 
bezw.  Fläche  derselben  Art,  und  jeder  ihrer  Parameter  das  hjper- 
harmonische Mittel  aus  den  gleichnamigen  Parametern  der  ursprüng- 
lichen Curven  bezw.  Flächen. 
Einige  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 
a)  In  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  die  Gleichung  der  Geraden 

-+^=1 
mithin  in  Polarcoordinaten 

r       a  0 

der  allgemeine  Satz  gilt  also,  wenn  von  einem  festen  Punkte  0  aus  Trans- 
versalen   durch    zwei    feste  Gerade  gelegt  werden.     Fig.  13  zeigt  den  Fall 

Für  fft  -f  V  e=  1  fällt  D  auf  C;  für  jü  =  v  =  ^  kommt  man  auf  «inen  ali- 
nnd  allbekannten  Satz  zurück. 

Ersetzt  man  die  festen  Geraden  durch  Ebenen,  so  beschreibt  P  gleich- 
üUls  eine  Ebene. 
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h)  Von  einem  Kegelschnitte  sei  0  ein  Brennpunkt,  g  der  Abstand  des 
letzteren  von  der  Directrix,  h  der  Halbparameter,  a  der  Winkel  zwischen 
der  Polaraxe  und  der  Hauptaxe  des  Kegelschnittes;  die  Polargleichung 

h 

*•= 1 

1  +  — coäC-^— a) 
9 

iSsst  sich  dann  für  g8eca  =  m  und  gcsca  =  n  in  der  Form 

1        1.1        ^  .    1     .    .. 
—  =  — H — cos^-i — s*nO 

r       h      m  n 

darstellen ,  welche  der  gemachten  Voraussetzung  entspricht.  Der  allgemeine 
Satz  gilt  demnach  für  zwei  beliebige  Kegelschnitte,  die  einen  Brennpunkt 
gemein  haben.  Eine  ins  Einzelne  gehende  Untersuchung  würde  hier  sechs 
Fälle  unterscheiden  und  für  jeden  derselben  die  Natur  des  Orts  von  P  be- 
stimmen müssen. 

Bei  dem  stereometrischen  Correlate  tritt  an  die  Stelle  jedes  Kegel- 
schnitts eine  Botationsfläche ,  welche  durch  Drehung  eines  Kegelschnitts  um 
dessen  Hauptaxe  entstanden  ist. 

c)  Wird  ein  beliebiger  Punkt  0  irgend  eines  Kegelschnitts  zum  Pol, 
und  die  zugehörige  Normale  OX  zur  a;-Axe  genommen,  so  lautet  die  Gleich- 
ung der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

Äx^  +  By^  +  Cxy-x  =  0 
und  in  Polarcoordinaten 

-  =  A€OS^A'B?^+Csm&. 
r  008^ 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Hauptsatz  für  zwei  beliebige,  einander 

berührende  Kegelschnitte  gilt. 

Bemerkens werth  ist  hier  der  specielle  Fall,  wenn  der  eine  Kegelschnitt 

willkürlich,   und  für  den  andern  der  zu  0  gehörige  Krümmungskreis  ge- 

wfthlt  wird,  dessen  Durchmesser  s=s-~  ist;  für  vss— |[i,  mithin 


ergiebt  sich  dann,  dass  P  eine  Gerade  durchlftuft,  welche  der  gemeinschaft- 
lichen Sehne  beider  Curyen  parallel  liegt. 

Ist  der  Pol  0  ein  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades,   OX  wiederum 
die  zugehörige  Normale,  so  hat  man 

Äx^+By^  +  Cis^  +  Dye  +  Ezx  +  Fxy-x  =  0, 

^  A  o.    •    T.SMß?^C08^Vi     ,    ^8W?^8iff^ 

r  cos^  cosd^ 

,  ^sin^^cosoüsinio  .   ^   .         .  „  , 

+  2; \-  Estn^  stn<a  +  Fsm&  costoi 

COSd'  ' 

der  Hauptsatz  gilt  demnach  für  zwei  beliebige,  einander  berührende  Flächen 
zweiten  Grades. 
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Gegenüber  der  grossen  Ausbeute »  welcbe  durch  Anwendung  der  Doppel- 
schnittsverh&ltnisse  gewonnen  worden  ist,  darf  man  wohl  erwarten,  dass 
die  mitgetheilte  Yerallgemeinerung  des  Doppelschnittsyerhältnisses  noch  zu 
▼ielen  interessanten  Resultaten  ftthren  wird.  Endlich  liegt  es  auch  nahe, 
bei  mehr  als  zwei  Curven  oder  Flfichen  mittlere  Vectoren  nach  den  all- 
gemeineren Formeln  i        ^^ 

r  =  iS«„r„   und   7  =  2^ 

ZQ  construiren  und  damit  Analoga  zu  den  vorigen  Hauptsätzen  aufzustellen. 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  ist  folgendes.  Wird  ein  aus  n  Strahlen 
bestehender  ebener  Büschel,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  von  einer  beliebigen, 
durch  den  festen  Punkt  0  gelegten  Transversale  in  den  Punkten  P|,  P,«  •••)  ^n 
geschnitten  und 

genommen,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Gerade,  welche  durch  C  geht,  um 
dieselbe  rasch  zu  construiren,  errichte  man  in  C  senkrecht  zw  OC  die  will- 
kürliche Strecke  CD  und  lege  durch  D  parallel  zu  0(7  eine  Gerade,  welche 
die  Strahlen  des  ursprünglichen  Büschels  in  E^y  E^,  ...,  En  schneidet; 
wird  nun  DE  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen  BE^ ,  BE^  ?  . .  •  >  ^^n 
auf  der  Geraden  BE^E^,.,  abgeschnitten^  so  fallen  die  Strahlen  GE  und 
CF  zusammen.  0.  Sohlömiloh. 


in.  Neuer  Beweis  einer  KiroUioff*sohen  Formel. 

(Aus  einem  an  A.  Gutzmer  gerichteten  Briefe.) 

. . .   Die  Kirchhoff 'sehe  Formel*  in  Betreff  der  Reihe 

ftir  welche  Sie  kürzlich  einen  Beweis  veröffentlicht  haben**,  welcher  sich 
aaf  die  Heine*sche  Beihe  stützt,  kann  auch  auf  folgende  Weise  hergeleitet 
werden. 

Nehmen  Sie  in  der  obigen  Beihe  die  absoluten  Beträge  der  Argumente 
X,  Pj  ß  kleiner  als  Eins,  so  erhalten  Sie  offenbar: 

E(x,y,e)^2xßtrf^^  («,  |5=«0, 1,2,  ...). 

Idi  theile  nun  die  Glieder  dieser  absolut  convergenten  Beihe  in  zwei 
Gruppen.     In  die  erste  sollen  alle  diejenigen  Glieder  aufgenommen  werden. 


•  Sitzungsberichte  der  Eönigl.  Prenss.  Akademie  d.  Wissenschafken  zu  Berlin^ 
1885,  8. 1007-1013. 

^*  Jomal    de  Sdencias    mathematicas    e    astronomicas   publicado  pelo   Dr. 
F.  Gomes  Teizeira,  vol.  VIII,  p.  81-88. 
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bei  welchen  ot'^ß  ist;  die  zweite  soll  diejenigen  umfassen,  bei  denen 
a^ß  ist.  In  der  ersten  Gmppe  kann  man  also  a^=ii  +  Vy  /?  =  ^  nnd  in 
der  zweiten  tt  =  ft,  ß=^(i  +  v  +  l  setzen,  wo  fi  und  v  irgendwelche  nicht 
negative  Zahlen  bezeichnen.     Hiemach  folgt  aus  obiger  Formel: 

oder: 

und  hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  die  Kirchhoff'sche  Formel: 

welche  wir  herleiten  wollten. 

Prag,  am  15.  Mai  1888.  M.  Lerch, 

Dooent  am  B5hm.  Polytaohaikam  ■«  Prag. 


IV.  Erklärung. 

Bezugnehmend  auf  die  Note  von  S.  161,  Bd.  II  der  Darstellenden  Geo- 
metrie Yon  Herrn  Professor  Wiener  und  auf  die  in  dieser  Zeitschrift  er- 
schienene Becension  von  Herrn  Pirofessor  Bodenberg  erlaube  ich  mir, 
Folgendes  zu  erklftren: 

Die  Anmerkung  zu  meiner  Abhandlung  über  Imaginärprojection  (8.  29 
des  XXX.  Bandes  der  Vierteljahrsschrift  der  naturf.  Gesellschaft  in  Zürich) 
erregte  den  Schein,  als  beanspruche  ich  gegenüber  von  Herrn  Professor 
Wiener  die  Priorität.  Sofort  nachdem  ich  die  Note  Bd.  II  S.  161  von 
Herrn  Prof.  Wiener  gelesen,  erklärte  ich  ihm,  dass  mir  dieser  Anspruch 
fem  liege.  Es  sei  ja  klar,  dass  das  im  I.  und  IL  Bande  der  Darstellen- 
den Geometrie  über  Imaginärprojection  Entwickelte  aus  langen  Studien 
hervorgegangen  sei.  Meine  Abhandlung  dagegen  wurde  erst  im  Winter 
1883/84  geschrieben.  Im  folgenden  Winter  trug  ich  dieselbe  der  naturfor- 
schenden Gesellschaft  in  Zürich  vor.  Der  Druck  verzögerte  sich,  weil  ich 
einige  Abhandlungen  zusammenstellte,  welche  durch  denselben  Gedanken 
verknüpft  sind.  So  konnte  ich  noch  die  literarische  Notiz  hinzufügen, 
welche  sich  auf  den  unterdessen  (1884)  erschienenen  1.  Band  der  Darstel- 
lenden Geometrie  von  Herrn  Professor  Wiener  bezieht. 

Zürich,  15.  November  1888.  Dr.  Christian  Beybl. 
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Y. 
Ueber  die  Indioatrioen  der  Kegelsolmitte. 

Von 

Dr.  Aug.  Haas, 

Professor  am  Eberhard  Ludwigs  -  Oymnaaiam  in  Stuttgart. 


Jeder  Kegelschnitt  bringt  sftmmtlicbe  Punkte  seiner  Ebene  in  ein*  ge- 
wisses AbbSngigkeitsyerbftltniss  zur  Cnrve,  wodurch  jedem  Punkte  durch 
seine  Lage  gegen  erstere  ein  bestimmtes  Gewicht  verliehen  wird,  das  aus 
der  Natur  des  Kegelschnittes  bestimmbar  sein  muss;  und  wenn  auch  zuzu- 
geben ist,  dass  bei  dessen  Herleitung  yerschiedene  Wege  mOglich  sind,  so 
▼erdient  doch  sicher  derjenige  den  Vorzug ,  welcher  den  Punkt  am  innigsten 
mit  der  Curve  verknüpft.  Dadurch  bietet  sich  dann  femer  die  Möglichkeit, 
Punkte,  welche  Hauptmerkmale  gemein  haben,  unter  sich  zu  verbinden  und 
damit  jeine  {graphische  Darstellung  des  Einflusses  zu  schaffen,  den  sowohl 
der  reelle,  als  auch  der  imaginftre  Kegelschnitt  auf  die  ganze  Ebene  aus- 
übt. Dabei  werden  manche  Eigenschaften  dieser  Curven,  die  seither  des 
Zusammenhangs  entbehrten,  in  innige  Verbindung  gesetzt  und  die  SteUung 
Ton  Constructionsaufgaben  erfährt  eine  fruchtbare  Erweiterung  des  Arbeits- 
feldes. 

In  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  ist  jeder  Punkt  das  Centrum  eines 
involutorischen  Strahlenbüschels,  der  von  den  durch  den  Punkt  gehenden 
conjugirten  Geraden  gebildet  wird  und  den  Punkt  in  der  engsten  Weise 
mit  dem  Kegelschnitt  verkettet.  Je  nach  der  Lage  des  Centrums  *enth&lt 
das  Büschel  zwei  reelle  oder  zwei  imagin&re  Doppelstrahlen;  jedenfalls  hat 
es  aber  ein  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Geraden,  welche  zu  den  Axen- 
richtungen  eines  neuen  Kegelschnittes  gewählt  werden  können,  dessen  System 
conjugirter  Durchmesser  sich  mit  dem  obigen  Strahlenbüschel  deckt  Dieser 
beliebig  klein  gedachte  Kegelschnitt  —  er  heisse  von  jetzt  ab  die  Indi- 
catrix  des  Punktes  —  k^nn  als  bestimmt  angesehen  werden  durch  die 
Angabe  des  Winkels  einer  seiner  Hauptaxen  gegen  eine  solche  des  Haupt- 
kegelschnittes und  des  numerischen  Werthes  des  Verhältnisses  seiner  Haupt- 
axen. Zu  jedem  Punkte  gehört  demnach  eine  solche  Indicatrix ,  welche  ent- 
weder die  Form  eines  Kreises  hat,  wie  im  Kreismittelpunkt  und  in  den 
Brennpunkten,  oder  von  Ellipsen  in  denjenigen  Punkten,  von  welchen  aus 
nach   dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  nur  imaginäre  Tangen Jen^  ^^^Sj^j^qI^ 
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werden  können,  oder  von  Hyperbeln  ftlr  die  übrigen  Nichtcnryenpankte, 
während  in  den  Curvenpunkten  die  Indicatrix  zu  einem  kleinen  Stttck  der 
Tangente  zusammenschrumpft.  Sämmtliche  Punkte  der  Ebene  lassen  sich 
nun  nach  zwei  Gesichtspunkten  ordnen:  einmal  können  diejenigen  Punkte 
verbunden  werden,  für  welche  die  eine  Aze  der  Indicatrix  die  nftmUche 
Neigung  gegen  eine  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  besitzt,  woraus  ein  System 
von  Curven  hervorgeht,  welche  Isogonen  heissen  sollen;  femer  jene 
Punkte,  deren  Indicatricen  das  gleiche  Axenverhältniss  haben;  dies  giebt  ein 
zweites  System:  die  Niveaulinien.  Zu  jeder  Niveaulinie  gehört  demnach 
eine  gewisse  Zahl,  nämlich  der  vorhin  definirte  Quotient,  und  zu  jeder 
Isogone  eine  andere ,  nämlich  die  Anzahl  Grade  der  Neigung  der  gewählten 
Indicatricenaxe ;  in  jedem  Punkte  kreuzt  sich  eine  Isogone  mit  einer  Niveau- 
linie ,  und  durch  die  hierdurch  gegebenen  zwei  Zahlen  ist  der  Punkt  in  Be- 
zug .  auf  den  Kegelschnitt  und  gegenüber  den  übrigen  Punkten  der  Ebene 
vollständig  und  eindeutig  charakterisirt. 

In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  XOY  wird  ein  involuto- 
risches  Büschel,  dessen  rechtwinkliges  Paar  in  die  Coordinatenaxen  fftllt, 
durch  die  Gleichung  y  =  +  tno;  gegebe«.     Einem  reellen  m  entspricht  eine 

a;*      «*       ,  ß 

hyperbolische   Indicatrix  -7  —  ä«  ^  ^    ™^*   ^®°*    Axenverhältnisse    —  :=  m ; 

dabei  vermag  m  alle  Werthe  von  0  bis  00  anzunehmen;  ist  aber  m  rein 
imaginär,    so    gehört    zu    ihm    eine   elliptische  Indicatrix    -^  +  f»  =  ^   mit 


a' 


(f 


B  "         r 

—  =  ifi,  wobei  (i  ebenfalls  sich  von  0  bis  00  zu  ändern  vermag.  Bildet 
a 

die  Axe  a  der  Indicatrix  mit  der  Axe  +X  den  Winkel  «p,  so  giebt  die 
Transformation  der  Coordinaten  als  neue  Gle:chung  des  Büschels  x{+m  +  X) 
+  y(±«»Ä  — 1)  =  0,  wobei  tgq)=il  gesetzt  worden  ist.  Wird  endlich  letz- 
terer parallel  verschoben ,  bis  sein  Centrum  im  Punkte  {xq  y^^)  angelangt  ist, 
so  geht  seine  Gleichung  über  in 

a:(+m  +  A)  +  y(±mA-l)-{a;o(±m  +  A)+y,{+mA- 1)1=0. 
Die  üebereinstimmung  mit  der  gewöhnlichen  Form  ux  +  vy'-\=0  wird 
also  erreicht  für 

+  m  +  X                        .                          +miL  — 1 
u  =  — r-T .  "T  , 7- ; — :rr  uud  V == 


«o(±*»  +  ^)  +  yo(±»»^-l)  «o(±w+A)+y,(±mA-l) 

Auf  einer  Isogone  liegen  jetzt  die  Punkte  x^  y,  für  welche  A  constant 
bleibt  und  m  sich  ändert,  während  eine  Niveaulinie  solche  Punkte  x^j  y^ 
verbindet,  für  welche  m  constant  bleibt  und  A  «sich  ändert. 

Für  einen  Kreis  vom  Radius  r  lautet  die  Gleichung  in  Liniencoordi- 

naten  u*  +  t;* — «  =0,  der  unser  Büschel  genügt,  wenn 

T 

(±m  +  A)«  +  (+tnA-l)8-^^JXo(tm  +  A)+y,(+mA-l)l«  =  0, 
woraus  ^^  ^ 
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[a^{A«+m«)+y»(l  +  i»«;»)  +  2a?yi(i»«-l)-.r«(l  +  Jl«)(m«+l)] 
±i»j;Laj«-ly«  +  a;y(A«-l)j=0, 

was  nur  möglich  ist,  wenn  die  in  den  beiden  grossen  Klammem  stehenden 
Ausdrücke  einzeln  =  0  sind.  Wird  zuerst  ks?  —  ky*  +  xy{X^  —  1)  c=  0  ge- 
nommen ,  so  liefert  dies  ein  Paar  rechtwinkliger  Geraden  mit  den  Neigungen 
€p  ^  resp.  90  +  ^  gegen  die  +X-Axe^  von  denen  aber  wegen  der  anfänglich 
angenommenen  Drehung  um  den  Winkel  qf  nur  die  erstere  weiter  zu  be- 
rücksichtigen ist  Die  Gerade  y^Xx  bildet  demnach,  wie  von  vornherein 
klar  war,  die  Isogone  für  alle  Punkte,  für  welche  die  Indicatricenaxe  a  die 
Neigung  q>  hat  —  Den  Ausdruck  der  zweiten  Klammer  s=0  gesetzt  und 
die  Beduction  auf  die  Hauptaxen  X'OF' durchgeführt,  lehrt,  dass  die  Axe 
X'  mit  X  den  Winkel  <p  macht;  dabei  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 
fn*Ä*  +  y*  =  r*(l  +  m*),  was,  je  nachdem  wi*  positiv  oder  negativ  ist,  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  darstellt,  deren  zwei  Scheitel  die  auf  der  Geraden 
p=zkx  liegenden  Punkte  vom  Gewicht  (9,1»),  resp.  (ISO  +  ^i,  m)  sind. 
Wird  endlich  aus  den  beiden  obigen  =  0  gesetzten  Ausdrücken  k  eliminirt, 

r*(l  +  ni*) 
80  folgt  a5*+y*=  — ^ — - — i;  d.  h.  die  Niveaulinien  sind  concentrische  Kreise. 

Für  den  Badius  B  eines  solchen  ergiebt  sich  E=r  7/  1  -| — ^ 

sichtlich  ist,  dass  dem  Kreismittelpunkt  der  Werth  ni  =  f  zukommt;  stei- 
genden Werthen  von  m,  also  2t,  3t  u.  s.  f.,  entsprechen  immer  grössere 
Kreise,  bis  schliesslich  mit  in  =  Qot  die  Peripherie  des  gegebenen  erreicht 
wird;  jenseits  des  letzteren  folgen  dann  für  die  reellen  m  von  od  bis  0 
immer  weitere,  bis  ni  =  0  einen  unendlich  grossen  ergiebt.     Zu  einem  ge- 

gebenen  m  Iftsst  sich  Ifltrsf^'^ — -  einfach  construiren  und  umgekehrt  kann 

Tlt 

f 

ZU  einem  beliebig  gewählten  Punkte  leicht   ms= und   damit  die 

Indicatrix  gefunden  werden.  —  umgekehrt  entspringt  diesen  Betrachtungen 
eine  Beihe  von  viel  allgemeineren  Kreisconstructionsproblemen ,  als  die  Plani- 
metrie sie  seither  aufgestellt  hat.  So  ist  z.  B.  die  Aufgabe,  einen  Kreis 
durch  drei  gegebene  Punkte  zu  legen ,  nur  ein  specieller  Fall  von  der  neuen, 
einen  solchen  zu  finden,  für  welchen  drei  gegebene  Punkte  vorgeschriebene 
Werthe  von  m  erhalten  sollen.  Doch  sei  dieser  Gedanke,  um  den  Gang 
der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen,  hier  nur  angedeutet,  ebenso  der 
Hinweis,  dass  die  coUineare  Beziehung  von  Kreis  und  Indicatrix  die  Quelle 
schöner  Sätze  und  Constructionen  ist 

Wird  das  nämliche  Verfahren  auf  den  imaginären  Kreis  vom  Ba- 
dius x^=iQ  angewendet,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  hier  die  vom  Centrum 
ausgehenden  Strahlen  die  Isogonen  darstellen,  und  da  nur  elliptische  'Indi- 
catricen  möglich  sind,   so   ist  m  ebenfalls  imaginär  =tfA   zu  nehmen,  so   j 
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dass  dann  —  =  tt  wird.    Für  die  Niveaulinien  folgt  dann  a?  +y  =         9 — » 


d.  h.  dieselben  sind  reelle  Bjreise  für  ft<^l;   der  Badins  /^=9]/  -§  — 1 

ist  =0  für  fi  =  l  und  wächst  mit  abnelftnendem  fi.  Verfolgt  man  demnach 
die  Form  der  Indicatrix  auf  einem  Radius,  vom  Mittelpunkte  ausgehend,  so 
ist  dieselbe  anfanglich  kreisrund,  hierauf  bekommt  sie  die  Gestalt  einer 
Ellipse,  die  um  so  länger  gezogen  erscheint,  je  weiter  man  sich  vom  Mittel- 
punkte entfernt,  bis  sie  schliesslich  im  Unendlichen  zu  einem  Stück  des 
Radius  zusammenschrumpft.  Durch  dieses  Verhalten  des  imaginären  Kreises 
unterscheidet  er  sich  ganz  charakteristisch  vom  reellen. 

Liegen  in  einer  Ebene  zwei  reelle  Kreise  k  und  Je  mit  den  Mittel- 
punkten M  und  ^' und  den  Gleichungen  ic*  +  y^  — r*  =  0  und  (o;  — a)*+y* 
—  r'saO,  so  liefern  diese  für  jeden  Punkt  P  zwei  Indicatricen ,  deren  Axen- 
verhältnisse  mit  m  und  in  bezeichnet  sein  sollen.  Der  Winkel  MPM'=S 
ihrer  Hauptaxen,  die  in  die  Richtungen  MP  und  MP'  fallen,  bleibt  für 
alle  Punkte  des  Kreisbogens  MPM'  derselbe  und  die  verschiedenen  Werthe 
von  6  führen  demnach  auf  den  durch  M  und  M'  gehenden  Kreisbüschel.  — 
Andererseits  kann  nach  dem  Ort  derjenigen  Punkte  gefragt  werden,  für 

welche  —7  einen  constanten  Werth  c  besitzt     Die  Rechnung  ergiebt  hierfür 

die  Gleichung :  «*  +  y^  —  r*  —  -^^  { (a?  —  a)*  +  y*  —  r'* }  =  0,  d.  h.  einen  Kreis 

des  durch  Ic  und  Ic  bestimmten  Büschels.  Für  c  =  0  erhält  man  den  Kreis 
A;  selbst,  für  c  =  l  folgt  der  sogenannte  Aehnlichkeitskreis  von  h  und  k\ 
dessen  Bedeutung  nun  auch  für  den  Fall  klar  ist,  wo  der  eine  Kreis  den 
andern  umschliesst;  die  Constrnction  seiner  Schnittpunkte  auf  der  Centralen 

bleibt  hierbei  die  gleiche,  wie  wenn  Ä  ausserhalb  Ic   liegi  —  Für  c  =  — 

r 

erhält  man  die  Schnittlinie  von  k  und  k'  und  fUr  c  =  oo  den  Kreis  k'. 
Imaginäre  Werthe  von  c  ergeben  dann  die  von  k  resp.  k'  eingeschlossenen 
Kreise,    die   mit   abnehmendem   c   immer  kleiner  werden,    bis  schliesslich 

^          g^ - r«  ~  r « ±  }/W^r^ - r'^Y  -  4f7      ^  ^.    ^  ^.     .      ^ 

<r  = X  ,g auf  die  Grenzpunkte  des  Bü- 
schels führt.  —  Jeder  Punkt  P  der  Ebene  ist  demnach  durch  die  beiden 
Bicircularcoordinaten  6  und  c  bestimmt. 

Ganz  ähnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  der  eine  der 
beiden  Kreise  imaginär  angenommen  wird.  Für  &  =  «*-)-y*  — r*==0 
und  Äj  =  (o?*  —  af  +  y*  +  Pi*  =  0  folgt  wieder  als  Ort  der  Punkte ,  für  welche 

— r  =  c  ist,  Ä  +  -1J— 7rÄ'=0,  d.  h.  ein  Kreis  des  durch  k  und  ä'  bestimmten 
Büschels,    und    zwar    liefert    c^  = >-   die    Schnittlinie    x^  ---^y^-    i 
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diese  theilt  a  in  die  beiden  Abschnitte  MÄ  und  ÄM\  »o  dass  MA^  —  AM'^ 
=  1^+^'^  Man  wird  also  Ä  einfach  dadurch  gewinnen,  dass  man  in  M' 
das  Loth  M'B  =  }/f*  +  Q^  macht;  das  Mittelloth  aaf  AiB  ergiebt  dann  auf 
MM'  den  Punkt  Ä.  —  Für  die  von  k  eingeschlossene  Fläche  wird  c  reell, 
auf  i  =  CO  und  ausserhalb  imaginär,  so  dass  es  sich  yon  einem  Grenzpunkt 
2um  andern  durch  oo  hindurchbewegt  zwischen  den  Grenzen 

^= y* 

Sind  beide  Kreise  Je  und   Je   imaginär  und  haben  dieselben  die 
Gleichtmgen   Ä  =  aj*+y*  +  p*  =  0    und    ä'  =  (o?  —  a)*  +  y*  +  ^'*  =  0 ,    wobei 

if^Q   sein  soll,   so  folgt  wieder  als  Ort  der  Punkte  von  gleichem  — ,  =  c 


nS 


m 


der  Kreis  Ä — ^h'^O.    Der  Werth  c  =  -v  ergiebt  die  reelle  Schnittlinie 

ö*  —  p'  -^  p  * 

Xq  = ^ )  so  dass  (a— ^Cq)*  — a;o*  =  p*  — p*  wird;   d.  h.  man  erhält 

den  Punkt  Ä  der  Schnittlinie  auf  MM\  wenn  man  das  Loth  MB  in  M 
=  J^p*  —  p**  macht  und  auf  BM'  das  Mittelloth  errichtet.  Die  Entfernung 
der  Grenzpunkte  von  Ä  ist  dann  =^a?o*  +  ^*  =  f^(^""*o)*  +  ?'*  ^^^  ^^^ 
^^^aJ^±f+^L±V^^;l±^¥ERiL.  Für  alle  anderen  Kreise 

Jp 

des  Bflschels  Je  Je  wird  c  reell.  Mit  c=  1  erhält  man  den  Aehnlichkeitskreis 
gerade  so,  wie  bei  reellen  Je  und  A;^  —  Bei  drei  Kreisen  schneiden  sich 
die  drei  Aehnlichkeitskreise  in  zwei  Punkten  und  der  bekannte  Satz  von 
Monge  führt  ohne  Weiteres  darauf,  dass  die  drei  Kreise  über  den  Diago- 
nalen eines  Vierseits  sich  in  zwei  Punkten  schneiden  müssen. 

Die  Parabel  y*=a2j>a?  lautet  in  Liniencoordinaten :  2u+pv^=,0. 
Setzt  man  in  letztere  Gleichung  die  früheren  Werthe  Yon  u  und  v  ein,  so 
ergiebt  sich: 

2(±m  +  A){a?o(±m+l)  +  2^o(±w^-l)l+l>(±^^-l)'  =  0. 
woraus  folgt: 

was  in  die  beiden  Gleichungen  zerfällt: 

2Ax  +  (A«-l)y-Aj)  =  0  und  a?a«  +  m«)  +  Ay(w«- 1)  +  |(fnU«+l)=0. 

Die  erste  derselben  liefert  y  =  T^-jg  ( ^ ""  ö")  '  ^'  ^'  ^^®  Isogone  für  einen 

bestimmten  Werth  von  k  ist  ein  Strahl,  der  vom  Brennpunkt  ausgehend 
mit  der  +  J-Axe  einen  Neigungswinkel  ^  bildet,  der  gleich  dem  doppelten 
Neigungswinkel  q>  der  Axe  o  der  Indicatrix  ist;  letztere  halbirt  demnach 
in  jedem  Punkte  den  Winkel  zwischen  Brennstrahl  und  Durchmesser.  — 
Die  Elimination  k  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  giebt  dann:      ^  ^ 
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(2a?  +  m^p)  {2m^x  +p)  -  (1  -  m«)*y*  =r  0 
als  Gleichnngf  der  Niveaulinien.  Letztere  sind  also  Kegelschnitte  mit  der 
gleichen  X-  Aze ,  wobei  immer  ein  Brennpunkt  mit  jenem  der  Parabel  zusam- 
menfällt. Für  fn  =  i  erhalt  man  den  letzteren;  grösseren  Werthen  von  m, 
also  2t,  3t  u.  s.  f.  folgen  Ellipsen,  die  immer  grosser  werden  und  für 
»M  =  ooi  in  die  Parabel  übergehen.  Für  reelle  Werthe  von  m  treten  dann 
Hyperbeln  auf,  von   denen  ein  Ast  dem  Werthe  m,   der  andere  dem  reci- 

proken  —  angehört;  für  ni  =  l  vereinigen  sich  beide  Zweige  in  der  Direc« 
trix  der  Parabel.  Die  Construction  der  Niveaulinien  macht  sich  sehr  ein- 
fach  aus  den  Scheitelpunkten  rCj  = ^  >  rc,  =  —  ^^  nnd  dem  gemein- 
schaftlichen Brennpunkt  ^^^* 

Bei  der  Ellipse  "t  +  t|-  =  1   folgt  durch  Einsetzung  von  den  Wer- 
then für  u  und  v  in  a*u*  +  IW  —  1=0 

oder 

+  2mjAV-Ayo*-«oyo(l-^*)-i(«*-«>')l=0. 
Nimmt  man  wieder  zuerst  die  zweite  Klammer  =3  0,  so  liefert  die  Gleichung 
^  — y^^^y^A— yJ— y*— (a*— 6*)=s0  bei  der  Beduction  auf  die  Haupt- 
axen  für  die  Neigungen  der  letzteren  die  Winkel  9»  — 45^  resp.  ^  +  45® 
und  als  Normalgleichung  «i*— yj*s=  — \-t^ — 5  si©  ^iellt  also  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  dar,  welche  durch  die  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  geht 
Die  Isogonen  sind  demnach  von  dem  linken  resp.  rechten  Brennpunkte  aus- 
gehende Bogen  von  gleichseitigen  Hyperbeln,  so  dass  eine  solche  Hyperbel 
die  Isogonen  für  g>,  90® +  91,  180®  + 91  und  270®  +  ^  liefert,  woraus  sofort 
der  Satz  folgt:  Die  vier  Punkte,  in  denen  eine  Ellipse  von  einem  Rechteck 
berührt  wird,  liegen  mit  den  beiden  Brennpunkten  auf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel.  —  Die  erste  Elammer  =0  genommen  und  möglichst  reducirt, 
führt  auf  einen  Kegelschnitt,  dessen  Axen  die  Neigungen  q>  resp.  90^  +  9 
besitzen,  und  in  Bezug  auf  diese  folgt  dann  die  Gleichung: 

w*«*+y*=  -^^ — \x^%     -' 

was  im  Innern  der  Ellipse  auf  eine  Hyperbel,  im  ftussem  Theil  auf  eine 
Ellipse  führt,  während  in=sO  und  tit  =  oo  Paare  paralleler  Tangenten  er- 
geben. Für  einen  bestimmten  Werth  von  A  gehen  alle  zu  imaginftren  m 
gehörigen  Hyperbeln  durch  die  Ecken  eines  Rechtecks,  welches  der  Ellipse 
umbeschrieben  ist  und  dessen  Seiten  den  Axen  der  Hyperbeln  parallel  laufen. 
Die  einem  bestimmten  A  und  reellen  m  angehörige  Ellipse  wird  von  der  zu  A 
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gehörigen  Isogone  in  den  vier  Ecken  eines  der  Ellipse  nmbesehriebenen 
ParaUelogramms  getroffen  und  die  Brennstrahlen  ans  der  Ecke  eines  solchen 
Parallelogramms  bilden  mit  den  Seiten  gleiche  Winkel. 

Die  Elimination  von  A  ans  den  beiden  vorhin  =  0  gesetzten  Klammer- 
aosdrficken  ftlhrt  auf: 

was  lemniscatenartige  Cnrven  als  Niveaulinien  ergiebt.  Für  ni  =  t  erhftlt 
man  die  Brennpunkte,  dann  folgen  für  kleinere  m  Ovale  um  jeden  Brenn- 
punkt, ferner  für  m  =  —  eine  schleifenfSrmige  die  Brennpunkte  umfassende 

Curve  mit  dem  Mittelpunkt  als  Doppelpunkt;  für  noch  kleinere  Werthe  nittiert 
sich  die  Niveaulinie  immer  mehr  der  ursprünglichen  Ellipse ,  die  mit  m  =  0 
erreicht  wird.  tit=l  liefert  den  bekannten  Kreis  r  =  J<^a^+^^  ^^t^  Q^ch 
aussen  zu  von  den  Cnrven  höherer  reeller  m  umschlossen  wird,  welche  die 
Form  aufrechter  Kettenglieder  besitzen. 

Die  imaginäre  Ellipse  2+^'''^^  '  worin  a>&,  hat  auf  der 
Axe  Y  zwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Entfernung  +  j/a*  —  5*.  Ihre  Gleich- 
ung in Liniencoordinaten  a^u^-hh^t^  =0  liefert  für  u= — r. tj t: — ; — r^ 

und  t^=-— n: — r-rr-: rr- ; tt  di«  beiden  neuen: 

x«(-fi«+A«)-f.y*(-^U«  +  l)  +  2a;y(-fi«A-A)  +  a*(-^«  +  A«)H-6«(-^«A«+l)  =  0 
and  /        1\ 

Letztere  ergiebt  wieder  als  Isogonea  gleichseitige  Hyperbeln  mit  den  Axen- 
neigungen    45®  +  g>    resp.    135®+ ()d    und    den    Normalgleichungen    i^  —  z^ 

2A(tf»— /P) 
=  — ^      —  ;  sie  gehen  also  sftmmtlich  durch  die  zwei  reellen  Brennpunkte 

und  eine  jede  derselben  wird  durch  die  Brennpunkte  in  vier  Stücke  zerlegt, 
welche  die  Isogonen  für  y,  90 +  q)^  180  +  g>  und  270 +  g>  sind.  —  Die 
Elimination  von  A  ergiebt  als  Resultat  für  die  Niveaulinien: 

Fflr  fi=l   erhftlt  man  die  reellen  Brennpunkte,  dann  folgen  für  kleinere 

Werthe  von   fi  wieder  Ovale  um  die  ersteren;   fi  =  —  ergiebt  die  Schleife 

dorch  den  Mittelpunkt  und  noch  kleinere  (i  liefern  dann  kettengliedf5rmige 
Cnrven  mit  der  Einschnürung  auf  der  +X-Axe.  Damach  ist  also  die  In- 
dicatrix  in  den  reeUen  Brennpunkten  ein  kleiner  Kreis;  geht  man  jetzt  auf 
einer  Isogone,  also  auf  einem  solchen  Hjperbelbogen  weiter,  so  wird  die 
Indicatrix  zu  einer  Ellipse,  die  unter  Beibehaltung  ihrer  Azenrichtungen 
immer  schmftler  wird  und  im  unendlichen  zu  einem  Stück  der  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Asymptote  wird,  ^^  , 
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Analog    gestalten    sich    endlich    die  Verhältnisse    für   die  Hyperbel 

-5— 1=  — 1  =  0  resp.  a*u*  — 6*»*  — 1=0.     Unser  Verfahren  liefert  hier 

"•      ^  /        1\ 

und  \        Ä/ 

«»(A«  +  w«)+y»(l  +  in»A2)-2a;yA(l--m«)--ja«(A«  +  w«)-5«(l+mU«)}  =  0. 

Die  erste  Gleichung  giebt  eine  um  45®  — ^i  resp.  45® +  91  geneigte  gleich- 
seitige Hyperbel  x^^y^=^ — VxT»     '  welche  durch  die  Brennpunkte  geht. 

Auch  hier  sind  also  die  Isogonen  Yom  linken  resp.  rechten  Brennpunkte 
ausgehende  Hjperbelbogen ,  wobei  eine  solche  gleichseitige  Hyperbel  die 
Isogonen  für  91,  90+ 9,  180 +  91  und  270 +  g>  liefert  Auch  hier  folgt 
der  Satz:  Wird  einer  Hyperbel  ein  Rechteck  umbeschrieben,  so  liegen  die 
vier  Berührungspunkte  mit  den  zwei  reellen  Brennpunkten  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel.  Ferner:  Für  ein  System  confocaler  Ellipsen  und  Hyper- 
beln liegen  die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  durch  die  Brennpunkte. 

Die  zweite  Gleichung  führt  auf  einen  um   9>®  geneigten  Kegelschnitt 

mit  der  Normalgleichung:  r«/i.  «isx 
«.8^  8-Z..  t  a'(AHm»)-y(l  +  ni«A») 
«*  «11  +  yii  = j  :j7^2 ' 

was  für  imaginäre  m,  also  für  das  Innere  der  Curve,  Hyperbeln  und  für 
das  Aeussere  Ellipsen  ergiebt.  Für  einen  angenommenen  Werth  von  A  gehen 
alle  zu  imaginftren  m  gehörigen  Hyperbeln  durch  die  Ecken  eines  Rechtecks, 
welches  der  gegebenen  Curre  umbeschrieben  ist  und  dessen  Seiten  den  Azen 
der  Hyperbelschaar  parallel  sind.  Die  zu  einem  bestimmten  Werthe  von  A  und 
einem  bestimmten  reellen  Werthe  Yon  m  gehörige  Ellipse  wird  von  der  A  ent- 
sprechenden Isogone  in  den  vier  Ecken  eines  Parallelogramms  getroffen ,  wel- 
ches der  Hyperbel  umbeschrieben  ist,  und  die  Brennstrahlen  aus  den  Ecken 
eines  solchen  Parallelogramms  bilden  mit  den  Seiten  desselben  gleiche  Winkel. 
Die  Elimination  von  A  aus  den  vorigen  Grundgleichungen  liefert  end- 
lich noch  für  die  Niveaulinien: 

(m«««+y«-wV  +  5«)(a;>--a«  +  m«y«  +  i»«68)-.(l--in«)*a?V==0. 
Dies  sind  Curven  IV.  Ordnung,   die  fUr  ni  =  t  in  die  beiden  Brennpunkte 
zusammenschrumpfen;  m  =  2t,  3i  u.  s.  f.  entsprechen  dann  Ovale  um  die 
ebengenannten,  die  dann  immer  wachsend  für  ni  =  oo  in  die  Hyperbel  über- 
gehen.    Reelle  Werthe  von  m  ergeben  dann  elliptische  Curven ;  fUr  m  =  1 


h 


folgt  der  Kreis  t  =  ^a^  —  2>';  für  fn  =  —  erhält  man  den  Mittelpunkt 

Dabei  darf  nicht  unbeachtet  bleiben,  dass  die  Gleichung  der  Niveau- 
linien den  Tausch  zwischen  m  und  —   gestattet,   wodurch  die  seitherige 

Nummerirung  dieser  Linien  sich  auch  in  die  reciproke  verwandeln  Iftsst. 
Stuttgart,  im  October  1888. 
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VI. 

Ueber  die  Fläohen  zweiten  Grades,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben. 

Von 

K.  Meistee, 

herausgegeben  von 

Dr.  A.  Rasche 

in  Enen. 
(Sohl  US  I.) 


§8.   . 

23.  Eine  beliebige  Gerade  ist  im  Allgemeinen  nicht  Axe  einer  Fläche 
unseres  Systems.  Da  die  Anzahl  der  Flächen  und  folglich  auch  die  der 
Axen  von  dreifacher  Unendlichkeit  ist,  so  bilden  letztere  einen  Strahlen- 
complex.  um  den  Grad  dieses  Complexes  zu  bestimmen,  haben  wir  zu 
untersuchen,  wieviele  Axen  in  einer  Ebene  a  durch  einen  Punkt  P  gehen. ^ 

Eine  Gerade  wird  als  Axe  einer  Fläche  bezeichnet,  wenn  ihre  reciproke 
Polare  bezüglich  dieser  Fläche  diejenige  unendlich  ferne  Gerade  ist,  durch 
welche  alle  zu  ihr  senkrechten  Ebenen  hindurchgehen.  (Beje,  IL  Abth., 
S.  43.)  Die  reciproken  Polaren  derjenigen  Axen,  welche  in  der  Ebene  m 
durch  den  Punkt  P  gehen ,  werden  also  in  der  unendlich  fernen  Ebene  den 
unendlich  fernen  Punkt  P«  der  in  P  auf  a  errichteten  Senkrechten  enthalten. 
Es  sei  nun  l  eine  beliebige  Gerade  durch  P  in  a.  Construiren  wir  ihre 
reciproken  Polaren  bezüglich  der  Flächen  des  Systems,  so  umhüllen  nach 
dem  Yorigen  Paragraphen  diejenigen,  welche  in  die  unendlich  ferne  Ebene 
fallen,  einen  Kegelschnitt  Z^,  der  auch  die  vier  Schnittlinien  der  unend- 
lich fernen  Ebene  mit  den  Tetraederebenen  zu  Tangenten  hat.  Da  diese 
Linien  fest  sind,  so  wird,  wenn  Z  in  a  den  Strahlbüschel  um  P  beschreibt, 
K\^  eine  Kegelschnittechaar  durchlaufen.  Weil  an  jeden  Kegelschnitt  K\^ 
von  P^  aus  zwei  Tangenten  gehen ,  so  entspricht  jeder  Geraden  l  ein  Paar 


*  In  der  vorliegenden  Arbeit  sind  die  wesentlichen  Veränderungen  und 
grösseren  Zusätze  des  Herausgebers  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  kenntlich 
gemacht 
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reciproker  Polaren  durch  P«,,  dem  Strahlbttschel  der  Geraden  {  um  P  dem- 
nach eine  Strahleninvolution  um  F^.  (ßeye,  I.  Abth.,  S.  203.)  Ebenso 
ist  nachweisbar,  dass  dem  Strahlbüschel  in  der  unendlich  fernen  Ebene  um 
P«,  eine  Strahleninvolution  in  a  um  P  entspricht  Wir  untersuchen,  wie 
oft  ein  Strahl  der  Involution  um  P  zu  einem  Strahl  des  entsprechenden 
Paares  der  Involution  um  P^  senkrecht  ist. 

Denken  wir  uns  die  letztere  Involution  aus  P  projicirt  durch  eine 
Ebeneninvolution,  diese  um  90^  um  ihre  Axe  gedreht  und  mit  der  Ebene  a 
geschnitten,  so  erhalten  wir  um  P  eine  neue  Strahleninvolution,  welche  init 
der  ersteren  nach  dem  Chasl  es 'sehen  Correspondenzprincip  vier  entspre- 
chende Elemente  gemein  hat,  und  das  sind  die  durch  P  in  a  gehenden 
Axen.     Wir  gewinnen  also  den  Satz: 

DieAxen  aller  Fl&chen  unseres  Systems  bilden  einen  Com- 
plex  vierten  Grades. 

24.  Zu  unserem  Axencomplex  gehören  alle  Strahlen  durch  die  vier 
Tetraederecken  als  Axen  von  Eegelflttchen  des  Systems,  sowie  alle  Geraden 
in  den  vier  Tetraederebenen  und  die  zu  den  letzteren  senkrechten  Linien 
als  Axen  der  Kegelschnitte  des  Systems.  Ferner  mtissen  zu  dem  Complex 
gezählt  werden  die  zu  den  Tetraederkanten  normalen  Geraden  als  Axen  der 
Ebenen-  und  Punktepaare  des  Gebüsches,  ebenso  alle  Geraden  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  als  Axen  der  im  System  befindlichen  Paraboloide. 
Denn  jede  unendlich  ferne  Gerade  ist  als  Axe  zweier  verschiedener  Para- 
boloide aufzufassen.  Da  nämlich  die  reciproken  Polaren  dieser  Geraden  be- 
züglich des  Gebüsches,  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen,  einen 
Kegelschnitt  umhüllen,  so  befinden  sich  zwei  unter  ihnen,  welche  zu  der 
Geraden  senkrecht  sind. 

Jede  der  vier  Tetraederhöhen,  z.  6.  die  durch  die  Ecke  A  gehende,  ist 
gemeinsamer  Durchmesser  der  Flächen  einer  Schaar  des  Gebüsches  (§  2 
Nr.  6),  und  da  ausserdem  die  Polarebeue  des  Punktes  A  bezüglich  jeder 
Fläche  der  Schaar,  d.  i.  die  Gegenebene  BCD^  zur  Höhe  senkrecht  steht, 
so  ist  die  Höhe  für  jede  Fläche  der  Schaar  zugleich  eine  Axe.  Denken  wir 
uns  ferner  alle  Flächen  dieser  Schaar  mit  der  Ebene  BCD  geschnitten,  so 
ist  für  die  Schnittcurven  das  Dreieck  BCD  ein  gemeinsames  Polardreieck; 
zudem  haben  alle  diese  Kegelschnitte  die  Spur  der  Höhe  in  der  Ebene  B  CD 
zum  Mittelpunkt;  folglich  müssen  sie  sich  in  einem  einzigen  Kegelschnitt  C* 
vereinigen.  Derselbe  gehört,  als  Fläche  zweiter  Classe  betrachtet,  ebenfalls 
der  vorliegenden  Schaar  an.  Die  drei  anderen  Kegelschnitte  derselben  arten 
in  die  Ecke  A  als  doppelten  Punkt  aus.  Die  Torse  der  Schaar  besteht  also 
aus  einem  Kegel,  der  die  Ecke  A  zur  Spitze  hat  und  in  dessen  Schnitt- 
curve  C^  mit  der  Ebene  BCD  sich  alle  in  Bede  stehenden  Flächen  berühren. 
Die  Schaar  ist  demnach  zugleich  ein  Flächenbüschel. 

Das  gemeinschaftliche  Loth  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  ist  eben- 
falls gemeinsamer  Durchmesser  einer  Schaar  des  Systems ,  welche  auf  jeder 
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der  beiden  Kanten  ein  Panktepaar  besitzt.  Die  gemeinschaftliche  Torse 
besteht  ans  einem  windschiefen  Vierseit  (den  Verbindungslinien  der  beiden 
Panktepaare) ,  durch  welches  sSmmÜiche  Flttchen  der  Schaar  hindurchgehen ; 
letztere  ist  mithin  auch  ein  Bttschel  des  Systems.  —  Sei  nun  M  ein  Punkt 
des  gemeinsamen  Durchmessers^  also  Mittelpunkt  einer  Fläche  der  Schaar, 
so  erhält  man  die  zu  dem  Durchmesser  conjugirte  Diametralebene,  indem 
man  durch  M  zu  den  von  dem  Durchmesser  getroffenen  beiden  Gegenkanten 
des  Tetraeders  die  Parallelen  zieht  und  durch  letztere  die  Ebene  legt. 
(Schroeter,  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  S.  540.)  Da  der 
Durchmesser  aber  als  gemeinsames  Loth  auf  den  Oegenkanten  senkrecht 
steht,  wird  er  auch  zur  conjugirten  Diametralebene  normal  sein,  er  ist  also 
eine  Aze  der  betreffenden  Fläche  und  folglich  eine  gemeinschaftliche  Axe 
der  Flächenschaar.    Also: 

Die  vier  Höhen  des  Polartetraeders  und  die  gemeinsamen 
Lothe  der  drei  Gegenkantenp;Aare  desselben  sind  gemeinsame 
Azen  von  sieben  Bttschelschaaren  des  Systems. 

Femer  sind  auch  die  drei  Höhen  eines  jeden  Dreiecks  in  den  vier  Te- 
traederebenen gemeinsame  Axen  von  solchen  Flächenschaaren  des  Systems, 
welche  in  Eegelschnittschaaren  degenerirt  sind.  Ebenso  ist  jede  Tetraeder- 
kante gemeinsame  Axe  von  einfach  unendlich  vielen  Ebenenpaaren  (oder 
auch  Punktepaaren)  des  Systems. 

Weiterhin  lassen  sich  noch  zwölf  Geraden  ermitteln,  welche  gemein- 
same Axen  von  Eegelbttscheln  sind.  Eine  zur  Kante  AB  im  Punkte  A 
normale  Ebene  z.  B.  schneide  die  Tetraederebene  CAD  in  der  Geraden  {;  da 
l  in  CAD  liegt  und  durch  A  geht,  so  geht  die  Polarebene  von  {  bezüglich 
aller  Kegel  des  Netzes,  welche  ihre  Spitze  in  A  haben,  durch  AB\  jede 
Ebene  durch  AB  und  der  Strahl  l  bestimmen  als  Polarebene  und  Polstrahl 
einei^  conoentrisehen  KegelbUschel,  insbesondere  auch  die  durch  AB  gehende 
und  zu  dem  Strahl  l  normale  Ebene.  Da  in  diesem  Falle  aber  Polarebene 
und  Polarstrahl  zueinander  senkrecht  sind,  so  muss  l  für  alle  Kegel  des 
Büschels  gemeinsame  Axe  sein.  [Dieses  Resultat  ist  dual  zu  dem  Ergeh' 
nisse,  dass  die  Höhen  der  Tetraederdreiecke  gemeinsame  Axen  von  Kegel- 
Bchnittbüschelschaaren  des  Systems  sind.]  Eine  zur  Axe  l  normale  Ebene 
schneidet  den  Kegelbüschel  in  einem  concentrischen  Kegelschnittbüschel, 
welcher  die  Spuren  der  drei  in  A  zusammenstossenden  Tetraederkanten  zum 
gemeinsamen  Polardreieck  hat  Da  die  Ebene  offenbar  zur  Kante  AB  pa- 
ndlel  ist,  so  ist  eine  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  unendlich  fem. 
Es  ist  ferner  aus  Theil  I  (Jahrg.  XXXI)  ersichtlich ,  dass  die  Kegelschnitte 
des  ebenen  Schnittes  sich  doppelt  berühren;  mithin  berühren  sich  auch  die 
Kegel  des  Büschels  doppelt.  In  unserem  System  giebt  es  also  zwölf  Kegel- 
büschelschaaren. 

Der  Axencomplex  vierten  Grades  enthält  also  37  Geraden  von  beson- 
derer Art. 
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25.  Die  drei  Axen  einer  Fläche  bilden  ein  Polardreikant  derselben, 
dessen  unendlich  femer  Schnitt  ein  Polardreieck  des  unendlich  fernen  Kugel- 
kreises  ist,  oder  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen  bilden  dasjenige 
Polardreieck,  welches  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  der  Fläche  und  der 
unendlich  ferne  Kugelkreis  gemeinsam  haben. 

Ein  Flächenbüschel  wird  durch  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
Kegelschnittbüschel  getroffen.  Die  Polardreiecke,  welche  die  Kegelschnitte 
dieses  Büschels  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  gemeinsam  haben, 
bilden  die  Punktetripel  der  Hesse'schen  Curve  desjenigen  Nettes,  welches 
der  Büschel  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  constituirt.  Beje, 
I.  Abth.,  S.  212.)  Demnach  liegen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen 
eines  Flächenbüschels  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  K^,  welche  auch 
durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Paraboloide  des  Büschels  geht.  Die  Mittel- 
punkte aller  Flächen  des  Büschels  aber  liegen  auf  einer  Raumcurve  dritter 
Ordnung  (7^,  welche  ebenfalls  durch  die  genannten  drei  unendlich  fernen 
Punkte  geht.  Die  Curve  C^  steht  zu  der  Curve  K^  in  der  Beziehung ,  dass 
jedem  Punkte  der  ersteren  drei  Punkte  der  letzteren  entsprechen,  dagegen 
jedem  Punkte  der  letzteren  ein  Punkt  der  ersteren.  Denn  jedem  Punkte 
von  C^  als  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  des  Büschels  sind  die  drei  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Axen  dieser  Flächen  zugeordnet;  ein  Punkt  von 
K*  aber  bestimmt  ein  Punktetripel,  dieses  einen  Büschel  des  Netzes  in  der 
unendlich  fernen  Ebene;  letzterer  hat  mit  dem  Büschel,  welcher  der  un- 
endlich ferne  Schnitt  unseres  Flächenbüschels  ist,  einen  Kegelschnitt  ge- 
meinsam ,  wodurch  die  zugehörige  Fläche  und  deren  Mittelpunkt  auf  C^  be- 
stimmt ist.  um  nun  das  Erzeugniss  der  Verbindungslinien  entsprechender 
Paukte  von  C^  und  K^  angeben  zu  können,  fragen  wir  nach  der  Anzahl 
der  geraden  Erzeugenden,  welche  eine  beliebige  Gerade  p  treffen.  Eine 
durch  die  Linie  p  gelegte  Ebene  schneidet  K^  in  drei  Punkten,  welchen 
drei  Punkte  von  C^  entsprechen,  also  auch  drei  andere  Ebenen  durch  p. 
Die  Curve  C^  wird  ebenfalls  in  drei  Punkten  geschnitten ,  diesen  entsprechen 
aber  neun  Punkte  von  K^y  also  neun  andere  Ebenen  durch  p.  In  den  beiden 
Ebenenbtlscheln  um  p  haben  wir  mithin  34-9  =  12  vereinigte  Elemente; 
dazu  gehören  die  drei  Ebenen,  welche  nach  den  unendlich  fernen  Punkten 
von  C^  gehen,  da  letztere  sich  selbst  entsprechen.  Es  giebt  daher  neun 
Erzeugende,  welche  p  treffen.     Also: 

Die  Axen  eines  Büschels  von  Flächen  zweiter  Ordnung 
liegen  auf  einer  Begelfläche  neunten  Grades. 

Der  Schnitt  der  Begelfläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  besteht 
aus  der  Curve  K^  und  den  drei  Axenpaaren  der  drei  Paraboloide  des  Bü- 
schels ^  welche  ganz  in  die  unendlich  ferne  Ebene  fallen.  Die  Mittelpunkts- 
curve  C^  des  Büschels  liegt  auf  der  Begelfläche  und  zwar  dreifach,  da  in 
jedem  ihrer  Punkte  sich  drei  Axen  schneiden. 
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Degeneriren  sämmtliche  FlSchen  des  Büschels  in  concentrische  Kegel, 
so  zerfmit  diese  Begelflttche  in  sechs  Strahlbüschel ,  welche  in  den  Hai* 
biningsebenen  der  drei  Ebenenpaare  des  BQschels  ans  den  je  znr  Doppel- 
linie senkrechten  Geraden  bestehen,  nnd  einen  Kegel  dritter  Ordnung,  wel- 
cher erzeugt  wird  durch  die  Projection  der  unendlich  fernen  Curve  K^  ans 
der  gemeinsamen  Spitze. 

Diesem  Axenkegel  gehören  die  drei  in  der  gemeinsamen  Spitze  zusam- 
menstossenden  Tetraederkanten  an  als  die  Doppellinien  der  drei  Ebenenpaare 
des  Kegelbttschels.  Ferner  liegen  auf  demselben  die  durch  jene  Spitze 
gehenden  gemeinsamen  Azen  dreier  Kegelbüschelschaaren ,  weil  jede  dieser 
Büschelschaaren  mit  dem  Kegelbüschel  einen  Kegel  gemein  hat. 

Die  Axenkegel  zweier  Kegelbüschel  unseres  Systems  mit  gemeinsamer 
Spitze  gehen  mithin  durch  dieselben  sechs  Kanten;  sie  haben  ausserdem 
noch  drei  Kanten  gemeinsam,  und  diese  sind  die  drei  Axen  des  beiden 
Büscheln  gemeinsamen  Kegels. 

26.  Eine  Flächenschaar  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
System  erster  Stufe  von  Kegelschnitten,  welches  folgende  Eigenschaften  hat. 
Durch  einen  Punkt  gehen  drei  Kegelschnitte,  weil  durch  diesen  Punkt  drei 
FIfichen  der  Schaar  gehen;  eine  Gerade  wird  von  zwei  Kegelschnitten  be- 
rührt, weil  sie  von  zwei  Flächen  der  Schaar  berührt  wird.  Zwei  Punkte 
sind  bezüglich  dreier  Kegelschnitte  conjugirt;  denn  die  Polarebenen  des 
einen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  der  Schaar  umhüllen  eine  Torse 
dritter  Classe,  so  dass  also  drei  von  ihnen  durch  den  andern  Punkt  gehen. 
Femer:  zwei  Geraden  sind  bezüglich  zweier  Kegelschnitte  conjugirt;  da 
nämlich  die  reciproken  Polaren  der  einen  Geraden  bezüglich  der  Fläche  der 
Schaar  eine  Begelschaar  erzeugen,  so  treffen  zwei  Ton  ihnen  die  zweite 
Gerade;  mithin  ist  die  zweite  Gerade  zu  der  ersteren  conjugirt  bezüglich 
der  Flächen,  für  welche  die  erste  Gerade  und  die  beiden  Geraden  der  Schaar 
lk>larreciprok  sind.  —  Wenn  wir  wieder  für  jeden  Kegelschnitt  des  Systems 
und  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  das  gemeinsame  Polardreieck  constru- 
Iren,  so  bilden  die  Ecken  dieser  Polardreiecke  die  Curve,  in  welcher  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  Axen  der  Flächenschaar  liegen,  um  die  Ord- 
nung der  Curve  zu  erhalten,  untersuchen  wir,  wie  oft  eine  Ecke  eines  der 
Polardreiecke  auf  eine  beliebige  Gerade  l  fällt.  Dieses  wird  so  oft  ge- 
schehen, als  die  beiden  Polaren  eines  Punktes  von  l  bezüglich  eines  der 
unendlich  fernen  Kegelschnitte  und  des  Kugelkreises  zusammenfallen.  Die 
Polare  p  eines  Punktes  P  von  l  geht  aber  durch  den  Pol  Q  der  Geraden  l 
bezüglich  des  Kugelkreises.  Und  da  0  zu  P  conjugirt  ist  bezüglich  dreier 
Kegelschnitte  des  Systems,  so  gehen  durch  Q  auch  die  Polaren  p  von  P 
bezüglich  dieser  drei  Kegelschnitte.  Jeder  Polare  p  eines  Punktes  P  von  l 
entsprechen  also  drei  Polaren  p'  desselben  Punktes  durch  den  Punkt  Q, 
Geben  wir  p,  so  ist  P  bestimmt  und  dadurch  die  drei  Polaren  p,  Geben 
wir  aber  eine  Polare  |>',  so  entsprechen  derselben  zwei  Polaren  |),  dap'/zuZ         j 
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bezüglich  zweier  Kegelschnitte  des  Systems  coigngirt  ist,  und  folglich  zwei 
Pole  P  von  p'  auf  /  liegen.  Wir  haben  also  zwei  Strahlbüschel  am  ß,  die 
so  aufeinander  bezogen  sind,  dass  jedem  Strahl  des  ersten  drei  des  zweiten, 
dagegen  jedem  Strahl  des  zweiten  zwei  des  ersten  entsprechen.  Die  Anzahl 
der  vereinigten  entsprechenden  Elemente  ist  daher  fünf.  Die  dnrch  die 
Ecken  der  Polardreiecke  erzengte  Curve  ist  demnach  eine  Corvo  fünfter 
Ordnung  JT^  welche  auch  den  Mittelpunkt  des  in  der  Schaar  befindlichen 
Paraboloids  enthält.  Durch  letzteren  geht  auch  die  Mittelpunktslinie  m  der 
Flftchenschaar.  Da  jeder  Punkt  von  H^^  die  Ecke  eines  bestimmten  Polar- 
dreiecks ist,  so  bestimmt  er  auch  einen  von  den  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitten, und  folglich  eine  Fläche  der  Schaar  eindeutig.  Während  also 
jedem  Punkte  von  m  als  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  drei  Punkte  von  K^ 
entsprechen,  entspricht  jedem  Punkte  von  K^  ein  Punkt  von  m.  Wie  oft 
wird  nun  eine  beliebige  Gerade  von  einer  Verbindungslinie  entsprechender 
Punkte  getroffen?  Um  dies  zu  entscheiden,  legen  wir  durch  die  Gerade 
eine  Ebene,  welche  K^  in  fünf,  dagegen  m  in  einem  Punkte  schneidet. 
Ersteren  entsprechen  fünf  Punkte  auf  m,  letzterem  drei  Punkte  auf  IT^,  so 
dass  der  Ebene  einmal  fOnf  und  das  andere  Mal  drei  Ebenen  entsprechen. 
Die  Anzahl  der  vereinigten  entsprechenden  Ebenen  um  die  gegebene  Gerade 
ist  mithin  acht.  Aber  dazu  gehurt  auch  die.  Ebene  nach  dem  unendlich 
fernen  Pimkte  von  m,  da  dieser  sich  selbst  entspricht.     Daraus  folgt: 

Die  Axen  einer  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  erzeu- 
gen eine  Begelfläche  siebenten  Grades. 

Die  Mittelpunktslinie  m  der  Schaar  liegt  dreifach  auf  der  Fläche.  Jede 
Ebene  durch  dieselbe  enthält  also  vier  Axen  der  Schaar.  Der  unendlich 
ferne  Schnitt  der  Fläche  besteht  aus  der  Curve  K^  und  den  beiden  unend- 
lich fernen  Axen  des  Paraboloids  der  Schaar. 

Wird  die  Flächenschaar  gebildet  von  den  Kegelschnitten  einer  Schaar 
in  einer  Tetraederebene,  so  zerflUlt  die  Begelfläche  in  vier  Strahlbüscbel 
und  eine  Curve  dritter  Classe.  Drei  von  den  Strahlenbüscheln  enthalten 
die  Axen  der  drei  Punktepaare  der  Schaar;  das  vierte,  dessen  Strahlen  in 
den  Punkten  der  Mittelpunktsgeraden  auf  der  betreffenden  Tetraederebene 
senkrecht  stehen,  besteht  aus  den  dritten  Axen  (von  der  Länge  Null)  der 
Kegelschnitte.  Die  übrigen  Axen  der  Kegelschnitte  in  der  Tetraederebene 
umhüllen  eine  Curve  dritter  Classe.  Wir  können  leicht  nachweisen,  dass 
von  jeder  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  der  Schaar  nur  drei  Tan- 
genten an  die  Curve  gehen.  Jede  der  beiden  durch  eine  Ecke  gehenden 
Dreiecksseiten  enthält  ein  Punktepaar  der  Schaar,  für  welches  sie  eine  Aze 
ist.  Ferner  die  Höhe  des  Dreiecks  durch  diese  Ecke  ist  gemeinsame  Axe 
einer  Kegelschniitschaar;  letztere  hat  mit  der  ersteren  Schaar  denjenigen 
Kegelschnitt  gemeinsam,  welcher  den  Schnitt  der  Mittelpunktsgeraden  der 
gegebenen  Schaar  mit  der  Höhe  zum  Mittelpunkt  hat.  Jede  andere  Gerade 
aber  dnrch  die  Ecke  ist  nach  Theil  I  eine  Axe  eines  eigentlichen  Kegelschnittes. 
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27.  Während  die  in  Nr.  3  und  4  gefandenen  Sätze  über  die  Azen  für 
jeden  Flächenbüschel  und  jede  Flächenschaar  überhaupt  gelten,  ist  dies 
nicht  der  Fall  mit  denjenigen  Sätzen,  welche  wir  im  Folgenden  über  die 
Axen  eines  Flächennetzes  nnd  eines  Flächengewebes  aufstellen  werden;  viel- 
mehr haben  diese  nur  für  die  in  unserem  Gebüsch  enthaltenen  Systeme 
zweiter  Stufe  Giltigkeit. 

Ist  eine  Axe  einer  Fläche  unseres  Systems  gegeben,  so  ist  die  Fläche 
dadurch  bestimmt  und  folglich  auch  ihr  Mittelpunkt  auf  dieser  Axe.  Denken 
wir  uns  nun  alle  Axen  durch  einen  Punkt  P,  welche  nach  dem  Vorher- 
gehenden (Nr.  23)  einen  Kegel  vierter  Ordnung  bilden ,  und  auf  jeder  den 
zugehdrigen  Mittelpunkt,  so  werden  die  Mittelpunkte  eine  auf  dem  Kegel 
liegende  Raumcurve  erzeugen*  Unter  den  durch  P  gehenden  Axen  befinden 
sich  auch  diejenigen  drei,  welche  derjenigen  Fläche  angehören,  die  den 
Punkt  P  ziun  Mittelpunkt  bat.  Die  Raumcurve  hat  also  in  P  einen  drei- 
fachen  Punkt.  Legen  wir  durch  P  irgend  eine  Ebene,  so  schneidet  diese 
vier  Kanten  des  Kegels  aus  und  geht  folglich  durch  die  vier  darauf  liegen- 
den Mittelpunkte.  Jede  Ebene  durch  P  trifft  die  Baumcurve  also  ausser  in 
dem  dreifochen  Punkte  P  noch  in  vier  weiteren  Punkten.  Der  Ort  der 
Mittelpunkte  ist  mithin  eine  Raumcurve  siebenter  Ordnung  22^.  Dieselbe 
geht  auch  durch  die  vier  Tetraederecken ;  denn  die  Verbindungslinien  dieser 
Ecken  mit  P  sind  die  Axen  von  vier  Kegeln,  welche  die  Ecken  zu  Mittel* 
punkten  haben.     Zu  jedem  Punkte  P  gehört  eine  solche  Raumcurve  R'^. 

Die  in  einer  Ebene  o  liegenden  Axen,  welche  eine  Curve  C^  vierter 
Classe  umhüllen,  gehören  zu  Flächen  desjenigen  Flächengewebes,  das  die 
Ebene  a  zur  Mittelpunktsebene  hat.  Der  Ort  der  zugehörigen  Mittelpunkte 
ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  0^  Denn  eine  beliebige  Gerade  in  a  ist 
Mittelpunktsgerade  einer  Schaar,  welche  zu  dem  Gewebe  gehört,  und  von 
den  Axeu  dieser  Schaar  liegen  vier  in  der  Ebene  a.  (Vergl.  Nr.  26.)  Die 
Gerade  schneidet  also  die  Curve  der  Mittelpunkte  in  vier  Punkten.  Die 
Curve  (7^  geht  durch  die  drei  Gegeneckenpaare  des  vollständigen  Vierseits, 
in  welchen  a  von  den  vier  Tetraederebenen  getroffen  wird;  denn  diese 
Punkte  sind  zu  betrachten  als  die  Mittelpunkte  der  sechs  Punktepaare  des 
Gewebes.  Von  jedem  dieser  Punktepaare  föllt  eine  zu  der  betreffenden 
Tetraederkante  senkrechte  Axe  in  a. 

28.  Die  Axen  aller  Flächen  eines  Gewebes  in  unserem  Gebüsch  werden 
eine  Congruenz  bilden,  um  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  P  gehenden 
Axen  zu  finden,  denken  wir  uns  die  zum  Punkte  P  gehörige  Raumcurve  R'^. 
Da  diese  die  Mittelpunkteebene  des  Gewebes  in  sieben  Punkten  schneidet, 
so  gehen  durch  P  sieben  Axen.  Femer  eine  beliebige  Ebene  n  trifft  die 
Mittelpunktsebene  in  einer  Geraden,  der  Mittelpunktsebene  einer  Schaar; 
die  Anzahl  der  in  n  liegenden  Axen  beträgt  mithin  vier.     Also: 

Die  Axen  der  Flächen  eines  Gewebes  in  unserem  System 
bilden  eine  Congruenz  vom  Bündelrang  7  und  vom  Feldranfir^4. 
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(Vergl.   das    analoge    Resultat    des  Herrn    Krttger,    Inangnraldissertatioxi 
1885.) 

Die  sieben  Axen  aus  einer  Tetraederecke  sind  leicht  nachweisbar.  Es 
sind  die  drei  in  der  Ecke  zusammenstossenden  Tetraederkanten  die  Axen 
von  drei  Pnnktepaaren  des  Gewebes.  Femer  ist  jede  durch  die  Ecke  gehende 
Höhe  der  drei  Dreiecke  in  den  Tetraederebenen,  welche  sich  in  der  Ecke 
schneiden ,  die  Axe  eines  Kegelschnittes ,  welchen  das  Gewebe  mit  derjenigen 
Kegelschnittbüschelschaar  gemeinsam  hat,  deren  Kegelschnitte  die  betreffende 
Höhe  zur  gemeinsamen  Axe  haben.  Endlich  besitzt  das  Gewebe  eine  Fläche 
gemeinsam  mit  derjenigen  Flfichenbfischelschaar  des  Systems,  welche  die 
durch  die  Ecke  gehende  Tetraederhohe  zur  gemeinsamen  Axe  hat. 

29.  •  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gegenkantenpaare  des  gegebe- 
nen Tetraeders  aus  zueinander  senkrechten  Geraden  bestehen  („rechtkantiges 
Tetraeder"),  lassen  sich  für  einen  gewissen  ferneren  Punkt  die  durch  ihn 
gehenden  sieben  Axen  leicht  finden.  Legen  wir  nämlich  durch  jede  Te- 
traederkante die  Ebene  senkrecht  zur  Gegenkante,  so  schneiden  sich  diese 
sechs  Ebenen  in  einem  Punkte  Q,  durch  welchen  auch  die  vier  Tetraeder- 
höhen und  die  drei  gemeinsamen  Lothe  der  Gegenkantenpaare  des  Tetraeders 
gehen  (Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  II,  S.  207).  Diese  sieben 
Geraden  sind  aber  die  gemeinsamen  Axen  yon  sieben  Büschelschaaren ,  Ton 
denen  jede  mit  unserem  Gewebe  eine  Fläche  gemeinsam  hat 

Die  Congruenz  der  Axen  vom  Bündelrang  7  und  Feldrang  4  besitzt 
folgende  Singularitäten : 

1.  vier  Parallelstrahlenbüschel;  die  Strahlen  derselben  stehen  beziehlich 
senkrecht  auf  den  vier  Tetraederebenen  in  den  Punkten  der  Mittel- 
punktsgeraden der  dem  Gewebe  angehörenden  Eegelschnittschaaren ; 

2.  sechs  Strablbüschel,  senkrecht  zu  den  Tetraederkanten;  es  sind  die 
Axen  der  sechs  Punktepaare  des  Gewebes; 

3.  die  vier  Tetraederebenen;  jede  derselben  enthält  eine  Curve  dritter 
Classe,  gebildet  von  den  Axen  der  in. der  Ebene  liegenden  Eegel- 
schnittschaar; 

4.  die  Mittelpunktsebene  des  Gewebes;  sie  enthält  eine  Curve  vierter 
Classe  (vergl.  Nr.  27); 

5.  die  unendlich  ferne  Ebene;  in  ihr  liegen  die  Axen  der  dem  Gewebe 
angehörenden  Paraboloidenschaar ,  deren  unendlich  ferne  Mittelpunkts- 
gerade m  heissen  möge.  Die  Gerade  m  ist  aber  nach  Nr.  24  ge- 
meinsame Axe  zweier  Paraboloide  der  Schaar. 

Femer  gehen  von  jedem  Punkte  von  m  noch  zwei  Axen  aus,  weil  er 
der  Mittelpunkt  eines  Paraboloides  der  Schaar  ist.  Die  unendlich  fernen 
Axen  umhüllen  mithin  eine  Curve  vierter  Classe  mit  der  Doppeltangente  m. 
Dieses  letzte  Resultat  werden  wir  an  einer  andern  Stelle  bestätigt  finden. 

30.  «  Die  Axen  eines  Flächeunetzes  unseres  Systems  bilden  ebenfalls  eine 
Congruenz,  deren  Bündel-  und  Feldrang  ähnlich  wie  vorhin  gefunden  wird. 
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Die  Mittelpunkte  der  Flächen  liegen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
(Sturm»  Fl&chen  dritter  Ordnung,  Nr.  18),  welche  die  yier  Tetraederecken 
zu  Knotenpunkten  hat  und  auch  die  sechs  Tetraederkanten  enthält  Die  zu 
einem  beliebigen  Punkte  P  gehörige  Baumcurye  B"^  schneidet  die  Mittel- 
punktsfläche  in  21  Punkten,  von  denen  aber  je  zwei  in  die  vier  Tetraeder- 
ebenen fallen.  Ausserdem  ist  noch  Folgendes  zu  beachten,  unter  den 
Azeui  welche  durch  den  Punkt  P  gehen  (auf  dem  Kegel  yierter  Ordnung), 
befinden  sich  auch  die  von  P  auf  die  sechs  Tetraederkanten  gef&llten  Lothe. 
Das  Loth  von  P  beispielsweise  auf  die  Kante  AB  ist  die  Aze  eines  ein- 
zigen Ebenenpaares  im  Crebüsche,  Ton  welchem  eine  andere  Aze  AB  ist. 
Die  zu  dem  Punkte  P  gehörige  Baumcurye  B''  trifft  also  AB  in  dem  Fuss- 
punkte  dieses  Lothes.  Da  das  Ebenenpaar  nicht  zu  unserem  Netze  gehört, 
so  finden  wir,  dass  Ton  den  21  Schnittpunkten  nur  21  —  14,  mithin  sieben 
zu  Azen  des  Netzes  fahren. 

Eine  beliebige  Ebene  femer  schneidet  die  Mittelpunktsfläche  in  einer 
Curye  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  drei  Paar  Gegenecken  des  aus  dem 
Tetraeder  ausgeschnittenen  Yierseits  geht.  Sie  trifft  die  in  der  Ebene  be- 
findliche Gurre  C^  in  zwölf  Punkten,  von  welchen  sechs  in  jene  Gegen- 
ecken fallen.  Es  bleiben  also  noch  sechs  Punkte  übrig,  welche  zu  Azen 
in  der  Ebene  fahren.    Demnach  gilt  der  Satz: 

Die  Azen  eines  Flächennetzes  in  unserm  System  bilden 
eine  Congruenz  vom  Bündelrang  7  und  vom  Feldrang  6. 

Ist  das  Tetraeder  ein  rechtkantiges ,  so  schneiden  sich  die  gemeinsamen 
Azen  der  sieben  BOschelschaaren  des  Gebüsches  in  einem  Punkte  Q.  Da 
unser  Netz  mit  jedem  der  sieben  Büschel  eine  Fläche  gemeinsam  hat,  so 
erkennen  wir,  dass  sieben  Azen  des  Netzes  durch  den  Punkt  Q  gehen. 

Hinsichtlich  der  sechs  Azen  des  Netzes ,  welche  in  jeder  Tetraederebene 
liegen,  Terweisen  wir  auf  den  Schluss  von  Nr.  3. 

Die  Congruenz  hat  folgende  Singularitäten: 

Singulare  Punkte  sind  die  Tier  Tetraederecken  als  Spitzen  der  Azen- 
kegel  dritter  Ordnung  der  vier  Kegelbüschel  des  Netzes.  Wir  wollen  hier 
ausdrücklich  hervorheben,  dass  zu  dem  Kegel  dritter  Ordnung  aus  jeder 
Tetraederecke  noch  ein  einzelner  singulärer  Strahl,  die  betreffende  Tetraeder- 
höhe, hinzutritt;  sie  gehört  dem  Kegel  nicht  an.  Eine  singulare  Ebene  ist 
die  unendlich  ferne  Ebene;  sie  enthält  die  Azen  der  Paraboloide  des  Netzes. 
Femer  gehören  noch  hierher  die  zwölf  Parallelstrahlenbüschel ,  senkrecht  zu 
den  sechs  Tetraederkanten,  in  den  Halbirungsebenen  der  sechs  Ebenenpaare 
des  Netzes. 

Nebenbei  sei  noch  erwähnt,  dass,  da  durch  einen  Grundpunkt  des 
Fläcbennetzes  ebenfalls  sieben  Azen  gehen,  die  zugehörigen  Flächen  diesen 
Punkt  zum  gemeinsamen  Scheitel  haben.  Folglich  ist  jeder  Punkt  des 
Baumes  Scheitel  von  sieben  Flächen  des  Gebüsches. 
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§9. 

31.  Alle  Paraboloide  unseres  Systems  als  Flächen,  welche 
die  anendlich  ferne  Ebene  berühren,  bilden  ein  Flächengewebe. 

Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  desselben  sind  die  onendlicb  ferne 
Ebene  and  ihre  sieben  associirten  Ebenen.  Nach  der  früher  angegebenen 
Constraction  der  associirten  Elemente  ergeben  sich  als  diese  sieben  Ebenen 
die  Yier  Ebenen,  welche  die  Mitten  von  je  drei  in  einer  Ecke  zosammen- 
stossenden  Tetraederkanten  verbinden,  and  die  drei  Ebenen,  welche  die 
Mitten  je  zweier  Gegenkantenpaare  enthalten  abd  zam  jedesmaligen  dritten 
Gegenkantenpaar  parallel  sind. 

Ueber  die  Vertheilung  der  Berührangsponkte  der  Flächen  in  der  an- 
endlich fernen  Ebene  haben  wir  bereits  in  §  6  Nr.  19  Aafschlass  erhalten. 

32.  Bekanntlich  gehen  die  Directorebenen  aller  Parabo- 
loide, welche  sechs  Ebenen  berühren,  d.  h.  ein  Gewebe  bilden, 
durch  einen  Punkt  (Vergl.  Salmon-Fiedler,  Geometrie  des  Baumes, 
I.  Theil,  S.  284,  3.  Aufl.)  Bei  unserem  speciellen  Gewebe  von  Paraboloiden 
lässt  sich  dieser  Punkt  leicht  nachweisen.  Denn  die  Directorebene  eines 
Paraboloids  muss  jede  einem  Polartetraeder  der  Fläche  umgeschriebene  Kugel 
rechtwinklig  schneiden  (Salmon-Fiedler,  I.  Theil,  8.  254)  oder  durch 
den  Mittelpunkt  derselben  gehen«  Hieraus  folgt,  dass  die  Director- 
ebenen aller  Paraboloide  unseres  Systems  durch  den  Mittel- 
punkt der  dem  gemeinsamen  Polartetraeder  umgeschriebenen 
Engel  gehen. 

33.  Wir .  wollen  jetzt  die  Classe  derjenigen  Fläche  antersachen ,  welche 
von  den  Scheitelberührungsebenen  sämmtlicher  Paraboloide  eingehüllt  wird. 
Der  unendlich  ferne  Punkt  eines  Paraboloids  ist  der  Pol  des  unendlich  fernen 
Schnittes  seiner  Scheitelberührungsebene  bezüglich  des  unendlich  fernen 
Eugelkreises.  Wir  fragen  uns  nun,  wieviel  Scheitelberührungsebenen  von 
Paraboloiden  durch  eine  Gerade  p  gehen.  Der  unendlich  ferne  Punkt  /\» 
von  p  muss  zu  den  unendlich  fernen  Mittelpunkten  dieser  Flächen  conjugirt 
sein  bezüglich  des  unendlich  fernen  Eugelkreises  oder  die  Polare  von  P^ 
bezüglich  des  letzteren  muss  jene  Mittelpunkte  enthalten.  Die  fraglichen 
Paraboloide  liegen  demnach  in  einer  und  derselben  Schaar.  Die  durch  p  an 
die  Flächen  jener  Schaar  gelegten  Tangentialebenen  bilden  eine  Ebeneninvo> 
lution,  deren  Paare  auf  die  unendlich  ferne  Panktreihe  der  Mittelpunkte 
projectiv  bezogen  sind.  Der  unendlich  ferne  Schnitt  der  Ebeneninvolution 
ist  mithin  eine  durch  P^  gehende  Strahleninvolution,  und  es  entsteht  nan 
die  Frage,  wie  oft  ein  Strahl  dieser  Involution  die  Polare  seines  entspre- 
chenden Punktes  bezüglich  des  unendlich  fernen  Eugelkreises  wird,  oder 
wie  oft  ein  Strahl  der  Involution  mit  dem  auf  der  Polare  von  P^  liegenden 
conjugirten  Punkte  seines  entsprechenden  Punktes  incident  wird.  Da  die 
Punktreihe    der   Mittelpunkte    aber    mit  9er  Punktreihe    ihrer    conjugirten 
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Punkte  bezüglich  des  Eugelkreises ,  und  folglich  die  letztere  mit  der  Strahlen- 
involntion  projectiv  ist,  nnd  weil  eine  Strahleninvolution  und  eine  mit  ihr 
projectiye  Ponktreihe  drei  incidente  entsprechende  Elemente  haben,  so  ge- 
schieht dies  dreimal.  Es  gehen  also  durch  die  Gerade  p  die  Scheiteltangen- 
tialebenen dreier  Paraboloide ,  und  zwar  von  solchen ,  die  sich  in  einer  und 
derselben  Schaar  befinden.     Oder: 

Die  Scheitelbertthrungsebenen  aller  Paraboloide  unseres 
Systems  (sowie  jedes  allgemeinen  Gewebes  von  Paraboloiden) 
umhüllen  eine  Flftche  dritter  Classe. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Scheitelberührungs* 
ebenen  einer  Schaar  von  Paraboloiden  durch  einen  und  den- 
selben unendlich  fernen  Punkt  gehen,  n&mlich  durch  den  Pol  ihrer 
Mittelpunktsgeraden  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises,  und  dass 
sie  einen  Cjlinder  dritter  Classe  umhüllen.  —  Durch  denselben 
Punkt  gehen  auch  die  Directorebenen  jener  Paraboloide,  da  jede  Director- 
ebene  zu  der  entsprechenden  Scheitelberührungsebene  parallel  ist.  Zugleich 
gehen  sie  aber  durch  den  Mittelpunkt  der  dem  Polartetraeder  umgeschrie- 
benen Kugel,  sie  bilden  mithin  einen  EbenenbüscheL  (Vergl.  Salmon- 
Piedler,  L  Theü,  S.  284.) 

34.  •  Wir  untersuchen  den  Ort  der  Pole  der  Directorebenen  einer  Para- 
boloidenschaar,  deren  Mittelpunktsgerade  m^  heissen  möge.  Da  die  Direc- 
torebene  eines  Paraboloides  zur  endlichen  Axe  normal  ist  (Salmon-Fiedler, 
I.  Theil,^S.  283),  so  liegt  ihr  Pol  iß  bezüglich  der  Fläche  auf  dieser  Axe; 
umgekehrt  hat  jede  Ebene  durch  $  ihren  Pol  in  der  Directorebene. 

Construiren  wir  nun  zu  einer  beliebigen  Ebene  it  bezüglich  der  Flä- 
chen der  Schaar  die  Pole,  so  bilden  diese  eine  gerade  Punktreihe  p.  Jedem 
Punkte  auf  j7  als  Pol  zu  n  entspricht  eine  einzige  Fläche  der  Schaar,  mit- 
hin ist  auch  die  zur  Fläche  gehörige  Directorebene  und  damit  deren  Schnitt- 
punkt auf  p  festgelegt  und  umgekehrt  Wir  haben  demnach  auf  jp  zwei  ent- 
sprechende conjective  Punktreihen,  die  Punktreihe  der  Pole  von  n  und  die 
Punktreihe,  welche  entsteht  durch  den  Schnitt  von  p  mit  dem  Ebenen- 
büschel der  Directorebenen;  beide  besitzen  zwei  entsprechende  vereinigte 
Elemente,  d.  h.  zweimal  f&llt  der  Pol  von  n  hinsichtlich  einer  Fläche  der 
Schaar  in  die  zugehörige  Directorebene.  Construiren  wir  zu  jeder  der  beiden 
Directorebenen  den  Pol  hinsichtlich  der  entsprechenden  Fläche,  so  liegt  dieser 
in  n.  Mithin  trifPt  n  den  Ort  der  Pole  in  zwei  Punkten;  derselbe  ist 
also  ein  Kegelschnitt. 

Degenerirt  die  Schaar  der  Paraboloide  in  eine  Parabelschaar,  so  gehen 
die  Directorebenen  über  in  die  Ebenen,  welche  in  den  Directricen  der  Pa- 
rabeln auf  der  gemeinsamen  Ebene  des  Systems  senkrecht  stehen,  die  Pole 
der  Directorebenen  in  die  Brennpunkte  der  Parabeln.  Da  der  Ort  dieser 
Brennpunkte  bekanntlich  ein  Kreis  ist,  so  finden  wir  hierin  eine  Bestätigung 
unseres  Resultates. 
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Der  Yorhin  gefundene  Kegelschnitt  und  die  Mittelpnnktegerade  mg,  der 
Flftchenschaar  sind  projectiv  aufeinander  bezogen;  denn  jeder  Punkt  der 
Mittelpunktageraden  bestimmt  eine  Fläche  der  Schaar,  diese  die  zugehörige 
Directorebene,  letztere  den  Pol  auf  dem  Kegelschnitte;  umgekehrt  ist  jeder 
Punkt  des  Kegelschnittes  der  Pol  einer  DirectorebenCi  wodurch  eine  Fläche 
der  Schaar  und  folglich  deren  unendlich  femer  Mittelpunkt  auf  n^  bestimmt 
ist.  Das  Erzeugniss  beider  projectiyer  Crebilde,  d.  i.  die  Fläche  der  end- 
lichen Axe  der  Paraboloidschaar,  ist  eine  Regelfläche  dritten 
Grades.  (Vergl.  das  ähnliche  Resultat  in  meiner  Dissertation,  §20  S.  48.) 
Da  aber  die  Axen  einer  jeden  Flächenschaar  eine  Regelfläche  siebenten  Grades 
erzeugen,  so  zerfällt  in  diesem  Falle  offenbar  dieselbe  in  eine  Regelfläche 
Yom  dritten  Grade  und  in  eine  zweite  vom  Yierten  Grade.  Letztere  muss, 
weil  die  beiden  anderen  Axen  eines  jeden  Paraboloids  in  die  unendlich  ferne 
Ebene  fallen ,  in  eine  Curve  rierter  Classe  in  jener  Ebene  degeneriren 
(§  8  Nr.  7). 

In  jeder  Ebene  durch  die  Mittelpunktsgerade  111^  liegen  denuiach  zwei 
Axen  der  Schaar. 

35.  •  Wir  fiEUiden,  dass  die  Congruenz  der  Axen  eines  Gewebes  in 
unserem  System  vom  BUndelrang  7  und  Feldrang  4  ist.  Folglich  bilden 
auch  die  Axen  des  Gewebes  der  Paraboloide  eine  solche  Congruenz.  Von 
derselben  sondert  sich  aber  ab  das  doppelte  Strahlenfeld  der  unendlich  fernen 
Ebene,  welche  die  unendlich  fernen  Axen  der  Paraboloide  enthält.  Dass 
jede  Gerade  in  der  genannten  Ebene  zweimal  Axe  einer  Fläche  des  Gewebes 
ist,  haben  wir  früher  nachgewiesen  (vergl.  §  8  Nr.  24).  Die  endlichen 
Axen  bilden  demnach  eine  Strahlencongruenz  vom  Bündel- 
rang 7  und  Feldrang  2.  Dass  in  jeder  Ebene  zwei  liegen,  ist  leicht 
zu  erkennen;  denn  jede  Ebene  trifft  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einer 
Geraden,  welche  die  Mitielpunktslinie  einer  Schaar  von  Par^boloiden  ist. 
Von  den  Axen  dieser  Flächen  fallen  aber  zwei  in  die  Ebene. 

Die  Congruenz  hat  elf  singulare  Ebenen  und  zwar  eine  mit  einer  Curre 
sechster  Classe  und  zehn  mit  je  einer  Curve  dritter  Classe.  (Vergl.  Reje, 
Crelle's  Journal  Bd.  86  S.  92.) 

Dass  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Curve  sechster  Classe  enthalten 
muss,  lässt  sich  leicht  zeigen.  Von  jedem  Punkte  der  genannten  Ebene 
gehen  sieben  Axen  aus,  und  da  nur  eine  von  ihnen  im  Endlichen  liegt,  so 
müssen  die  anderen  in  jener  Ebene  eine  Curve  sechster  Classe  umhüllen. 
Dieselbe  besteht  aus  den  Axen  der  sechs  Punktepaare,  welche  gebildet 
werden  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  sechs  Tetraederkanten  und 
deren  Mittelpunkten;  die  Curve  zerfällt  mithin  in  die  sechs  Strahlbüschel 
um  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kanten. 

Femer  die  vier  Tetraederebenen  enthalten  die  Axen  der  Parabeln  des 
Gewebes;  diese  Axen  erzeugen,  wie  bekannt,  eine  Curve  d^tter  Classe. 
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unter  der  Yoraufisetzung,  dass  das  Polartetxaeder  ein  rechtkantiges  ist 
ist  auch  jede  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  senkrecht  zur  Gegenkante 
eine  singulSre  Ebene;  denn  sie  enth&lt  die  in  ihr  liegende  Kante  als  Axe 
eines  Punktepaares  des  Crewebes;  da  sie  weiterhin  di^'enigen  Tetraederdrei- 
ecke, deren  Ebenen  sich  in  der  Oegenkante  schneiden ,  je  in  einer  Dreiecks- 
h5he  trifft,  und  letztere  Linien  die  Axen  zweier  Parabeln  desOewebes  sind, 
so  liegen  in  ihr  noch  zwei  fernere  Axen.  Ausserdem  sind  die  beiden  Tetra- 
ederhöhen, welche  der  in  Bede  stehenden  Ebene  angehören,  die  Axen  zweier 
Paraboloide.  In  jeder  BOschelschaar  des  Systems  nämlich,  welche  eine 
Tetraederhöhe  zur  gemeinsamen  Axe  hat,  befindet  sich  ein  Paraboloid. 
Durch  jede  der  beiden  Tetraederecken  in  der  fraglichen  Ebene  gehen  mit- 
hin drei  Axen.  (Jede  andere  Gerade  durch  die  betreffende  Ecke  ist  niemals 
Axe  einer  eigentlichen  FlSche  zweiter  Classe  des  Systems.)  Somit  hat  sich 
ergeben ,  dass  die  sechs  fibenen  durch  die  Tetraederkanten  singulare  Ebenen 
sind,  weil  jede  mehr  als  zwei  Axen  enth&lt,  und  wir  fanden  bestätigt,  dass 
die  in  ihnen  gelegenen  Curven  der  Axen  von  der  dritten  Classe  sind. 

Bei  einem  beliebigen  Tetraeder  dürften  die  letzten  sechs  singulftren 
Ebenen  wohl  keine  ausgezeichnete  Lage  zum  Tetraeder  haben. 

36.  •  Wir  gehen  dazu  ttber,  den  Ort  der  Scheitel  der  Paraboloide  des 
Gewebes  zu  bestimmen,  indem  wir  fragen,  wieviel  Scheitel  auf  eine  belie- 
bige Gerade  g  faUen. 

In  jedem  Scheitel  auf  g  treffen  sich  die  Scheitelbertthrungsebene  und 
die  Axe  der  zugehörigen  Fläche.  Die  von  einem  Punkte  P  auf  g  ausgehen- 
den Scheitelbertthrungsebenen  umhüllen  einen  Kegel  dritter  Classe  (nach 
Nr.  3);  wir  suchen  den  Ort  der  Axen  derjenigen  Flächen,  welche  diese 
Ebenen  zu  Scheitelberührungsebenen  haben.  Letztere  treffen  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  einer  Curve  dritter  Classe;' der  Ort  der  Pole  der  Tangenten 
der  Cunre  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  ist  eine  Curye  dritter 
Ordnung,  deren  Punkte  offenbar  die  Spuren  der  Axen  der  zugehörigen 
Flächen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  sind.  Die  Axen  der  Flächen  bedecken 
demnach  eine  geradlinige  Fläche  dritter  Ordnung  JP'. 

Eine  Bestätigung  des  Resultats  finden  wir,  wenn  wir  den  Punkt  P  in 
die  unendlich  ferne  Ebene  fallen  lassen;  dann  geht  der  Kegel  dritter  Classe 
über  in  einen  Cylinder  dritter  Classe,  dessen  Tangentialebenen  die  Scheitel- 
bertthrungsebenen einer  Schaar  von  Paraboloiden  sind  (vergl.  Nr.  33).  Die 
Axen  dieser  Schaar  aber  erzeugen  eine  Begelfläche  dritten  Grades. 

Die  Fläche  F^  wird  nun  von  der  Geraden  g  in  drei  Punkten  getroffen ; 
mithin  schneiden  drei  Axen  von  Flächen,  deren  Scheitelberührungsebenen 
den  Punkt  P  enthalten,  die  Gerade  g. 

Femer  gehen  von  dem  Punkte  P  auf  g  sieben  Axen  von  Paraboloiden 
aus ;  die  zugehörigen  Scheitelberührungsebenen  schneiden  mithin  g  in  sieben 
Punkten.  Jedem  Punkte  von  g  entsprechen  also  das  eine  Mal  drei,  das 
andere  Mal  sieben  Punkte.     Die  Anzahl  der  vereinigten  Elemente  ist 
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zehn.  Hierbei  ist  noch  Folgendes  zu  beachten.  Darch  den  nnendlich  fernen 
Punkt  /\o  auf  g  gehen  ebenfalls  sieben  Axen,  von  denen  jedoch  sechs  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  liegen.  FSllt  aber  die  Axe  einer  Fläche  in  die 
unendlich  ferne  Ebene,  so  thut  es  auch  der  Scheitel,  er  geht  über  in  den 
unendlich  fernen  Berührungspunkt  der  Fläche,  die  Scheitelebene  also  in  die 
unendlich  ferne  Ebene.  Der  Punkt  P^g,  entspricht  sich  mithin  sechsmal 
selbst.  Die  sechs  in  die  unendlich  ferne  Ebene  fallenden  Axen  durch  P^ 
sind  Axen  der  sechs  Pnnktepaare  des  Gewebes,  wir  erkennen  mithin,  dass 
der  Punkt  P«  nie  zu  dem  Scheitel  einer  Fläche  führt.  Wir  gewinnen  damit 
das  Resultat: 

Die  Scheitel  der  Paraboloide  des  Systems  gehören  einer 
Fläche  vierter  Ordnung  an« 

Jede  Tetraederebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung, welche  die  Scheitel  der  in  der  Tetraedereb^e  gelegenen  Parabeln  des 
Systems  enthält.     (Vergl.  Theil  I,  Jahrg.  XXXI.) 

37.  «  In  unserem  Paraboloidgewebe  giebt  es,  wie  in  jedem  Gewebe  des 
Systems,  drei  Flächenschaaren  durch  ein  windschiefes  Vierseit.  Ein  jedes 
derselben  besteht  aus  den  vier  Geraden,  welche  die  Mitten  und  die  unend- 
lich fernen  Punkte  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  miteinander  verbinden. 
Da  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Gegenkanten  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  liegt  (Baltzer,  Elemente  etc.,  II,  S.  202),  so  ent- 
halten die  Flächen  aller  drei  Büschelschaaren  den  Schwerpunkt,  gehen 
mithin  auch  dnrch  die  zu  ihm  associirten  sieben  Punkte. 

§10. 

38.  Ein  Hyperboloid  ist  ein  gleichseitiges,  wenn  jede  Normalebene  zu 
einer  seiner  Erzeugenden  eine  gleichseitige  Hyperbel  ausschneidet,  oder  wenn 
je  drei  derselben  Begelschaar  angehörende  Erzeugende  zueinander  senkrecht 
sind.  (Vergl.  H.Vogt,  Crelle's  Journal  Bd.  86  S.  301.)  Da  diese  De- 
finition aber  nur  für  das  geradlinige  Hyperboloid  gilt,  so  wollen  wir  sie 
anders  aussprechen. 

Zu  jeder  Geraden  eines  Hyperboloids  ist  eine  Kante  seines  Asymptoten- 
kegels parallel,  jede  senkrechte  Ebene  zu  einer  Erzeugenden  ist  mithin  nor- 
mal zu  einer  Kante  des  Asymptotenkegels  und  umgekehrt.  Also  können 
wir  sagen:  Ein  Hyperboloid  ist  ein  gleichseitiges,  wenn  jede  Normalebene 
zu  einer  Kante  des  Asymptotenkegels  aus  ihm  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ausschneidet,  oder  wenn  der  Asymptotenkegel  ein  gleichseitiger  ist.  Da  die 
unendlich  fernen  Punkte  dreier  zueinander  rechtwinkliger  Geraden  die  Eck- 
punkte eines  Polardreiecks  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  sind,  so  folgt 
hieraus:  Enthält  der  Asymptotenkegel  eines  Hyperboloids  drei  zueinander 
rechtwinklige  Geraden,  so  ist  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  des  Asym- 
ptotenkegels und  des  Hyperboloids  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  har- 
monisch umgeschrieben  und  enthält  folglich  die  Ecken  von  unendlich  vielen 
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Polardreiecken  desselben.  (Beye,  I.  Abth.,  S.  194.)  —  unser  Flficben- 
gebflsch  schneidet  in  die  unendlich  ferne  Ebene  ein  Eegelschnittgebttsch  ein; 
wir  fragen  nach  den  Kegelschnitten  des  Gebüsches,  welche  dem  unendlich 
fernen  Kugelkreise  harmonisch  umgeschrieben  sind.  Alle  Kegelschnitte, 
welche  einem  gegebenen  Kegelschnitte  harmonisch  umgeschrieben  sind ,  bilden 
ein  lineares  System  vierter  Stufe  (Reye,  I.  Abth.,  S.  196),  zwei  lineare 
Systeme  dritter  und  yierter  Stufe  haben  aber  ein  lineares  System  zweiter 
Stufe  gemeinsam.  Folglich  bilden  alle  Curven  unseres  Kegelschnittgebflsches, 
welche  dem  Kugelkreise  harmonisch  umgeschrieben  sind,  ein  Netz.  Jedes  Netz 
des  Gebfisches  rührt  aber  her  von  einem  Netze  unseres  Flftchengebüsohes. 
Alle  gleichseitigen  Hyperboloide  in  unserem  System  sind 
demnach  Flächen  eines  Netzes. 

39.  Die  sechs  Ebenenpaare  dieses  Netzes  sind  rechtwinklig,  denn  jedes 
rechtwinklige  Ebenenpaar  hat  die  Eigenschaft  eines  gleichseitigen  Hyper- 
boloids: sein  unendlich  femer  Schnitt  ist  dem  Kugelkreise  harmonisch  um- 
geschrieben. 

Die  sechs  rechtwinkligen  Ebenenpaare ,  welche  aus  den  Halbirungsebenen 
der  Flächenwinkel  des  Polartetraeders  bestehen  (da  sie  die  rechtwinkligen 
Paare  der  Ebeneninvolutionen  um  die  sechs  Tetraederkanten  bilden) ,  werden 
sich  also  in  den  acht  Grundpunkten  des  Netzes  gleichseitiger  Hyperboloide 
schneiden.  Da  jeder  dieser  Grundpunkte  auf  den  Halbirungsebenen  von 
sechs  Flftchenwinkeln  des  Tetraeders  liegt,  so  ist  er  Yon  den  vier  Tetraeder- 
ebenen gleich  weit  entfernt«    Daraus  folgt: 

Alle  gleichseitigen  Hyperboloide,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamenPolartetraeder  haben,  gehen  durch 
die'Mittelpunkte  der  acht  Kugeln,  welche  die  Ebenen  des  Te- 
traeders berühren. 

40.  In  dem  Yorliegenden  Netze  giebt  es  yier  Büschel  yon  gleichseitigen 
Kegeln  (§  4  Nr.  2)  und  drei  BflschelschaareU;  deren  Grundcurven  wind- 
schiefe Vierseite  sind.  In  jeder  Büsohelschaar  giebt  es  ein  gleichseitiges 
hyperbolisches  Paraboloid.  Ferner  finden  wir  (nach  Reye,  II.  Abth.,  S.  235 
und  Schroeter,  Oberfl.  2.  0.,  S.  695): 

In  jedem  Netze  unseres  Systems  ist  ein  Büschel  gleich- 
seitiger Hyperboloide  yorhanden,  und  in  jedem  Büschel  giebt 
es  ein,  in  jeder  Schaar  drei  gleichseitige  Hyperboloide. 

41.  Es  ezistirt  noch  eine  andere  Art  yon  Hyperboloiden,  welche  ebenso 
wie  das  gleichseitige  Hyperboloid  eine  gewisse  Analogie  mit  der  gleichsei' 
tigen  Hyperbel  zeigen.  Jedes  Hyperboloid  dieser  Gattung  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  sein  unendlich  ferner  Kegelschnitt  dem  unendlich  fernen  Kugel- 
kreise haimonisch  eingeschrieben  ist,  oder  sein  Asymptotenkegel  hat  je  drei 
zu  einander  normale  Tangentialebenen. 

Nun  ist  für  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  der  Ort  aller 
Punkte,   yon   welchen  drei  rechtwinklige  Tangentialebenen  ausgehen ,^ine       , 
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Engel,  die  Directorkugel  der  Fläche,  welche  mit  letzterer  concentrisch  ist, 
und  deren  Badins  znm  Quadrat  die  Summe  der  Halbaxenquadrate  der  Fläche 
hat  (Schroeter,  Oberfl.  2.  0.,  S.  534).  Es  ergiebt  sich  leicht,  daas  für 
eine  Fläche  der  genannten  besondem  Art  die  Directorkugel  auf  den  Mittel* 
punkt  zusammenschrumpft.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  aber  hat  die  ana- 
loge Eigenschaft,  dass  ihr  Directorkreis  sich  auf  den  Mittelpunkt  reducirt. 
In  unserem  System  giebt  es  doppelt  unendlich  viele  solcher  Flächen, 
und  der  Ort  ihrer  Mittelpunkte  ist  nicht  schwer  nachzuweisen.  Denn  die 
Directorkugel  jeder  Fläche  schneidet  die  dem  gemeinsamen  Polartetraeder 
umgeschriebene  Kugel  orthogonal  (Salmon-Fiedler»  Geom«  des  Raumes, 
L  Theil,  S.  254).  Eine  Kugel  vom  Badius  Null,  welche  eine  andere  ortho- 
gonal schneidet,  hat  aber  ihren  Mittelpunkt  auf  der  letzteren.  Folglich 
ist  der  gesuchte  Ort  die  dem  Polartetraeder  umgeschriebene 
Kugel.  Analog  hierzu  liegen  die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyper- 
beln mit  demselben  Polardreieck  auf  dem  Kreise  um  dieses  Dreieck« 

§11. 

42.  Eine  Fläche  zweiten  Grades  nennen  wir  eine  Rotationsfläche,  wenn 
sie  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  doppelt  berührt.  Sie  erfüllt  damit 
eine  zweifache  Bedingung;  es  giebt  demnach  in  unserem  System  einfach 
unendlich  viele  Rotationsflächen,  in  jedem  Netz  und  in  jedem  Gewebe  eine 
endliche  Anzahl.  Folglich  wird  unser  System  auch  eine  endliche  Anzahl 
von  Botationskegeln  und  Botationsparaboloiden  enthalten. 

Wenn  ein  Botationskegel ,  d.  h.  ein  gerader  Kreiskegel  von  zwei  Ebenen 
berührt  wird , .  so  steht  die  Ebene  der  beiden  Berührungskanten  senkrecht 
auf  der  Ebene,  welche  die  Axe  des  Kegels  mit  der  Schnittlinie  der  beiden 
Tangentialebenen  verbindet.  Nehmen  wir  also  an,  in  unserem  System  be- 
flnde  sich  ein  Botationskegel,  dessen  Scheitel  in  der  Ecke  Ä  des  Polar- 
tetraeders liege,  und  legen  wir  durch  eine  der  in  Ä  zusammenstossenden 
Tetraederkanten,  etwa  durch  ÄB^  die  beiden  Tangentialebenen  an  denselben, 
so  liegen  deren  Berührungskanten  in  der  Ebene  ACD.  Mithin  muss  die 
Axe  des  Botationskegels  in  der  aus  AB  auf  ACD  gefällten  Normalebene 
liegen,  aber  aus  denselben  Gründen  auch  in  den  aus  AC  und  AB  bezieh- 
lich  wii  ABB  und  ABC  senkrecht  gefällten  Ebenen.  Dass  nun  diese  drei 
Ebenen  sich  wirklich  in  einer  Geraden  schneiden,  folgt  aus  dem  Satze,  dass 
die  drei  durch  die  Kanten  eines  Dreikants  rechtwinklig  zu  den  gegenüber- 
liegenden Flächen  des  Dreikants  gelegten  Ebenen  in  einem  Strahl,  dem 
Höhenstrahl  des  Dreikants,  sich  schneiden  (Schroeter,  Oberfl.  2. 0.,  S.  80). 
Es  existirt  folglich  ein  und  nur  ein  Botationskegel  im  System,  der  die  Ecke 
A  zum  Scheitel  hat. 

Unser  System  enthält  demnach  vier  Botationskegel,  von 
denen  jeder  eine  Ecke  des  Polartetraeders  zum  Mittelpunkt 
hat.    Desgleichen  enthält  es  vier  Rotationskegelschnitte«  näm- 
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lieh  die  vier  Kreise  in  den  Tetraederebenen«    (Vergl.  I.  Theil,  §5 
Nr.  1.) 

43.  üntersachen  wir  jetzt  die  Botationsparaboloide.  Der  Schnitt  un- 
seres Systems  mit  der  nnendlich  fernen  Ebene  enthält  unendlich  viele  Oe- 
radenpaare,  welche  von  den  Paraboloiden  desselben  herrühren;  so  oft  ein 
solches  Geradenpaar  den  unendlich  fernen  Eugelkreis  doppelt  bertthrt,  lieg^ 
es  auf  einem  Botationsparaboloid.  Dreht  sich  nun  die  eine  Gerade  eines 
dieser  Geradenpaare  um  einen  Punkt,  so  umhüllt  die  andere  einen  Kegel- 
schnitt (Be je,  L  Abth.,  8. 202);  umhüllt  die  erste  einen  KegeL»chnitt,  etwa 
den  unendlich  fernen  Kugelkreis ,  so  beschreibt  die  zweite  eine  Cnrve  vierter 
Classe.  Letztere  hat  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  acht  Tangenten 
gemein,  und  diese  bilden  zu  je  zweien  vier  Geradenpaare,  welche  den 
Kngelkreis  doppelt  berühren;  denn  betrachten  wir  eine  der  acht  gemein- 
samen Tangenten,  so  muss,  weil  diese  Gerade  sowohl  die  Curve  vierter 
Classe,  als  auch  den  Kngelkreis  berührt,  die  zugehörige  Gerade  ebenfalls 
beide  Curven  berühren.  Da  dieses  Resultat  offenbar  für  jedes  (Gebüsch 
Gütigkeit  hat,  so  folgt: 

In  jedem  Flächengebüsch  giebt  es  vier  Botationspara- 
boloide* 

44.  Die  Mittelpunkte  aller  Rotationsflächen  liegen  auf  einer  Baumcurve, 
die  durch  die  Ecken  des  Polartetraeders  als  Mittelpunkte  der  Botationskegel 
geht  Da  die  unendlich  ferne  Ebene  vier  Punkte  derselben  enthält,  näm- 
lich die  Mittelpunkte  der  vier  Botationsparaboloide,  so  ist  die  Baumcurve 
Yon  der  vierten  Ordnung.  Das  lässt  sich  auch  anderweitig  beweisen.  Fragen 
wir  uns,  wieviel  Kegelschnitte  eines  Netzes  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
doppelt  berühren.  Das  Netz  constituirt  mit  dem  Kegelschnitte  —  er  möge 
K^  heissen  —  ein  Kegelschnittgebüsch;  ein  Kegelschnitt  des  Netzes,  wel- 
cher K^  doppelt  berührt,  liegt  mit  demselben  in  einem  zum  Gebüsch  ge- 
hörenden Büschel  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte.  Die  Verbindungs- 
linie der  beiden  gemeinsamen  Berührungspunkte  ist  demnach  eine  doppelte 
Gerade  des  Gebüsches.  Nun  enthält  das  Gebüsch  vier  doppelte  Geraden 
(Beje,  I.  Abth.,  S.  202),  K^  constituirt  mit  jeder  derselben  einen  Büschel 
sieh  doppelt  berührender  Kegelschnitte,  und  mit  jedem  dieser  vier  Büschel 
hat  das  gegebene  Netz  einen  Kegelschnitt  gemeinsam.  Demnach  giebt  es 
in  einem  Netze  vier  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  doppelt  berühren. 
Jedes  Flächennetz  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem  Kegelschnitt- 
netze, in  welchem  also  vier  Curven  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  doppelt 
berühren.     Daraus  folgt: 

In  jedem  Flächennetze  giebt  es. vier  Botationsflächen. 

Da  die  Mittelpunkte  der  Flächen  eines  Netzes  in  unserem  Gebüsche  auf 
einer  Fläche  F^  dritter  Ordnung  liegen,  für  welche  die  Tetraederecken 
Knotenpunkte  sind,  so  lässt  sich  aus  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit 
cler  Baumcurve,   welche  die  Mittelpunkte  der  Botationsflächen  enthält,  die  t 
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Ordnung  der  letzteren  erkennen.  Nun  schneidet  aber  diese  BanmcarTe  die 
Fläche  F^  ausser  in  den  Mittelpunkten  der  vier  Botationsflftchen  des  Netzes 
auch  noch  in  den  vier  Tetraederecken  je  zweimal,  hat  also  mit  ihr  zwOlf 
Punkte  gemein  und  die  Curve  der  Mittelpunkte  der  Rotations- 
fUchen  des  Gebüsches  ist  daher  eine  BaumcurTe  vierter  Ord~ 
nung. 

Weil  dieselbe  die  Mittelpunktsebene  eines  Flftchengewebes  in  vier  Punk- 
ten schneidet,  so  geht  daraus  hervor,  dass  auch  jedes  Gewebe  unseres 
Systems  vier  Botationsflftchen  enthält. 

§12. 
45.  Der  Inhalt  eines  Ellipsoids  mit  den  fialbaxen  a,  &,  c  ist  bekannt- 
lich ahc.n.  Bei  einem  imaginären  EUipsoid  und  bei  einem  Hyperboloid 
kann  von  einem  Inhalt  eigentlich  nicht  die  Bede  sein,  aber  wir  wollen  auch 
bei  diesen  Flächen  das  Product  ihrer  Halbaxen  multiplicirt  mit  tc  ihren  In- 
halt nennen.  Bei  einem  geradlinigen  Hyperboloid  ist  das  Product  der  Halb- 
axen imaginär,  ebenso  bei  einer  imaginären  Fläche,  dagegen  ist  es  reell  bei 
einem  zweimanteligen  Hyperboloid  und  bei  einem  reellen  EUipsoid.  Das 
Product  der  Halbaxenquadrate  ist  ferner  bei  den  beiden  ersten  Flächen 
negativ,  bei  den  letzteren  positiv.  Bezeichnen  wir  nun  mit  ^j,  ^,,^3,  H^ 
die  vier  Höhen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  und  mit  P^,  P^y  P3,  P^ 
die  aus  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  unseres  Systems  auf  die  vier  Tetra- 
ederebenen gefällten  Lothe,  femer  mit  v  das  Volumen  dee  Tetraeders,  so 
ist  das  Product  der  drei  Halbaxenquadrate  der  Fläche: 

^S7>a^2_  __Ili^?L_.p    p    p    p 
a  0  c  —  „  „    /'j./'g.rg./'^. 

(Vergl.  Schroeter,  Oberfl.  2.  Ordn.,  3.  539.)     Wir  sehen,  da  der  Factor 

TT    TT    TT    TT   co^^stant  Ist,  dass  das  Inhaltsquadrat  einer  Fläche  unseres 

Systems  proportional  ist  dem  Producte  der  vier  Lothe,  welche  man  aus 
ihrem  Mittelpunkte  auf  die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  fllllt. 
Demnach  werden  die  Mittelpunkte  aller  Flächen  unseres  Systems  mit  glei- 
chem Inhaltsquadrat  eine  solche  Lage  haben,  dass  das  Product  der  aus  ihnen 
gefällten  Lothe  constant  ist,  also  die  Beziehung  besteht:  P^.P^.P^.P^^==e, 
Denken  wir  uns  nun  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im 
Baume  durch  einen  Punkt  als  Anfangspunkt,  den  wir  der  Einfachheit  halber 
im  Innern  des  Polartetraeders  annehmen,  und  stellen  die  Gleichungen  der 
vier  Ebenen  des  Polartetraeders  in  der  Normalform  auf,  so  werden  deren 
linke  Seiten  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  eines  Punktes  bis  auf  das  Vor- 
zeichen gleich  den  Lothen  aus  diesem  Punkte  auf  die  Tetraederebenen.  Be- 
zeichnen also  Xy  y^  n  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  einer  zu  unserem 
System  gehörigen  Fläche,  P^,  P^,  P3,  P4,  die  aus  demselben  auf  die  Tetra- 
ederebenen gefönten  Lothe,   so  sind  /'i  =  0,   P^^Q^   ^s^t-Pi   ^4=7^  ^^^ 
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Gleichungen  der  Tier  Ebenen.  Die  Bedingnngsgleichung  für  die  Mittelpunkte 
aller  Flächen  mit  gleichem  Quadrat  des  Inhaltes  P^.P^.P^.P^^c  stellt 
mithin  den  Ort  dieser  Mittelpunkte  dar.  Wie  wir  sehen,  ist  derselbe  eine 
Fläche  vierter  Ordnung.  Denken  wir  uns  die  Gleichung  durch  g  homogen 
gemacht y  so  erkennen  wir,  dass  jede  der  Tetraederebenen  />^  =  0,  /\  =  0, 
P^  =  0,  ^4  =  0  die  Fläche  dort  schneidet,  wo  sie  auch  0^=sO  trifft.  Also: 
Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  unseres  Systems  mit  glei- 
chem Inhaltsquadrat  liegen  auf  einer  Fläche  M^  vierter  Ord- 
nung, welche  sich  den  vier  Tetraederebenen  asymptotisch  an- 
schmiegt, und  zwar  so,  dass  jede  Gerade  in  einer  Tetraeder- 
ebene die  Fläche  im  unendlichen  in  vier  zusammengefallenen 
Punkten  schneidet. 

46.  Das  Product  der  ans  einem  Punkte  Jf  auf  die  Tetraederebenen  ge- 
fällten Lothe  ist  positiv,  wenn  entweder  alle  vier  Lothe  negativ,  oder  zwei 
derselben  negativ  und  zwei  positiv  sind.  Das  Erstete  ist  der  Fall,  wenn 
M  innerhalb  des  Polartetraeders  liegt,  also  Mittelpunkt  eines  imaginären 
EUipsoids  ist  (§  6  Nr.  2),  das  Zweite,  wenn  M  zu  dem  Mittelpunkte  der 
einmantligen  Hyperboloide  gehOrt  Dagegen  wird  das  Product  der  Lothe 
negativ  sein,  wenn  entweder  eines  derselben  positiv  und  die  drei  anderen 
negativ,  oder  wenn  eines  negativ  und  die  drei  anderen  positiv  sind ,  wie  es 
der  Fall  ist,  wenn  M  sich  unter  den  Mittelpunkten  der  zweimantligen  Hyper- 
boloide oder  der  reellen  Ellipsoide  befindet.  Demnach  wird  die  Fläche  M^ 
die  Mittelpunkte  geradliniger  und  imaginärer  Flächen  enthalten,  wenn  e 
positiv  ist,  dagegen  die  Mittelpunkte  der  reellen  nicht  geradlinigen  Flächen, 
wenn  c  negativ  ist.  Auf  der  Fläche  M*  liegen  also  stets  die  Mittelpunkte 
verschiedenartiger  Flächen,  welche  nicht  gleichen  Inhalt,  aber  gleiches  In- 
haltsquadrat haben;  indessen  da  die  Mittelpunkte  verschiedenartiger  Flächen 
in  verschiedenen  Bäumen  des  Polartetraeders  liegen,  muss  M*  in  verschiedene 
Theile  zerfallen,  welche  höchstens  im  unendlichen  zusammenhängen,  so  dass 
jeder  Theil  die  Mittelpunkte  von  Flächen  gleichen  Inhalts  enthält. 

47.  Die  Mittelpunktsfläcbe  F^  eines  Flächennetzes  unseres  Systems 
schneidet  die  Fläche  M^  in  einer  Baumcurve  zwölfter  Ordnung.  Demnach 
giebt  es  in  einem  solchen  Netze  einfach  unendlich  viele  inhaltegleiche  Flä- 
chen, deren  Mittelpunkte  auf  einer  Baumcurve  zwölfter  Ordnung  liegen. 
Eine  beliebige  Ebene  trifft  M*  in  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung.  In 
einem  Flächengewebe  unseres  Systems  sind  mithin  einfach  unendlich  viele 
inhaltsgleiche  Flächen  vorhanden,  deren  Mittelpunkte  eine  ebene  Curve  vierter 
Ordnung  bilden.  In  einem  Flächenbüschel  aber  giebt  es  je  zwölf 
und  in  einer  Flächenschaar  je  vier  Flächen  von  gegebenem 
Inhalt,  da  die  Mittelpunktscurve  eines  Büschels  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung,  die  einer  Schaar  eine  Gerade  ist. 
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für  einen  von  galvanischen  Wechselströmen  durch- 

flossenen  Leiter. 

Von 

Dr.  Carl  Cränz. 


Hierzu  Taf.  IE  Fig.  1-8. 


Für  die  Messung  der  Spannung  bei  Wechselströmen  yerwendet  man  jetzt 
vielfach  die  Erwärmung  durch  den  Strom.  Zuerst  hat  Cardew  in  einem 
Messapparat  davon  Oebrauch  gemacht,  bei  dem  die  Ausdehnung  des  von  dem 
galvanischen  Strome  durchflossenen  Drahtes  gemessen  wird  (Cardew,  Prac- 
tica! electricity).  Ein  verbesserter  Apparat  wurde  von  Ayrton  und  Perry 
besprochen,  welche  die  Cardew'sche  Zahnräderübersetzung  in  eine  reibungs- 
lose Spiralfederübertragung  umwandeln  und  dadurch  den  ganzen  Apparat 
kürzer  und  leicht  tragbar  gestalten  („Lumidre  61ectrique'',  10*  ann6e,  tome 
XXVII,  Nr.  2:  Voltmitres  transportables  pour  la  mesure  des  diffi&rences 
de  potentiel  alternatives). 

Die  Verwendung  dieser  Apparate  legt  es  nahe,  auf  die  hierbei  in  Be- 
tracht kommenden  Gesetze  zwischen  Temperatur  oder  Ausdehnung  des  Drahts 
einerseits  und  der  Stromstärke,  dem  Durchmesser,  dem  Ausstrahlungsver- 
mOgen  etc.  andererseits  etwas  näher  einzugehen. 

Bei  Anwendung  constanter  Ströme  wird  meist  —  auf  Orund  gewisser 
Näherungsbetrachfcungen  —  die  Erwärmung  des  Drahts  proportional  dem 
Quadrat  der  Stromstärke  und  umgekehrt  proportional  dem  Ausstrahlungs- 
vermögen und  dem  Cubus  des  Drahtdurchmessers  genommen.  Es  fragt  sich, 
in  welcher  Weise  sich  dieses  Gesetz  bei  Anwendung  von  Wechselströmen 
modificirt,  wie  die  Temperatur  und  Länge  des  Drahts  mit  der  Zeit,  mit 
dem  Durchmesser,  der  Stromstärke,  dem  Ausstrahlungs >  und  Wärmeleitungs- 
vermögen u.  s.  w.  unter  Voraussetzung  von  Wechselströmen  sich  ändert.  Aus 
Anlass  einer  solchen  Berechnung  habe  ich  es  unternommen  ^  allgemeiner 
überhaupt  den  Gang  der  Temperatur-  und  Läugenänderungen  eines  Drahts 
zu  untersuchen,  welcher  von  einem  constanten  oder  Wechselstrom  durch- 
flössen ist;  femer  bei  Wechselströmen  ein  Maass  für  die  Gvösse  der  auf- 
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tretenden  Temperaturschwankungen,  sowie  die  Gesetze  aufzustellen,  welchen 
diese  Schwankungen  folgen.  Der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt  sich  mit 
der  erwähnten  Aufgabe.  Die  Resultate  sind  am  Schlüsse  zusammengefasst; 
auch  ist  eine  numerische  Berechnung  angefügt 


8^ 
Die  Temperatur,  innerhalb  desselben  Querschnitts  yariabel  angenommen. 

Es  sei  ein  homogener  Draht  von  überall  gleichem  kreisförmigem  Quer- 
schnitt vorausgesetzt;  der  Durchmesser  sei  2B^  die  Länge  X,  die  Dichte  e, 
die  specifische  Wärme  c,  das  innere  Wärmeleitungsvermögen  g,  das  äussere 
Wärmeleitungsvermögen  oder  der  Ausstrahlungscoefficient  ti ,  der  specifische 
elektrische  Widerstand  to^  und  u  die  Temperatur  an  beliebiger  Stelle  des 
Drahts  im  variablen  Abstand  r  von  der  Axe  zur  Zeit  t.  Die  Temperatur  u 
werde  von  der  der  Umgebung  an  gezählt,  die  Zeit  t  von  dem  Augenblick 
an  gerechnet,  wo  der  Strom  durch  den  Draht  geschickt  wird.  Die  Strom- 
stärke J  ist  bei  Constanten  Strömen  unabhängig  von  der  Zeit,  J^^a'^  bei 
Wechselströmen  wird  dieselbe,  was  ihre  Abhängigkeit  von  der  Zeit  allein 
betrifft,  meist  proportional  den  Ordinaten  einer  Sinusoide  angenommen, 
y=3&.5tn(oO* 

Anfstellnng  der  Differentialgleiehangen« 

Innerhalb  des  Drahts  wird  in  einem  beliebigen  Querschnitt  die  Tem- 
peratur u  von  Punkt  zu  Punkt  und  ebenso  mit  der  Zeit  eine  andere  sein, 
aber,  da  der  Draht  homogen  vorausgesetzt  ist,  zur  selben  Zeit  wenigstens 
constant  auf  der  Peripherie  eines  jeden  zum  Querschnittskreis  concentrischen 
Kreises.  Wir  gehen  darauf  aus,  das  Gesetz  aufzustellen,  demzufolge  die 
Temperatur  u  erstens  von  der  Entfernung  r  von  der  Axe  und  zweitens  von 
der  Zeit  t  abhängt  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  im  Drahtcylinder 
eine  unendlich  dünne  ooaxiale  Bohre  (Fig.  1);  die  Badien  dieser  Bohre  seien 
r  und  r  +  dr^  die  Temperatur  auf  der  inneren  Fläche  der  Bohre  u,  auf  der 
äusseren  u  +  du.' 

Welche  Wärmemenge  wird  in  einem  Zeitelement  di  infolge  der  Wärme - 
Strömung  und  des  galvanischen  Stroms  in  dieses  Massenelement  ein- 
treten? 

Den  bekannten  Annahmen  über  die  Wärmeleitung  zufolge  fliesst  durch 
die  innere  Böhrenwand,  welche  den  Flächeninhalt  2rn.L  besitzt,  in  der 

du 
Zeit  dt  die  Menge  Calorien:  q,2rnL.dt'^i  wobei  q  den  Coefficienten  der 

inneren  Wärmeleitung  vorstellt  Diese  Wärmemenge  geht  nach  der  Axe  zu, 
tritt  also  aus  dem  röhrenförmigen  Körperelement  aus  (da  die  Temperatur 
der  inneren  und  äusseren  Böhrenwand  bezüglich  u  und  u  +  du  sein  soll), 

du 
oder  umgekehrt  tritt  in  die  Bohre  ein  die  Menge:  —  q.2r7cL.dt'  — ' 
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Durch  die  äussere  BOhrenwandung,  Yom  FlBcheninhalt  2{r  +  dr)n.L, 

fliesst  in  der  Zeit  dt  die  Wärmemenge  g.2(r  +  dr)n.L.dt*\^-']        .    Und 

\cr/r-{-dr 

zwar  geht  diese,  weU  ebenfalls  der  Axe  zufliessend,  in  die  Bohre  hinein. 
Im  Ganzen  tritt  also  zunächst  durch  Wärme fluss  in  der  Zeit  dt  fol- 
gende Wärmemenge  in  die  Bohre  ein: 

+«•^'^•^'{-'+^'>•(fc'l..-'•(^r)J■ 

Ausserdem  entsteht  durch  den  galvanischen  Strom  in  dem  Eörper- 
element  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  eine  gewisse  Wärmemenge: 

Im  ganzen  Draht  wird  während  der  Zeit  dt  durch  den  galvanischen 
Strom  die  Menge  Calorien:  _ 

y.J^'^^dt 

hervorgerufen;  denn  diese  ist  gemäss  dem  Joule'schen  Gesetz  proportional 
dem  Quadrat  der  Stromstärke  J,  der  Zeit  dt  und  dem  Drahtwiderstand 
[L  Länge,  R^n  Querschnitt,  Wq  specifischer  Widerstand) ;  y  ist  der  Propor- 
tionalitätsfactor,  die  Wärmemenge,  welche  der  Strom  von  der  Intensität  1 
in  einem  Leiter  vom  Widerstand  1  in  der  Zeiteinheit  erzeugt.  Das  Volumen 
unserer  unendlich  dünnen  Bohre  ist  {(r  +  dr)*  — r*|  .tc.Z  oder  mit  Weg- 
lassung der  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung:  2rdrnL.  Auf 
dieses  Yolumelement  kommt  also  von  der  durch  den  galvanischen  Strom  im 
ganzen  Draht  erzeugten  Wärmemenge  der  Theil: 

y  .J^.WQ,2rnL  .dt  .dr 

Zusammen  wird  also,  während  des  Zeitelements  dt^  der  Bohre  die  Wärme- 
menge zugeführt: 


<^"'  •**  \dlrUar\Tr)r'^^'"d?-^  2\'d?-^-"  die  folgende  Wärme- 
menge: 

IN  I  o     j^  r  (        j     ^***  I      j     ^^  .  y -J^ 'W^.r .dr\ 


a{r, f +  <iO.  also  da  u(r,<  +  dO  =  «(r, 0  +  <i*-^^^^  + 


Dafttr  ist  noch  ein  zweiter  Ausdrnck  anfzastellen.  Die  Temperatur  u  ist 
eine  Function  des  Orts  und  der  Zeit.  War  dieselbe  fOr  ein  bestimmtes  r 
zn  bestimmter  Zeit  u{r,t),  so  ist  sie  an  derselben  Stelle,   zur  Zeit  t  +  d(, 

dt    -  ^*'-W~^'" 

SO  ist  die  Temperaturänderung  u{r^t  +  dt)  -—  u{ryt)  an  demselben  Ort  gleich 

du 

^T'dt,     Wenn  nun  s  die  Dichte  und  c  die  Wärmecapacität  des  Leiters  ist, 

80  sind,  um  das  Yolumelement  2rnL.dr  um  -rr^dt  Temperaturgrade  zu 
erhöhen,  ^^  ^ 
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2)  B.c.2rnL.dr'jl'dt 

Calorien  nothwendig. 

Setzt  man  beide  Ausdrücke  1)  und  2)  einander  gleich,  so  folgt: 

Hierin  ist  bei  Anwendung  von  constanten   Strömen  J=a,   bei  Wechsel- 

strömen  J=h.8inat,  Setzt  man  also  zur  Abkürzung  -^  =  Ä  und  \^  ^^  =  m, 
bezw.  ^n.sm^ai^  so  ist  i  * 

für  constanten  Strom: 

„,  ,   du     a«u  ,   1    au  , 

für  Wechselstrom: 

-v  ,   au      a*u  ,    1    au  ,         ... 

4)  i,.-^  —  +^.-  +  n,^^^t. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dient  dazu,  die  Tem- 
peratur u  als  Function  der  Zeit  und  des  Orts,  u=^f{t,r)^  zu  bestimmen. 
Dazu  kommen  zwei  Nebenbedingungen,  wovon  die  eine  sich  auf 
den  Anfangszustand,  die  andere  auf  die  Verhältnisse  an  der  Orenzfl&che  des 
Drahts  bezieht. 

a)  Anfangsbedingung. 
In  dem  Augenblick,  wo  der  elektrische  Strom  durch  den  Draht*  zu 
fliessen  beginnt  und  von  welchem  an  die  Zeit  t  gerechnet  werden  soll,  habe 
der  Leiter  noch  die  Temperatur  seiner  Umgebung;  oder,  da  wir  von  der 
Temperatur  der  Umgebung  an  diejenige  des  Körpers  zählen,  so  ist  an  be- 
liebiger Stelle  des  Leiters 

5)  für  ^  =  0:  u  =  0. 

h)  Grenzbedingung;  die  Oberfläche  des  Drahts  strahlt  Wärme  aus. 
Fassen  wir  speciell  ein  röhrenförmiges  Yolumelement  ins  Auge,  dessen 
Sossere  Mantelfläche  die  Grenzfläche  des  Drahts  selbst  ist  (Fig.  2).  Die 
Radien  dieser  unendlich  dünnen  Röhre  sind  22  und  B  —  dr,  Zufolge  Be- 
trachtungen, die  den  früheren  ganz  analog  sind,  erhält  man  für  die  Wärme- 
menge, welche  durch  die  innere  Röhrenwand,  vom  Flächeninhalt  2(/2  -dr)»  X» 
w&hrend  d^  in  das  Yolumelement  hereinfliesst,  den  Ausdruck: 

Durch  die  äussere  Röhrenwand  tritt  durch  Strahlung  während  dt  eine  Wärme- 
menge aus  dem  Element  aus,  welche  man  proportional  dem  Temperatur- 
unterschied u  —  0  des  Körpers  an  der  betreffenden  Stelle  und  der  Umgebung, 
fener  der  Oberfläche  2Bn,L^  der  Zeit  dt  und  einer  Constanten  97,  dem 
Ansstrahlongscoefficienten  oder  äusseren  Wärmeleitungsvermögen  annimnit,  j 
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also  die  Menge  +2BnL,dt.fi.Uf  oder  die  entgegengesetzte  Menge  tritt  in 
das  Element  ein. 

Drittens  wird  durch  den  galvanischen  Strom  in  dem  Volumelement  die 
Wärmemenge  hervorgerufen 

y.J*.iVo.2BnL.dr,dt 

Im  Ganzen  ist  somit  die  Erhöhung  der  Wärmemenge,  welche  das  Grenz- 
element des  Körpers  durch  die  Wärmeströmung  und  durch  den  galvanischen 
Strom  in  dem  Zeitelement  dt  ^rfllhrt,  vorgestellt  durch  den  Ausdruck: 

o/T>     ^  \    T  j^^"        OT>    T  j^      I  y-J^'^d'^L.drM 
'-q.2{R-^dr)nL.dt7i ri.2R7cL.dt.u+- —^ 

Und  diese  ist  andererseits  gleich  dem  Product  aus  Masse  s/2IinL»dr  and 

du 
Wärmecapacität  c  des  Elements  in  die  Temperaturzunahme  dt*  —  f  also 


dt 


=  c,e,2RnL.dr,dt^-^  • 


Setzt  man  beide  Ausdrücke  einander  gleich  und  geht  zur  Grenze  über,  lässt 
also  dr  und  dt  sich  der  Null  nähern,   so  bleibt  als  die  gesuchte  Grenz - 
bedingung 
für  r=Ä: 

6)  —  =  --L.w. 

^r q 

Integration  der  Differentialgleichung  (für  eonstante  Ströme). 

Diese  war 

du         d^u  ,  du 


'■•**ä?='-ä^+ä7+'"-''' 


du 


mit  den  Nebenbedingungen: 

a)  füi-  ^  =  0  ist  u  =  0;     b)  für  r=Ä  ist  ^=-^.t*. 

dr  q 

Nimmt  man  versuchsweise  an,  das  vollständige  Integral  von  u,  als  Func- 
tion von  r  und  t,  lasse  sich  in  der  Form  einer  nach  steigenden  Potenzen 
von  r  fortlaufenden  Reihe  darstellen: 

u=^A^+A,r  +  Ä^r^  +  Ä^r^  +  Ä,r'  +  .>., 

wo  die  Coefficienten  Jq,  A^,  A^^  ...  nur  von  t  abhängen,  so  findet  man, 
dass  die  sämmtlichen  Coefficienten  A^^  A^^  A^^  ...  sich  recurrent  bestim- 
men; nur  a^  bleibt  als  willkürliche  Function  von  t  unbestimmt;  wir  bezeich- 
nen sie  mit  q>{t)  und  erhalten 

w-qp^+r» j '*"^'    4.4^     ^       4.4». 6^  "^'" 

Wie  es  sein  muss,  ist  also  u  eine  gerade  Function  von  r,  /*(— r)=s/"(+r). 
Angenommen,  der  Radius  B  des  cylindrischen   Drahts  sei  ein  so  kleiner 
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Brnchtheil  der  Lftngeoeinbeit,   dass  ^,  Ifi,  ...  vernachlässigt  werden  ken- 
nen,  so  gilt  Letzteres  auch  für  r,   da  r^B,     Anntthemngsweise  ist  dann 


7)  u  =  <p(0  +  f>^'^2""- 


Die  willkürliche  Fanction  q>  bestimmen  wir  aus  der  Bedingung,  dass  an 
der  Oberfläche   des  Drahts  Wärme  ausgestrahlt  wird,  also  dass  ftlr  rcsJR 

5-  =  — —  t*  oder,  da  —  =2f      -. —  ist,  aus  der  Bedingung: 

vT  q  CT  4 

Letzteres  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
fp  und  ty  von  der  sogenannten  Eul  er 'sehen  Form 

wo   zur   Abkürzung   A  = ^-^ — — ^  i    J?  =  -j;  gesetzt  wurde.     Deren 

*,«(i+if) 

Litegral 

g>  =  j  +  0.e-^S 

wo  C  eine  sogleich  zu  bestimmende  Integrationsconstante  ist,  zeigt,  dass  g> 

TD 

sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr  dem  Grenzwerthe  -7-  nähert 

A 

Verwenden  wir  den  gefundenen  Werth   von   (p  und  den  zugehörigen 
von  (p   in  7),  so  wird 

Hier  ist  Alles  bestimmt  ausser  der  willkürlichen  Constanten  0.  Diese  ergiebt 
sich  aus  der  obenerwähnten  Voraussetzung,  dass  im  Anfang,  in  dem  Augen- 
blick, wo  der  galvanische  Strom  durch  den  Leiter  zu  fliessen  beginnt,  letz- 
terer in  allen  Theilen  die  Temperatur  der  Umgebung  besitze,  also  aus  der 
Bedingung,  dass  t«  =  0  ist,  wenn  t  =  0.     Es  wird  so 

„=i_^„^.(._'^), 

also 
oder 

Durch   diese  Gleichung  ist  die  Temperatur  u  fflr  jede  beliebige 
Zeit  t  in   beliebiger  Entfernung  r  von  der  Aze  des  cylindrischen 

Drahts  gegeben.  Por^olr^ 

z<itMb>m  t  iuth«>>.tik  ..  phnu  xmv, ».  '^^^'^^  ^"z  ^*J*-'^l*- 
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Wenn  der  Temperaturzustand  ein  stationärer  geworden  ist,  also  die 
Temperatur  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Drahts  sich  nicht  mehr  mit  der 
Zeit  ändert  —  was  in  Wirklichkeit  nach  wenigen  Minuten ,  theoretisch  ftir 
^sQc  eintritt  — ,  so  ist  die  Temperatur  u  an  beliebiger  Stelle  r: 

Speciell  an  der  Oberfläche  des  Drahts,  für  r=A,  ist  dieselbe 
Ib) 


also  nur  abhängig  von  der  Stromstärke  J,  dem  specifischen  Widerstand  to^, 
dem  Durchmesser  2  R  und  dem  äusseren  WärmeleitungsvermOgen  i} ,  dagegen 
unabhängig  von  Dichte  £,  Wärmecapacität  c  und  innerem  Wärmeleitungs- 
vermögen q.  Diese  specielle  Formel  Ib),  welche  auch  durch  physikalische 
XJeberlegungen  leicht  abgeleitet  werden  kann,  wird  in  der  Praxis  bis  jetzt 
meist  benützt  (vergl.  auch  Wiede  mann,  Elektricitätslehre,  Bd.  II;  Zech, 
Elektrotechnisches  Formelbuch,  Anhang). 

In   der  Axe    des  cjlindrischen  Drahts  (für  r  =  0)  ist  die  Temperatur: 


ic)  ^=k?-;v2^+TJ' 


und  die  Differenz  D  der  Temperaturen  im  Innern  und  an   der 
Oberfläche  des  Drahts  ergiebt  sich  zu: 


Id)  D  = 


y^^^fi 


Fttr  Wechselströme: 

Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Intensität  J  eine  Function 
der  Zeit  i^  und  wie  erwähnt,  wird  dafür  allgemein  eine  einfache  Sinus- 
function  angenommen:  .      ,     .    ^    v 

&  ist  also  bei  dem  periodischen  Gange  von  J  die  höchste  Stromordinate, 
während  o  durch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Secunde  bestimmt  ist. 
Die  partielle  Differentialgleichung  4)  war  in  diesem  Falle 

wo  Ä  =  —  und  « =  ^ — ^j-^  ist.     Die  Nebenbedingungen  sind  dieselben  wie 

oben.    Wendet  man  auch  in  diesem  Falle  die  Methode  der  Beihenentwicke- 
lung  an,  so  werden  die  Coefficienten  A^^  A^^  A^  ^\jii.  die  folgenden; 
^1  =  0,    ^3  =  0,     ilß  =  0, 


-^= 7 »     -4^  =  * 


4.4« 

A       IS  Ä.g>"'U)-2«.a«.(»s2o<     ^ 
-46==Ä 4  48^62 e*<5., 
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and  unter  den  gleichen  Voraussetzongen  über  die  Grösse  von  r,  wie  oben» 
erfaftlt  man  so:  ,..      ^  ^^^„f 

8)  u=.g>(0  +  r^-^'^^^^^/'''^"^ 

Die   Eni  er 'sehe   Differentialgleichnng    znr   Bestimmung   der   willkürlichen 
Function  <p{t)  lautet  in  unserem  Falle  Ton  Wechselströmen: 


^'  ''»(•+if) 


2-11 
Wenn  man  zur  Abkürzung — ^r-  =  Ä  setzt,  so  wird  das  In- 


*.ä(i+?^^ 


'2gJ 
tegral  dieser  Differentisigleiehnng  fOr  tp,  mit  Ci  als  willkfirlicher  Constante, 


n 
'2% 


-       co8  2(tt  +  -Y  8in2at\ 


Diesen  so  erhaltenen  Ausdruck  für  q>  und  tp'  hat  man  in  8)  einzuführen 
und  dann  die  Constante  C^  aus  der  Anfangsbedingung  zu  berechnen;  es 
wird  so                          y                          2a  \ 

/  ,       €a82at+-rsin2€tt\ 
_  n(   1       \Ä I      ^      ^ 


4 


2  a*  ^ 

— T-C052a<  —  a5in2a^        1  « 


Die  Bedingung,  dass  fttr  t  =  0  u  =  0  sein  soll,  giebt  nach  wenigen  Be- 
duotionen  2na* 

nnd  damit  wird  in  unserem  Falle  eines  Wechselstroms  die  schliessliche 
Gleichung,  welche  die  Temperatur  u  zu  jeder  Zeit  t  in  jeder  £nt- 
fernnng  r  von  der  Axe  erkennen  iSsst: 

wobei  ^  = T-^ — =r->  Ä  =  —  ist.    Speciell  die  Temperatur  an  der 


'«»O+Ü)     ' 


2qJ 
Oberflfiohe  des  Leiters  ist  (fQr  r  =  R): 


«. 


rft*-«'o     I    1  o    *     Ä  +  IPka*  .    „    ^         «gÄJfc 


IIa)  — sm*tt<-j e--**      '^ 


4  2^*t.ä»  +  4a') 
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Ebenso  erhält  man  aus  II)  die  Innentemperatur  (ftlr  r  =  0).  Der 
Unterschied  D  der  Innentemperatur  gegenüber  der  Ober- 
flächentemperatur ist  natürlich  ebenfialls  eine  Function  der  Zeit  t\  wenn 
die  Temperatur  Verhältnisse  stationär  geworden  sind  (g-^'  =  0),  so  ist  dieser 
Unterschied : 

Wenn  die  Gleichung  D  =  0  reelle  Wurzeln  hat,  so  wird  periodisch 
dieser  Unterschied  negativ,  also  die  Temperatur  an  der  Oberfläche 
grösser  als  diejenige  im  Innern  des  Drahts.  Für  das  unten  durch- 
gerechnete numerische  Beispiel  findet  dies  in  der  That  statt  (s.  §  3). 

Der  Ausdruck  IIa)  für  die  Temperatur  an  der  Oberfläche,  den  wir  mit 
abkürzender  Bezeichnung  der  constanten  Coefficienten  kurz  in  der  Form 
schreiben  können: 

u  =  d'-e,cos2at  —f.sin2at''g,sin^at  —  h,er'^^j 

zeigt,  dass  die  Temperatur  anfangs  einen  unrein  periodischen 
Verlauf  besitzt  und  sich  mit  wa'chsender  Zeit  immer  mehr 
einem  Zustande  mit   rein  periodischen  Schwankungen  nähert. 

Wenn  der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist  —  theoretisch  für  ^  =  oo, 
e""^'  =  0  — ,  besitzt  die  Temperatur  einen  mittleren  Werth  u  =  (2,  und  um 
diesen  mittleren  Werth  wird  —  abwechselnd  kleiner  und  grösser  werdend  — 
die  Temperatur  schwanken.  In  Fig.  3  ist  dementsprechend  der  Gang  der  Tem- 
peratur u  als  Function  der  Zeit  t  graphisch  dargestellt,  ohne  dass  übrigens 
die  Zeichnung  einen  Maassstab  für  die  Grösse  der  Schwankungen  geben  soll. 

Die  Schwankungen  8  sind  dargestellt  durch 

8  =  e  .cos2  at  +  f.sin2  at  +  g  .sin^  at 
Die  Discussion  dieser  Function  liefert  den  in  Fig.  4  graphisch  dargestellten 
Verlauf  von  8.     So  oft  a^  um  tc  gewachsen  ist,  erhält  8  wieder  denselben 

n 
Werth;   die  Dauer  der  Schwankungen  ist  also  —  >  somit  die  Hälfte 

a 

von  denjenigen   der  Intensität  J=  &.5»no^  des  Wechselstroms; 

denn  diese  letztere  Intensität  ist,  auch  dem  Zeichen  nach,  wieder  dieselbe, 

2n 
80  oft  ^  um    —  zunimmt.     Das  Maximum   von  8  nach  der  einen  oder  an- 
a 

2f 
dem  Seite  wird  erreicht,  so  oft  tg2at  =  ^ — —  wird. 

jie  —  g 

Der  mittlere  Werth  itf,  den  die  Temperatur,  abgesehen  von 

diesen  Schwankungen,  besitzt,  wird,  wenn  man  die  Werthe  von  ^ 

und  k  einsetzt:  ,.  ^  ^ 

y.b>.u>„    J_ 

oder 
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Man  sieht  also  —  was  die  eingangs  aufgestellte  Frage  anlangt  — ,  dass 
bei  Anwendung  von  Wechselströmen  die  Abhängigkeit  dieses  mittleren  Tem- 
peraturwerthes  von  der  Stromintensitftt  die  analoge  ist,  wie  bei  constanten 
Strömen,  dass  aber  die  Temperatur  mit  dem  Drahtdurchmesser 
nach  einem  andern  Gesetz  sich  ändert. 

Was  endlich  die  Ausdehnung  A  des  Drahts  betrifft,  so  kann  die- 
selbe, falls  der  unterschied  der  Temperatur  des  Drahts  in  der  Axe  und  an 
der  Oberfläche  Yernachlässigt  werden  darf  und  falls  die  Temperatur  u  keine 
hohe  ist,  proportional  der  Temperatur  u  zu  beliebiger  Zeit  gesetzt  werden. 
Denn  in  jedem  kleinsten  Augenblick  findet  eine  ganz  bestimmte  Beziehung 
zwischen  Temperatur  und  Länge  des  Drahts  statt,  und  man  misst  ja  eben 
die  Temperatur,  auch  die  mit  der  Zeit  variable,  durch  die  Ausdehnung  von 
Körpern,  wie  z.  B.  von  Quecksilber,  Weingeist  oder  von  Metallstreifen. 

In  dem  späteren  Beispiele  wird  sich  der  Temperaturunterschied  D  innen 
und  aussen  zu  0,0007  bis  0,0002®  C.  ergeben,  darf  also  vernachlässigt 
werden. 

Falls  jedoch  dieser  Temperaturunterschied  ein  merklicher  ist,  kann  die 
Ausdehnung  nicht  ohne  Weiteres  der  Temperatur  proportional  genommen, 
sondern  mttsste  dann  theoretisch  daraus  berechnet  werden,  dass  jeder  zum 
Drahteylinder  coaxiale,  aus  dem  Körper  ausgeschnittene  Cylinder  sich  anders 
auszudehnen  strebt,  weil  jeder  eine  andere  Temperatur  besitzt;  indem  man 
so  den  Draht  als  ans  unendlich  vielen  ineinander  geschobenen  Röhren  be- 
stehend ansieht,  welche  miteinander  fest  verbunden  sind,  mttsste  sich  die 
Ausdehnung  des  Drahts  als  ein  gewisser  Mittelwerth  ergeben.  Ein  Versuch, 
diese  Betrachtung  in  analytische  Berechnung  umzusetzen,  führte  auf  so  com- 
plicirte  Ausdrücke,  dass  die  Praxis  keinenfalls  daraus  Nutzen  ziehen  könnte. 

§2. 

Die  Temperatur  innerhalb  desselben  Querschnitts  als  constant 

vorausgesetzt 

Die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  vereinfacht  sich  erheblich 
in  denjenigen  Fällen ,  wo  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  zu  einer  und  der- 
selben Zeit  alle  Punkte  des  gleichen  Querschnitts  auch  die  gleiche  Temperatur 
besitzen.  Dies  ist  m  praxi  nahezu  der  Fall  bei  sehr  dünnen  Drähten,  und 
wir  könnten  auch  leicht  aus  den  vorhergehenden  Formeln  I)  und  II)  die 
hierher  gehörigen  durch  passende  Annahme  über  die  Grösse  von  R  ableiten. 
Es  ist  jedoch  von  Interesse,  die  betreffenden  Gesetze  selbständig  abzuleiten. 

Zu  einer  bestimmten  Zeit  i  sei  die  Temperatur  des  Drahts  u.  Die 
Oberfläche  des  Drahts  strahlt  Wärme  aus.  In  dem  Zeitelement  äi  tritt 
durch  Strahlung  aus  dem  Draht  eine  Wärmemenge  aus,  welche  propor- 
tional der  Oberfläche   2Rn.L,   der  Temperaturdifferenz  u  — 0  von  Draht 

und  Umgebung,   der   Zeit  dt   und   dem   als   constaut   angenommenen  ^l^r^rrTp 

-  igi  ize     y  ^ 
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strahlungsvermögen  rj  ist,  also  ti.2rnL,u,dt'j  oder  anch,  es  geht  die 
entgegengesetzte  W&rmemenge  —2riRnLudt  in  den  Körper  herein.  Fer- 
ner  werden  in  der  Zeit  dt  durch  gaWanische   Erwärmung  im  Draht 


L.y.J^.tÜQ 


dt  Calorien  erzeugt 

warm 

2.ti,B.n.L.u.dt 


Zusammen  wird  somit  die  W&rmemenge  des  Drahts  in  dem  Zeitelement 
dt  um  die  Grösse     x.y.J'.n^p.d^ 


vermehrt.     Dies  ist  andererseits  gleich  dem  Product  aus  Wftrmecapacitftt  c 
und  Masse  s.R^.n.L  des  Drahts  in  die  Temperaturerhöhung  (J^'-rr»  also 

=^c.€.R^n.L.dt'-^^  • 

Ol 

Das  Gleichsetzen  beider  Ausdrücke  ergiebt  für  constante  Ströme,  wo 
die  Intensitftt  J  =  a  ist,  folgende  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der 
Temperatur  u  in  beliebiger  Zeit  t: 

^^  dt^ceR  "*"  R^.nKc.E 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  und  Bestimmung  der  willkürlichen  In- 
tegrationsconstante  aus  der  Anfangsbedingung  {ut=o  =  0)  erhält  man 

für  constante  Ströme: 

2w 
yfo  B  = ^r  ist      Diese  Temperatur  nähert  sich  asymptotisch  dem  Werthe 

€.C.R 

TTT  \  y-ar-Wo 


(die  bekannte  Formel,  die  wir  auch  oben  durch  Specialisirung  erhielten  für 
die  Temperatur  an  der  Oberfläche  eines  Drahts,  der  im  ganzen  Quer- 
schnitt nicht  dieselbe  Temperatur  haben  sollte^. 

Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Differentialgleichung 

dt      CB.R  R^.n\c.E 

deren  vollständiges  Integral  ist,   nachdem  die  willkürliche  Integrationscon- 
staute  wiederum  daraus  bestimmt  ist,  dass  der  Leiter  anfangs  die  Tempe- 
ratur 0  der  Umgebung  haben  soll,  die  folgende  Gleichung  zwischen  u  und  t: 
für  Wechselströme: 


^^^  «="Ä^-{2li-'^2*''-2TJT4^-'*'^"' 


Ä{Ä'  +  4a'') 


2  '       '2ÄHA*  +  4a*)]' 

\io  Ä  =  — — —  ist. 
li.c.t 
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Die  graphische  Darstellung  dieser  Function  u  Ton  t  zeigt  einen  ähn- 
lichen Verlauf  wie  oben  in  Fig.  3.  Wenn  der  Temperaturzustand  sta- 
tionär geworden  ist,  schwankt  die  Temperatur  —  und  dementsprechend 
die  Ausdehnung  —  des  Drahts  um  den  festen  Werth: 

^Va)  :£ — s— ^•iTT«   oder  % — 5-^5 — 5- 

und  die  Schwankungen  8  sind  dabei  angegeben  durch: 

Diese  Function  d.C082at  +  e,8in2at  der  Temperaturschwankungen  ergiebt 
als  Corve  aufgezeichnet  (Fig.  5)  eine  Maximal  -  oder  Minimalordinate ,  so  oft 

„  a.R.c.B 

geworden  ist;  für  diejenigen  Verhältnisse,  welche  in  der  Praxis  meistens  in 
Betracht  kommen,  tritt  dies  sehr  nahe  dann  ein,  wenn  2at  ein  Vielfaches  von 

-n-  geworden  ist.     Daraus  folgt,  dass  die  grösste  und  kleinste  Ordi- 
nate der  Schwankungen  dargestellt  ist  durch  den  Ausdruck: 


IVc) 


2.iy.Ä».7c*  .i«  +  4a« 


2w 
Hier  zeigt  der  Werth  von  Ä=^— —  1  dass  Ä^  um  so  mehr  gegen  4o*  vernach- 

lässigt  werden  kann,  je  grösser  R,  je  dicker  also  der  Draht  ist.     In  dem 

unten  durchgerechneten  numerischen  Beispiele,  bei  einem  Draht  von  1  mm 

Durchmesser,  kommt  ii'  gegen  4 a^  nicht  mehr  in  Betracht,  und  dann  folgt 

y  •  6^.  Wn 
die  Grösse  q     *    i    »      der  Temperaturschwankungen  einem  ähnlichen  Ge- 
ö.iy.n  .»'.« 

setz,  wie  die  Temperatur  des  Drahts  bei  constanten  Strömen,  unter  Vor- 
aussetzung gleicher  Temperatur  innerhalb  desselben  Querschnitts. 

Der  in  IVa)  angegebene  feste  Mittelwerth  der  Temperatur,  um  den  die 

Schwankungen  erfolgen,   -7^ — i~Dr~T*  weist,   was  die  Abhängigkeit  vom 

Radius  R  betrifiPt,  ein  anderes  Gesetz  auf,  als  die  Temperatur  bei  constan- 

y  .J^,  IT« 

ten  Strömen,  für  welche  wir  den  Ausdruck       ..  ^^  "    fanden. 

ri.2R\n* 

Wenn  also  durch  einen  Draht  vom  Radius  7? ,  der  Dichte  £,  der  Wärme- 

capacität  e  und  dem  Ausstrahlungsvermögen  17  einmal  ein  Wechselstrom  von 

der  maximalen  Stromordinate  h  und  andererseits  ein  constanter  Strom  von 

der  Intensität  J  fliesst,  so  ist  die  Erwärmung  (und  Ausdehnung)  beim 

Wechselstrom  grösser  als  bei  constantem  Strom  im  Verhältniss 
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Die  Ausdehnung  des  Drahts  ist  bei  mittleren  Temperaturen  proportinal 
der  Temperatur  in  jedem  Augenblick,  also  hat  man,  um  die  Ausdehnung 
zu  erhalten,  nur  die  Formeln  IV}  bis  lYc)  mit  dem  Ausdehnungscoefficien- 
ten  zu  multipliciren ,  um  die  betreffenden  Grössen  für  die  Ausdehnung  des 
Drahts  und  die  Grösse  der  Ausdehnungsschwankungen  etc.  zu  erhalten ;  bei 
höheren  Temperaturen  u  folgt  die  Ausdehnung  A  aus  A  =  ctiU+  a^u\  wo 
die  Zahlen werthe  von  a^  und  a,  schon  oben  angegeben  sind. 

§3. 
Hnmerisohe  Bereohnnng  ftr  Wechselströme. 

Es  ist  Yon  Interesse,  auf  ein  praktisches  Beispiel  die  Formeln  anzu- 
wenden, also  die  Erwärmung  u  und  Ausdehnung  A  bei  constantem  und 
bei  Wechselstrom  zu  vergleichen,  ferner  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  u 
und  A  mit  der  Zeit  t  ändern,  durch  Zahlen  auszudrücken  und  endlich  die 
Grösse  der  bei  Wechselströmen  auftretenden  Schwankungen  von  Temperatur 
und  Länge  des  Drahts  kennen  zu  lernen,  um  entscheiden  zu  können,  ob 
die  periodischen  Ausdehnungsänderungen  unter  umständen  wahrgenommen 
werden  und  ob  sie  für  die  Praxis  in  Betracht  kommen  könnten. 

Als  Beispiel  wurde  ein  Eupferdraht  von  1  mm  Durchmesser 
und  657  cm  Länge  gewählt,  durch  welchen  der  Strom  einer 
Siemens'schen  Wechselstrommaschine  (730  Touren  pro  Minute 
und  8  Spulen)  mit  der  mittleren  Stromintensität  6,4  Amp. 
fliesst.  Welches  ist  die  Temperatur  u  an  der  Oberfläche  und  die  Aus- 
dehnung A  des  Drahts  zu  beliebiger  Zeit  t\  welches  ist  das  Yerhältniss  von 
Temperatur  und  Ausdehnung  zu  derjenigen  bei  constantem  Strom,  und 
welches  ist  die  Grösse  der  Schwankungen  von  Temperatur  und  Länge 
des  Eupferdrahts? 

Die  Einheiten  seien  cm.,  gr.,  sec,  Amp.,  Volt.,  Cels.  Die  Tempe- 
ratur u  an  der  Oberfläche  war  folgende  Function  zur  Zeit  t: 

g.h.R^.n^  \2A^  2Ä(A^  +  4a^)  2ri{A^  +  Aa^) 

wo  Ä  =  -^>  u4= -z ;r-  :  uud  wenn  der  cylindrische  Leiter  so  dünn 

ist,  dass  die  Temperatur  im  ganzen  Querschnitt  als  constant  angesehen 
werden  kann: 

B^.n^.s.C   \2Aj*  2(^,*  +  4a*)  -44(^4,^  + 4a*) 

_  4a»  I 

2n    .^  '    •24,«W  +  4««)r 
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1.  Die  Constante  y  im  Joule 'sehen  Gesetz  oder  die  Wärmemenge, 
welche  im  Draht  Yom  Widerstand  1  Ohm,  hei  lutensit&t  1  Ampere,  in 
1  Secande  durch  den  galvanischen  Strom  entwickelt  wird,  ist  0,24014. 
(Kohlrausch,  Praktische  Physik.) 

2.  Specifisches  Gewicht  des  Kupfers  8,9,  specifische  Wärme  c  =  0,0952, 
specfischer  elektrischer  Widerstand  (fttr  Centimeter  u,  0")  1^0  =  0,0160.10"*. 

3.  Das  innere  Wärmeleitungsvermögen  g,  oder  die  durch  die  Flächen- 
einheit hei  dem  Abstände  Eins  in  der  Zeiteinheit  fliessende  Wärmemenge, 
ist  für  sec,  cm.,  Gels.:  g=  ^^^'^^  (nach  Wiedemann). 

4.  Das  äussere  Wärmeleitungsvermögen  oder  der  Ausstrahlungscoeffi- 
cient  17  des  Kupfers  scheint  nicht  in  absoluter,  sondern  nur  in  relativer 
Weise  bestimmt  zu  sein  (Mousson,  Physik,  Bd.  II).  Es  wurde  daher  nach 
dem  Vorschlag  von  Herrn  Professor  Dr.  Dietrich  folgender  indirecte  Weg 
eingeschlagen. 

Nach  der  oben  abgeleiteten  und  auch  sonst  bekannten  Formel  fUr  die 
Temperatur  u  bei  einem  constanten  Strom  von  der  Intensität  J  ist 

Beobachtet  man  also  J  und  u  oder  beobachtet  man  wenigstens  die  Aus- 
dehnung A  bei  constantem  Strom  und  berechnet  dazu  die  Temperatur  u, 
80  sind  sämmtliche  Grössen  auf  der  rechten  Seite  und  damit  der  Auss.trah- 
langscoefflcient  77  gegeben.  Diesbezügliche ,  im  elektrotechnischen  Labora- 
torium des  Polytechnikums  in  Stuttgart  ausgeftLhrte  Versuche  ergaben  für 
einen  Strom  von  10,  23,  35  Ampere  Stromstärke  eine  Ausdehnung  des 
Drahts  von  bezw.  2,57;  13,23;  30,02  mm.  Aus  dieser  Ausdehnung  A  wurde 
die  Temi>eratur  u  berechnet  mittels 

wo  Ol  =  10-*. 0,14686,  a,  =  10-8.0,8.  Es  fand  sich  in  den  drei  Fällen 
bezw.  folgende  Temperatur  u  des  Drahts  (von  der  der  Umgebung  als  Null 
an  gerechnet):  23,95,  123,34,  279,80 <»  Geis.;  und  endlich  hieraus  der  Aus- 
strahlungscoefficient  17,  bezw. 

iy  =  0,0006504,    0,0006681,    0,0006821. 

5.  Die  Constanten  h  und  c 

Die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  /  des  Wechselstroms  von  der  Zeit  t 
wird  in  der  Form  vorausgesetzt:  J=h,8in{at).  Hier  ist  also  h  die  maxi- 
male Stromordinate,  welche  sich  aus  der  mittleren  constanten  Strominten- 
sität von  6,4  Amp.  leicht  berechnen  lassen  wird.     Denn  es  ist  (Fig.  7): 

a 

-.6,4= /6.«ii(«0 •<«<  =  —  •  also  6=.6,4--J=10Anip, 
a  «/  CK  £ 
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Ferner  wird  die  Stromstärke  J=h.8tn(at)  Null,  wenn  at^^n  oder  <=  — 

c 

geworden  ist.     Da  die  Tourenzahl  730  in  der  Minute,  die  Spnlenzahl  8  ge* 

730  8 
geben  ist,  so  geschieht  dieses  Nullwerden  in  der  Secunde      ^*    «mal  oder 

es  ist  7Qn  Q 

« ——^öööfi. 

Jetzt  sind  sämmtliche  in  der  Bechnung  Torkommende  Grössen  bestimmt: 

l>  =  10,    y  =  0,24014,     e  =  -j^,    c  =  0,0952,    Wo^ 0,016. 10-*, 

7?  =  0,00065,    g=  119,699. 360-S    Ä  =  0,05,    i  =  657,    «  =  305,8, 

woraus  o 

il  =  -5^  =  0,301. 
B.c.e 

Die  Temperatur   u  des  ^Drahts  bei  Anwendung  von  Wechselströmen, 

ausgedrückt  als  Function  der  Zeit  t  oder 

a 


y.hKwQ  (  l  ^  ^  1  .  q    . 

Ir.7t\c.B  [2ä*  2(il*+4a*) 


2{Ä*+4:a*)  Ä{Ä^  +  Aa^) 


.....         4«' 


^]' 


24«(^«  +  4a«; 

wird  daher,  mit  Zahlencoeffioienten ,  im  vorliegenden  Falle  (für  ^s=oc>): 
V)      ti=:  39,7  -  cQg(2.305,8. 0.0,94. 10-^- gm(2. 305,8. 0.0,01957 
und  damit  die  Ausdehnung  ji  des  Drahts  zu  irgend  einer  Zeit  t: 
Va)  ^  =  0,448- cQg(2. 305,8.0. 0,106. 10-«-gtn(2. 305,8 j). 0,0002209. 

Der  mittlere  Werth  der  Ausdehnung,  um  welchen  periodisch  die  Schwan- 
kungen erfolgen,  ist  somit  0,448  cm.  Die  Schwankungen  8  der  Ausdehnung  A 
smd  dabei  dargestellt  durch 

Ä  =  0,106.10-«,cM(611.0  +  0,0()02209.Äm(611.0. 
Die  Schwankung  erreicht  ihren  numerisch  grössten  Werth,  wenn 

^(611.0=  -- — -— -'  oder  sehr  nahe,  wenn  6ll,t  =  -^  ist 

Daraus  folgt,   dass  sehr  nahe  der  Coefficient  0,0002209  zugleich  den 
Maximalwerth  der  Schwankungen  angiebt.     Das  Glied  mit  er^^  oder  das 

^^^^^  TTTq — Ti  ^^^  ^^  Ausdehnung,  macht  schon  nach  22  sec.  nicht  mehr 

U,lo  ,6 

0,01  mm  aus.  Also:  Die  Ausdehnung  des  Drahts,  welcher  fflr  das 
Beispiel  angenommen  wurde,  nähert  sich  dem  Werthe  4,48  mm 
unter  kleinen  regelmässigen  Schwankungen,  deren  Maximal- 
werth gegenüber  dem  Mittelwerth  4,48  der  Ausdehnung  nur 
0,0022  mm  beträgt  Die  zugehörige  Mazimalsch wankung  der  Temperatur 
ist  0,019 '^  Cels.  Es  ist  also  nicht  anzunehmen,  dass  diese  Schwankungen 
fUr  die  Praxis  irgendwie  in  Betracht  kommen. 
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Gegenüber  der  Verwendang  von  constantem  Strome  /  ist  die  Tempe- 
rator,  und  dementsprechend  nahe  auch  die  Ansdehnnng,  bei  Wechselstrom 

2 
mit  maximaler  Stromstärke  h^  also  mittlerer  Stromstärke  —  •&,  grösser  im 

Verhältniss:  .,  o  »«    «  »    i.«    ^ 

S.RKn\tl^'  y.J\w^  4.1?   '7«' 

falls  beidemal  derselbe  Draht  verwendet  wird. 

Wenn  also  das  eine  Mal  ein  constanter  Strom  von  der  Intensität  6,4 
Amp.,  das  andere  Mal  ein  Wechselstrom  von  maximaler  Stromintensität 
10  Amp.  oder  von  mittlerer  Intensität  6,4  Amp.  einen  Enpferdraht  Ton 
1  mm  Durchmesser  und  657  cm  Länge  erwärmt,  so  ist  bei  Anwendung  des 
Wechselstroms  die  Erwärmung  und  Ausdehnung  des  Drahts  der  Rechnung 
gemäss  höher  nahezu  im  Verhältniss  4.  Diese  Zahl  4  scheint  eine  etwas 
zu  hohe  zu  sein  (der  Grund  würde  dann  in  der  ungenauen  Bestimmung 
Yon  17  liegen).  Denn  die  Werthe  der  Energie,  welche  in  dem  Strom 
einerseits  durch  einen  Wechselstrom  von  maximaler  Stromstärke  &,  an- 
dererseits dorch   einen    constanten  Strom  Ton  der   Stromstärke  a  in  der 

n 

gleichen  Zeit  entwickelt  wird,  Terhalten  sich  wie  j  V.sin^at.dt  zu  a'«  — 

oder  wie  -q   zu  a^.     Hat  man  also  das  eine  Mal  einen  Wechselstrom  von 

2 

maximaler  Stromstärke    10  Amp.   oder   Ton   mittlerer   Stromstärke   10*  — 

=  6,4  Amp. ,    andererseits   einen    constanten   Strom    von   der  Stromstärke 

6,4  Amp.,  so  verhalten  sich  die  Energiewerthe  wie  ^':8,    Versuche  konnten 

darüber  nicht  angestellt  werden. 

Es  fragt  sich  endlich,  ob  die  Differenz  der  Temperaturen  im 

Innern  des  Drahts  und  an  der  Oberfläche  yemachlässigt  werden 

V  J    w 
kann.     Dieser  Temperaturunterschied  J)=s  /'     \^    bei  constanten  Strö- 

•-J  ib.     f     aA  k  4R\n\q 

men  wird  für  y  =  o,4Amp. : 

D  =  0,000470  Geis. 
Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Temperaturdifferenz  D 
eine  periodische  Function  der  Zeit  ^,  und  zwar  im  Falle  unseres  Beispiels 
die  folgende:  (a>s2at     ^2at     sin*at\ 

Trägt  man  diese  Differenz  D  als  Function  der  Zeit  t  graphisch  auf,  die  t 
als  Abficissen ,  D  als  Ordinaten ,  so  erhält  man  eine  Curve  von  periodischem 
Verlauf.  Dem  grOssten  Theile  nach  yerläuft  die  Curve  im  ersten  Quadran- 
ten, auf  der  Seite  der  positiven  D;  auf  eine  kurze  Strecke  greift  jedoch  die 
Curre  auf  die  Seite  der  negativen  D  regelmässig  über.  Man  hat  somit  das 
interessante  Resultat,  dass  zwar  im  Allgemeinen  die  Temperatur  im  lunern^^T . 
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des  Drahts  eine  höhere  ist  als  an  der  Oberfläche,  dass  aber  auf  karze 
Zeit,  in  regelmässiger  Wiederkehr,  der  Draht  an  der  Ober- 
fläche eine  höhere  Temperatur  besitzt  als  im  Innern. 

Das  Maximum  des  Ueberschusses  der  Innentemperatur  gegenüber  der 
Oberflächentemperatur  (also  der  positiven  D)  ist  nahezu  0,002®  Gels.,  das 
Maximum  der  negativen  D  ungefähr  0,0007®  Gels. 


§4. 
Zusammenstellung  der  Besultate. 
Es  bedeute: 

R  den  Radius  des  cjlindrischen  Drahts, 

L  dessen  Länge, 

c  die  specifische  Wärme, 

c  die  Dichte, 

tÜQ  den  speciflschen  elektrischen  Widerstand, 

q  das  innere  Wärmeleitungsvermögen  und 

ti  das  äussere  Wärmeleitungsvermögen  (oder  den  Ausstrahlungscoefficien- 
ten)  für  das  Material,  aus  welchem  der  Leiter  besteht, 

y  die  Gonstante  im  Joule'schen  Gesetz  (0,24014),  tiie  Wärmemenge, 
welche  im  Draht  vom  Widerstand  1  Ohm  in  1  Secunde  durch  den  gal- 
vanischen Strom  bei  Stromintensität  1  Ampere  entwickelt  wird ;  ferner 

«7  die  Stromstärke  des  durch  den  Draht  fliessenden  galvanischen  Stroms 
[bei  Wechselströmen  ist  J=h.sin{at)]y  t  Zeit;  dabei 

h  die  maximale  Stromstärke  des  Wechselstroms,  welche  nach  der  einen  oder 
andern  Seite  auftritt,  so  oft  at  ein  ungerades  oder  abgekürzt  un- 

7t 

gerades  Vielfaches  von  -^  geworden  ist,  also 

a  =  nX  Tourenzahl  pro  Secunde  X  Spulenzahl , 

u  die  Temperaturdifferenz  des  Drahts  gegenüber  der  Umgebung, 

A  die  Ausdehnung  des  Drahts. 

1.   Wenn    die    Temperatur    u    innerhalb    desselben    Quer- 
schnitts nicht  als  constant  angenommen  wird,   so  ist  die  Tempe- 
ratur u  zu  beliebiger  Zeit  t  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe  an- 
gegeben durch  folgenden  Ausdruck 
für  Wechselströme: 
Y.h\wQ   f   1  ,^   ^.     A  +  r^.Jc.a^  .    .^^   ^.  Aa  —  r^.Je.a.A 


-^^"^>'T-^^'-2^^^^  +  4a«)| 


WO  Äs= -1-  und  Ä=^- —5 ^— -  ist, 
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Wenn  der  ststionSre  Zustand  eingetreten  ist,  ist  die  Temperatur 
an  der  Oberflftohe  des  Drahts: 

Der  unterschied  D  der  Innentemperatnr  gegen  die  Oberflftchentempe- 
ratur,  der  ebenfalls  periodisch  sich  ändert  und  auch  negativ  werden  kann 
(§3),  ist: 

Die  Temperatur  an  bestimmter  Stelle  des  Drahts  zeigt  —  was  ihre 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  betrifft  —  anfangs  einen  unrein  periodischen 
Verlauf,  der  sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr  einem  Zustande  mit  rein 
periodischen  Schwankungen  nähert. 

Der  mittlere  feste  Werth,  den  die  Oberfiächentemperatur  schliesslich 
besitzt  (in  Wirklichkeit  nach  4 — 5  Min.,  theoretisch  fUr  ^==00),  und  um 
welchen  die  Schwankungen  nach  beiden  Seiten  erfolgen,  ist: 

8.1?. Ä«.«»  V  "*"  2qJ' 
Die  Periode  der  Schwankungen  der  Temperatur  (und  Ausdehnung)  ist 
die  Hälfte  von  derjenigen  der  Intensität  des  Wechselstroms. 

Fttr  Constanten  Strom 
Ton  der  Intensität  /  ist  die  Temperatur  u  des  Drahts  zu  beliebiger  Zeit  t 
nnd  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe  des  Drahts  dargestellt  durch: 

Wenn  der  Temperatnrzastand  ein  stationärer  geworden  ist,  so  ist  die 
Temperatur  w,  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe: 

y.JKfP.fqR  .  R*-r'\ 

und  speciell  an  der  Oberfläche  des  Drahts: 

"»      2.7,. R^n* 
Die  Differenz  D  der  Temperaturen  in  der  Axe  und  an  der  OberflSche  ist: 

4RK7t\q 

2.  Wenn  die  Temperatur  im  ganzen  Querschnitt  gleich  vor- 
ausgesetzt wird,  so  dass  die  Temperatur  u  nur  von  der  Zeit  t  abhängt, 
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«=2-!^(^— ")• 
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WO  £= -r^  ist,  und  wenn  der  stationftre  Zustand  eingetreten  ist: 


,^J_ 


.Att'n 


Bei  Wechselströmen 

26 
mit  maximaler  Stromstärke  h  oder  mittlerer  Stromstärke  —  ist  die  Tem- 
peratur u  des  Drahts  zu  irgend  einer  Zeit: 


WO  -^1= 

Wenn  einige  Zeit  Yerflossen  ist,  schwankt  die  Temperatur  um  den  festen 
Mittelwerth  ,« 

und  die  periodischen  Schwankungen  der  Temperatur  um  diesen  Mittelwerth 
(deren  Periode  auch  jetzt  die  Hälfte  von  derjenigen  der  Stromstärke  des 
Wechselstroms  ist)  haben  einen  Maximalwerth ,  der  sehr  nahe  angegeben 
ist  durch:  ^« 

Gegenüber  der  Verwendung  von  constanten  Strömen  ist  bei  Wechsel- 
strömen die  Erwärmung  (und  Ausdehnung)  grösser  in  dem  Verhältniss: 

4.ti  '/«• 
wo  h  die  Maximal •  Stromstärke  des  Wechselstroms,  J  die  Stärke  des  con- 
stanten Stroms  darstellt. 

Wenn  z.  B.  ein  Wechselstrom  mit  6,4  Amp.  mittlerer  Stromstärke,  bei 
730  Touren  pro  Minute  und  8  Spulen,  einen  Kupferdraht  von  1  mm  Durch- 
messer und  657  cm  Länge  erwärmt,  so  beträgt  der  Maximalwerth  der  Tem- 
peraturschwankungen 0,019^  Gels,  und  derjenige  der  Schwankungen  in  der 
Ausdehnung  des  Eupferdrahts  0,00022  cm ,  falls  der  stationäre  Zustand  ein- 
getreten ist. 

Technische  Hochschule  Stuttgart,  Juli  1888. 
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V.  Zur  meohani8ohen  W&rmefheorie. 

Mit  py  V,  T  bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  Druck,  specifisches  Volnmen 
und  absolute  Temperatur  einer  Substanz,  und  nehmen  an,  es  existire  zwi- 
schen diesen  drei  GrOssen  eine  Relation 

1)  -P(p,f;,  J)  =  0, 

die  wir  ^ charakteristische  Gleichung^  der  Substanz  nennen  wollen. 

Es  sei  femer  c  die  innere  Energie  der  Einheit  der  Maßse  der  Substanz. 
Bekanntlich  ist  dieses  s  ein  bestimmte  Function  des  Zustandes  der  Substanz, 
also  eine  Function  von  je  zwei  der  Grössen  p,  v^  T\  und  zwar  wollen  wir 
zunSchst  annehmen,  es  sei 

2)  «  =  9(t^,y). 

Der  Zweck  der  Torliegenden  Notiz  besteht  nun  darin,  eine  interessante 

Relation  zwischen  den  Functionen  F  und  9  herzuleiten.     Diese  Relation 

iSsst  sich  aus  einem  Satze  Ton  W.  Thomson  entwickeln,  nämlich  aus  dem 

Satze,  der  durch  die  auf  eine  isentropische  Zustandsänderung  der  Substanz 

bezügliche  Gleichung  _      _ 

«7  dT      T.v.a 


^      ,_x     .  .  dp  Cp 

ausgedrückt  wird. 

In  der  Gleichung  3)  bezeichnet  a  den  thermischen  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  der  Substanz  unter  constantem  Drucke,  Cp  ihre  Wttrmecapacität 
unter  derselben  Bedingung. 

Denken  wir  uns,  die  Substanz  (von  der  wir  die  Einheit  der  Masse 
voraussetzen)  habe  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  erlitten  9  infolge 
deren  jp,  v,  T  sich  um  dp^  dv^  dT  ändern.  Zwischen  dp^  dv,  dT  besteht 
dann  die  Gleichung 

Wir  nehmen  jetzt  an,   diese  Zustandsänderung  sei  eine  isentropische,  und 

wollen  diese  Bedingung  analytisch  ausdrücken. 

Bei  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  nimmt  die  Substanz  die 

Wärmemenge  /       3   x  3 

8Q=di  +  pdv=(p+^)dv  +  ^'dT 

auf.     Für  eine  isentropische  Veränderung  haben  wir 
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und  daher 

Indem  wir  dv  aus  4)  und  5)  eliminiren,  bekommen  wir  für  eine  isentro- 
pische  Veränderung  folgende  Gleichung: 


6) 


Aus  3)  und  6)  haben  wir 

„  V^dv)   dp  _T.v,cc 


ferner  ist 
und 


dv'dT     V'^dvJ'dT 
^         di      ds(dv\    ,      (dv\       dq>  .   f    ,  dq>\ 

/dv\ dj[  d_F 

^'""^KdTJp^     dT'  dv' 


Indem  wir  diese  Werthe  von  Cp  und  v.a  in  7)  subsütuiren,   erhalten  wir 
schliesslich  die  gesuchte  Relation  zwischen  F  und  9  in  der  Form 

/       dw\  dF  dF     ^ 

Es  soll  zunächst  q>  als  gegeben  betrachtet  werden,  und  wollen  wir  F 
durch  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialglmchung  erster  Ord- 
nung 8)  bestimmen.     Bei  dieser  Integration  muss  v  als  constant  betrachtet 

dF 
werden,  weil  die  Gleichung  8)  den  Differentialquotienten  ^—  nicht  enthält. 

vV 

Das  System  simultaner  Differentialgleichungen,  welches  der  partiellen 
Gleichung  8)  entspricht,  ist  folgendes: 

dp     _dT     dF 
,  a<p""  T  ^   0' 

Zwei  erste  Quotienten  dieses  Systems  geben  die  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

9)  Tdp-pdT^^'dT, 

ov 

wo  ^  eine  gegebene  Function  der  Veränderlichen  T  und  des  constanten 
ov 

Parameters  v  ist 

Die  Gleichung  9)  hat  1 :  T^  als  integrirenden  Factor,  und  ihre  Lösung  ist 


p       rdq>  dT^   ,    • 
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wo  T  eine  willkttrlicbe  Function  bezeichnen  soll;  mithin  ist  das  allgemeine 
Integral  der  Oleichnng  8) 

wo  n  eine  willkürliche  Function  bedeutet.    Wir  gelangen  also  zu  dem  Satze: 
Ist  die  Energie  einer  Substanz  (s)  als  Function  von  v  und 
T  gegeben,  so  muss  die  charakteristische  Oleichung  der  Sub- 
stanz die  Oeötalt 

haben. 

Ein  besonders  interessanter  specieller  Fall  entspricht  der  Annahme,  dass 

Dann  haben  wir  als  charakteristische  Gleichung  der  Substanz 

Beispiele.    L  Für  vollkommene  Gase  ist 

nach  11)  muss  also  die  charakteristische  Gleichung  solcher  Gase  die  Gestalt 
haben 

12)  p==:T.t(v). 

In  der  That  bildet  die  Gleichung  Ton  Bojle-Gaj-Lussac  den  spe- 

ciellen  Fall  der  Formel  12),  wenn  nftmlich  t{v)^—  ist 

IL  In  meiner  in  russischer  Sprache  publicirten  Arbeit  j,  Studien  über 
die  kinetische  Theorie  der  Constitution  der  EOrper"  betrachte  ich  ein  wirk- 
liches Gas  als  ein  System  kleiner  homogener  Engeln  (Moleküle)  vom 
Durchmesser  q  und  der  Masse  m;  die  in  Wttrmebewegung  begriffen  sind 
und  sich  gegenseitig  mit  den  Kräften  anziehen,  welche  in  die  Yerbin« 
dongslinien    der  Centra   von  je  zwei  Kugeln  fallen  und  im  umgekehrten 

YerhiQtnisse  zu  der  n^^  Potenz  der  Entfernung  stehen    (es  ist  also  die 

Grösse  der  Anziehung  zwischen  zwei  Molekeln  durch  h"-^  gegeben).     Für 
ein  solches  System  erhalte  ich  die  Formel 

13)  e^^€P-^  +  cona. 

Hier    bezeichnet  O*   das    mittlere  Quadrat    der  Moleculargeschwindigkeit, 
V  das  Volumen  des  Gases  (der  Einheit  der  Masse);  für  a  bekomme  ich  den 

Ansdruck  »  i 

2« h 

*.ii      ^A-*       A        *~(«-l)(n-4)'j-4' 
taJÜB  »>4  ut,  und 

a=-5-Ä.^-. 

&118  «  =  4  ist  ^9  rr^^r,]^ 
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Nehmen  wir  nnn  an,  es  bezeichne  G^  eine  Function  der  Temperator 
allein ,  h  und  q  dagegen  reine  Constanten ,  so  gelangen  wir  auf  Ornnd  Yon 
11)  und  13)  zu  dem  Resultat,  dass  die  charakteristische  Oleichung  wirk- 
licher Gase  folgende  Gestalt  haben  muss: 

14)  P  +  ^  =  T.t{v). 

Die  Oleichung  14)  enthält  die  bekannte  van  der  Wa als 'sehe  Formel 
als  einen  speciellen  Fall,  wenn  nftmlich  T(f;)  =  c:  (f  —  &)  ist. 

Wir  haben  bis  jetzt  yorausgesetzt,  es  sei  die  Function  g>  gegeben; 
wenn  dagegen  F  gegeben  ist,  so  haben  wir  aus  der  Gleichung  8): 

BF,     dF 
T — +p  — 

15)  ,  =  <p(»,2')  =  -   /   -JI^^^.dv  +  m{T). 

dp 

Hier  bezeichnet  w  eine  willkfirliche  Function;  aas  dem  Ansdracke,  der  anter 
dem  Integralzeichen  steht,  mnss  p  mit  Hilfe  von  1)  eliminirt  werden,  T 
wird  bei  der  Integration  als  constant  betrachtet. 

Sehen  wir  jetzt  <  als  Function  von  p  und  T  an,  etwa 

^  =  fiP,T), 
so  erhalten  wir  die  Relation  zwischen  F  and  f  in  der  Form 
ißN  ^F^-dF     df  dF     f. 


Aus  16),  falls  f  gegeben  ist,  ergiebt  sich: 


Hier  ist  n  eine  willkürliche  Function;   bei  der  auf  T  bezüglichen  Integra- 
tion wird  c  als  constant  betrachtet     Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist  £  durch  p   und  T  ausgedrückt,  so  muss  die  charakte- 
ristische Gleichung  der  Substanz  folgende  Gestalt  haben: 

Falls  F  gegeben  ist,  haben  wir  aus  16): 

18)         i^f{p,T)^  I   %j,  ^^dp+^{n 

dv 

Hier  muss  vor  der  Integration  v  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)  eliminirt  wer- 
den; T  wird  bei  der  Integration  als  constant  angesehen. 

Betrachten  wir  endlich  p  und  v  als  unabhängige  Veränderliche  und 
setzen  demgemäss 
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80  erhalten  wir 

Die  Integration  der  Öleicbung  19)  in  Bezug  auf  F  reducirt  sich  auf  die 
Integration  dee  Systems  simnltaner  Gleichungen 

dp     _äT _    dv    _dF 

Die  Integration  von  19)  bezüglich  9  kommt  zurück  auf  die  Integration  des 
Systems  di;    ^  dp  ^  dS 

dp      dv       ^dp^    dT 

wobei  T  aus  den  Coefficienten  von  dt;,  dp^  d&  mit  Hilfe  der  charakteristi- 
sehen  Oleiehung  eliminirt  werden  muss. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  16)  und  19)  sich  entweder 
aus  dem  Thomson 'sehen  Satze  oder  aus  den  Gleichungen  8)  und  1)  ab- 
leiten lassen.  Wollen  wir  z.  B.  die  Gleichung  16)  aus  8)  ableiten,  so 
denken  wir  uns  die  Variable  p  in  dem  Ausdrucke 

durch  die  Variablen  v  und  T  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)  ersetzt;  infolge 
daywi  muss  /"(p,  T)  sich  in  g>{v^  T)  verwandeln.    Wir  haben  also 


nnn  folgt  aber  aus  1) 
also  ist 


dv       dpXdv/T^ 

fdp\  ^_^.^ 

Vap/r"^     dv'dp' 
dv  "■      dp'  dv  'dp  ' 


Sabstituiren  wir  diesen  Ausdruck  für  -r^  in  8),  so  bekommen  wir  16). 

ov 

Die  Gleichungen  8),  16)  und  19)  lassen  sich  auch  gerade  aus  dem 
zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  ableiten.  Wollen  wir 
z.B.  die  Gleichung  8)  auf  diesem  Wege  ableiten,  so  wählen  wir  t;  und  T 
als  unabhängige  Veränderliche.  Dann  erhalten  wir  für  die  von  der  Sub- 
stanz bei  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  aufgenommene  Wärme- 
menge den  Ausdruck  /       a    v  o 

*(,-(,+||).d.+|2..r. 

Da  nun  nach  dem  zweiten  Hauptsatze 

T 

ein  vollständiges  Differential  sein  muss,  so  haben  wir  /^^^^^T^ 
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oder 

20) 
Aas  1)  folgt  weiter 


dT 


1    ^'y 

T'dvdT 


T* 


T\dTL 


KdT/,         BT' 
und  20)  verwandelt  sich  in  8). 

Warschau. 


dF 


B.  W.  Stanke  WITSCH, 

Docent  a.  d.  kAiaerL  Unirezsltit 


TL  Ermittelnng  der  Tragweite  der  Kennerprobe,  bei  KenntniBs  der 
Bubjeetiven  Genauigkeit  des  Eeohnenden. 

I.  Von  der  Astronomie  ist  es  bekannt,  dass  man  den  Resultaten,  die 
von  einem  bestimmten  Beobachter  geliefert  werden ,  nicht  unbedingte  Sicher- 
heit zuspricht,  sondern  sich  dieselben  mit  einem  Fehler  behaftet  denkt  und 
dementsprechend  weiter  yerwerthet.  Die  Grösse  dieses  Fehlers  ist  je  nach 
der  Individualität  des  Beobachters  yerschieden  —  sein  wahrscheinlicher  Be- 
trag wird  durch  Versuchsreihen  ermittelt. 

Auch  für  das  reine  Zi£ferrechnen  darf  die  Einführung  eines  analogen 
Begri£fs,  eines  „Fehlerfactors"  oder  der  „Wahrscheinlichkeit  des  Falsch- 
rechnens f£Lr  Zifferrechnungen  von  gegebenem  Umfang  U'^  geeignet  erschei- 
nen ,  da  schliesslich  auch  der  vollendetste  Rechner  im  Verlaufe  einer  unend- 
lich ausgedehnten  Zifferrechnung  nicht  fehlerlos  arbeiten  wird. 

Angenommen ,  ein  Rechenexempel  F  sei  vorgegeben ,  dessen  Durchfüh- 
rung im  Ganzen  0  Ziffern  anzuschreiben  nöthigt;  dann  kann  man  füglich 
—  mit  ungefährer  Annäherung  —  diese  Zahl  0  als  Maass  ansehen  für  die 
Summe  der  in  der  Berechnung  von  F  niedergelegten  Denkarbeit.  Für  eine 
und  dieselbe  Person  wird  dann  die  „Wahrscheinlichkeit,  sich  zu  verrechnen" 
abhängig  sein  von  jener  Summe,  dem  „Umfang  U  der  Rechnung*^,  der 
durch  0  gemessen  wird;  sie  bildet  also  eine  Function  {w)  von  0. 

Für  eine  bestimmte  Person  kann  man  zu  jedem  0  das  zugehörige  ic 
beliebig  genau  ermitteln  durch  Herstellung  von  genügend  langen  Versuchs- 
reihen. 

Hat  man  beispielsweise  ermittelt,  dass  Jemand  sich  für  £r  =  90  ein- 
mal auf  drei  FäUe  verrechnet,  so  ist  für  ihn  „das  zum  Umfang  ir=s90 
gehörige  w"  =i.  t^  ] 
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II.  Wir  stellen  übs  nunmehr  die  Aufgabe: 

,i£in  Bechenexempel  F  sei  gestellt  und  durch  Zifferrechnungen  vom 
umfang  U  [mit  $  Ziffern]  durchgeführt  worden,  nebst  der  controlirenden 
Neunerprobe;  es  soll  die  Wahrscheinlichkeit  W  bestimmt  werden  daftlr, 
dass  das  ermittelte  Resultat  wirklich  genau  ist,  nachdem  die  Neuner- 
probe* stimmt,  d.  h.  nachdem  das  Parallelrechnen  mit  den  Quersummen 
der  in  F  vorgegebenen  Zahlen  seinerseits  für  den  Modul  9  einen  kleinsten 
Best  r  ergab,  der  gleich  ist  dem  Beste  R  {mod.  9)  des  für  F  ermittelten 
Besultats.  Hierbei  sei  die  Wahrscheinlichkeit  fOr  den  Bechnenden:  inner- 
halb eines  Complezes  von  Zifferreohnungen  U  [mit  »  Ziffern]  einen  Fehler 
zu  begehen,  ermittelt  als  ¥)'>0.^ 


Zahlenbeispiel  für  die  Möglichkeit  einer  Tftnsehung  ttber  die  Richtigkeit 
eines  Resultats^  bei  Anwendung  der  Neunerprobe« 


F:  Problem:  2"               JJ 

F:  Problem:  2"              JJ^ 

2iJ  =  28.2»  =  256. 3:i,  »=•«• 

2"  =  2''.2*  =  256.32,  •=»»• 

256.32  =  768 

256.32  =  768 

512 

512 

8192  =  2", 

8192  =  2'» 

8192»  =  64 

8192*  =  64 

161 

161  ...  Fehler 

1458 

1468 

81 

81 

32764 

32764 

67108864  =  2« 

81598864  =  2" 

X2 

X2 

134217728  =  2". 

163197728  =  2«. 

4-8+4+2+1+7+7+2+8  =  86  =  8  =  5. 

1+6+8+1+9+7+7+2+8  =  44  =  8- Ä 

Nennerprobe:  2"  =  2««.8,  2«=1, 

(Falsohea  Beaaltat.) 

(2^*  =  1,   1.8=8  =  r; 

Neunerprobe:  rs=8; 

Z7-Controle:  Ä-r  =  0. 

l7'-Controle:  Ä-r  =  0. 

(Die  Unrichtigkeit  in  U'  findet  sich  in  der  zweiten  Zeile  der  Qua- 
drirung  von  8192,  indem  dieselbe  um  eine  Stelle  nach  links  verschoben 
wnrde.) 

Die  üebereinstimmung  Bc=sr  kann  im  zweiten  Falle  den  Rechner  yer- 
anlassen,  das  Besultat  seiner  falsch  durchgeführten  Bechnung  als  richtig 
anzunehmen. 


*  Matthiessen-Heii,  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  ans  der 
Arithmetik  und  Algebra,  §  28.  Die  dort  gegebene  Bemerkung:  „die  Neunerprobe 
sei  auch  fOr  Division  höchst  praktisch**,  ist  ungenau,  wie  das  Beispiel  60: 15  =  4 
zeigt.  Vielmehr  darf  die  Neunerprobe  bei  Division  nur  mit  besonderen  Vorsichts- 
maisregeln  angewendet  werden.  /^^  ^  ^  ^T ^ 
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Die  auf  Ursachen  rückwärts  schliessende  WahrscheinlichkeitBrechnang 
wird  uns  in  den  Stand  setzen,  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen  Vor- 
kommnisses, d.  h.  einer  Täuschung  durch  die  Neunerprobe,  bei  gegebenem 
Fehlerfactor  to  des  Bechnenden  zu  bestimmen. 

Nach  Laplace,  Theorie  analytique  des  probabilitös ;  introduction, 
YXme  principe,  hat  man  den  Satz: 

;,Zwei  Ursachen  J.,  B  eines  Ereignisses  E  mögen  a  priori  die  Wahr- 
scheinlichkeiten resp.  a,  h  haben  für  ihr  Bestehen. 

Es  seien  femer  er,  /3  die  Wahrscheinlichkeiten,  mit  welchen  sie  das 
Ereigniss  E  herbeiführen,  wenn  sie  bestehen. 

Ist  dann  das  Ereigniss  E  constatirt,  so  verhalten  sich  die  Wahrschein- 
lichkeiten für  das  Gewirkthaben  der  Ursachen  Ä  oder  B  wie  die  Producte 
aaihß.'' 

Die  constatirte  Uebereinstimmung  R=^r  (sie  ist  das  Ereigniss  E  obigen 
Satzes)  kann  folgende  beiden  Ursachen  haben:* 

Ä.  der  Rechner  hat  richtig  gerechnet; 
B.  der  Rechner  hat  falsch  gerechnet. 

Die  Hypothese  Ä  hat  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  l  — fr;  die  Hypo- 
these B  hat  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  w.  i^w  und  w  sind  die 
Werthe  a  und  5  des  citirten  Satzes. 

Wenn  A  besteht,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  die  Neunerprobe 
stimmt,  JS  — r  =  0  eintritt,  =l(a). 

Wenn  B  besteht,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Neunerprobe 
Ä-r  =  0  liefert,  =i(/5). 

Denn  eine  falsche  Rechnung  kann  den  absoluten  Werth  von  /{— r  liefern 
Ä  — r  =  0  oder  1  oder  2...  oder  8 
mit  vollkommen  gleicher  Berechtigung  der  neun  Ziffern. 

Dafür  aber,  dass  unter  den  neun  gleichberechtigten  Zahlen  0,  1,  2,  ...,  8 
der  Zufall  (der  falschen  Rechnung)  gerade  die  Zahl  0  als  Werth  von  R  —  r 
ergebe,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  ^. 

Es  sei  nun  W  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Rechner  richidg 
gerechnet  hat  [Hypothese  J.],  so  dass  ihn  die  Neunerprobe  nicht  täuschte, 
W*  die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  B^  d.  h.  dafür,  dass  trotz  der  Ueber- 
einstimmung R^r  ein  Fehler  sich  eingeschlichen  und  das  Resultat  werthlos 
gemacht  hat,  oder  dass  die  Neunerprobe  getäuscht  hat,  dann  sind  die  Zahlen 
a,  5,  o,  /3  des  obigen  Satzes  resp.  s=s  1  -  m^,  ir,  1,  -^j  und  man  hat  das  Resultat: 
„Wenn  die  Neunerprobe  stimmt,  so  ist 

Wahrscheinlichkeit  für  Richtigkeit  des  Resultats 
Wahrscheinlichkeit  für  Nichtrichtigkeit  des  Resultats 

^^      iyZ^f^a    ^^bei  selbstverständlich  W+W'^l. 

*  Die  Neunerprobe  selbst,  sowie  die  Controle  R-^r  denken^rir  uns  fohlerfrei. 
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Demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  durch  das  Eintreffen  der  Nenner- 
probe nicht  getftnscht  worden  zu  sein, 

9-9«? 


Tr= 


9-8fi; 


die  Wahrscheinlichkeit,  trotz  Eintreffens  der  Neunerprobe  getttuscht  worden 
zn  sein  (TF*), 

9— 8«? 

Die  Function  W  yersch windet  für  f(^s=l;  sie  wird  =1  (Gewissheit) 
Air  te^ssO.  Diese  rechnerisch  gewonnenen  Eigenschaften  entsprechen  den 
Forderungen  der  Logik. 

Der  Werth  des  Bruches  ff%  der  ein  Maass  giebt  für  das  Vertrauen 
auf  ein  der  Neunerprobe  genügendes  Resultat  eines  bestimmten  Rechners, 
fWt,  wenn  Letzterer  innerhalb  U  nur  überhaupt  öfter  richtig  rechnet  als 
falsch,  d.  h.  für  w<^^  so  nahe  an  die  Einheit,  dass  der  Werth  der  Neuner- 
probe ins  beste  Licht  gesetzt  wird. 

Verrechnet  sich  Jemand  durchschnittlich  einmal  auf  drei  Aufgaben  wie 
obiges  ZT,  i€  =  ^^  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  eines 
Resultats,  das  der  Neunerprobe  genügt,  =ff- 

Für   die  Elferprobe  ist   die  Sicherheit  noch  grösser;   es  ergiebt  sich 

^™  TTZTo — '  für  «?  =  i  wäre  beispielsweise  Wt=  J-j-.    Doch  bietet  gegen 

diesen  Vortheil  die  umständlichere  Handhabung  der  Parallelrechnung  ein 
Gegengewicht. 

München,  September  1888.  Dr.  Fritz  Hofmahn. 


Vn.  XTeber  das  Integral   ilogsinq)'   ,        ^   =  und  einige  andere 

J  /l-ÄJ«WlV 

0 

mit  demselben  zusammenhängende  Integrale. 

I. 

Der  Werth  des  obigen  Integrals,  der  gewöhnlich  mittels  Reihenent- 
wiekelung  abgeleitet  wird  [yergl.  Schlömilch,  Compendium  der  höheren 
Analjsis,  II,  2.  Aufl.  1874,  S.  313  flgg.],  ergiebt  sich  durch  Benutzung 
eines  complezen  Integrationsweges  und  unter  Anwendung  elementarer' For- 
mein  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  folgendermassen.        ^  t 
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Man  setze 


80  wird 


/        dq> 

0 
u 
¥  K 

/logBimp  ■  — — ;^-r~  ^jlogisnu)  du. 


Weiterhin  betrachte  man  das  Integral 

^log{8nu)du 


ß 


in  dem  complezen  Gebiet  u.  Wfthlt  man  einen  geschlossenen  Integrationsweg, 
der  keine  singalären  Pnnkte  nmschliesst,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 
s=0.  Ein  Integrationsweg,  der  diese  Forderung  erfOlIt,  ist  der  umfang 
eines  Rechtecks ,  dessen  Ecken  den  folgenden  Werthen  von  u  entsprechen: 

1.  u  =  ^  2.  u  =  Jr,  3.  u  =  Jr+fJK:',  4.  u^i  +  iK% 
wobei  c  eine  kleine  positive  Grösse  ist  [Dadurch,  dass  die  Seite  41  des 
Rechtecks  nicht  mit  der  imaginären  Aze  zusammenfielt,  sondern  in  dem 
Abstand  f  derselben  parallel  Iftuft,  sind  die  Punkte  u  =  0  und  u^iK\  in 
denen  Jog{snu)  unendlich  wird,  zunftchst  ausgeschlossen.]  Das  ganze  Inte- 
gral zerfUlt  in  vier  über  je  eine  der  Bechteckseiten  zu  erstreckende  Inte- 
grale.    Es  ist  daher 

K  K-\-%K'  e  +  fJT'  f 

1)  I  logisnu)  du  +  j  log{snu)  du  +  l  log{mu)du+l  log{snu)du  =  0. 
•  k  K*+iK'  i  +  tüT' 

In  dem  zweiten  dieser  Integrale  setze  man 

so  wird  dasselbe,  da 


0 
Mit  dem  Index  1  an  den  Functionszeichen  5n,  oti,  dfi  ist  hier  bezeich- 
net, dass  an  Stelle  des  Moduls  h  der  complementäre  Modul  h^  zu  nehmen  ist. 
Im  dritten  Integral  von  1)  ist 

u^v  +  iK' 
zu  setzen,  so  geht  dasselbe  wegen 

über  in 
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K 

^(K—z)loglc^jhg(8nv)dv. 

e 

Im  vierten  Integral  endlich  setze  man 

so  wird  ,        .V 

«flu  s=  5nt(»  —  f  «)  = 7^ ^x' » 

^  '       cni(t;  — tc) 

and  somit  wird  das  vierte  Integral         « 

Die  Gleichung  1)  geht  demnach,  wenn  man  überall  die  Integrations- 
variable  mit  «  bezeichnet,  in  folgende  über: 

K  JT' 

«  0 

Zerlegt  man  nnn  ^» 

/W(  r^^M^  )«*« 

J       \«n,  (u  — ff)»»!«/ 

0 
in  die  Snmme  zweier  anderen,  deren  Ghrenzen  0  und  \K\  resp.  \R'  and 
K'  sind;  and  setzt  in  dem  zaletzt  genannten 


80  wird 

cHi 


and  man  erhfilt  ' 


3)  M    ?^"".'l    )'*« 

t/       V5fii(u  — f«)(iniU/ 

0  , 


V 


t/       ^ö»,(u  +  *€)  sni(u  — ff)  dn^uJ 


0 
2)  wird  daher  ^  , 
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K 
2a)  2jlogi8nu)du  +  {K--B)logk-iK'logi 

B 

J  ^^^CHiCu  +  tB)  fin.(w  — ♦«)/ 
0 
Jetzt  gehe  man  zur  Grenze  flir  €«=0  über,  so  wird 


also 


Daher  ist 


lim  llog{8nu)du 


s 
endlich,  und  die  Gleichung  2a)  ergiebt 
K 

4)  2jlog{snu)du  +  Klogk-'iK'logi  =  0. 

0 
Die  scheinbare  Vieldeutigkeit  von  logt  fUlt  sogleich  fort,  wenn  man 
beachtet,  dass  im  Resultat  der  Logarithmus  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie 
in  dem  ursprünglichen  Integral.  Hier  aber  war  unter  hg  derjenige  Werth 
des  Logarithmus  zu  verstehen,  der  für  die  Logarithmen  positiver  Zahlen 
Reelles  giebi     Daher  ist 

,    .      in  ..     .      « 

also  "^  ^ 

n 

Y  K 

ß>g{8in<p)         ^J  «  ßg{snu)  du  «  -  iKhgk  -  JjT' 

0  0  /   1  * 

=-..,(^)-Jr. 

IL 

Eine  andere  Ableitung  der  eben  bewiesenen  Formel  ergiebt  sich  aus 
der  Produotenentwiokelung  der  elliptischen  Functionen.  Hier  ist  zunftchst 
vorauszuschicken,  dass  in  dem  zu  untersuchenden  Integral  die  Integration 
von  9  =  0  (also  auch  von  us=0)  an  gestattet  ist,  da  man  weiss,  dass 


I  log{sin<p)  dip 


endlich  ist.  "       .  r^  i 
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Nach  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  ist 
K 


1)  J=Jlog(8nu)du^l^^-^log^^ 

Nun  ist  [vergl.  Jacobi,  Fandamenta,  §36]: 

/2irx_2,%  .  /2„N  fy*     l2!fM|h!l_ 


etc.  etc. 
Durch  Mnltiplication  folgt  hieraus 


2a)  P 


.    [l-29"««(^)+j"][l-2«"«»(^)  +  9"]  ...  [l-22«*««(^-^)  +  «"] 

iJ  [l-2a«»-tcwQ+3«-»][l-2g«-»«»(^)+/*|| ...  [l-2j«*-««,»(^-^) +  ?*»-»] 

ist.    Ihiroh  Anwendung  der  bekannten  Zerlegung 

1-*«" 

=  (l-*«)[l-2*««Q+^][l-2*««(?;?)+*«]...[l.2.ca.(^)+*«], 
aus  der  ftLr  ^r  =  1 

.=2..-..*.(|;)^g-:)......(<i^) 

folgt,  geht  2)  tlber  in 
oder,  da 


ist,  in 
3a)  . 
Also  ist 


fr  i-g**  _7/fcg  1 


Jso  ist 
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Nun  ist  Um  --lognssO  und  Um  —logl  -^jcsO. 
Ferner  wird  g^  =  0  für  n  =  oo,  daher 

Somit  folgt  aus  4),  da  logg  = =-  ist, 

6)  .-ir^(^)-jrw(^)+f  i«,,=i^(pL)_|r. 

was  genau  mit  dem  firOheren  Resultat  übereinstimmt. 

m. 

Von  den  dem  oben  behandelten   analogen  Integralen  ergiebt  sich  am 
leichtesten  das  Integral  ^ 

llog{dnu)du. 
0 
Denn  durch  die  Substitution  v^K^u  und  Anwendung  der  Formel 

folgt  sofort  ^  ^^ 

1)  Jlogidnu)  du  =  ^Klogk^  =  XJogiyk^). 

0 
Wendet  man  die  Substitution  r  =  jr— u  auch   auf  das  in  den  beiden 
ersten  Abschnitten  behandelte  Integral  an,  so  folgt 
K  K 


flog{snu)du^floff{^)dv, 


ako  ^^ 

2)  flog{mu)du^Klog(j/^)^^K', 

0 

ein  Resultat,  das  sich  auch  direct  mittels  der  in  I  und  II  dargelegten  Me- 
thoden ergiebi 

Weitere  Formeln  ergeben  sich  durch  Anwendung  der  Gleichungen  für 
Verdoppelung  und  Halbirung  des  Arguments  der  elliptischen  Functionen. 
Aus  der  Formel  für  sn{2u)  folgt: 

K  K  K 

3)  Jl(>g{i-k^sn*u)du^Klog2+Jhg{mu)du+J^log{dnu)du 
0  0  0 

wahrend  die  Formel  für  dn{2u)  das  Resultat  ergiebt: 
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JX.  £L  ja, 

4)  Jlog{ßn*u  -  *» »«»»  m*u)  du  = /W  (*»«)  <*»  +Jlo9(i  -  **  «»*«)  diu 

Beachtet  man,  dass 

ist,  80  nimmt  die  yorstehende  Qleichung  die  Form  an: 

K  _ 

4a)      flog[l-Ifm^u8n^{K-u)]du^Klog(2j/^^^jK'. 

0 
Ans  der  Formel  ftLr  en{2u)  ist  eine  analoge  Folgerung  nicht  abzaleiten, 
da  cnu  ftLr  K<u<2K  negativ  ist.     Dagegen  erkennt  man  leicht,  dass 
%K  2K  K 

^)         llog{l  +  cnu)du^l log{l-'Cnu)du=^  2  jlog(8nu)du 
0  0  0 

ist     Weiter  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  Formeln  und  den  fttr  die 
Halbinmg  des  Arguments  giltigen 


sn' 


die  folgenden  Integrale: 

K  K 

6)        ß>gO  +  dnu)du^-Jlog{8nu)du^Klog{l/k)  +  jK\ 


0  0 

K  K 


7)  riog{l-'dnu)du=  3riog{8nu)du  +  2Klogk^Klog{/h)''inK\ 
0  0 

8)  jlogidnu+cnu)  du  =  jlogidnu-'cnu)  du ^ Klag l-^j  —  -ä- JT'. 

0  0 

üebrigens  kann  man  den  Formeln  6)  und  7)  durch  Anwendung  der 
Substitution  u^K—v  die  Form  geben: 
K 


6a)  flog{dnu+k,)^Klog(j/hk,)  +  jE\ 

0 
K 

7a)  Jk)g{dnu-k^)^Xlog(ykk,)-inK\ 
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Zum  Schluss  mögen  noch  die  folgenden  beiden  QleicÜangen  Platz  finden: 
K  K 

9)  Jhg(S(u))  du  ^Jlog[B[u+K)]du  =  Klog\{^^' (2ää^)%]  +  ^r, 


0      •  0 

K  K 


10)  Jlo9iH{u))du  =Jlog[H[u+K)]  du  =  l^log[(^J'{2kk,)'^^  ^J^'^ 

0  0 

Die  Formel  9)  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  3)  dieses  Ab- 
schnitts in  Verbindung  mit  der  Formel 

6(0)       U(0);^^     ic'snu), 

w&hrend  10)  aus  9)  und  dem  zu  Grunde  gelegten  Integral  folgt;  übrigens 
sind  beide  Formeln  auch  leicht  nach  der  Methode  des  zweiten  Abschnitts 
abzuleiten. 

Halle  a.  S.,  December  1888.  Wanobrin. 


VIL  XTeber  den  Tangentenkegel  einer  Fl&ohe  zweiter  Ordnung. 

Für  den  Satz  über  die  Lage  der  Axen  des  von  einem  Punkte  an  eine 
Fl&che  zweiter  Ordnung  gelegten  Berührungskegels  erlaube  ich  mir  eine 
Ableitung  mitzutheilen ,  die  ausser  dem  Begriff  der  confocalen  Flftchen  nur 
die  Formeln  für  die  Transformation  der  Flächen  zweiter  Ordnung  auf  ihre 
Hauptaxen  benutzt. 

Ist  die  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  X,  F,  Z 
bezogene  Mittelpnnktsgleichung  einer  Flftche  zweiter  Ordnung 

1)  a,,X^  +  a„T^  +  a^j,Z^  +  2a,,XT+2a^,XZ+2a^TZ^f, 
während  die  auf  die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung 

2)  Al«  +  X,i?«  +  X3£«  =  /^ 

ist,  so  sind  die  Coefficienten  X|,  X,,  L^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades,  die  sich,  falls  keine  der  Grössen  a,,,  Oig,  a^  verschwindet,  auf  die 
Form  bringen  lässt 

3)         1 + ^  I         ^  ^        ^0 

Dabei  ist 

»88  «18  «18 

Femer  sind  die  Bichtungscosinus    o^,  ßi^  yi  derjenigen  Hauptaxe,  weiche 
der  Wurzel  Li  von  3)  entspricht;  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 
*)  «88  (A-  -  a)«<  =  ai8(X<-  ft)ft  =  a„(A  -  c)y< . 

Diese  bekannten  Besultate  wende  ich  auf  den  Tangentenkegel  an,  der 
vom  Punkte  Xj^^  y^^  0^  an  die  Fläche  ^^  , 
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gelegt  ist.    Die  Oleichnng  des  Kegels  ist,  anf  die  Axen  x,y,0  bezogen, 
fxijx-x,)  ^  y,(y-yi)  ^  e,{g-gM* 

-(5:H'+%'-')('^'+^^+"-^>o. 

oder,  wenn  man  vom  System  x,  y,  «  zu  einem  parallelen  Axensjstem  X, 
T,  Z  abergeht,  dessen  Anfangspunkt  der  Scheitel  «, ,  y,,  e^  des  Kegels  ist: 

Die  hier  auftretende  Constante  g  ist 

Die  Vergleichnng  Ton  6)  mit  1)  ergiebt,  dass  hier 

wird.     Demnach  wird  die  Oleichnng  3)  für  nnsem  Fall 

B'G*  A'C*  Ä*B*  .  A*B*C* 


„-„.(x-i)  *.,w(L-i)  \w{l-  if  "'>'"'• 


=  0 


oder 

Andererseits  sind   die  Parameter   il|,  l^,  l^  der  drei  dnrch  den  Punkt  d?|, 
^1»  ^1  gelegten,  zu  5)  confocalen  Flächen  durch  die  Gleichung  bestimmt 

eine  Gleichung,    die    nach   Subtraction    der    die  Constante  g   definirenden 
Gleichung  7)  die  Form  annimmt: 


9a)  T7^Vr^  + 


yi^     I      t^i     ^9 


AiA-J^xy  B{B+ky  C{C+l)       X 

Die  Vergleichnng  von  8)  und  9a)  zeigt,  dass  die  Gleichung  für  X  dieselbe 

ist  wie  die  f&r  ~i^*     Die  drei  Wurzeln  yon  8)  hängen   daher  mit  den 

Parametern  A^,  A,,  A,  der  obengenannten,   zu  5)  confocalen  Flächen  durch 
die  Gleichungen  zusammen 

10)  x.  =  -£.    z.  =  -^,  x.  =  -^. 

Die  Gleichung  6)  des  BerUhrungskegels  wird  also,  auf  die  Eegelaxen  be- 
zogen: ^  T 
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*1  *«  *8 

oder 

Die  Gleichungen  4)  ergeben  ferner  die  Bichtongscosinas  «i,  ßi,  yt  der  der 
Wurzel  Li  entsprechenden  Kegelaxe  gegen  die  Azen  Z,  F,  Z,  also  auch 
gegen  die  parallelen  Azen  x^  y^  ».    Es  wird 


oder 


tti —»-  =  ßi  ;; =s  yi f 


d.h.  -  ^» 

12)  ciiißiiyi  — 


Vi 


A+h'B  +  li'C+li 
Diese  Gleichungen  lehren,  dass  die  Hauptazen  des  Berflhrungskegels  zusam- 
menfallen mit  den  Normalen  der  drei  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen- 
den, zur  gegebenen  Fläche  confocalen  FlSchen.  Aus  11)  sieht  man,  dass 
die  Coefficienten  der  auf  seine  Hauptazen  bezogenen  Kegelgleichung  die 
reciproken  Parameter  jener  drei  Flächen  sind.  Endlich  folgt  aus  11)  un- 
mittelbar, dass  die  von  demselben  Punkte  ^n  y^  ^i  an  eine  Sohaar  confo- 
caler  Flächen  zweiter  Ordnung  gelegten  Berührungskegel  coazial  und  con- 
focal  sind. 

Die  Yorstehenden  Beweise,  die  sich  mit  Leichtigkeit  auf  die  Fälle  über- 
tragen lassen,  in  denen  eine  oder  zwei  der  Grössen  a?j ,  ^i,  z^  verschwinden, 
oder  auch  auf  den  Fall,  dass  an  Stelle  der  Fläche  6)  eines  der  Paraboloide 
tritt,  scheinen  mir  einÜEM^her  zu  sein  als  die  Salmon'schen  Beweise  [yergl. 
Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  Bd.  I,  1.  Aufl., 
S.  254flgg.]  und  als  die  sehr  elegante  Darstellung  des  Herrn  H.  A.  Schwarz 
[Bestimmung  der  scheinbaren  Grösse  eines  EUipsoids  etc. ,  Göttinger  Nachr. 
1883,  S.  39]. 

Halle  a.  S.,  den  6.  December  1888.  WAHoaBm. 
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Ueber  die  Flächen  dritter  Ordnung  {F^)  und  vierter 

Ordnung  nnt  Doppelkegelsclinitt  {J^^),  insbesondere 

über  deren  Geraden. 


Von 

Prof.  Küpper 

in  Prag. 


Aufstellung  von  fünf  quadratischen  Transformationen,  dnroh  welche 
eine  F*"  in  sich  selbst  verwandelt  wird. 

F^  sei  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt,  a*  ein  auf  ihr 
befindlicher  Kegelschnitt,  S  die  Ebene  des  a*,  q  die  Gerade,  welche  E 
aasser  a*  noch  aus  F^  schneidet.  Durch  q  gehen  fünf  Ebenen,  die  F^ 
ausserhalb  q  berühren.  Ist  0  einer  der  fünf  Berührungspunkte,  so  schneiden 
sich  in  0  zwei  Gerade  Z,  k  der  F^^  welche  beide  q  treffen. 

Eine  beliebig  durch  0  gezogene  GerEule  schneidet  aus  F^  ein  Punkte- 
paar r,  Q\  der  Punkt  0',  welcher  von  0  durch  dieses  Paar  harmonisch  ge- 
trennt ist,  hat  zum  Ort  E^y  die  quadratische  Polarfläche  von  0  in  Bezug 
auf  JF*.  Z^  enthält  Z,  l.  und  hat  ferner  mit  F^  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnung  t^  gemein ,  welche  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  aus  0  an  F^ 
möglichen  Tangenten  ist« 

Diese  ^  ist  Basis  eines  Büschels  (?>*) ,  in  welchem  die  Fläche  E^  vor- 
kommt. 

Wenn  man  jede  dieser  q>^  mit  der  Polarebene  von  0  in  Bezug  auf  die- 
selbe schneidet,  so  ist  der  Ort  der  erhaltenen  Schnittlinien  zweiten  Grades 
eine  cubische  Fläche,  welche  die  vorliegende  .F^  längs  ^  berühren  und  die 
Geraden  Z,  l  enthalten  wird.  Daher  wird  sie  mit  F^  identisch  sein.  Die 
ebengedachten  Polarebenen  müssen  durch  eine  feste  Gerade  gehen,  die  Con- 
jugirte  von  0  in  Bezug  auf  den  Büschel  (g)^),  und  es  wird  diese  Gerade 
der  F^  angehören,  folglich  identisch  mit  q  sein,  da  sie  in  der  Ebene  IX 
liegen  mqss.  In  dem  Büschel  (9)^)  kommt  mithin  auch  eine  Fläche  vor, 
welche  durch  a^  geht;  diese  sei  H^,  Die  Ebene  E  ist  nun  Polarebene  von 
0  in  Bezug  auf  H^. 

Diese  Cpnstruction  von  .F^  zeigt  sogleich,  dass  ein  beliebiges  Paar  r,  q 
durch  JET'  harmonisch  getrennt  ist,  so  dass,  wenn  die  Flächen  2^^  W  vor- 
liegen,  sftmmtliche  Paare   der  F^  leicht  zu  construiren  sind.     Es  ist^ber       j 
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zweckmässig,  eine  andere  Pl&che  zu  benutzen,  nämlicb  die  Polarfigur  0^  von 
Zq^  in  Bezug  auf  HK  Weil  2^^  die  Geraden  l,  X  enthält,  wird  Q*  die 
Ebene  2  in  den  conjugirten  Polaren  von  ?,  A  schneiden.  Diese  beiden 
Geraden  der  Q^  sollen  beziehlich  mit  l\  X'  bezeichnet  werden,  q^  sei  ihr 
Schnittpunkt. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  die  QuadriflSchen  F*,  welche  den  Kegel- 
schnitt a^  enthalten,  und  F^  überdies  in  zwei  anderen  Kegelschnitten 
«*,  y*  durchdringen.  Wird  eine  solche  F^  vorausgesetzt,  und  nennt  man 
Xj  y  die  beiden  Punkte ,  welche  x^^  y^  gemein  haben ,  X,  Y  die  Ebenen  Ton 
«*,  y*,  so  gehen  durch  x^,  y^  oo*  Flächen  i^*,  von  denen  jede  eine  Curve  s^ 
aus  F^  schneiden  wird.  Dabei  fallen  diese  z^  in  die  durch  q  möglichen 
Ebenen.  Nun  befindet  sich  unter  den  t^'  auch  das  Ebenenpaar  X,  T, 
Wenn  sodann  die  Gerade  xy  die  F^  in  g  durchstOsst,  so  müssen  in  g  zwei 
Gerade  von  F^  zusammentreffen,  die  in  den  Ebenen  X,  T  sind  und  auf  q 
stehen.  Mithin  folgt,  dass  e  einer  der  fünf  mit  a  bezeichneten  Punkte  sein 
muss.  In  der  Ebene  X  liegt  ausser  x^  eine  durch  e  gehende  Gerade  von  F\ 
also  entweder  Z,  oder  A,  etwa  Z,  so  dass  T  durch  X  gehen  wird. 

Wenn  umgekehrt  a  ausgewählt  ist  und  durch  l  eine  beliebige  Ebene  X 
gelegt  wird,  welche  a^  aus  F^  schneiden  möge,  so  hat  man  in  a\  a?  die 
Basis  eines  Büschels  (F^) ,  durch  dessen  Flächen  aus  F^  alle  y^  geschnitten 
werden,  deren  Ebenen  die  Gerade  X  enthalten.  Folglich  existiren  fOnf 
Sy-^teme  solcher  JP*,  wie  wir  sie  betrachten  wollten,  den  fünf  Punkten  6 
entsprechend;  jede  F^  berührt  F^  in  zwei  Punkten  ä,  y,  deren  Verbin- 
dungslinie einen  der  a  enthält.  Zur  Untersuchung  eines  dieser  Systeme 
bedienen  wir  uns  einer  Abbildung  der  JP^,  die  man  oft  mit  Nutzen  anwen- 
den kann. 

2.  Yerknüpfang  einer  bekannten  Transformation  der  Ponkte  r,  ^ 

des  Baumes  mit  dessen  Ebenen  B, 

Ist  eine  Quadrifläche  H^  gegeben,  und  wird  ausserhalb  H^  ein  Punkt  ff 
als  fest  angenommen ,  so  hat  man  in  den  Punkten  r,  q  ,  die  auf  den  Strahlen 
r  von  6  liegen,  und  welche  in  Bezug  auf  H^  conjugirt  sind,  eine  quadra- 
tische Transformation  (r,  q)  des  Baumes. 

Nun  lassen  wir  den  Paaren  rg  die  Ebenen  B  des  Baumes  in  folgender 
Weise  entsprechen:  Unter  S  die  Polarebene  von  c  in  Bezug  auf  fl^;  unter 
a^  den  Schnitt  von  2;,  H^  verstanden,  müssen  sich  die  beiden  Kegel,  welche 
a^  aus  den  Punkten  r,  q  eines  beliebigen  Paares  projiciren ,  auf  H^  in  einer 
ebenen  Curve  r*  durchdringen ;  die  Ebene  der  r*  sei  Ä,  sie  entspricht 
dem  Paare  rq.  Wenn  man  andererseits  H^  mit  irgend  einer  5  in  r* 
schneidet  und  mit  r,  q  die  Spitzen  der  Quadrikegel  bezeichnet,  welche  durch 
a^  f^  möglich  sind,  so  fallen  diese  bekanntlich  auf  den  Strahl  von  ff,  wel- 
cher zur  Schnittlinie  BE  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  ^',  und  es  ist  auch  r 
von  Q  durch  H^  harmonisch  getrennt  ^  j 
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Wesentlich  aber  ist,  dass  der  Pol  ö'  von  B  in  Bezug  auf  fi^* 
im  Strahle  ar  liegt  und  von  a  durch  rg  harmonisch  getrennt  ist. 

Denn  projicirt  man  r,  g  aus  der  Geraden  BZ  durch  zwei  Ebenen,  so 
haben  diese  ^ ,  r  zu  Polen  bezüglich  H^  und  sind  offenbar  durch  die  Ebenen 
i?,  £  harmonisch  getrennt.  Demnach  sind  die  Pole  dieser  vier  Ebenen 
harmonische  Punkte:  r,  ^,  cj,  a'. 

Femer  ist  hervorzuheben ,  dass ,  wenn  r  irgend  eine  Gerade  9  des  Baumes 
beschreibt  —  also  g  einen  Kegelschnitt  der  Ebene  a  g  durchläuft  — ,  R  einen 
Quadrikegel  umhüllen  wird,  dessen  Spitze  in  £  liegt.  Denn  da  R  stets 
die  conjugirte  Polare  von  ar  bezüglich  H^  enthält,  so  geht  sie  durch  den 
Pol  der  Ebene  cjg;  schneidet  letztere  H^  in  5*,  a^  in  den  Punkten  1,  2,  so 
braucht  man  nur  r  aus  l,  2  auf  h*  zu  projiciren,  um  zwei  Punkte  der 
Geraden  zu  finden,  welche  B  mit  der  Ebene  tfg  gemein  hat.  Es  leuchtet 
aber  sofort  ein,  dass  die  so  construirte  Gerade  einen  Kegelschnitt  umhüllt. 

3.  Ihirch  die  Transformation  (r^)  werden  folgende  Gebilde  in  slcli  selbst 

verwandelt: 

a)  Gewisse  Quadriflftchen  P^.  Wenn  P^  von  den  Strahlen  durch  0 
in  Paaren  rg  getroffen  wird,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  a\  welcher  von  a 
durch  rg  harmonisch  getrennt  wird,  eine  Ebene;  folglich  enthalten  nach  2. 
die  zugehörigen  B  einen  festen  Punkt  p,  den  Pol  jener  Ebene.  Wenn 
daher  P^  existirt,  so  gehört  sie  zu  einem  bestimmten  Punkte  p. 

Umgekehrt:   Zu  jedem  Punkte  p  des  Raumes  gehört  eine  P*. 

Beweis,  Durch  p  seien  irgend  zwei  Ebenen  ^|,  B^  gelegt,  die  aus 
-ff*  die  Linien  r,^  r^*  schneiden.  Alsdann  sind  a*,  r^^  und  a*,  r,*  die  Basen 
zweier  Büschel  von  Quadriflftchen,  die  auf  jeder  durch  p  gezogenen  Geraden  p 
die  nämliche  Involution  j  ausschneiden;  denn  in  den  Involutionen,  welche 
jene  Büschel  liefern,  sind  zwei  gemeinschaftliche  Paare:  erstens  die  Schnitt- 
punkte von  p  mit  H^,  zweitens  p  selbst  und  der  Durchstosspunkt  von  p 
in  £.  Nun  sind  die  Doppelpunkte  der  j  zwei  Kegelspitzen  r;  denn  wird 
(2.)  r  auf  p  variabel  gedacht,  so  umhüllt  B  einen  Quadrikegel,  und  es 
ereignet  sich  zweimal ,  dass  ein  B  durch  p  geht.  Die  diesen  Lagen  von  B  ent- 
sprechenden Kegelspitzen  sind  offenbar  die  Doppelpunkte  der/  Es  erübrigt 
za  zeigen,  dass  sie  für  alle  p  auf  einer  bestimmten  Quadrifläche  liegen: 
Tj  sei  ein  solcher  Doppelpunkt,  dem  die  Ebene  B^  entspreche.  Es  giebt 
eine  einzige  Quadrififtche,  welche  r^  enthält,  und  den  Kegel,  der  ausj? 
die  Curve  a*  projicirt,  längs  a^  berührt;  sie  sei  P^.  Sucht  man 
anf  p  die  Livolution  conjugirter  Pole  für  P*^  so  liegt  von  dieser  ein  Paar 
vor  in  p  und  dem  Schnittpunkte  p2j  ein  zweites  besteht  aus  den  Punkten^ 
in  welchen  p  den  Kegel  durchdringt,  der  r^  mit  a^  verbindet  —  Man 
erkennt  dies  sogleich,  wenn  man  den  Schnitt  von  P*  mit  der  Ebene  r^p 
betrachtet.  —  Somit  erhellt,  dass  j  selbst  die  gesuchte  Involution  ist,  dass 
also  r,  ein  Punkt  von  P^  ist.  C^r^r^r^]^ 
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Liegt  p  in  H*,  so  wird  P^  der  Kegel  mit  der  Basis  a^  der  Spitze  p] 
liegt  p  in  £,  so  zerfällt  P^  in  £  und  die  Polarebene  P  von  |7  in  Bezug 
auf  HK 

h)  Die  Kegelschnitte  g^.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die 
Ebene  eines  in  sich  transformirbaren  g^  durch  a  gehen  muss.  Bestimmt 
man  dann  die  Punkte  a\  so  erfüllen  sie  die  Polare  von  a  bezüglich  g*,  und 
die  den  Paaren  rg  zugewiesenen  R  werden  einen  Büschel  bilden,  dessen 
Axe  g  jener  Pole  in  Bezug  auf  J?^  conjugirt  ist.  Wir  sagen,  zu  g  ge- 
hört g^  Wird  g  beliebig  angenommen,  so  ezistirt  auch  g*;  denn  zu  irgend 
zwei  Punkten  j?i,  p^  der  g  gehören  P^^,  P^^  welche  ausser  a*  noch  einen 
Kegelschnitt  gemein  haben;  dieser  ist  g^ 

Zwei  in  derselben  —  durch  a  gelegten  —  Ebene  befindliche  g*  haben 
zwei  Punkte  auf  a^  gemein  und  überdies  ein  Paar  rp;  die  g,  zu  welchen 
sie  gehören,  treffen  sich  auf  2^,  und  umgekehrt.  Vor  Allem  ist  zu  be- 
achten, dass  g^  zerfällt,  wenn  H^  von  g  berührt  wird;  geschieht 
dies  in  ^,  so  besteht  g'  aus  zwei  Kanten  des  Kegels  jP^,  nämlich  aus  den- 
jenigen, welche  P^  mit  der  Polarebene  des  in  2"  befindlichen  Punktes  von  g ' 
gemein  hat.  Wird  hingegen  H^  von  g  in  zwei  getrennten  Punkten  p, ,  p^ 
getroffen,  so  kann  g^  deshalb  nicht  zerfallen,  weil  die  Kegel  P^^  P^ 
nicht  zwei  gemeinsame  Kanten  haben  können. 

c)  Die  biquadratischen  Baumcurven  r^.  Hier  muss  natürlich  a 
die  Spitze  eines  der  durch  r^  möglichen  Quadrikegel  sein,  etwa  von  cK 
Alsdann  liegen  die  Punkte  a  in  der  Ebene  P^  welche  die  drei  anderen 
Kegelspitzen  enthält,  mithin  auf  der  Schnittlinie  von  P^  <j^  Demzufolge 
umhüllen  die  R  einen  Quadrikegel,  die  Polarfigur  jener  Schnittlinie  be- 
züglich H^.     Das  Inverse  ist  offenbar. 

d)  Die  in  sich  transformirbaren  oubischen  Flächen  JF*^ 
Zunächst  leuchtet  ein,  dass  eine  solche  F^  durch  a  gehen  muss,  da  jede 
durch  0  denkbare  Gerade  t  die  F^  in  einem  Punktepaare  tq  durchstössi 
Betrachtet  man  eine  Tq,  welche  H^  in  r^  —  auf  a*  —  tangirt,  so  wird  r^ 
zu  jedem  auf  to  möglichen  Paare  gehören.  Somit  muss  F^  durch  a^  gehen, 
und  es  föUt  in  2  eine  Gerade  q  der  Fläche.  Nun  ist  jeder  Punkt  auf  q 
mit  einem  Nachbarpunkte  von  0  gepaart,  folglich  wird  die  Ebene  <rq  Tan- 
gentialebene von  F^  in  6  sein  und  mit  F^  zwei  in  £  zusammenstossende 
Gerade  Z,  X  gemein  haben. 

Bestimmt  man  jetzt  die  Punkte  a\  so  erhält  man  als  Ort  für  sie  die 
Polarfläche  Z^  von  0  flir  die  F^^  und  es  werden  die  den  Paaren  rq  auf 
F^  zugewiesenen  R  Tangentialebenen  der  Quadrifläche  Q^  sein,  welche  als 
Polarfigur  von  £^  in  Bezug  auf  H^  als  Grundfläche  auftritt  Sind  wieder 
l\  l!  die  conjugirten  Polaren  von  Z,  X,  also  in  Z  gelegen,  so  nimmt  Q^ 
diese  Geraden  auf  und  berührt  E  in  ihrem  Schnittpunkte  g^.  Hieraus  aieht 
man,  dass  eine  F^^  wie  wir  sie  voraussetzten,  zu  einer  bestimmten,  die 
Ebene  Z  berührenden  Quadrifläche  Q^  derart  gehört ,   dasaßen  Tangential 
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ebenen  Ton  Q^  die  Paare  der  F^  in  eindeutig  umkehrbarer  Weise  entspre- 
chen.    Die  Inversion  gestaltet  sich  sehr  einfach: 

Geht  man  Ton  0^  aus ,  so  ergiebt  sich  zunächst  2*0*,  ihre  Polarfignr  als 
Ort  der  Punkte  a.  Das  auf  6c  befindliche  Paar  rg  ist  dadurch  bestimmt, 
dass  es  sowohl  durch  o,  o\  als  durch  H^  harmonisch  getrennt  wird,  d.  h. 
dass  rg  die  Doppelpunkte  der  auf  den  Geraden  r  durch  die  Flächen  2;;,*, 
H^  bestimmten  Involutionen  sind.  Dass  auf  jeder  r  ein  Paar  auftritt,  folgt, 
wenn  man  durch  die  conjugirte  Polare  r'  von  t  bezüglich  H^  die  von  £ 
verschiedene  Tangentialebene  B  von  (>*  beachtet.  Will  man  die  in  Rede 
stehenden  Doppelpunkte  construiren,  so  kann  man  folgendermassen  vorgehen: 
H\  2^  durchdringen  sich  in  einer  Raumcurve  f*,  welche  Basis  eines  Bü- 
schels von  Quadrifiächen  ist.  Zieht  man  von  a  an  sämmtliche  Flächen  dieses 
Büschels  Tangenten,  so  erhält  man  in  den  Berührungspunkten  die  frag- 
lichen Doppelpunkte;  aber  so  resultirt  eine  cubische  Fläche,  der 
auch   der  Kegel  umbeschrieben  ist,   welcher  t*^  aus  o  projicirt. 

4.  Ueberi^ang  zur  F^  —  ihre  16  Geraden. 

Mit  Hilfe  der  zwischen  F^^  ö*  etablirten  Abhängigkeit,  die  nach  1. 
stets  möglich  ist,  lassen  sich  die  F^  welche  a^  uebstdem  noch  zwei  Kegel- 
schnitte (x?^  y^  mit  F^  gemein  haben  und  das  System  0  constituiren,  klar 
erkennen:  Bedeutet  g  eine  Gerade  von  0^,  z.  B.  auf  V  stehend,  so  gehört 
zu  ihr  ein  Kegelschnitt  g*  auf  JP^,  dessen  Ebene  die  Gerade  l  enthält,  weil 
die  Polarebene  des  Punktes  ^X  den  g^  aufnehmen  muss.  g'  ist  also  einer 
der  »*.  Durch  eine  Gerade  der  andern  Schaar  von  ö^  würde  man  einen  y* 
erhalten ,  und  zum  Schnittpunkt  f  beider  Geraden  wird  eine  F"^  gehören ,  die 
a^yX^y  y^  enthält,  d.  h.:  das  System  0  besteht  aus  den  zu  allen  Punkten 
von  Q^  gehörigen  Quadrifiächen,  diese  berühren  F^  in  je  einem 
Punktepaar  rq. 

Durch  ein  beliebig  im  Baume  gewähltes  Paar  r^g^  gehen  einfach  un- 
endlich viele  F^^  nämlich  sie  gehören  zu  den  Punkten  /",  welche  die  durch 
TqQq  mitbestimmte  Bq  mit  Q*  gemein  hat,  und  werden  von  einer  F^ 
eingehüllt,  welche  die  Doppelcurve  a*,  die  Doppelpunkte  Tq,  Qq 
besitzt  und  der  F^  längs  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  0^ 
umbeschrieben  ist  (vergl.  9.,  wo  anstatt  F^  nur  F^  zu  setzen  ist). 

Jetzt  soll  eine  beliebige  F^  mit  der  Doppelcurve  d^  betrachtet  werden, 
Qq  sei  irgend  ein  Punkt  der  Fläche.  Dem  Kegel,  welcher  a^  aus  g^  pro- 
jicirt, beschreibe  ich  längs  a*  die  Quadrifläche  Q^  ein  und  nenne  (ra)  die 
Transformation,  deren  Centrum  p^,  deren  Ordnungsfläche  (r* 
ist  Durch  diese  wird  JP*  in  eine  F^  übergeführt,  welche  a*  einfach  ent- 
hält, somit  eine  Gerade  q  aus  der  Ebene  2  schneidet,  in  der  a^  liegt.  Eine 
der  fünf  Tangentialebenen  von  F^  die  durch  q  möglich  sind,  berühre  F^ 
in  s\  dann  ist  s  nach  1.  das  Centrum  einer  Transformation  [rg)y  welche^^ 
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in  sich  verwandelt.  In  dieser  gehöre  r^  znm  angenommenen  Punkte  q^. 
Nach  dem  eben  Gesagten  giebt  es  durch  a^  r^,  Qq  qo^  Quadriflächen  J^*, 
welche  F^  in  ihren  gepaarten  Punkten  berühren.  Diese  F^  werden  durch 
die  erste  Transformation  (r<y)  in  Ebenen  verwandelt,  welche  den  Punkt  c^^ 
aufnehmen,  in  den  Tq  sich  transformirt,  und  so  finden  wir  oo^  Bitangential - 
ebenen  der  F\  zugleich  mit  deren  Enveloppe,  der  transformirten  oben  an- 
gegebenen F*  mit  den  Doppelpunkten  r^,  Qq. 

Vor  Allem  muss  man  die  Kegelschnitte  x^^  y*  in  Betracht  ziehen,  welche 
von  den  F^  aus  F^  geschnitten  werden:  Sind  x,  ^  die  in  5  sich  treffenden 
Geraden  der  F^,  so  besteht  ein  beliebiges  Paar  aus  einem  x^,  dessen  Ebene 
durch  Vf  einem  y\  dessen  Ebene  durch  \)  geht  Hierbei  ist  aber  jedem  a^ 
ein  bestimmter  y^  zugewiesen,  da  es  nur  eine  F^  giebt,  die  a\  a?  und 
den  Punkt  Qq  enthält. 

Durch  die  Transformation  wird  a?,  y*  wieder  in  ein  Eegelschnittpaar 
—  xS  9*  —  verwandelt,  weil  F^,  auf  welcher  ic*,  y*  sind,  in  eine  Ebene 
übergeht  und  die  Transformation  centrisch  ist.  Denkt  man  die  00^  durch 
a^,  x^  mögliche  Quadriflächen  X^,  so  enthalten  diese  sämmtliche  y*]  unter- 
wirft man  diese  X^  der  Transformation  (ra),  so  gehen  sie  in  Quadriflächen 
I*  über,  weil  a*  auf  allen  X*  liegt.  Da  femer  die  resultirenden  X*  einen 
Büschel  mit  der  Basis  (a^,  a^)  bilden ,  sie  daher  noch  einen  variabelen  Kegel- 
schnitt mit  F^  gemein  haben,  der  kein  anderer  als  ^^  sein  kann^  so  folgt 
für  F^: 

„Nimmt  man  aus  einer  willkürlichen  Bitangentialebene  einen  Kegel- 
schnitt x^  nnd  benutzt  ihn  mit  a^  als  Basis  eines  Büschels  (X^),  so  schnei- 
den dessen  Flächen  noch  einen  variablen  Kegelschnitt  \)^  aus  F\  dessen 
Ebene  einen  festen  Punkt  Oq  der  Ebene  des  x^  enthält."  Zieht  man  von  Oq 
an  die  X^  Tangenten,  so  ergiebt  sich  als  Ort  für  ihre  Berührungspunkte 
eine  Quadrifläche  Hq\  Jede  durch  Gq  gehende  Gerade  r  wird  von  zwei 
Flächen  J*  berührt  —  in  den  Punkten,  wo  r  die  Hq^  trifft  — ,  von  den 
übrigen  aber  in  Punktepaaren  geschnitten ,  die  durch  jene  Berührungspunkte 
harmonisch  getrennt  sind.  Hq^  geht  durch  a^  und  berührt  längs  a^  den 
Kegel,  dessen  Spitze  Oq  ist.  Also  werden  die  3E^  demzufolge  auch  F^ 
durch  die  Transformation,  von  welcher  Cq  das  Centrum,  Hq^  die  Ordnungs* 
fläche  ist,  in  sich  selbst  verwandelt. 

Bestimmt  man  endlich  für  jeden  auftretenden  ^'  die  Polare  des  Punk- 
tes (Sq^^80  erfüllen  dieselben  ein  Hyperboloid  -S*  (vergl.  7.),  dessen  Polar- 
figur in  Bezug  auf  Hq^  eine  Quadrifläche  Qq^  liefert ,  deren  Berührungsebenen 
B  den  Paaren  der  F*  in  der  unter  2.  angegebenen  Weise  entsprechen.  Vor- 
stehendes lässt  sich  so  zusammenfassen: 

Eine  F^  mit  der  Doppelcurve  a*  kann  durch  fünf  Trans- 
formationen der  hier  definirten  Art  in  sich  übergeführt  wer- 
den,   und   es   entsprechen   die  Paare,    welche   bei  einer  dieser 
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Transformationen   auf   F^   erscheinen,    den   Tangentialebenen 
einer  gewissen  Quadrifläche.* 

Wäre  umgekehrt  die  Transformation  gegeben  durch  ihr  Centrum  6 
ihre  Ordnungsfläche  J?',  wodurch  af  sich  bestimmt,  so  gehört  auch  zu  jeder 
beliebigen  Quadrifläche  ö*  eine  F^  mit  der  Doppellinie  a*. 

Beweis.  Q^  denke  man  erzeugt  durch  die  variable  Gerade  e,  welche 
zwei  festgehaltene  Gerade  gj ,  92  ^°  P\y  i^s  1  ^^^  Ebene  Z  —  des  a*  —  in  j> 
trifft.  Zu  g^,  g,)  ^  mögen  die  Kegelschnitte  g^^,  g2^  e^  gehören;  dann  be- 
schreibt c*  die  F*':  Denn  die  Flächen  P^^y  P^  beschreiben  zwei  Büschel) 
deren  Basen  in  a',  ^^  und  a^,  ^^  vorliegen.  Sieht  man  die  beiden  Flächen 
als  homologe  an,  welche  denselben  e*  enthalten,  wie  z.  B.  P^^  P^,  so  sind 
die  Büschel  projectivisch  aufeinander  bezogen.  Nämlich  die  P^  entsprechen 
projectivisch  den  Punkten  j7],  weil  diese  die  Pole  der  festen  Ebene  Z  in 
Bezug  auf  die  P^  sind  (3a).  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  P^  und  jp^i 
und  da  die  jp^  den  p^  projectivisch  zugeordnet  sind ,  so  gilt  Gleiches  für  die 
Pj*,  P^y  folglich  beschreibt  e*  eine  FK  Erwägt  man,  dnss  die  zu  p  ge- 
hörige P^  ebenfalls  e^  enthalten  muss,  dass  aber  diese  P^  die  Polare  Pdes  j? 
in  Bezug  auf  H^  als  Bestandtheil  hat,  so  folgt,  dass  die  Ebene  P^  die  sich 
am  0  dreht,  Bitangentialebene  von  F^  ist,  indem  sie  ausser  e^  noch  einen 
Kegelschnitt  aus  F^  schneiden  wird.  Da  ferner  der  Ort  für  p  die  Curve 
q%  ist,  welche  0^  Z  gemein  haben,  so  umhüllt  P  den  Quadrikegel  a^  wel- 
cher die  Polarfigur  von  ^  bezüglich  H^  ist 

Die  in  sich  transformirbaren  Kegelschnitte  der  F^  liegen  hiernach  paar- 
weise in  den  Bitangentialebenen  P\  wenn  e^e^  ein  solches  Paar  in  P  ist, 
so  gehören  sie  zu  zwei  sich  inp  treffenden  Geraden  e^,  e^  der  Q^^  die  beiden 
Berührungspankte  r,  q  von  p  und  F^  entsprechen  der  Ebene  e^  e^  =  -K. 

Nun  giebt  es  acht  Gerade  e^,  ...,  e^  aufö^  welche  fi^- berühren ,  von 
denen  vier  (die  mit  ungeradem  Index)  der  einen,  die  vier  anderen  e,,  64, 
^6)  ^8  ^^^  zweiten  Schaar  angehören.  Die  zugehörigen  e^  zerfallen  in  Ge- 
radenpaare (35),  und  zwar  liefern  jene  vier  Geraden  die  Paare  auy  hß,  cy^ 
d6y  diese  a,aj,  6,/?j,  Cj/j,  d^^^y  in  zwei  Gruppen  I,  II  so  vertheilt,  dass 
irgend  ein  Paar  von  I  von  jedem  aus  II  in  zwei  Punkten  r,  q  geschnitten 
wird,  während  eine  Gerade,  aus  I  entnommen,  von  den  nicht  mit  ihr  ge- 
paarten in  I  nicht  geschnitten  wird,  wohl  aber  von  vier  Geraden  der 
Gruppe  IL** 

Diese  16  Geraden  sind  die  einzigen  der  F^. 

Beweis,  p^a  sei  eine  Gerade  von  F^y  wobei  a  auf  a',  p^  ebenfalls 
auf  H^  liege.     Durchläuft  r  die  Gerade  p^a,   so   bleibt  auch  g  auf  einer 

*  Dass  diese  fünf  Transformationen  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  wurde  von 
mir  bewiesen  (Abb.  d.  k.  böhm.  Ges.  d.  Wies.   VII.  Folge  2.  Bd.). 

**  Diese  Ableitung  der  F^  aus  einer  Q\  sowie  die  Construction  ihrer  16  Ge- 
raden, welche  sofort  das  von  Clebsch  angegebene  Arrangement  zeigt,  habe  ich 
auerst  mitgetheilt  (a,  a,  0.  VI.  F.  Bd.  5). 

Digitized  by  VjOOQIC 


136  Ueber  die  Flachen  dritter  Ordnung  (F«)  etc. 

durch  Pq  gehenden  Geraden  Pq  a ,  die  auch  ganz  in  F*  liegt.  Ist  s  der  Pol 
der  Ebene  apou  in  Bezug  auf  J?*,  so  berührt  sp^  die  H^  in  Pq^  und  es 
entsprechen  den  durch  bPq  gehenden  Ebenen  E  jene  Paare  rg.  Aber  alle 
Paare  der  F*  rühren,  von  Tangentialebenen  der  Q^  her,  mithin  muss  bPq 
eine  Gerade  von  Q^  sein,  w.  z.  b.  w.     Man  kann  demnach  schliessen: 

Jede  Gerade  a  der  F^  wird  von  fünf  anderen  unter  sich 
windschiefen  der  sechzehn  geschnitten. 

Welche  Modification  dieser  Ausspruch  erleidet,  wenn  die  Flächen  H\ 
Q^  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  soll  später  erörtert  werden;  zunächst 
bildet  er  die  Grundlage  der  Untersuchung  über: 

5.  Das  gegenseitige  Yerhalten  der  16  Geraden. 

Unter  einem  Geradenpaar  sind  zwei  sich  schneidende  der  sechzehn  zu 
verstehen.  Ist  eine  der  16  Geraden  mit  mehreren  gepaart,  so  soll  sie  die 
Transversale  derselben  heissen.  Windschiefe  nennen  wir  n  Gerade, 
wenn  unter  ihnen  kein  Paar  ist.  Da  jede  beliebige  a  Transversale  von 
fünf  Windschiefen  ist,  so  liegen  nie  drei  Gerade  in  einer  Ebene,  und 
es  existiren  ^-iJL6  =  40  verschiedene  Paare. 

2 

a)  Zwei  Windschiefe  a,  h  haben  zwei  Transversalen  Cj,  d^. 
Das  durch  a^  a ,  h  mögliche  Hyperboloid  hat  mit  F*  noch  einen  Ort  zweiter 
Ordnung  gemein;  durch  einen  Punkt  x  desselben,  welcher  auf  keiner  dfer 
drei  Linien  a\  a^  h  liegt,  geht  eine  Gerade ,  welche  die  drei  schneidet 
und,  da  sie  fünf  Punkte  von  F^  enthält,  unter  den  sechzehn  sein  muss. 
Jener  Ort  besteht  daher  aus  zwei  Transversalen  von  ah;   sie  seien  c^,  e2, . 

h)  Drei  Windschiefe  a,  &,  c  besitzen  eine  einzige  Trans- 
versale d|.  Denn  das  Hyperboloid  (ahc)  hat  mit  dem  eben  benutzten 
ausser  a,  h  noch  zwei  Gerade  gemein,  wovon  die  eine  der  c  auch  dem 
Kegelschnitte  a^  begegnet ,  die  andere  somit  fünf  Punkte  von  F^  aufnimmt ; 
diese  letztere  werde  mit  d^  bezeichnet,  und  die  beiden  Geraden,  welche 
ausser  abc  noch  auf  d^  stehen,  sollen  d,  8^  heissen. 

c)  Die  Geradenvier  SS.  Vier  Windschiefe  a,  6,  c,  d  können  nach 
h)  höchstens  eine  Transversale  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  können  sie 
auch  nicht  hyperboloidisch  liegen,  da  bei  dieser  Annahme  die  in  h)  ge- 
brauchte Schluss weise  für  sie  vier  Transversalen  ergäbe.  Sollen  aber  a& cd 
eine  Transversale  haben,  so  muss  d^  diese  sein;  alsdann  muss  d  entweder 
mit  8  oder  8^  zusammenfallen. 

Könnte  demnach  eine  zu  a,  5,  c  windschiefe  Gerade  d  gefunden  wer- 
den, verschieden  von  6,  5,,  so  würden  a,  6,  c,  d  keine  Transversale  — 
auf  F^  —  haben.  Eine  solche  d  ist  nun  offenbar  die  Transversale ,  welche 
8,  dj  ausser  d^  noch  besitzen.  Denn  würde  sie  z.  B.  a  treffen,  so  hätten 
d,  d|,  a  drei  Transversalen.  Nennen  wir  diese  d,  so  haben  a,  &,  c,  d  die 
Eigenschaft,  dass  die  Transversalen  von  je  dreien  aus  dieser  Gruppe  mit 
der    vierten  windschief  sind;    wir  nennen   {ah  cd)   eine   Geraden  vi  er    ä>, 
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bezeichnen  die  vier  auftretenden  Transversalen  mit  a^  &|,  C|,  d^,  je  nach- 
dem sie  beziehlich  windschief  zu  a,  &,  c,  d  sind.  Da  diese  letzteren  jetzt 
als  Transversalen  von  a^,  &|,  c^,  d^  erscheinen,   so  ist  auch  (aih^c^d^)  eine 

Vier  SB,,  und  es  liegt' eine  Doppelvier  vor:  a5S3i  =  (^  b  c  dj' 

Die  zw51f  von  den  IB  verschiedenen  Geraden  lassen  sich  nunmehr  leicht 
überblicken.  Da  die  Transversalen  von  zwei  beliebigen  der  35  in  95 ^  vor- 
kommen, so  giebt  es  unter  den  übrigen  acht  keine  Gerade,  welche  mehr 
als  eine  der  S5  schneidet.  Aber  a  wird  von  fünf  Geraden  getroffen,  von 
denen  &j,  Oj,  d^^  drei  sind;  bleiben  zwei,  o^  a^^  und  diese  müssen  unter 
den  acht  sein.  Ebenso  werden  &,  c  beziehlich  von  ß,  ß^;  y,  /i  undd,  wie 
schon  angenommen ,  von  8 ,  6^  geschnitten.  Die  hier  aufgezählten  acht  sind 
sSmmtlich  verschieden,  da  keine  derselben  zwei  der  35  schneiden  kann, 
irgend  eine  aber  stets  einer  95  begegnet.  Gegen  die  95  j  verhalten  sie  sich 
ebenso ;  also  muss  or ,'  ebenso  a^  eine  der  95^  treffen ,  und  zwar  eine ,  die  zu  a 
windschief  liegt,  d.  h.  a^.  Es  sind  somit  a,  a^  die  Transversalen  von  aa^^ 
ß,  ß^  die  von  hb^  etc. 

Hier  zeigt  sich ,  dass  überhaupt  keine  zu  allen  95  —  oder  95j  —  Wind- 
schiefe existirt.  Weil  ferner  a^^b^,  c^y  ö,  6^  von  den  in  95  befindlichen  die 
d  schneiden,  so  muss  jede,  von  diesen  fünf  verschiedene  Gerade  entweder  a, 
oder  hy  oder  c  treffen,  mit  anderen  Worten:  eine  Gerade,  die  mit  abc  wind- 
schief liegt,  muss  unter  den  fünf  Genannten  sein;  folglich  sind  diese  d,  d^ 
und  d.  Da  endlich  weder  5,  noch  8^  mit  abc  eine  Vier  liefern,  so  folgt: 
Durch   drei  Windschiefe  a,  b,  c  ist  eine  Vier  (abcd)  eindeutig 

bestimmt.    Auch  hat  man  sofort  die  Doppel  vier  ((thccl)  ^^^  ^^^  SStze: 

Sind  gegeben  vier  Windschiefe,  so  bilden  sie  entweder  eine  Vier 
{abcd),  oder  nicht  —  abcd,  abcö^»  Im  ersten  Falle  existirt  keine  zu 
allen  vieren  windschiefe,  im  zweiten  nur  eine  —  d^  oder  6,  Eine  Gruppe 
von  sechs  Windschiefen  ist  unmöglich,  eine  solche  von  fünf 
hat  stets  eine  einzige  Transversale. 

Anordnung  der  acht:  «a^,  ßß^  etc.  a  wird  geschnitten  von  a,  a^, 
somit  noch  von  drei  Geraden ,  welche ,  da  a  weder  eine  Gerade  in  33  ausser  a, 
noch  in  95i  ausser  a^  treffen  kann,  unter  den  sechs  ßß^,  yy^^  öö^^  vor- 
kommen müssen.  Da  nun  die  Transversalen  von  ßß^^  yy^,  öd^  in  95,  35i 
enthalten  sind ,  so  muss  or  entweder  ß  oder  ß^ ,  y  oder  y^ ,  ö  oder  8^  treffen. 
Da  uns  die  Bezeichnung  der  Getroffenen  noch  freisteht,  so  seien  ß^j  /,,  8^ 
diese.  Keine  von  ihnen  kann  von  a^  getroffen  werden,  weil  die  Transver- 
salen von  o,  a,  in  a,  a^  vorliegen,  und  da  a^  mit  der  Transversale  a  von 
(3j,  Yu  ^1  windschief  liegt,  so  bilden  «j,  /Jj,  y^,  8^  eine  Vier  95'i. 

«1,  welche  weder  j3j,  noch  y^,  noch  8^  trifft,  muss  hiernach  sowohl /J, 
als  y,  als  d  treffen,  und  man  hat  in  {ccßy8)  eine  Vier  95'.     33'3S\  ist^^ine       t 
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Doppelvier  (  ß  y  s  );  ^^^^  ^  ^*  windschief  gegen  «,  /?,  y,  muss  also 
nach  dem  eben  Gesagten  «j,  ß^  und  y^  schneiden  u.  s.  w. 

d)  Die  fünf  Systeme  8  von  Oeradenpaaren.  aa  sei  irgend 
eines  der  40  möglichen  Paare.  Es  giebt  —  ausser  «  —  vier  Gerade,  die  a, 
und  ebenso  vier,  welche  a  treffen ;  die  übrigbleibenden  sechs  sind  also  wind- 
schief zu  a  und  a.  &  sei  eine  dieser  sechs;  nach  Abzug  der  beiden  Trans- 
versalen von  ft,  a,  der  beiden  von  6,  «  bleibt  noch  eine  Gerade  übrig, 
welche  b  schneidet,  aber  weder  a,  noch  a  trifft,  mithin  zu  jenen  sechs 
gehört;  sie  sei  ß.  Auf  diese  Weise  gewahrt  man^  dass  durch  ein  Paar  aa 
drei  andere  6/3,  cy,  dö  bestimmt  sind,  so  dass  von  diesen  vier  Paaren  jedes 
gegen  die  anderen  windschief  liegt.  Vier  solche  Paare  bilden  deshalb  eine 
unzertrennbare  Gruppe  I. 

Ist  dl  die  Transversale  von  ahc,  so  muss  d^  entweder  d  oder  d  treffen, 
da  die  zu  d  und  d  windschiefen  sechs,  mit  d6  zusammengenommen,  die 
Gruppe  I  ausmachen  müssen.  Indem  wir  6  als  die  von  d^  geschnittene 
Gerade  annehmen,  liefern  nach  3.  {ah cd)  eine  Vier  93.  Ich  behaupte, 
{aßyd)  ist  ebenfalls  eine  Geradenvier  8S':  {(^i^i c^d^)  sei  die  Vier  95j ,  welche 
SS  zur  Doppelvier  8S9Si  ergänzt,  dann  gehören  a,  /5,  y,  d  zu  den  acht  Ge 
raden  [vergl.  c)] ,  welche  nicht  in  33  9Sx  vorkommen ;  denn  keine  der  Geraden 
a,  j3,  y,  d  befindet  sich  in  93i,  weil  jede  zu  drei  in  SS  enthaltenen  wind- 
schief liegt.  Ziehen  wir  die  Transversale  über  a,  j3,  y,  so  ist  diese  noth- 
wendig  weder  in  93,  noch  in  93^ .  Nach  der  unter  c)  gegebenen  Aufzählung 
der  acht  Geraden  ««j,  ßß^,  yy^,  dö^  trifft  eine  in  93  oder  9Si  befindliche 
Gerade  nur  zwei  dieser  Genannten  —  a  trifft  acj,  h  trifft  ßß^  etc.  Die 
eben  gezogene  Transversale  kann  offenbar  keine  der  o,,  /3|,  Yi  sein,  da 
a,  «i,  ebenso  ß,  ßi,  y,  yi  je  zwei  Windschiefe  sind;  die  Transversale  muss 
auch  von  ö  verschieden  sein,  weil  ö  gegen  a,  j3,  y  windschief  liegt,  folg- 
lich kann  sie  nur  d,  sein.  Da  hiernach  ö  windschief  zu  a,  j3,  y  ist  und 
auch  ihre  Transversale  nicht  trifft,  so  bildet  {cißyö)  nach  c)  eine  G^raden- 
vier  93,  und  diese  wird  durch  («j  j3^  y^  d J  =  93'i  zur  Doppelvier  ergänzt. 
Es  ist  klar,  dass  die  Paare  a^a^,  h^ß^,  Ciy^,  d^ö^  eine  neue  Gruppe  II 
liefern,  welche  man  als  durch  I  schon  gegeben  ansehen  kann,  und  die  in- 
sofern als  Ergänzung  von  I  anzusehen  ist,  als  I  und  II  sämmtliche  16 
Gei*aden  umfassen.  Zwei  solche  Gruppen  bilden  ein  System  S  von  Paaren. 
Insofern  eine  bestimmte  a  der  16  Geraden  mit  fünf  anderen  —  &,,  c^,  d^i 
o,  0|  —  gepaart  erscheint,  giebt  sie  Anlass  zu  fünf  differenten  Grup- 
pen und  zu  ebenso  vielen  Systemen  5,  in  welchen  sodann  alle 
40  Paare  untergebracht  sind. 

6.  Die  Kummer'schen  Kegel  <r'. 
Lehrsatz*     Die    acht  in   einem  S  vorkommenden  Paare   aa^ 
hßy  ...,  a^a^y  ^i/'if  •••   Bind  in  acht  Ebenen  Ä^  By  ...,  A^y  B^,  ... 
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enthalten,  welche  durch  denselben  Punkt  a  gehen  und  einen 
Qnadrikegel  a^  berühren. 

Der  Beweis  beruht  auf  folgendem  Satze: 

Hat  man  zwei~Bü8chel  (Y^),  (Z^)  von  Quadriflächen,  von  welchen  jener  die 
Kegelschnitte  a^y  &',  dieser  a',  <?  zur  Basis  hat,  so  enthalten  die  Ebenen  F,  Z, 
auf  welchen  sich  irgend  zwei  Fl&chen  F^  Z^  durchdringen,  einen  festen  Punkt  ai 

Eine  solche  Ebene  Y^  Z^  schneide  die  Ebene  B  des  h^  in  h^ ,  die  Ebene 
C  des  c'  in  Cj,  und  es  sei  a  der  Punkt  'b^c^\  er  liegt  auf  der  Schnittlinie 
BC.  Sind  T*,  Z*  zwei  willkürliche  der  Flächen,  so  gehen  Z^*  und  Z« 
durch  a?  auf  ^^  durch  (?  ausserhalb  F^;  folglich  schneiden  sich  die 
Ebenen  F^ Z^ ,  Y^Z  in  einer  unveränderlichen  Geraden  der  Ebene  C  des  c*, 
d.  h.  in  c^;  also  hat  Y^Z  mit  B  eine  variabele,  aber  durch  c  gehende  Ge- 
rade mit  B  gemein ,  etwa  h.  Die  Fl&chen  Y^  und  F'  gehen  beide  durch  a^ 
auf  Z^  durch  V^  ausserhalb  Z^;  folglich  müssen  die  Ebenen  F^Z,  YZ  sich 
auf  der  Ebene  B  schneiden,  also  in  &,  und  YZ  geht  durch  cf,  w.  z.  b.  w. 

Jedes  Paar  der  Gruppe  I  wird  von  jedem  der  II  geschnitten ,  daher  liegen 
zwei  Paare  aas  verschiedenen  Gruppen  stets  auf  einer  durch  a^  gehenden 
Quadriflfiche.  Setzt  man  demnach  hß^mV^  cy  =  c^,  so  schneiden  sich  dem 
Satze  zufolge  die  sechs  Ebenen  £,  C,  A^^  B^,  C^,  B^  in  einem  Punkte  a. 
Wenn  man  alsdann  den  Paaren  aa^  d5  die  Bolle  von  bß^  cy  überträgt, 
so  ergiebt  sich  die  oben  aufgestellte  Behauptung. 

Nach  4)  werden  die  Paare  hß^h\  cy  =  c^  durch  zwei  Windschiefe 
der  Quadrifläche  Q^  geliefert,  z.  B.  durch  e,,  e^.  Schneidet  eine  variable 
Gerade  e  von  Q*  diese  63,  «^  in  ^,  ir,  und  heissen  F^  Z'  die  zu  diesen 
Punkten  gehörigen  Flächen,  so  sind  diese  in  den  Büscheln  {a\  &^),  (a^,  c^) 
und  durchdringen  sich  in  c*  auf  F\  d.  h.  F*  wird  durch  diese  projectivisch 
aufeinander  bezogenen  Büschel  erzeugt  (siehe  4.,  wo  63,  e^  durch  c^^,  gg 
vertreten  werden).  Dabei  geht  die  Ebene  E  des  e'  stets  durch  (f,  und 
schneidet  F^  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  e^^,  welcher  zu  der  Geraden  e^ 
von  0^  gehört,  die  mit  e  auf  der  Ebene  £  —  in  €  —  zusammentrifiEt. 
E  ist  Polarebene  von  c  in  Bezug  auf  E^^  und  weil  q^  der  Ort  von  e  ist, 
umhüllt  JE7  einen  Quadrikegel  <j^;  endlich  berührt  E  doppelt  die  F*^  nämlich 
in  den  Punkten  rg,  die  der  Ebene  ee^^B  zugewiesen  sind  und  sowohl 
in  £^  als  ^i' liegen  müssen.  Die  fünf  mit  einer  bestimmten  Geraden 
a  Gepaarten  liegen  in  fünf  durch  a  gehenden  Ebenen,  und  in 
jeder  von  diesen  Ebenen  liegt  die  Spitze  a  eines  der  F^  doppelt 
umbeschriebenen  Quadrikegels  a*. 

Der  Ort  von  €  ist  q\  die  Schnittlinie  von  JS,  Q^,  in  e  ist  die  Ebene 
ee^  Tangentialebene  von  ^^,  also  enthält  ee^  den  Pol  g  von  2  in  Bezug  auf  Q^^ 
und  das  ihr  zugewiesene  Paar  rg  liegt  zugleich  auf  der  zu  g  gehörigen  Z^ 
und  F\  mithin  auf  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung  a*. 

7.  Der  in  der  vorigen  Nummer  angezogene  Satz  über  die  Büschel 
(F^),  (Z^)  führt  unmittelbar  zu  der  Consequenz,  dass  diese  BüscheL^uf       j 
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jedem  Strahle  des  fixen  Punktes  a  identische  Involutionen^'  aus- 
schneiden. Die  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  haben  zum 
Ort  eine  Quadrifläche  HK 

Beweis.  Y^  sei  dem  einen  Büschel  entnommen  und  werde  von  irgend 
einer  durch  6  gelegten  Ebene  Y  in  y^  geschnitten.  Es  leuchtet  sofort  ein, 
dass  die  Fläche  des  Büschels,  der  a^y^  zur  Basis  hat,  einerlei  welches  y 
genommen  wird ,  die  nämliche  j  ausschneiden ,  da  eine  solche  j  bestimmt  ist 
durch  ein  Paar,  wovon  der  eine  Punkt  a  ist,  der  andere  in  der  Ebene  des 
a^  liegt,  und  durch  ein  zweites  auf  Y^,  Wird  nun  Y  variabel  gedacht, 
so  liegen  nach  %a)  die  Spitzen  der  Kegel,  welche  zugleich  a^  und  y^  ent- 
halten ,  auf  einer  Quadrifläche ,  diese  heisse  H^.  Jeder  Strahl  von  c  durch- 
dringt H^  in  zwei  Punkten,  die,  wie  man  sieht,  die  Doppelpunkte  der  auf 
diesem  Strahle  erseheinenden  j  sein  werden.  Nachdem  dies  erkannt,  iSsst 
sich  zeigen,  dass  die  Tangentialebenen  der  fünf  Kegel  a^  die  ein- 
zigen Bitangentialebenen  der  F^  sind. 

Gesetzt,  B  sei  eine  Bitangentialebene ,  sie  enthalte  die  beiden  Kegel- 
schnitte &*,  c*  der  FK  Man  wähle  a^  V  als  Basis  eines  Büschels  (T*), 
lege  durch  a^  e*  irgend  eine  Quadrifläche  Z*,  so  wird  diese  aus  F^  den 
Kegelschnitt  i?  schneiden.  In  a^,  <?  gewinnt  man  die  Basis  eines  zweiten 
Büschels  (Z*),  und  mittels  dieser  Büschel  lässt  sich  F^  projectivisch  er- 
zeugen. Nach  6)  werden  die  Ebenen,  auf  welchen  sich  homologe  Flächen 
durchdringen,  einen  festen  Punkt  a,-  enthalten,  durch  den  JS,  sowie  die 
Ebene  C  des  c^  geht.  Zieht  man  von  öi  an  alle  7^  Z^  Tangenten,  so 
tritt  gemäss  unserer  vorausgeschickten  Bemerkung  als  Ort  ihrer  Berührungs- 
punkte eine  gewisse  H^  auf.  Bestimmt  man  femer  von  Ci  in  Bezug  auf 
die  Kegelschnitte  «*,  in  welchen  F^  von  je  zwei  homologen  Y^,  Z^  geschnitten 
wird,  die  Polaren,  so  erzeugen  diese  eine  Regelfläche  Z^\  denn  die  Polar- 
ebenen von  (Ti  in  Bezug  auf  die  Y^  und  Z^  drehen  sich  um  zwei  feste 
Gerade  und  sind  einander  projectivisch  zugeordnet.  Dabei  umhüllt  die 
Ebene  E  des  variabelen  e*  einen  Quadrikegel  o^r^  man  überzeugt  sich  davon, 
wenn  man  eine  beliebige  Ebene  B  auffasst,  welche  a*  in  o?,  a?i;  6*  in  y,  y^; 
c^  in  z,  Zi  schneiden  möge,  und  beachtet,  dass  in  12  zwei  Büschel  mit  den 
Grundpunkten  {xx^yy^)  und  {xx^ez^  zu  denken  sind,  deren  Erzeugniss 
eine  C^  mit  den  Doppelpunkten  x^  x^  sein  wird,  wo  dann  bekauntlich  die 
Geraden,  welche  die  construirten  Punktepaare  der  C^  tragen,  einen  Kegel- 
schnitt zur  Enveloppe  haben.  Betrachtet  man  die  Polare  von  <Si  in  Bezug 
auf  einen  ß^,  so  trifft  dieselbe  6*  stets  dann  in  zwei  getrennten  Punkten, 
wenn  ^  nicht  zerfällt ,  und  zwar  sind  dies  auch  Punkte  der  H?.  Wenn  es 
sich  ereignet ,  dass  diese  beiden  Punkte  coincidiren ,  so  muss  e^  zerfallen. 
Aber  auf  £^  liegen  acht  Polaren  —  in  jeder  Geradenschaar  vier  — ,  welche 
H^  tangiren.  Folglich  sind  unter  den  e^  acht  Geradenpaare,  die  in  zwei 
Gruppen  von  je  vier  Paaren  genau  so  angeordnet  sind,  wie  in  einem  der 
fünf  oben  mit  8  bezeichneten  Systeme.     Ihre   acht  Ebenen  müssen  sowohl 
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den  Kegel  a<^  als  auch  einen  der  fünf  unter  6.  mit  a*  bezeichneten  Kegel 
berühren,  woraus  die  Identität  von  a,*^  mit  diesem  einen  a*  erhellt. 

8.  a)  Zusammenhang  der  Kegel  a\  Auf  geometrischem  Wege 
fanden  wir  diese  Eigenschaft  einer  Curve  C*  mit  zwei  Doppelpunkten: 
„C^  besitzt  vier  unterschiedene  Paare  Ton  Doppeltangenten,  welche  vier 
Schnittpunkte  a,  a\  a\  q"  haben;  von  einem  derselben,  etwa  o,  gehen  an 
0^  ausser  dem  Doppeltangentenpaar  vier  einfache  Tangenten,  deren  Be- 
rührungspunkte T  paarweise  auf  Geraden  liegen,  die  durch  je  einen  der 
Punkte  a,  c\  0'"  gehen."* 

Indem  wir  künftig  nur  unsere  Construction  der  F^  mittels  der  Q^  zu 
Grunde  legen ,  und  die  Polarfigur  von  0^  in  Bezug  auf  H^  wie  bei  F^  mit 
Z^  bezeichnen,  erkennen  wir,  dass  ausser  den  durch  a  gehenden  Bitangen- 
ten ,  als  einfache  Tangenten ,  die  Verbindungslinien  von  c  mit  jedem  Punkte  r 
der  Baumcurve,  in  welcher  H^  2^^  sich  durchdringen,  erscheinen,  und  dass 
es  sonst  keine  giebt.  Diese  Baumcurve  heisse  t^.  Man  lege  jetzt  durch 
zwei  Kegelspitzen ,  z.  B.  durch  0 ,  a^ ,  Ebenen ,  so  schneiden  diese  gewisse  C^ 
aus  F^  und  t^  in  je  vier  Punkten  t,,  ...,  T4,  so  dass  die  Cy  t  einfache 
Tangenten  der  C^  sind.  Also  gehen  durch  c^  die  Verbindungslinien  zweier 
Paare  der  vier  t,  etwa  TjTg,  TjT^.  Dreht  sich  demnach  die  schneidende 
Ebene  um  aa,,  so  erkennt  man  0^  als  die  Spitze  eines  durch  t^  gehenden 
Qnadrikegels.  Gleiches  gilt  von  den  nicht  betrachteten  Spitzen  0,,  03,  ^4, 
d.h.:  das  Quadrupel  conjugirter  Pole  für  H*,  2!^)*  oder,  was  das- 
selbe ist,  für  -ff*,  Q^  besteht  aus  öj,  cJj,  O3,  Ö4. 

h)  DieBaumcurvena^  (vergl.  6.).  Die  zu  0  gehörende  0*  ergab  sich 
als  Durchdringung  von  F^  mit  einer  durch  a*  gehenden  Fläche  Z',  näm- 
lich derjenigen  Quadrifläche,  welche  zum  Pol  »  von  E  in  Bezug  auf  0' 
gehört;  sie  ist  (nach  3a)  dem  Kegel  ti{a^)  längs  a*  umbeschrieben.  Dieser 
Punkt  e  nun  ist  seiner  Lage  nach  unabhängig  von  der  Wahl 
der  0,  er  ist  durch  ^^  allein  schon  bestimmt.  Dies  nebst  Anderem 
folgt  aus  einer  Construction  der  Tangentialebenen  in  irgend  einem  Paar  r,  q 
der  F^y  die  wir  jetzt  herleiten  wollen. 

r,  Q  seien  erhalten  durch  die  Ebene  ^  =  66^,  die  von  den  Geraden  e,  e^ 
der  Ql^  bestimmt  wird.  Die  zum  Schnittpunkte  p  von  e,  e^  gehörige  P^ 
schneidet  aus  F^  die  Curven  e*,  e^^  auf  welchen  r  und  q  liegt,  und  berührt 
deshalb  JP^  in  r,  q\  daher  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  der  Tangen- 
tialebenen von  P^.  Trifft  e  die  H^  inpo,  Pq,  so  sind  dies,  wie  am  Schlüsse 
von  3  a)  bemerkt  wurde ,  die  Spitzen  zweier  zugleich  durch  a*  und  e'  gehen- 
den Quadrikegel,  folglich  Mit  der  Pol  der  Ebene  E  —  in  welcher  ^  ist  — 
bezüglich  P'  auf  e,  etwa  nach  )),  und  ebenso  liegt  der  Pol  p^  der  die  e^ 
enthaltenden  E^  auf  e^\  mithin  sind  r)))>|,  q^^i  die  gesuchten  Tangential- 
ebenen.    Was  die  Lage  von  p,  )),  gegen  p  betrifft,  so  ist  leicht  darzuthun, 
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dass  p  Yon  )f  durch  Pq  ,  Pq^  harmonisch  getrennt  wird  und  dass  demgemSss 
ppi  einerlei  ist  mit  der  Polare  von  p  in  Bezug  auf  die  von  der  Ebene  B 
aus  H^  geschnittene  Linie  r^  Nämlich  jene  harmonische  Trennung  sagt 
aus,  dass  pp  zn  der  Involution^*  als  Paar  gehört,  die  vom  Büschel  (P*) 
mit  der  Basis  (a^  ^)  auf  e  bestimmt  wird.  Ein  Paar  von  j  besteht  aus 
den  Punkten  s ,  e\  wo  e  den  Ebenen  2?,  E  begegnet ,  ein  zweites  fiegt  auf  P*. 
Dieses  letztere  trennt  aber  gleichzeitig  harmonisch  p,  e  und  p,  s',  woraus 
bekanntlich  hervorgeht ,  dass  p)), selbst  ein  Paar  von^'  sein  muss.  Man  darf 
nicht  ausser  Acht  lassen ,  dass  (3.  a)  p  der  Pol  von  2  bezüglich  P*  ist  — 
p  ist  der  von  E, 

Unsere  Construction  zeigt  deutlich  den  biplanaren  Charakter  eines  der 
auf  ä^  beliebig  gewählten  Doppelpunkte  x  der  F^:  das  Paar  rp,  von  wel- 
chem X  der  eine  Punkt  ist,  befindet  sich  auf  dem  Strahl  ax^  und  die 
Ebene  B,  von  welcher  es  herrührt,  muss  2  in  der  zn  ax  bezüglich  H^ 
conjugirten  Geraden  schneiden  (2.)  und  Q^  berühren.  Die  Conjugirte  zu  ax 
ist  aber  die  Tangente  xt  von  a^,  und  durch  sie  gehen  zwei  Tangentialebenen 
Bj,  B^  an  QK  Berührt  z.  B.  R^  die  0^  in  Pj,  und  schneidet  sie  H^  in  r^*, 
so  wäre  die  Polare  von  p^  in  Bezug  auf  r^*  mit  x  durch  eine  Ebene  zu  ver- 
binden^ wodurch  ofifenbar  die  R^  selbst  hervorgeht.  Wenn  man  x  in  einen 
der  vier  Punkte  U^,  ü^,  ü^y  ü^  verlegt,  wo  die  Tangente  des  a*  zugleich 
Q^  tangirt,  so  resultirt  nur  eine  /?,  und  zwar  die  Tangentialebene  des 
obigen  Kegels  0{a^j  d.h.  die  Punkte  U  sind  üniplanarpunkte  von 
F^  und  ihre  Berührungsebenen  haben  einen  Punkt  (e)  gemein. 
Auch  erkennt  man,  dass  0  von  der  Ebene  £  durch  A^,  R^  harmonisch  ge- 
trennt liegt.  Ist  hiemach  e  von  2  oder  Q  unabhängig,  so  kann  man  von 
den  fünf  Raumcurven  <j^  aussagen,  dass  durch  jede  und  a*  eine  Qna- 
drifläche  Z^  sich  bestimmt,  welche  dem  Kegel  e{a*)  längs  a' 
einbeschrieben  ist.  Berücksichtigt  man ,  dass  die  Tangentialebene  von  F^ 
in  einem  U  auch  den  Kegel  0{q^)  berührt  und  aus  diesem  Grunde  eine  R 
ist,  welcher  zwei  Punkte  der  <^  entsprechen  müssen,  wovon  U  selbst  einer 
ist,  so  sieht  man,  dass  die  <^  die  vier  üniplanarpunkte  TT  enthalten. 

Je  zwei  der  Raumcurven  a^  liegen  auf  einer  Quadri- 
fläche  1^0*- 

Beweis.  Durch  ö*  geht  Z*,  durch  o^*  geht  Z^*,  welche  beiden  Flächen 
a*  aufnehmen  und  sich  längs  a^  berühren;  deshalb  sind  o^,  0^^  die  Grund- 
curven  zweier  Büschel  (y*),  (g>,)^  mittels  welcher  sich  F^  projectivisch  er- 
zeugen lässt.  Da  nun  der  Kegel  a*  im  ersten  Büschel  auftritt,  und  dieser 
F^  längs  0^  berührt,  so  muss  die  ihm  homologe  Fläche  des  zweiten  Bü- 
schels die  0^  selbst  aus  F^  schneiden,  und  diese  sei  if^*. 

Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  o^,  (T^^  ausser  U^,  ...,  U^  noch  vier  Punkte 
U\,  ...,  U\  einer  gewissen  Ebene  X  gemein  haben;  wir  werden  zeigen,  dass 
X  mit  2  coincidirt  oder  dass  die  Punkte  U'  den  U  unendlich  nahe  sind: 
k^  sei  einer  der  oo^  Kegelschnitte,   welche  durch  die  U  nUiglich  sind;  k^ 
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bestimmt  mit  o*  eine  Fläche  t/;*,  mit  0/  eine  t^j*.  Variirt  dabei  J^,  so 
resnltiren  zwei  projectiviscb  aufeinander  bezogene  Büschel  (rf;*)  A  (tf'i*).  Das 
Erzengniss  dieser  Büschel  besteht  zunächst  aus  2^,  dann  aus  einer  Ebene  X 
durch  die  ü'  —  indem  zwei  sich  entsprechende  Flächen  ausser  &*  oflfenbar 
einen  durch  die  U'  gehenden  \^  gemein  haben  müssen  — ,  endlich  aus  der 
gemeinsamen  Fläche  %K  Nun  muss  X  der  £  aus  dem  Grunde  unendlich 
nahe  liegen,  weil  bei  der  Annahme  Jc^^a*  statt  t|;*  die  Z*,  statt  %^  die 
Zj*  hervorgeht,  welche  nach  Obigem  den  Kegel  g{a^)  längs  a*  berühren, 
d.  h.  in  zwei  unendlich  nahe  liegenden  Kegelschnitten  durchdringen,  von 
denen  a*  der  eine  ist,  während  der  andere  in  X  fUlli  Wir  schliessen  hier- 
aus, das  je  zwei  0*  sich  in  den  U  berühren  und  dass  zwei  homologe  if^^, 
iffj^  sich  längs  1(?  berühren  müssen. 

9.  Die  Curven  a*  gehören  einer  oo^  Schaar  von  Curven  5* 
an,  längs  welchen  F^  von  Quadriflächen  F^  berührt  wird.  Wie 
gess^,  lässt  sich  F^  durch  zwei  Büschel  von  <p^  projectiviscb  erzeugen, 
wovon  der  eine  die  Basis  a\  der  andere  a^^  hat  Wenn  daher  q)^  beliebig 
durch  o^  gelegt  wird,  so  schneidet  sie  aus  F*  noch  ^,  so  dass  auch  durch 
s*,  0j*  eine  qpj^  geht.  Daher  sind  auch  0*,  5*  die  Grundcurven  zweier  zur 
Erzeugung  der  F^  dienlichen  Büschel  (9)^),  {F^),  Weil  aber  im  ersten 
Büschel  eine  Fläche  vorkommt,  welche  die  s*^  enthält,  so  muss  dieser  im 
zweiten  eine  F*  entsprechen,  die  F*  längs  5*  berührt. 

Die  ö*  gehört  ferner  zu  einer  00^  Schaar  von  Raumcurven 
vierter  Ordnung,  welche  aus  a  durch  Quadrikegel  projicirt 
werden,  und  längs  welchen -F*  von  Flächen  vierter  Ordnung /'g* 
berührt  wird,  die  nebst  der  Doppelcurve  a^  zwei  Doppelpunkte 
haben. 

Beweis.  Rq  sei  eine  beliebige  Ebene  des  Baumes,  sie  habe  mit  Q^,  H^ 
die  Kegelschnitte  Jq*,  r^*,  wovon  letzterer  sich  aus  den  Punkten  r^,  Qq  in 
a*  projicirt  Die  Flächen  P\  welche  den  Punkten  p  der  Linie  q^^  gemäss 
3.0^  zugewiesen  sind,  gehen  alle  durch  r^^  Qq,  berühren  doppelt  die  F^ 
und  werden  von /'s^  eingehüllt,  welche  Tq,  ^q  zu  Doppelpunkten, 
a*  zur  Doppelcurve  hat:  Jedem  Punkte  p  von  ^^^  entspricht  /**,  welche 
durch  die  Kegelschnitte  c^  e^*  von  F^  geht,  die  den  in  p  sich  treffenden 
Geraden  e,  e^  von  0*  entsprechen.  Aber  irgend  zwei  der  in  Betracht  kom- 
menden Flächen  P^  P^*  schneiden  sich  in  dem  der  Geraden  pp^  zugeord- 
neten Kegelschnitte.  Berührt  pp^  den  g^^  in  p^  so  ist  der  zugeordnete 
Kegelschnitt  p^  die  Schnittcurve  zweier  unendlich  nahen,  in  P*  vereinigten 
Flächen,  und  der  Ort  von  p*  ist  die  Enveloppe  von  P*;  er  ist  leicht  pro- 
jectiviscb abzuleiten.  Zu  dem  Ende  nehme  man  zwei  feste  Tangenten  I  und 
IT  von  g*  und  schneide  sie  in  p^,  p^  durch  eine  variabele  Tangente  pp. 
Wenn  die  den  Geraden  I,  II  zugehörigen  Kegelschnitte  p^^,  p^^  heissen,  so 
wird  Pj*  dem  Büschel  (a*,  l?i^,  P»*  dem  Büschel  mit  der  Basis  (a*,l?2*)  an- 
gehören, und  sie  werden  sich  in  dem  jp^  durchdringen,  der  zur  Geraden^»        t 
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gehört.  Da  nun  (/^2*)  7^  (^i*)>  so  beschreibt  p^  eine  F^\  wie  sie  im  Satze 
definirt  wurde.  Jede  P^  berührt  Z^,*  längs  jp*,  welche  der  Tangente  yon  q^^ 
im  Punkte  p  entspricht.  Diese  Tangente  pp  liegt  aber  in  der  Ebene  66^, 
welche  das  Paar  rg  liefert,  mithin  fallen  r,  g  auf  jp*,  und  F*  wird  in  r,  ^ 
von  P^,  also  auch  von  F^^  berührt.  Durchläuft  endlich  p  die  q^^  so 
dreht  sich  die  Ebene  ee^  um  einen  festen  Punkt  ),  den  Pol  von  Bq  in 
Bezug  auf  Q^,  folglich  ist  der  Ort  des  Paares  rg  die  Raumcurve  vierter 
Ordnung,  in  welcher  F^  von  der  zu  ^  gehörigen  3*  ausser  a*  noch  ge- 
schnitten wird.  Weil  die  Paare  rg  auf  durch  a  gehenden  Strahlen  liegen, 
befindet  sich  diese  Raumcurve  auf  einem  Quadrikegel  mit  der  Spitze  a. 
Wird  £  an  die  Stelle  von  Bq  gesetzt,  so  entsteht  auf  diese  Weise  <^; 
^2^  zerfällt  in  den  Kummer 'sehen  Kegel  a^  und  die  doppeltgerechnete  £. 

Fi^  mit  i  Doppelpunkten  Bi  ausserhalb  der  Doppellinie  a^ 
die  binäre  Gerade. 

10.  Zum  Verständniss  des  Folgenden  wird  es  wesentlich  beitragen, 
wenn  wir  auf  unsere  Construction  einer  F^  mittels  der  Quadrifläche  Q*  etwas 
näher  eingehen  (vergl.  4.).  Die  gebrauchten  Bezeichnungen  halten  wir  fest, 
nur  ist  unter  einer  Ebene  R  stets  eine  Tangentialebene  von  ^^  zu  verstehen, 
die  entsprechenden  r,  g  sind  also  auf  F^,  Auf  einem  beliebigen  Strahle  r 
von  a  liegen  zwei  Paare  rg^  welche  man  also  findet:  Durch  die  in  Z  fal- 
lende Conjugirte  zu  r  bezüglich  H^  gehen  zwei  Ebenen  /?j,  R^^  welche 
diese  Paare  liefern.  Wenn  diese  Conjugirte  Tangente  von  Q^  —  oder  g*  — 
ist,  so  decken  sich  die  entsprechenden  Paare  und  r  wird  Bitangente  der  F^. 

Berührt  eine  R  die  J^^  in  r,  so  sind  in  t  auf  ax  zwei  gepaarte  Punkte 
vereinigt,  und  6t  ist  einfache  Tangente  der  F^,  Hier  fällt  t  auf  die  Polar- 
fläche  2i)*  von  Q^  bezüglich  J?*,  und  hat  zum  Ort  <\  die  Curve  vierter 
Ordnung,  nach  welcher  sich  J7^,  E^  durchsetzen;  denn  die  Tangentialebene 
von  H^  in  irgend  einem  Punkte  x  dieser  t^  ist  eine  R,  daher  muss  x  auf 
F^  sein;  aber  F^^  H^  können  ausser  a^,  ^  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt  haben. 

Nehmen  wir  an,  auf  0^  gäbe  es  eine  Gerade  6,  welche  H*  berührt 
—  in  Pq  — ,  so  muss  Pq  der  t^  angehören ;  denn  die  Tangentialebene  von 
H^  in  Pq  enthält  dann  e  und  ist  somit  eine  R.  Wird  andererseits  voraus- 
gesetzt, Pq  sei  einer  der  acht  Punkte,  welche  0^  mit  ^  gemein  hat,  so 
wird  die  Tangentialebene  von  H^  in  Pq  die  Fläche  0^  berühren,  z.  B.  in  x, 
alsdann  ist  xPq  eine  Gerade  von  Q^  und  tangirt  JS^  in  Pq. 

Wir  bezeichnen  mit  r*  die  Schnittlinie  von  H\  Q  *,  mit  Pq  einen  der 
acht  Punkte,  die  r^  und  ^  gemeinsam  sind,  mit  ei  die  in  Pq  die  Fläche  H^ 
berührende  Gerade  der  QK  Da  durch  ei  eine  R  geht,  welche  in  p^  die  Q*j 
eine,  welche  im  selben  Punkte  JET'  berührt,  so  muss  e,-  Tangente  von  H 
in  Pq  sein.     Nun   wird   e^  bekanntlich   noch    von   vier  T^enten    der  H 
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getroffen,  die  offenbar  nnter  den  sieben  übrigen  e  vorkommen  müssen; 
also: 

«Die  acht  Geraden  e  werden  aus  Q^  durch  die  Tangenten- 
flSehe  der  r^  geschnitten^  vier  dieser  e  gehören  zureinen,  die 
Tier  anderen  zur  zweiten  Oeradenschaar  der  0\^ 

Die  im  Satze  genannte  Tangentenfläche ,  die  wir  künftig  benutzen  wer- 
den, um  uns  die  e  zu  yerschaffen,  ist  achter  Ordnung;  sie  kann  ausser  der 
doppelt  gerechneten  r^  nur  noch  Gerade  der  Q*  enthalten,  somit  muss  sie 
deren  genau  acht  aufnehmen. 

a)  Wenn  J?*,  0^  sich  ausserhalb  a*  in  D^  berühren,  wobei  D^  Doppel- 
punkt der  r^  wird,  so  erhält  auch  /*/  den  Doppelpunkt  D|. 

Beweis.  Zur  Construction  des  Schnittes  C^  yon  F^  mit  irgend  einer 
durch  ö  gelegten  Ebene  F  verfahre  man  also:  f  sei  der  Pol  von  F  in 
Bezug  auf  H*\  die  durch  f  gehenden  R  liefern  die  in  F  auf  C^  befind- 
lichen Paare  tq.  V  sei  die  Schnittlinie  von  JP,  £^^  und  habe  auf  a'  die 
Punkte  x^  Xj  alsdann  kann  man  die  fraglichen  rg  durch  Benutzung  der 
Tracen  der  durch  f  gehenden  R  finden.  Diese  umhüllen  einen  Kegelschnitt 
q^\  und  man  erlangt  ein  Paar,  indem  man  aus  x  und  x  die  Punkte  proji- 
cirty  welche  irgend  eine  Tangente  des  q^^  mit  V  gemein  hat  —  als  Schnitt- 
punkte der  Projicirenden.  Auf  einer  Geraden  durch  x,  welche  }f  in  p 
schneidet,  treten  nur  zwei  Punkte  r  auf,  entsprechend  den  von  y  an  q^^ 
möglichen  Tangenten,  wobei  die  Paarlinge  q  auf  xy  fallen.  Daraus  folgt, 
dass  Xf  X  Doppelpunkte  der  C*^  sind.  Wenn  nun  J?^  0*  sich  in  D^  be- 
rühren, so  dass  fOr  jede  durch  oD^  gehende  F  der  Pol  f  in  die  gemein- 
schaftliche Tangentialebene  von  J5'^  0^  f&Ht,  so  berühren  sich  auch  V^  q^ 
in  2>j.  Bestimmt  man  sodann  die  auf  xD^  —  oder  xl>i  —  vorkommenden 
f  der  C\  so  zeigt  sich,  dass  diese  beiden  Punkte  in  D^  coincidiren,  weil 
die  beiden  von  D^  an  ^i'  möglichen  Tangenten  zu  einer  einzigen  vereinigt 
sind.  Folglich  haben  xD^  und  rA  je  zwei  in  D|  zusammenfallende  Punkte 
mit  ^^  gemein,  und  es  bekommen  alle  Schnitte  dieser  Fläche  mit  den  durch 
tfD|  denkbaren  Ebenen  in  D^  einen  Doppelpunkt. 

In  D|  treffen  sich  zwei  Gerade  «i,  e,  der  iß'  und  berühre^  E\  sie 
liefern  zwei  Geradenpaare  a«,  a^a^  der  F^,  um  sie  zu  construiren,  ziehe 
man  von  den  Punkten  €|,  e,,  in  welchen  q^  von  e^^  e^  getroffen  wird,  an 
a'  die  Tangenten  t^a^  z^a,  ^a^,  t^a^^  verbinde  deren  Berührungspunkte 
mit  D^  und  nenne  die  Geraden  D^a^  D^a  etc.  kurz  a,  o  etc.  Das  Paar 
au  muss  mit  a^cr^  ein  Punktepaar  rg  gen^ein  haben,  welches  nämlich  der 
Ebene  e^e^^R  zukommt.  Daher  ist  a  windschief  zu  einer  der  Ge- 
raden Ol,  «i;  diese  sei  Oj,  so  dass  a,  a^  sich  schneiden. 

Wir  beweisen  jetst  den  Satz:  „Befindet  sich  auf  einer  Geraden  (a)  der 
F^  ein  Doppelpunkt  (2>|)  ausserhalb  a\  so  enthält  F^  eine  der  a  benach- 
barte, gegen  a  windschiefe  Gerade  (b)." 
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Nämlich  die  Ebenen  %  des  Büschels  durch  a  schneiden  F^  in  cubischen 
Curven,  welche  sämmtlicb  Dj  und  den  zweiten,  auf  a  und  a^  befindlichen 
Doppelpunkt  enthalten  und  a  nebstdem  in  einem  yanablen  Punkte  a, 
a*  gleichzeitig  in  x  treffen.  Dabei  entsprechen  die  Punkte  a,  r  jenen 
Ebenen  projectivisch;  also  beschreibt  ax  ein  Hyperboloid  Ä\  das  in  jedem 
Punkte  a  dieselbe  Tangentialebene  hat  wie  F^,  mit  anderen  Worten  >  dessen 
der  a  benachbarte  Gerade  h  ganz  in  F^  liegt. 

Nach  Nr.  4  muss  h  von  irgend  einer  e  der  Fläche  Q^  abgeleitet  werden 
können,  die  deshalb  die  benachbarte  von  6]  sein  muss,  weil  h  mit  allen 
ihren  Punkten  unendlich  nahe  der  a  ist,  somit  auch  H^  in  einem  Dj  be- 
nachbarten Punkte  trifft,  e^  sei  die  Nachbargerade  von  e^ ,  ihr  Durchstoss- 
punkt  63  in  Z  liegt  unendlich  nahe  bei  €|,  daher  berühren  die  von  ihm  an 
a^  gezogenen  Tangenten  in  zwei  beziehlich  a,  a  benachbarten  Punkten  b,  ß 
und  wir  erlangen  zugleich  mit  h  eine  benachbarte  Gerade  zu  a,  nämlich  ß. 
Auf  dieselbe  Weise  liefert  die  zu  62  benachbarte  e^  zwei  zu  a^,  a^  benach- 
barte Gerade  fcj,  ßi  der  F^.  Die  vier  Geraden  a,  a,  a,,  a^  heissen 
binäre,  weil  ihnen  beziehlich  die  Geraden  &,  |5,  5^,  ft  von  F^  benachbart 
sind.  Sie  sind  Kanten  eines  Quadrikegels ,  dessen  Spitze  D|  ist,  und  wel- 
cher den  Ort  für  die  Tangenten  in  D^  der  durch  diesen  Punkt  geführten 
ebenen  Schnitte  der  F^  darstellt;  wir  nennen  ihn  den  Osculations- 
kegel  für  D^.  Am  einfachsten  gelangt  man  zu  diesem  Kegel  duixh  eine 
Transformation  der  f^  von  der  Art,  wie  sie  unter  2.  definirt  wurde,  wenn 
man  2>,  zum  Centrum ,  eine  Quadrifläche  CP  zur  Ordnungsfläche  der  Trans- 
formation macht,  die  durch  a^  geht  und  längs  d^  dem  Kegel  Diia^)  ein- 
beschrieben ist  Alsdann  geht,  wie  man  ohne  Weiteres  sieht,  F^  in  eine 
Quadrifläche  F^  über,  von  welcher  ein  k*  in  der  Ebene  2  sein  wird,  und 
eine  sich  von  selbst  aufdrängende  üeberlegnng  zeigt,  dass  die  Verbindungs- 
linie von  I>|  mit  irgend  einem  Punkte  der  h^  noch  einen  dem  D^  unendlich 
nahen  Punkt  der  F^  aufnimmt,  dass  also  in  D^(k^)  der  Osculationskegel 
vorliegt.  Es  ist  klar,  dass  die  vier  binären  Geraden  auf  ihm  liegen,  sowie 
dass  er  mit  dem  Kegel  Dx(a^)  überdies  keine  Kante  gemein  haben  kann, 
weil  sonst  jede  seiner  Kanten  eine  Gerade  von  F^  wäre. 

Die  Transversalen  von  a,  6.  Das  oben  benutzte  Hyperboloid  A^ 
hat  noch  mit  F^  die  beiden  Transversalen  dieser  benachbarten  a\  h  gemein. 
Wir  dürfen  sie  mit  c^,  di  wie  früher  (5a)  bezeichnen,  wenn  erwiesen 
ist,  dass  keine  derselben  durch  D^  geht.  Dies  aber  ergiebt  sich  sofort, 
wenn  man  beachtet,  dass  die  Gerade  von  Ä\  welche  a  in  D^  trifft,  in  der 
Ebene  liegt,  die  längs  a  den  Osculationskegel  berührt,  mithin  nicht  zur  F^ 
gehören  kann.  Hieraus  ziehen  wir  die  Folgerung:  Die  vier  binären 
Geraden  zusammen  mit  ihren  Nachbarn  ordnen  sich  in  eine 
Doppelvier  an.  Eine  Gerade,  welche  a  in  D^  trifft,  muss  windschief 
zu  h  sein  (wie  eben  hervorgehoben).  Wenn  aber  eine  solche  Gerade  (etwa 
a^i  siehe  zu  Anfang  dieser  Nummer)  gegen  a  windschief  ist.  so  muss  sie 
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b  treffen,  denn  sie  schneidet  notbwendig  die  mit  a  gepaarte  a,  folglich  die 
benachbarte  ß  nicht,  demnach  die  mit  ß  gepaarte  &.  Hiernach  schneidet  a 
erstens  a,  zweitens  a^  —  weil  a,  a^  windschief  sind  — ,  drittens  h^  —  als 
benachbarte  von  a, .  Und  h  kann  als  Nachbar  von  a  keine  der  drei  6e* 
nannten  treff^en,  h  liegt  ferner  windschief  gegen  deren  Transversale;  folglich 
ist  (b^icrorj)  eine  Geraden  vier  93.     Schreibt  man  unter  jede  in  $  befindliche 

Gerade  ihre  benachbarte,  so  entsteht  die  Doppelvier  \aaBßj'^  ^®^^  ^* 
z.  B.  a  windschief  zu  &,  &^,  or,  ist;  so  muss  a  die  Nachbarn  a,  ap  j^i 
schneiden ,  liegt  aber  gegen  die  ß  windschief.  Die  in  der  gefundenen  Doppel- 
yier  nicht  enthaltenen  Geraden  kann  man  mittels  der  Tangen tenfiäche  von  r^ 
erhalten:  diese  ist  wegen  des  Doppelpankt.es  D|  der  r^  von  sechster  Ordnung 
und  schneidet  Q*  in  der  doppelt  gezählten  R^  und  in  vier  Geraden,  die 
paarweise  verschiedenen  Schaaren  angehören  und  unserer  Schreibweise  con- 
form  65,  67;  6g,  e^  heissen  werden.  Diese  e  liefern  vier  Geradenpaare  cy^ 
dö,  C| 7, ,  c^i dj ,  die  nun  wieder  eine  Doppelvier  bilden  müssen ,  wie  aus  der 
Auseinandersetzung  (5  c)  deutlich  hervorgeht ,  und  zwar  ist  diese  Anordnung : 

Der  Satz,  dass  eine  durch  2>j  gehende  Gerade  als  binäre  aufzufassen 
ist,  lässt  sich  umkehren:  Existirt  auf  F*  eine  Gerade  a,  längs  wel. 
eher  F^  von  einem  Hyperboloid  berührt  wird,  so  kommt  auf  a 
ein  Doppelpunkt  D  ausserhalb  a^  vor. 

In  einem  willkürlich  auf  a  gewählten  Punkte  f  wird  F^  von  einer 
durch  a  gehenden  Ebene  F  beKfihrt  und  in  einer  C^  geschnitten,  die  den 
Punkt  /*,  femer  einen  Punkt  von  a^  endlich  einen  Punkt  D  mit  a  gemein 
hat.  Im  letzteren  giebt  es  eine  Tangentialebene  F^  der  F\  die  auch  durch 
a  geht,  nicht  aber  die  Tangente  der  0*  im  Punkte  D  enthält,  weil  F^  von  F 
▼erschieden  ist.  D  ist  nun  Doppelpunkt  der  F*,  weil  es  in  D  die  Tangen- 
tialebene Fj  und  eine  Tangente  der  F*  ausserhalb  F^  giebt. 

Existirt  aber  durch  a  eine  Ebene  F,  welche  F^  längs  a  berührt,  so 
liegen  auf  a  zwei  Doppelpunkte  2);  denn  eine  von  F  verschiedene  durch 
a  gehende  Ebene  F^  schneidet  aus  F^  eine  C\  die  mit  a  ausserhalb  a> 
noch  zwei  Punkte  D  gemein  hat.  Da  die  Tangenten  von  C^  in  diesen  D 
nicht  in  der  Tangentialebene  F  liegen  und  doch  Tangenten  der  F^  sind,  so 
müssen  die  2)  Doppelpunkte  sein. 

•  b)  Berühren  sich  H\  0*  in  D^,  Dg  ausserhalb  a*,  so  werden 
diese  Punkte  Doppelpunkte  der  F^^.  Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Erstens:  «^  besteht  aus  zwei  Linien  zweiten  Grades,  weshalb  dann  in 
Q^  keine  Tangente  von  r^  sein  kann.  Daher  ergeben  sich  wie  unter  a) 
vier  in  D,  znsammenstossende  binäre  Gerade  a,  «,  aj,  o^  und  vier  zu  D^ 
gehörige  c>  y,  c^,  Yi*   ^^®  zusammen  mit  den  acht  benachbarten  &>  ii^  ...»     ^ 
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d^  6,  ...  die  16  umfassen.  Wir  erbalten  fQr  jeden  Doppelpunkt  ein  Doppel- 
quadrupel in  solcber  Beziehung,  dass  irgend  zwei  benachbarte  des  einen, 
etwa  a,  &,  zu  Transversalen  zwei  benachbarte  des  andern  haben  müssen  — 
Cij  d|.  Oben  bezeichneten  wir  mit  c^,  d^  die  beiden  Transversalen  von  a,  &; 
es  ist  daher  noch  nachzuweisen ,  dass  diese  im  vorliegenden  Falle  benachbart 
sind:  Weil  c^  sowohl  a  als  h  trifft,  so  sind  a,  t  Gerade  des  Hyperboloidst 
welches  sich  der  F^  längs  c^  anschmiegt;  alsdann  aber  muss  sowohl  a  als  & 
die  benachbarte  Gerade  von  e^  treffen,  d.  h.  diese  letztere  ist  Transversale 
von  a,  &,  also  mit  d^  identisch. 

Die  uns  vorliegende  F^*^  ist  gleich  der  in  Nr.  9  behandelten  die  En- 
veloppe  von  oo^  Flächen  P^,  die  alle  die  Doppelcurve  enthalten:  eine  Ebene  F, 
durch  BiDf  gelegt,  schneidet  F^^  in  einer  C^  mit  vier  Doppelpunkten,  d.  h. 
in  zwei  durch  D^ ,  D^  gehenden  Kegelschnitten  2)^,  e',  welche  sich  noch  auf 
0?  begegnen.  Durch  a^  ^  lege  man  eine  beliebige  Fläche  Z^^  welche  aus 
F^  die  Linie  c*  schneiden  möge;  C^  geht  durch  D^,  D,  tind  hat  mit  a^ 
zwei  Punkte  gemein.  In  (a*,  5^,  (a*,  c*)  liegen  jetzt  die  Grundcurven  zweier 
Büschel  (r*),  (2^*)  vor,  mit  Hilfe  deren  F^^  projectivisch  erzeugt  werden 
kann.  Wenn  sich  die  homologen  Flächen  Y^^  Z^  dieser  Büschel  in  y^  auf 
F^  durchsetzen,  so  kann  man  sich  zur  Erzeugung  dieser  Fläche  auch  der 
Büschel  (a*i  y^,  (<^^  c*)  bedienen;  denn  Y^  geht  durch  5*,  und  es  giebt 
im  zweiten  Büschel  eine  Fläche  3l^  welche  ebenfalls  6*  enthält  —  a\  fe',  c* 
liegen  auf  einer  Quadrifläche,  weil  je  zwei  dieser  Kegelschnitte  je  zwei 
Punkte  gemein  haben.  In  der  neuen  projectivischen  Beziehung  sind  3i*9 
Y^  homolog;  aber  im  Büschel  (a*,  c*)  kommt  Zj*  vor,  welche  y^  ausschnei- 
det>  und  dieser  muss  eine  durch  (a^  y^)  gehende  Quadrifläche  entsprechen, 
welche  F^  längs  y^  berührt,  mithin  eine  P\ 

Zweitens:  r^  besteht  aus  der  Geraden  D^D^  und  einer  durch  D^,  D, 
gehenden  r^  Da  jede  durch  B^D^  gelegte  Ebene  H^  und  Q^  berührt,  so 
ist  I>i2>8  ein  Theil  der  Baumcurve  <*,  und  es  wird  Fg*  längs  B^D^  Ton 
einer  durch  a  gehenden  Ebene  berührt 

Die  Tangentenfläche  der  r*  ist  vierter  Ordnung  und  hat  mit  Q^  die 
doppelt  gezählte  f^y  nebstdem  zwei  Gerade  «£,  64  gemein.  Letztere  ergeben 
zwei  Paar  unäre  Gerade.  Durch  D^  geht  eine  von  JD^D^  verschiedene  e^ 
der  Q\  sie  liefert  zwei  binäre  Gerade  des  D^,  und  ebenso  verhält  es  sich 
bei  D^.  Wendet  man  endlich  auf  B^B^^  die  eine  e  repräsentirt ,  weil  sie 
H^  in  jedem  ihrer  Punkte  berührt,  unsere  Construction  (4.)  an,  so  ist  zu 
beachten,  dass  B^B^  die  Ebene  Z  auf  a^,  etwa  in  Cq  trifft,  dass  demnach 
die  beiden  an  a^  aus  e^  zu  ziehenden  Tangenten  zusammenfallen,  ihre  Be- 
rührungspunkte in  i^  vereinigt  sind.  Mithin  Mlen  die  zwei  binären  Ge- 
raden, welche  durch  B^B^  geliefert  werden,  mit  ihr  selbst  zusammen,  so 
dass  die  Geraden  der  F^^  vorliegen:  in  zwei  Paar  binären  (=00),  der  qna^ 
ternären  2>,2>^  (=4)  und  vier  unären  Geraden. 
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c)  BerOhren  sich  E}^  0'  in  drei  Punkten  2>|,  D,,  Dg,  and  besteht  t^ 
ans  den  Geraden  D^JO^,  JD^D^^  nebst  einem  Kegelschnitt  r^  durch  D|,  D,, 
so  geht  durch  i)|,  D,  noch  je  eine  Gerade  e  der  0\  durch  welche  man 
swei  Paar  binibre  Gerade  bekommt.  Durch  D3  gehen  nur  noch  die  quater- 
naren  Ds^x^  -^a-^s»  ^^^  sonst  hat  F^'^  keine  Gerade. 

d)  Berühren  sich  H\  Q^  in  Tier  Punkten,  so  kommen  auf  F^^  die  Ge- 
raden B^D^^  B^^it  ^A^iJ  -^4-^8  ^^  quaternäre  vor.  Weil  eine  qnater- 
nftre  Gerade  3)  stets  den  Flächen  J7^  Q^  gemeinsam  ist,  so  liegt  der  Pol  a 
einer  durch  2)  gehenden  Ebene  JR  in  Bezug  auf  H^  stets  auf  ^,  welche 
somit  ein  Theil  der  ^  ist.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Gerade,  die  von  0  nach 
irgend  einem  Punkte  der  S)  gezogen  wird,  hier  die  F^  bertthren  muss,  und 
dass  ^  im  Falle  c)  aus  zwei  Geraden  und  einem  Kegelschnitt,  bei  d)  aus 
vier  Geraden  besteht 

e)  Die  BegelflSche  F^,.  Berühren  sich  H\  Q^  längs  !{),  welche 
die  in  ^  befindlichen  Curyen  a^j  q^  im  nämlichen  Punkte  S)  durchdringt, 
80  nehme  man  s  beliebig  auf  ^  an.  Die  Gerade  e  der  Q^^  welche  durch  c 
geht  and  SD  schneidet,  z.  B.  in  i>o,  berührt  in  diesem  Punkte  H^,  liefert 
also  zwei  Gerade  p^ttyP^a  der  F^,  wo  a,  a  die  Berührungspunkte  der  von  e 
an  c?  m(^glichen  Tangenten  sind:  in  jedem  Punkte  von  S)  begegnen  sich 
daher  zwei  Gerade  von  F^^  deren  Ebene  einen  Quadrikegel  einhüllt,  die 
Polarfigur  von  ^  in  Bezug  aiff  R^.  Legt  man  ferner  durch  3)  irgend  eine 
Ebene  F,  welche  a^  in  t)  und  a  schneide,  zieht  in  a  die  Tangente  des  a^ 
welche  zwei  Punkte  Cj,  e^  von  q^  enthält,  so  ergeben  die  zu  £|,  t^  gehöri- 
gen e  zwei  Paare  von  Geraden,  von  welchen  je  eine  Gerade  durch  a  geht, 
beide  aber  in  F  sein  werden. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  F^  und  ihre  27  Geraden. 

11.  Von  nun  an  setzen  wir  voraus,  dass  Q^  die  Ebene  £  im  Punkte 
q  berührt,  dass  somit  q^  aus  zwei  Geraden  e,  e^  der  Q*  besteht;  sie 
sind  einerlei  mit  den  im  Eingange  Z',  A' genannten  Conjugirten 
zu  {,  X  bezüglich  H\  Bedeutet  wieder  R  eine  variable  Tangentialebene 
der  0^,  rg  das  ihr  zugewiesene  Paar  auf  einem  Strahle  r  von  <r,  c  den 
Pol  von  jR  bezüglich  H^^  so  ist  r  von  q  harmonisch  getrennt  einmal  durch 
ff,  is\  sodann  durch  IT',  und  es  ist  auf  jedem  r  das  Paar  rg  bestimmt, 
sobald  c  bekannt  ist.  Der  Ort  von  c'  ist  aber  die  Polarfigur  £^  von  Q^ 
in  Bezug  auf  •  JET',  die  hier  durch  (T,  den  Pol  von  E  gehen  wird. 

ISimmt  man  die  Raumcurve  ^,  in  welcher  J7',  E^  sich  durchsetzen, 
als  Basis  eines  Büschels  (9?')  an,  so  bemerkt  man,  dass  die  Punkte  r,  g 
auf  X  die  Doppelpunkte  der  auf  r  von  den  q>^  bestimmten  Involution  sind, 
da  H'  und  E^  in  diesem  Büschel  vorkommen.  Also  ist  der  Ort  von  rg 
einerlei  mit  dem  Orte  für  die  Berührungspunkte  der  von  0  an  die  tp^  mög- 
liehen Tangenten,  d.  b.  mit  dem  Erzeugniss  F^  des  Büschels  (<p')  und  dem 
projectivischen  Büschel  der  Polarebene  von  c  in  Bezug  auf  die  einzelnepnqp?.^^!^ 
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Die  Aze  q  des  Polarenbüschels  wird  dann  eine  Gerade  Ton  F*  sein,  näm- 
lich die  Schnittlinie  von  2  —  Polarebene  von  a  bezüglich  H*  —  mit  der 
Tangentialebene  von  2^^  im  Punkte  a,  somit  die  Polarebene  q  von  q  in 
Bezug  auf  a^.  F^  enthält  ferner  a*  —  als  Schnitt  von  2;,  JB*  —  und  die 
beiden  Geraden  l,  k  der  2q^^  die  durch  a  gehen  und  in  der  eben 
erwähnten  Tangentialebene  liegen. 

Die  auf  F^  denkbaren  Geraden  ordnen  sich  natnrgemäss  in  zwei  Kate- 
gorien, solche  3(,  welche  auf  a^,  und  solche  S9,  die  auf  q  stehen.  Jener 
giebt  es  16,  die  nach  Nr.  4  bestimmt  werden  mittels  vier  e  der  0^,  welche 
c  treffen,  und  vier  anderen  e,  welche  t^  treffen.  Was  die  möglicherweise 
vorhandenen  S  angeht,  so  kann  in  einer  durch  q  gelegten  Ebene  F  nur 
dann  eine  solche  vorkommen,  wenn  der  Kegelschnitt,  den  F  mit  der  ent. 
sprechenden  q>^  gemein  hat,  zerföUt  und  damit  dies  geschehe,  mnss  ent- 
weder Berührung  zwischen  F  und  (p^  stattfinden ,  oder  (p^  muss  eine  Kegel- 
fläche sein.  Soll  Ersteres  eintreten,  so  moss  der  Pol  von  F  bezüglich  <p^ 
auf  dieser  tp^  selbst  liegen,  d.  h.  (p^  muss  die  durch  a  gehende  £q^  sein, 
und  so  ergeben  sich  die  beiden  Geraden  l,  k;  was  die  zweite  Möglichkeit 
betrifft,  so  existiren  im  Büschel  q)^  —  oder  durch  ^  —  vier  Kegel,  deren 
Spitzen  wir  gleich  anfangs  mit  a,,  ...,  a^  bezeichnet  haben.  Mithin  geht 
durch  jeden  dieser  Punkte  ein  Geradenpaar  (resp.  l^k^y  1^X2  ^^•)i  ^^^  ausser 
den  fünf  Paaren  U,  {^A^,  ...  giebt  es  keine  Gerade  der  f^  welche  q  trifft; 
daher  enthält  F^  im  Ganzen  27  Gerade. 

12.   Arrangement  der  27.     Wir  haben  in  Nr.  5  gezeigt,  wie  man 

acht    Gerade    der    Abtheilung    31    in    eine    Doppelvier:    $S^  =  (     ^      ^  j 

bringen  kann.  Durch  beliebige  Wahl  von  drei  Windschiefen  a^  h,  c  ist  9), 
demnächst  $1  bestimmt;  und  da  man  drei  Windschiefe  aus  93 ^^  nur  ent- 
weder in  9J,  oder  in  ^^  finden  kann ,  so  lässt  sich  mit  diesen  acht  Geraden 
keine  zweite  Doppelvier  bilden.     Die  übrigen  acht  ordnen  sich  hierauf  von 

selbst  in  SS'a3\  =  (  ^  ij  y  ^  )   an  (vergl.  5  c).      Sodann   haben  wir  die   40 

möglichen  Geradenpaare  in  fünf  Systeme  S  eingereiht,  wovon  jedes  durch 
ein  einziges  Paar  vollkommen  bestimmt  ist.  Durch  aa  ist  zunächst  die 
Gruppe  I,  bestehend  aus  aa,  hß^  cy,  döy  gegeben;  die  fehlenden  Geraden 
constituiren  in  eindeutiger  Weise  die  Gruppe  II:  0,0,,  h^ß^,  c^/j,  d^ö^. 
Da  das  Paar  aa  auf  jedem  der  Gruppe  II  steht,  so  lassen  sich  durch  a% 
aa  und  die  Paare  von  II  vier  Quadriflächen  F^  legen,  welche  einem  der 
unter  1.  betrachteten  Systeme  angehören.  Dabei  müssen  die  Ebenen  A^ , 
B^,  ...  der  Paare  o^ff^,  ^ißu  •••  durch  eine  der  zehn  Geraden  93  gehen, 
z.  B.  durch  k^ ,  während  die  Ebenen  J. ,  B,  ...  der  Gruppe  I  alsdann  noth- 
wendig  sich  in  l^  schneiden.  Jede  der  zehn  Gruppen  hat  demnach  eine 
Gerade  der  Abtheilung  S  zur  Transversale,  und  es  leuchtet  ein,  dass  man 
durch  jene  Gruppen  sämmtliche  S  erhält.     Jede  Gerade  {  wird  somit  ge- 
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troffen  von  q,  X  und  vier  Paaren  aus  %.  Aber  l  kann  auch  von  keiner 
ferneren  Oeraden  geschnitten  werden;  denn  wftre  eine  solche  unter  den  S3i 
so  fiele  q  nebst  drei  Geraden  in  eine  Ebene ;  w&re  sie  eine  Gerade  m  der  % 
80  müsste  in  der  Ebene  Im  noch  eine  fi  von  %  vorkommen.  Durch  m,  fi 
wäre  sodann  eine  der  zehn  Gruppen  bestimmt;  diese  jedoch  wurden  alle 
benutzt,  um  die  83  herzuleiten. 

Fassen  wir  endlich  eine  a  der  Abtheilung  31  auf.  Sie  ist  mit  fünf 
Windschiefen  der  91  gepaart;  also  wird  a  noch  von  fünf  Windschiefen  ge- 
schnitten, welche  offenbar  unter  den  9  sind,  weil  a,  q  sich  nicht  treffen. 
Damit  ist  dargethan,  dass  jede  der  27  von  fünf  und  nur  fünf 
Paaren  geschnitten  wird.* 

Unter  q  sei  jetzt  eine  willkürliche  der  27  verstanden,  die  übrigen  26 
smd  in  zwei  Abtheilungen  yL\  S9' zu  denken,  von  welchen  93' die  fünf  auf  q 
stehenden  Paare  tTj  ...tcq  umfasst  Es  entsteht  die  Frage,  ob  den  16  Gera- 
den tt' die  Eigenschaften  zuzusprechen  sind,  welche  den  auf  a^  stehenden  9[ 
zukommen ,  und  es  wird  diese  Frage  bejaht  werden  müssen ,  wenn  erwiesen 
ist,  dass  jede  der  16  von  fünf  Windschiefen  unter  ihnen  geschnitten  wird; 
denn  hierauf  allein  beruht  Alles,  was  wir  über  das  gegenseitige  Verhalten 
der  8  in  Nr.  5  vorgebracht  haben.  Um  den  erforderlichen  Nachweis  zu 
erbringen,  constrniren  wir  die  91'  mit  Hilfe  der  als  gegeben  angesehe. 
nen  S3',  was  nach  dem  soeben  Hervorgehobenen  zulässig  ist. 

Sind  TT^ ...  n?4  irgend  vier  Paare  der  S3',  und  bezeichnet  Vx'  das  fehlende, 
80  entnehme  man  jenen  vier  Windschiefe.  Da  diese  die  Transversale  q  haben, 
so  liefern  sie  eine  zweite,  welche  zu  den  %'  gehören  muss.  Wendet  man 
dasselbe  Verfahren  so  oft  an ,  als  es  die  Paare  n^  .,.7t^  gestatten ,  nämlich 
2^=  16  mal,  so  erlangt  man  die  91'  sämmtlich,  weil  dieselbe  Gerade  nicht 
zweimal  erscheinen  kann,  da  sie  bei  dieser  Annahme  in  der  Ebene  eines 
der  vier  Paare  n  läge,  was  unmöglich  ist.  Nun  wird  die  Gerade  V  ausser 
von  qjl'nocfa  von  vier  Geradenpaaren  geschnitten,  die  ersichtlich  unter  dem 
91'  sein  müssen;  X'  trifft  dann  die  vier  fehlenden  Paare.  Hieraus  folgt, 
dass  jede  der  construirten  Geraden  91'  fünf  Windschiefen  93'  begegnet,  und 
da  sie  q  nicht  trifft,  ebenso  wenig  eine  der  fünf  anderen '93',  im  Ganzen 
aber  doch  von  zehn  Geraden  getroffen  wird,  so  müssen  unter  diesen  zehn 
fünf  Windschiefe  91'  sein.  Bedenkt  man  femer,  dass  q,  welche  aus  den  27 
beliebig  herausgegriffen  wurde,  gegen  jede  91'  und  nur  gegen  eine  solche 
windschief  ist,  so  kann  man  sagen:  ;,Je  zwei  Windschiefe  der  27 
haben  fünf  Transversalen  unter  ihnen.''  Da  jede  der  27  mit  zehn 
anderen  gepaart  ist,   so  giebt  es  ljL^il=135  verschiedene  Paare.     Wenn 

*  Für  die  Folge  ist  anzumerken:  Durch  eine  beliebige  Gerade  (q)  ist 
eine  Ebene  unmöglich,  die  zwei  Punkte  c  enthält;  denn  in  einer  solchen  lägen  vier 
Gerade  und  q.  Und  schneidet  eine  von  q  verschiedene  Gerade  irgend  eine  der 
zehn  auf  q  stehenden,  bo  kann  sie  die  mit  ihr  gepaarte  nicht  treffen,  da  sonst  in 
der  Ebene  dieses  Paares  vier  Gerade  wären. 
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ti>fA  ein  solches  ist,  so  liegt  in  seiner  Ebene  noch  eine  Gerade,  etwa  n. 
Nun  giebt  es  noch  acht  Gerade,  welche  m  treffen,  dagegen  fi  nicht,  acht 
andere,  welche  ^,  nicht  aber  m  treffen;  die  fehlenden  27—16  —  3  =  8 
Geraden  x  sind  deshalb  windschief  sowohl  zu  m,  als  auch  zu  fi.  Da  auf  n 
ausser  dem  Paare  tn^  vier  Paare  stehen,  deren  Gerade  weder  f»,  noch  fi 
treffen,  so  umfassen  diese  die  acht  x,  d.  h.: 

Jedes  Paar  mfi  bestimmt  eine  einzige  Gruppe  von  fünf 
Paaren,  unter  welchen  es  selbst  vorkommt;  die  Ebenen  dieser 
Paare  schneiden  sich  in  einer  bestimmten  der  27  Geraden  — 
in  n.     Somit  vertheilen  sich  alle    135  Paare   auf  11^=27   ver- 

6 

schiedene  Gruppen,  welche  einerlei  mit  denjenigen  sind,  die 
auf  je  einer  der  27  stehen.  t 

13.  Die  Geradensechs  @.  a,  &,  c  seien  drei  Windschiefe;  einer 
derselben,  c,  ertheUen  wir  die  Bolle  der  q,  so  dass  a,  &  zur  Abtheilung  %' 
gehören.  Zu  ah  ergaben  sich  eben  fünf  Transversalen,  von  welchen  ge- 
mäss 5a)  zwei  in  %'  sich  befinden,  folglich  sind  die  drei  anderen  in  S' 
und  treffen  c;  d.h.:  Drei  Windschiefe  haben  drei  Transversalen. 
Wieviele  schneiden  keine  der  angenommenen  a,  &,  c?  Ausser  den  nach- 
gewiesenen drei  Transversalen  hat  jede  der  Combinationen  ah,  ac^bc  deren 
noch  zwei,  ferner  wird  a  ausschliesslich  von  10  —  3  —  4  =  3  anderen  Ge- 
raden geschnitten,  und  Gleiches  gilt  für  &,  c.  Also  bleiben  27  —  3  —  3.2 
—  3.3  —  3  =  6,  von  welchen  jede  zu  a,  ^  und  c  windschief  ist 

Vier  Windschiefe  besitzen  zwei  Transversalen ,  daher  können  fünf  solche 
höchstens  zwei  Transversalen  haben.  Weisen  wir  der  e,  welche  unter 
fünf  Windschiefen  irgend  eine  sei,  die  Bolle  von  q  zu,  so  können  die  vier 
anderen  unter  den  %'  befindlichen  entweder  eine  Vier  {ah cd)  bilden,  oder 
nicht  {ahcö).  Wenn  Ersteres  stattfindet,  so  liegt  von  den  beiden  Trans- 
versalen (nach  5c)  keine  in  der  Abtheilung  %',  und  beide  müssen  auf  e 
stehen.  Alsdann  giebt  es  in  91'  keine  zu  a,  &,  c  und  d  windschiefe,  also 
ezistirt  überhaupt  keine,  die  zu  a,  h,  c,  (2  und  e  windschief  wäre.  Wird 
umgekehrt  angenommen,  dass  ahcde  zwei  Transversalen  besitzen,  so  können 
ah  cd  keine  in  91' fallende  Transversale  haben,  folglich  bilden  sie  dann  eine 
Vier,  und  es  muss  jede  der  22  fehlenden  Geraden  wenigstens  eine 
dieser  fünf  schneiden. 

Wenn  zweitens  ahcö  keine  Vier  darstellt,  ahc  aber  durch  d  zur  Vier 
ergänzt  wird,  so  muss  von  den  beiden  Transversalen  eine  d^  unter  den  31' 
vorkommen ;  während  die  zweite  auf  e  stehi  Hier  haben  somit  ahcöe 
diese  letztere  zur  einzigen  Transversale.  Nun  wird  d^  von  a,h^  Cy  ö  und 
einer  ö^  unter  den  %'  getroffen,  und  es  sind  (2,  6,  ö^  die  einzigen  gegen 
a,  h  und  c  Windschiefen  in  $['  (vergl.  5  c).  Mithin  sind  dies  auch  die  ein- 
zigen zu  ahc  windschiefen;  d  aber  schneidet  öy  dagegen  schneiden  sich  d,  ^, 
nicht.  D.  h.:  Es  existirt  nur  die  eine  Gerade  ö,  welche  keiner 
der    fünf  Windschiefen    a,   h,   c,   d,  e   begegnet. ^^Hiermit  ist  be- 
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wiesen  y  dass  mehr  als  sechs  Windschiefe  fiberhanpt  nicht  anzutreffen  sind, 
und  dass,  wenn  a^  h,  e,  d^  e^  f  sechs  Windschiefe  sind,  je  fttnf  derselben 
eine  einzige  Transyersale  haben.  Es  geht  auch  deutlich  aus  unserer 
Betrachtung  hervor,  dass  fünf  Windschiefe  wenigstens  eine  Transversale  zu- 
lassen; wenn  aber  noch  eine  vorhanden  ist,  so  giebt  es  keine  sechste  zu 
ihnen  windschiefe,  im  andern  Falle  kommt  eine  und  nur  eine  Gerade 
vor^  welche  mit  den  fünfen  sechs  Windschiefe  liefert,  eine  Qeraden- 
sechs  @. 

Die  Construction  einer  Sechs  ah  cd  ef  ist  im  Gesagten  enthalten.  Denkt 
man  der  f  die  Bolle  der  q  ertheilt,  so  dass  a,  &,  c,  d,  e  fünf  Windschiefe 
der  Abtheilung  9'  werden,  so  haben  diese  nach  Nr.  5  unter  den  91'  eine 
einzige  Transversale,  welche  zu  f  windschiefliegt;  sie  können  (unter  den  S3) 
keine  zweite  besitzen,  weil  sonst  f  nicht ,  wie  vorausgesetzt,  gegen  alle 
fünf  windschief  läge.  Fünf  Windschiefe  der  Abtheilung  91'  sind  nur  die 
fünf  Geraden,  welche  auf  irgend  einer  der  %'  stehen:  Eine  Gerade  f  ge- 
hört somit  zu  16  verschiedenen  ®.  Es  ist  zweckmässig,  die  Geraden  einer 
6  mit  a| ...  a«  zu  bezeichnen,  ihre  Gesammtheit  mit  (a).  Je  fünf  a  haben 
eine  einzige  Transversale  &,  windschief  gegen  die  fehlende  sechste  a;  der  h 
ertheile  man  den  Index  dieser  a  und  schreibe  sie  unter  diese  a.  Dann  werden 
je  zwei  b  die  Transversalen  der  nicht  über  ihnen  stehenden  a  sein,  dem- 
nach windschief,  und  wir  erlangen  eine  Sechs  (^),  die  mit  (a)  die  Doppel- 
sechs l^)  bildet.  Aus  der  Construction  von  (^  j  erhellt,  dass  a{  die 
Transversale  der  fünf  b  ist,  denen  der  Index  i  nicht  zukommt,  dass  mithin 
( ^  j  durch  ein  und  dasselbe  Verfahren  erlangt  wird,  man  mag  von  den  a 
oder  b  ausgehen. 

Wie  schon  bemerkt,  hat  jede  Combination  von  vier  a  ihre  beiden 
Transversalen  in  (b) ,  auch  jede  Combination  von  drei  a  hat  die  ihrigen  in 
(b);  dagegen  hat  eine  beliebige  Ambe  aus  a  von  ihren  fünf  Transversalen 
nur  vier  in  (&).    Also  entspricht  der  Ambe  OiGk  eine  bestimmte,  nicht 

in  (ij  befindliche  Gerade  Cik^  und  es  werden  die  15  auf  diese  Weise 
hervorgehenden  e  voneinender  verschieden  sein ,  weil  sonst  eine  c  mindestens 
drei  a  trftfe,   also  in  (&)  vorkäme.     Durch  dk  sind  demgemäss  sämmtliche 

15  ausserhalb  K  j  liegende  Gerade  der  F^  dargestellt. 

Zur  Bestimmung  von  Ctk  kommt  man  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Geradenpaare  atbjt^  auh  von  der  Schnittlinie  ihrer  beiden  Ebenen  in 
vier  Punkten  getroffen  werden ,  dass  diese  Schnittlinie  eine  der  27  sein  muss 
und  weder  in  (a)  noch  (Jb)  vorkommen  kann ,  da  a  nur  Windschiefe  zu  ai , 
(5)  nur  Windschiefe  zu  bt  enthält.  Bleibt  i  dasselbe,  während  k  die  von  i 
verschiedenen  Werthe  annimmt,  so  erhält  man  in  den  dk  die  fünf  (wind- 
schiefen) Transversalen  von  c^ibt.  Daher  liegt  eine  c  mit  at  —  oder  5,-  — 
in  derselben  Ebene,   wenn  ihr  der  Index  i  zukommt    Hat  c  diesen  Index  .^.t^ 

3igitized  by  VjOOQIC 


154  üeber  die  Flächen  dritter  Ordnung  (F^)  eto. 

nicht,  80  sind  c^  Ot  —  und  c,  ht  —  windschief.  Denn  a<  wird  von  den 
fünf  c  geschnitten,  welche  i  haben,  überdies  yon  fünf  &,  also  nicht  mehr 
von  einer  c.  Cit  liegt  gegen  jede  c  windschief,  welche  den  Index  %  oder  k 
trägt,  und  wird  von  jeder  andern  c  geschnitten.  Denn  Cik  wird 
von  zwei  Geraden  a,  von  zwei  Geraden  b  getroffen;  also  noch  von  sechs 
Geraden  c,  von  welchen  keine  einen  der  Indices  i,  k  haben  kann.  Auch 
giebt  es  nur  sechs  c,  unter  deren  Indices  weder  i,  noch  A;  ist;  von  diesen 
c  allein  wird  mithin  ctu  geschnitten. 

14.  Die  Constrnctionen  der  Doppelsechs  f^V 

Zu  Oi  ist  in  (&)  nur  &«•  windschief,  ihre  homologe.  Sollen  daher  in 
( i  j  mehr  als  zwei  Windschiefe  möglich  sein ,  so  müssen  diese  sämmtlich 
entweder  zu  (a),  oder  zu  (h)  gehören. 

cc)    l^j  ist  bestimmt  durch  zwei  willkürliche  homologe  a^ , 

&i:  Yon  den  zehn  auf  b^  stehenden  Geraden  scheide  man  die  fünf  Trans- 
versalen von  aj&i  aus,  so  bleiben  fünf  Windschiefe  €t^...aß  übrig.  Soll 
die  Doppelsechs  nun  möglich  sein,  so  muss  dieselbe  fünf  Gerade  a  enthal- 
ten,  die  alle  von  b^  geschnitten  werden  und  zu  a,  windschief  sind.  Offen- 
bar sind  a^...aQ  die  allein  möglichen,  und  durch  die  sechs  Windschiefen  a 
ist  (&)  bestimmt. 

ß)  Durch  vier  beliebige  Windschiefe  ist  Kj  bestimmt. 
Die  vier  Geraden  können  entweder  nur  in  (a),  oder  nur  in  (b)  vorkommen, 
sie  seien  ai,,,a^.  Von  den  drei  Transversalen  über  a^a^a^  stehen  zwei 
auf  a^,  die  dritte  muss  zu  a^  windschief,  mithin  deren  homologe  b^  sein. 
Die  Doppelsechs  ist  [aj]  jetzt  bestimmt;  sie  muss  die  fünf  Geraden  ent- 
halten, welche  2)' schneiden  und  zu  a^  windschief  liegen;  a^a^a^  sind  oSen- 
bar  drei  derselben. 

y)  Wären  von  K  j  drei  Gerade  a^,  o^,  a^  gegeben,  so  muss  sie  die 
Transversalen  &^,  &g,  bß  ebenfalls  enthalten.  Von  diesen  b  abgesehen,  haben 
aber  o,,  a^  noch  zwei  Transversalen,  von  denen  keine  a^  schneidet  Eine 
von  diesen  muss  die  homolge  der  a^  werden.  Nimmt  man  als  b^  irgend 
eine  der  beiden,  so  ist  [«)]  die  Doppelsechs  bestimmt  und  enthält  a^,  a^^ 
wie   die   Construction    a)   zeigt.      Es   ergeben   sich   somit   zwei   Lösungen, 

wovon  die  eine  die  vorliegende  ( i  j  selbst,  die  zweite  von  ihr  verschieden 
ist.  Man  kann  aber  die  letztere  sofort  hinschreiben:  Es  handelt  sich  um 
drei  Gerade,  welche  mit  a^,  ag,  a^  die  eine  Hälfte  der  Doppelsechs  bilden. 

unter  ihnen  kann  keine  a  vorkommen,  da  sonst  nach  ß)  die  (^  j  selbst 
hervorginge,  aber  auch  kein  &,  weil  ein  b  nur  zu  einer  einzigen  a  wind- 
schief ist.     Die  gesuchte  Hälfte  wird  also  drei  c  enthalten^müssen.   und 
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nach  dem  Vorigen  dürfen  die  c  keinen  der  Indices  1,  2,  3  aufweisen;  sie 
sind  deshalb  C45,  c^^  c^. 

ö)  Soll  eine  l^j  zwei  gegebene  Windschiefe  enthalten  (nicht  als  homo- 
loge, was  erledigt  wurde),  so  seien  es  z.  B.  h^b^y  dann  sind  in  ihr  von  den 
fünf  Transversalen  über  65  bg  irgendwelche  vier  als  ttiO^a^a^.  Nimmt  man 
diese  an,  so  ist  auch  nach  ß)  die  Doppelsechs  bestimmt,  es  ist  klar,  dass 
b^b^  darin  vorkommen. 

i)  Läge  eine  Gerade  aj  der  anfzastellenden  l^j  vor,  so  mnss  und  kann 

man  als  homologe  &j  irgend  eine  der  16  zn  a^  windschiefen  Geraden  setzen. 

i)    Die    beste  Classification   sttmmtlicher   @  gewinnt  man,    wenn   bei 

Zugrundelegung  einer  bestimmten  l^j  man  die  Frage  beantwortet:  welche 
@  sind  von  (a)  verschieden?  Vier  a  kann  eine  solche  @  nicht  enthal- 
ten, und  es  giebt  eine  einzige  @,  welche  drei  vorgegebene  Gerade  aus  (a) 
besitzt  [y)].  E5nnen  in  @  zwei  a  (und  nicht  mehr)  auftreten?  In  diesem 
Falle  mttssten  aus  dem  in  /)  angegebenen  Grunde  die  fehlenden  vier  Geraden 
den  c  entnommen  sein.  Daraus,  dass  vier  windschiefe  c  zu  je  zwei  einen 
Index  gemein  haben  müssen,  folgt  sofort,  dass  bei  allen  vieren  ein  und 
derselbe  Index  auftreten  muss.  Hat  man  beispielsweise  C],,  c^si  ^14»  ^169 
so  ist  dadurch  @  bestimmt.  Nun  sind  a^,  b^  sowohl  windschief  gegen 
diese  c ,  als  gegen  einander,  sie  ergänzen  deshalb  die  c  zur  @.  Wir  schliessen 
hieraus: 

Erstens:  Hat  @  mit  (a)  weniger  als  drei  Gerade  gemein,  so  kann  @ 
höchstens  eine  a  enthalten,  und  enthält  sodann  stets  die  homologe  &.  Wie 
diese  @  zu  schreiben  ist,  wenn  Oi,  &i  in  ihr  vorausgesetzt  werden,  bedarf 
nach  dem  Vorangehenden  keiner  Erläuterung. 

Zweitens:    Eine  @  kann  höchstens  vier  c  enthalten,   und  wenn  sie  so 

viele  enthält,  sind  in  ihr  zwei  homologe  von  (  ^j* 

Drittens:  Soll  in  @  kein  a  eintreten,  so  müssen  mehr  als  zwei  b  darin 
sein,  da  mehr  als  vier  c  zur  @  nicht  brauchbar  sind.  Wenn  aber  drei  b 
in  @  sind ,  so  ergänzt  @  eine  derjenigen  Geradensechs ,  die  drei  a  enthalten, 
zur  Doppelsechs.     Sind  mehr  als  drei  b  in  @,  so  folgt  @  =  (&). 

15.  F*  mit  i  Doppelpunkten  2><  ausserhalb  aK 

ä)  Wenn  J9^,  Q^  sich  in  D^  berühren,  und  zufolge  10.  D^  Doppelpunkt 
von  Fj^  wird,  so  fallen  in  D^  zwei  der  Kegelspitzen  a,  z.  B.  (T3,  a^,  und 
tfi,  tf,  finden  sich  in  der  gemeinsamen  Tangentialebene  von  JQT^  Q^  tfXr  den 
Punkt  D,.  Jetzt  vereinigen  sich  die  (windschiefen)  Geradenpaare  /gA,  und 
2^X4,  und  wir  fassen  {3^4,  A3  A4  als  benachbarte  Windschiefe  auf.  Ersicht- 
lich finden  die  Sätze  aus  Nr.  10  a)  auch  hier  Anwendung.  Zu  den  vier 
binären  Geraden  a,  o,  aj,  «i  der  Kategorie  %  treten  also  noch  zwei  hinzu: 
hf  ^S9^^®  gleich  ihren  benachbarten  {4,  A4  zu  93  gehören,  d.  i.  auf  q  stehen, 
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Wenn,  wie  oben,  das  Paar  aa  Ton  6p  a^a^  von  e^  herrührt,  wo  ej,  ^  be- 
ziehlich  in  £|,  e^  die  Geraden  e,  e^  treffen,  so  gehen  die  unendlich  nahen 
Ebenen  aa,  bß  durch  l  —  die  Conjugirte  der  c  in  Bezug  auf  H^  — , 
während  die  Ebenen  a^Oj,   h^ß^   durch  k  gehen.     Die  unären  Geraden  be- 

(cc  ö8  \ 
ddvy)^   aus   den   drei   Paaren:    IX 

(durch  a),  2,  Aj  (durch  a|),  l^X^  (durch  a^),  endlich  aus  q,  die  von  den  auf- 
gezählten Paaren  getroffen  wird,  ebenso  wie  von  {3 A3,  Z^A^,  ll. 

Betrachten  wir  eine  binäre  Gerade  a;  sie  ist  mit  h^^  or,  a^  gepaart, 
und  es  müssen  die  drei  Ebenen  a^^,  ao,  aa^  je  eine  Gerade  von  83  ent- 
halten. Nun  kann  eine  dieser  Ebenen  nicht  durch  l^  oder  A3  gehen,  wenn 
der  Osculationskegel  von  F^  in  D^  nicht  zerfällt.  Die  Ebene  aa  geht 
nach  der  Construction  dieses  Paares  durch  Z,  mithin  müssen  die  Ebenen 
aa, ,  a\  je  eine  der  Geraden  l^j  Aj^,  lg,  A,  aufnehmen,  z.  B.  l^y  l^.  Zu 
jedem  der  genannten  Paare  giebt  es  ein  benachbartes  {hß  zu  aa^  bß^  in 
aa^y  baiZXL  a^^),  und  deren  Ebenen  müssen  A^  A^  A^  resp.  enthalten  (12.): 
„Die  sechs  Ebenen,  welche  je  zwei  der  binären  Geraden  ver- 
binden, gehen  durch  je  eine  l  oder  A  der  sechs  unären  Geraden 
der  Abtheilung  S9,  und  durch  eine  dieser  l  geht  noch  eine  un- 
endlich nahe  Ebene,  in  der  zwei  binäre  Gerade  aus  %  sind.** 
Die  auf  einer  l  stehenden  Paare  sind  sonach  gA,  dann  zwei  benachbarte 
Paare  binärer  Geraden,  und  die  beiden  fehlenden  Paare  können  nur 
in  der  Doppelvier  33 93i  anzutreffen  sein,  natürlich  so,  dass  eine  Gerade  in 
9$,  die  benachbarte  in  äS^  ist.  Aber  fß  hat  zwei  Transversalen,  welche  beide 
in  S3  sein  müssen,  nicht  aber  unäre  dieser  Abtheilung  sein  können,  weil, 
wie  oben  erkannt  wurde,  eine  solche  l  nur  zwei  Geraden  aus  93,  zwei  an- 
deren aus  83i  begegnet.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Transversalen  über 
die  93  nur  {3,  l^  oder  A3,  A^  sein  können.  Nehmen  wir  Ersteres  an,  so  sind 
nothwendig  A3,  A4  die  Transversalen  über  die  93,.  So  hat  man  die  Doppel- 
sechs:   j2J^^*J*J*j  (Folgerung  nach  14/J). 

b)  Berühren  sich  H^^  Q^  in  2>|,  Dg  ausserhalb  a',  so  werden  diese  zu 
Doppelpunkten  der  F^,    Zwei  Fälle  sind  zu  unterscheiden. 

Erstens:  r*  besteht  aus  zwei  durch  D^,  Dg  gehenden  r*.  Nach 
\0b)  ist  die  resultirende  F^  die  Enveloppe  von  oo^  Quadriflächen  P^.  Die 
Construction  der  %  liefert  vier  in  2>| ,  vier  in  D^  zusammenstossende  binäre 
Gerade.  Die  Gerade  DjDg  liegt  ganz  auf  F^^  und  muss,  da  sie  J?'  ^^^xy 
Dg  durchstösst,  daher  keinen  Punkt  mit  a^  gemein  hat,  auf  q  stehen«  In 
dem  Büschel  (g)^)  mit  der  Grundcurve  ^  kommen  die  Kegel  (<i|),  (a^)  vor, 
und  an  die  Stelle  der  beiden  anderen  Kegel  treten  zwei  Ebenen  2^,  E^ 
durch  D|,  Dg.  Weil  nämlich  r*  in  der  angegebenen  Weise  zerföllt,  so  sind 
Q^y  H^  zwei  Quadrikegeln  einbesohrieben  längs  Curven  j,',  ^',  die  zusam- 
men ^  ausmachen  (10.) ;  ^^ ,  2^  sollen  aber  die  Ebenen  ^n  t^^  L^  be- 
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zeichnen.  Mithin  ist  das  Paar  £^  2^  eine  g>^  und  schneidet  aus  F,'  die  dop* 
peltgesfthlte  Gerade  D^D^;  die  in  der  zu  Grunde  liegenden  projectivischen 
Beziehung  dieser  besonderen  tp*  entsprechende  Ebene  ist  (11.)  qi)|D,,  und 
es  schneidet  diese  aus  F^^  zwei  in  D^D^  vereinigte  binSre  Gerade  —  eine 
qaaternftre  {3  — ,  welcher  ^4,  itj,  X^  unendlich  nahe  sind.  Die  Kegel  (<i|), 
{a^)  liefern  zwei  unftre  Paare  Z^ ili ,  l^X^^  auf  q  stehend;  endlich  besteht  noch 
das  unäre  Paar  IL 

Zweitens:  r*  besteht  aus  der  Geraden  DjI),  oder  {g,  und  einer 
Dj,  J>s  enthaltenden  Baumcnrve  dritter  Ordnung  r^.  Nicht  wie 
im  vorigen  Falle  wird  q  von  l^  getroffen,  sondern,  da  Z,  den  Flachen  H^,  Q^ 
gemeinsam  ist,  so  muss  sie  Z  in  einem  Punkte  t^  durchstossen ,  der  sowohl 
auf  a\  alfi  auf  den  in  e,  e^  zerfallenden  ^  fUllt;  Bq  liege  auf  e^.  Durch  D| 
gehen  zwei.  Gerade  der  Q^,  nttmlich  l^  und  «|,  deren  benachbarte  e^  heisst, 
so  dass  die  Durchstosspunkte  f,,  (3  einander  unendlich  nahe  auf  e  liegen. 
Analog  hat  man  in  D^  die  65  mit  dem  Durchstosspunkte  Sg  auf  e,  sowie 
ihre  benachbarte  e,  aufzufassen. 

e|  und  e^  liefern  die  unendlich  windschiefen  Paare  aa,  &/?;  65,  e^  er- 
geben cy,  dd^  wobei,  wie  früher,  a,  &;  Cy  d  unendlich  nahe  liegen,  daher 
auch  ff,  /};  y^  6.  Die  Polarebenen  der  Punkte  von  e  bezüglich  H^  gehen 
durch  eine  bestimmte  Gerade  der  Fl&che  2?,',  gemäss  der  in  Nr.  11  ein- 
gangs betonten  üebereinkunft,  durch  h  Diese  l  müssen  also  die  Ebenen 
der  construirten  vier  Paare  enthalten. 

Die  Tangentenflftche  der  f^  schneidet  aus  Q^  zwei  Gerade,  welche  des- 
halb zur  nämlichen  Schaar  wie  P^e^  gehören,  weil  l^  Secante  der  r®  ist, 
und  welche  demzufolge  mit  e^^  e^  zu  bezeichnen  sind.  Ihre  Durchstosspunkte 
(3,  £3  in  £  befinden  sich  daher  in  e|.  Aus  63,  e^  leiten  sich  zwei  Paare 
mfi,  nv  unärer  Geraden  ab,  deren  Ebenen  l  enthalten  werden.  Die  Polar- 
ebene von  €q  in  Bezug  auf  IT'  ist  die  Tangentialebene  dieser  Fläche  in  «3, 
enthält  mithin  I3  und  geht  ebenfalls  durch  X.  Von  den  vier  Punkten  tfj ...  04; 
ans  welchen  sich  r^  durch  Quadrikegel  projicirt,  sind  nur  mehr  zwei  vor- 
handen, und  zwar  Dj,  D^:  denn  die  Spitzen  der  durch  r^  möglichen  Quadri- 
kegel kommen  allein  auf  r*  vor;  soll  also  ein  solcher  Kegel  überdies  die 
Gerade  D^D^  enthalten,  so  muss  offienbar  seine  Spitze  einer  der  2)  selbst 
sein.  Aus  diesen  Punkten  und  nur  aus  diesen  projicirt  sich  auch  ^  durch 
Kegel  zweiten  Grades:  denn  l^  —  D^D^  ist  ein  Bestandtheil  dieser^,  welche 
der  in  Nr.  11  wiederholten  Definition  zufolge  der  Ort  für  die  Berührungs- 
punkte derjenigen  Tangentialebenen  von  H*  ist,  welche  0^  gleichfalls  be- 
rühren, d.  h.  Ebenen  B  sind,  l^  ist  gemeinsame  Gerade  von  J5'^  QK  Jede 
durch  Z3  gelegte  Ebene  F  berührt  aber  sowohl  H^,  als  0*  auf  Z3,  die  erstere 
etwa  in  «;  F  sehneidet  somit  JET'  in  einer  durch  x  gehenden  Geraden  f. 
Durch  diese  f  lässt  sich  an  P'  eine  von  F  verschiedene  Tangentialebene 
legen,  die  sodann  H*  in  y  auf  f  berühren  wird.  Während  sich  Fum  die 
Aze  l^  dreht,  beschreibt  x  die  Gerade  {3,  y  hingegen  einen  zweiten  Theil>^  ^ 
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oder  i^.  Kommt  F  in  die  Lage^  wo  sie  in  D,  oder  D^  die  H^  berührt, 
80  gelangen  jedesmal  die  Punkte  x ,  y  gleichzeitig  nach  Dj ,  bez.  D^  •  t^  geht 
somit  durch  D^D^  und  wird  aus  diesen  zugleich  mit  der  Geraden  ^3  durch 
zwei  Kegel  D^',  D,'  projicirt;  alsdann  aber  gehören  diese  Kegel  zu  den 
Flächen  g)^.  Die  Polarebenen  von  6  in  Bezug  auf  D|^  D^^  schneiden  ans 
diesen  q>^^  zwei  Paare  binärer  Geraden  l^k^^  J^^s*  ^^^  ^^  Geraden  der. F^' 
werden  nunmehr  dargestellt  durch  sieben  unäre  q,  2,  A,  tn,  fi/n,  v,  durch 
vie»  Paare  binärer  ao,  cy^  {^A,,  ZjA^  und  die  quatemäre  Gerade  Z3.  Eine 
Gerade,  welche  a  mit  irgend  einem  Punkte  r  auf  Z3  verbindet ,  muss  in  r 
die  F^^  berühren,  weil  t  zu  ^  gehört;  demnach  berührt  die  Ebene  öl^  die 
Fläche  längs  Zg,  diese  Ebene  ist  aber  einerlei  mit  der  Polarebene  von  t^  in 
Bezug  auf  H*. 

c)  f*3^  mit  den  Doppelpunkten  Dj,  D^,  D3.  Berühren  sich  H*^ 
0^  in  drei  Punkten  D,  so  dass  R^  zerföllt  in  zwei  Gerade,  z.  B.  D^D^y. 
D^D^  und  einen  durch  D^,  D^  gehenden  Kegelschnitt  r*,  so  muss  <^  eben- 
falls aus  diesen  Geraden  und  einem  durch  Dj,  J)^  gehenden  ^  bestehen. 
Die  drei  Verbindungslinien  der  D  sind  quatemäre  Gerade,  die  eine  J)^D^^=l^ 
trifiPt  q,  die  beiden  anderen  B^D^y  ^sA  s^^^i^  ^^z.  in  «o,  €\  auf  a^  durch 
«Q  geht  e,  durch  e'^  sodann  e|.  Durch  D^  geht  ausser  D1D3  noch  die 
Gerade  e,  von  iß',  welche  e,  in  f,  trifft;  durch  D,  geht  ausser  B^D^  noch  ej, 
welche  e  in  e,  trifft. 

Mittels  e^,  6g  construiren  wir  die  binären  Paare  acr,  a^o, ,  wobei  in 
üebereinstimmung  mit  der  von  uns  befolgten  Bezeichnungsweise  a,  a^  sich 
schneiden,  etwa  in  r,  ebenso  a|,  a  in  ^,  so  dass  in  rp  das  Punktepaar 
von  F^  vorliegt,  welches  der  Ebene  eie^:EEE  in  der  bekannten  Art  zu- 
gewiesen ist. 

In  dem  Büschel  (9)')  befindet  sich  der  Kegel  D3',  welcher  aus  D3  die 
zerfallende  ^  projicirt,  die  Polarebene  von  a  in  Bezug  auf  D^  schneidet 
aus  dieser  Kugelfläche  das  binäre  Paar  ZjAg,  auf  q  stehend.  In  demselben 
Büschel  (9>')  ist  auch  ein  Ebenenpaar  E^E^^  dessen  eine  Ebene  alle  drei  D 
enthält  f  indess  die  andere  fi  aufnimmt.  Dieses  schneidet  die  quatemäre 
Gerade  l  doppelt  aus,  indem  die  dem  ^i^  projectivisch  entsprechende  Ebene 
(durch  q)  die  Fläche  F^  längs  l^  berühren  muss.  Die  unären  Geraden  Z,  A 
sind  wie  in  allen  anderen  Fällen  vorhanden.  Wie  gezeigt  wurde,  berührt 
die  Polarebene  von  n^  bezüglich  H^  die  F^  längs  JD^B^^  die  analoge  Ebene 
von  e'o  berührt  längs  B^D^  unsere  Fläche,  und  in  jener  kommt  noch  die 
unäre  2,  in  dieser  A  vor.  Wir  haben  drei  quatemäre,  sechs  binäre 
und  drei  unäre  Geraden. 

d)  F^  mit  vier  Doppelpunkten  B.  Berühren  sich  H\  Q^  in  vier 
Punkten  />,  den  Ecken  eines  Tetraeders,  so  dass  r*  —  und  ebenso  1^  — 
aus  den  vier  Geraden  D^D^^  B^B^^  B^B^^  B^B^  besteht,  so  werden  diese 
quatemäre  Gerade  der  F^  sein.  Sie  stehen  auf  a',  zu  gleicher  Zeit  paar- 
weise auf  e,  tj.     Aber  auch  die  Geraden  B^B^^  B^B^  treten  als  quater- 
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nSre  auf,  und  da  sie  H*  in  i>|,  i>2  —  bez.  D^^  D^  —  darchstossen,  so 
begegnen  sie  dem  a'  nicht ,  sondern  q.  Durch  die  erste  Gruppe  quatemärer 
.Geraden  Ittsst  sich  kein  Kegel  legen,  wohl  aber  zwei  Ebenenpaare  ^]2:,, 
2^2*^,  von  denen  jenes  als  Schnittlinie  D^Dj«  ^^^^^^  ^^^  Schnittlinie  Dg  D4 
habe.  Die  Polarebene  von  0  in  Bezug  auf  '^i^^^  schneidet  die  doppelt  ge- 
rechnete Gerade  D^D^  aus  F^^,  sie  geht  durch  q  und  beiUhrt  die  Fl&che 
iSngs  l>|i>2.  Ebenso  verhält  sich  die  Ebene,  welche  durch  q  und  D^D^ 
besUmmt  ist.  Ausserdem  wird  F^^  iSngs  jeder  quatemftren  Geraden  der 
ersten  Gruppe  von  der  Ebene  berührt,  welche  aus  dieser  Geraden  den 
Punkt  0  projicirt.  Die  unären  q,  2,  A  sind  hier  allein  als  solche  vorhanden, 
binftre  giebt  es  nicht. 

e)  Auftreten  eines  Biplanarpunktes.  Wir  gehen  auf  F^^  mit 
den  Doppelpunkten  D^j  D^^  wie  sie  unter  h)  zuerst  gefunden  wurde,  zurück. 
t^  bestand  aus  ^j^  f,*,  denen  die  Punkte  2>, ,  D^  gemeinsam  sind;  jetzt 
nehmen  wir  an,  dass  diese  Punkte  auf  der  Geraden  ^3  einander  unendlich 
nahe  liegen  oder  dass  t^^  t^*  in  Dj  die  l^  zur  gemeinsamen  Tangente  haben. 
In  D|  hat  man  die  vier  binftren  Geraden  a^  a,  c^^  a^  durch  die  e^,  e^  wie 
im  Falle  ä)  erhalten.  Mit  diesen  erscheinen  nun  bei  der  neuen  Annahme 
die  vier  binären  des  D^  vereinigt,  so  dass  sie  als  quatemäre  Gerade  zu 
gelten  haben«  üeberdies  fällt  einer  der  Kegel  (0|),  (<y,)  fort,  z.  B.  (c^)  mit 
seinem  unären  Paar  l^X^,  Es  bestehen  mithin  nur  noch  fünf  unäre  Gerade 
q,  2,  1,  {|,  A],  vier  quatemäre  a,  a,  Oj,  a^,  endlich  2,. 

Aus  der  Untersuchung  a)  erhellt,  dass  von  den  drei  Ebenen  aa,  OiO^j 
a&,  die  erste  durch  l  geht;  die  zweite  muss  irgend  eine  andere  der  auf  q 
stehenden  Geraden  enthalten ,  etwa  l^ ,  die  übrigbleibende  dritte  Ebene  kann 
nach  der  in  Nr.  12  gemachten  Bemerkung  weder  durch  Oj,  noch  Oj  gehen, 
weil  bei  dieser  Voraussetzung  a  in  der  Ebene  IX  oder  l^X^  läge  und  somit 
q  träfe,  was  nicht  angeht.  Da  aber  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  eine 
dexjenigen  Geraden,  welche  auf  q  stehen,  vorkommen  muss,  so  kann  {3 
allein  diese  sein,  mit  anderen  Worten:  Verbindet  man  Z3  mit  einer  der 
vier  in  2>|  zusammenstossenden  quatemären  Greraden  durch  eine  Ebene,  so 
fSHi  in  diese  stets  noch  eine  der  vier.  Demnach  giebt  es  durch  {3  zwei 
Ebenen,  die  je  drei  Gerade  der  F^^  aufnehmen,  und  es  zerfällt  der  zu  2>^ 
gehörige  Osculationskegel.  Auch  erhellt  aus  dieser  Betrachtung^  dass  l^  die 
Bolle  von  2|,  X^  übernommen  und  somit  als  sechs  Gerade  zu  zählen  hat. 

Man  kann  die  Anzahl  distincter  Geraden  der  F^^  weiter  reduciren, 
indem  man  den  einen  Theil  t^^  der  t^  durch  zwei  Gerade  e,,  ^^  ersetzt, 
welche  sich  in  2>j  schneiden.  Es  läuft  dies  darauf  hinaus,  Q*  durch  t,  e^ 
und  zwei  Gerade  e^y  e^  der  H*  zu  legen,  von  welchen  die  eine  (e^)  in  s^ 
auf  t,  die  andere  in  e,  auf  e^  steht.  Alsdann  fällt  der  Kegel  (Cj)  aus,  mit 
ihm  die  unären  Geraden  l^,  A^;  es  bleiben  solcher  übrig:  q,  2,  A.  Die 
Polarebene  von  «^  in  Bezug  auf  H*  geht  durch  l  und  berührt  F^^  längs  e, ; 
Analoges  gilt  für  die  Ebene  Ac^,  Polarebene  von  «g.    Das  Paar  quatemUrer 
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Geraden ,  welches  wir  vorher  mittels  e^  herleiten  konnten ,  vereinigt  sich  hier 
mit  e^  selbst,  and  so  verhält  es  sich  auch  mit  e^i  P^  hat  nur  noch 
drei  Gerade  2g,  e,,  e,,  wovon  jede  für  acht  zählt.  Der  Osculations- . 
kegel  des  D^  hat  die  Ebene  a,  e^  zum  Bestandtheil  und  kann  keinen  zweiten 
haben:  denn  sonst  würde  dieser  von  l  —  oder  A  —  in  einem  Punkte  ge- 
troffen, der  mit  Dj  verbunden  eine  in  der  Ebeue  le^  —  oder  le^  —  be- 
findliche Gerade  der  F^  ergäbe^  was  unmöglich  ist. 

Die  zuletzt  besprochenen  SpecialfHUe  werden  umiasst  von  diesem  all- 
gemeinen Ausspruch:  Wenn  die  Grundcurve  t^  des  zur  Erzeugung 
des  F^  (11.)  dienenden  Büschels  {tp^)  eine  Spitze  D  besitzt,  so 
wird  diese  zum  Biplanarpunkte  der  F^,  Der  Beweis  beruht  auf 
einer  Construction  der  Curve  dritter  Ordnung  C^  mit  Rückkehrpunkt,  von 
deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  wird.  Nämlich :  hat  man  einen 
Büschel  (p)  von  Kegelschnitten ,  die  einander  alle  im  selben  Punkte  D  oscu- 
liren,  und  zieht  an  die  f^  aus  einem  festen,  sonst  beliebigen  Punkte  p 
Tangenten,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einer  C,^,  die  in  D  eine 
Spitze  und  als  Rückkehrtangente  die  allen  f*  m  B  gemeinschaftliche  Tan- 
gente O  besitzt. 

Die  <p'  berühren  in  2>  eine  bestimmte  Ebene  ^,  weshalb  D  Doppel- 
punkt von  F^  wird.  D^ist  Spitze  eines  durch  ^  gehenden  Quadrikegels  2>*, 
und  es  berührt  dieser  /l  längs  O;  in  2>  liegt  die  Spitze  c^  des  zweiten, 
durch  i^  möglichen  Kegels  (0|);  dieser  berührt  J  längs  der  Geraden  tf^D, 
welche  zu  Q^  conjugirt  ist  bezüglich  jeder  q?.  Der  Schnitt  von  F^,  J^  ist 
eine  0',  für  welche  ^  Rückkehrtangente  in  2>  ist.  Wenn  man  nun  durch 
%  einen  von  C^  verschiedenen  ebenen  Schnitt  C^^  nachweisen  kann,  der 
gleichfalls  &  zur  Rückkehrtangente  hat,  so  muss  der  Kegel,  auf  welchem 
die  in  i>  die  F^  osculirenden  Geraden  sind,  zerfallen  (andernfalls  gäbe  es 
durch  irgend  eine  Osculirende  nur  eine  C  dieser  Art^  nämlich  in  der 
Tangentialebene  des  gedachten  Kegels).  Bekanntlich  kommt  dem  Punkte  a, 
in  Bezug  auf  alle  go'  dieselbe  Polarebene  o,  zu,  sie  geht  als  Polarebene 
fOr  2>^  durch  ^  und  f^lt  nicht  mit  d  zusammen.  E^^  wird  von  (<p^)  in 
einem  Büschel  (p)  geschnitten,  dessen  Curven  sich  in  D  osculiren  und  ^ 
tangiren.  Verbindet  man  den  Punkt  c  (11.)  mit  ^i  und  nennt  |7  den  Durch* 
stosspunkt  von  co^  in  ^j,  so  wird  die  Polarebene  des  a  in  Bezug  auf  eine 
<p<  zur  Trace  in  2\  die  zu  ca^  conjugirte  Polare  haben.  Diese  Trace  ist 
daher  einerlei  mit  der  Polare  des  p  in  Bezug  auf  den  von  <p^  aus  £|  ge- 
schnittenen p  und  trifft  P  in  zwei  Punkten  der  Schnittlinie  G^^  von  1?,  f  *. 
Hier  liegt  offenbar  die  angeführte  Construction  vor,  zufolge  welcher  0^  die 
Rückkehrtangente  «&  bekommt;  folglich  zerfällt  der  Osculationskegel. 
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IX. 
Ueber  die  Brechung  des  Liohtes  dnroh  Prismen. 

Von 

A.  Gleichen, 

Mathematiker  am  Friedrich  Wilhelms  -  GTmnfteiam  in  Berlin. 


Hierzu  Taf.  IV  Fig.  1—7. 


Herr  von  Helmholtz  hat  in  seiner  physiologischen  Optik  gezeigt, 
dass  ein  StrahlenbQndel ,  welches  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  ein 
Prisma  geht,  nach  der  Brechung  homocentrisch  bleibt  Dieses  Resultat  ist 
unter  der  Voraussetzung  gewonnen,  dass  die  Dicke  des  Prismas  vernach- 
lässigt werden  darf.  Bei  der  immer  mehr  zunehmenden  Wichtigkeit  spec- 
troskopischer  Untersuchungen  dürfte  die  Frage  von  Interesse  sein,  inwie- 
weit der  Satz  von  Helmholtz  sich  modificirt,  wenn  man  die  oben  an- 
gedeutete Beschränkung  fallen  lässt.  In  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
werden  wir  diese  Frage  beantworten,  indem  wir  die  eigenthttmlichen  Be- 
ziehungen aufdecken,  welche  bestehen  zwischen  dem  Falle  der  Minimum- 
ablenkung und  den  Bedingungen  der  Homocentricitftt  bei  der  Brechung  des 
Lichtes  durch  Prismen. 


L  Form  eines  nnandlioh  dünnen  gebroohenan  Strahlanbündels. 

Wenn  von  einem  leuchtenden  Punkte  ein  unendlich  dünner  Strahlen* 
kegel  ausgeht,  so  werden  die  Strahlen  desselben  im  Allgemeinen  nach  der 
Brechung  an  einer  Flttche  nicht  wieder  in  einen  Punkt  vereinigt.  Das  ge- 
brochene unendlich  dünne  Strahlenbündel  zeigt  vielmehr  nach  den  ünter- 
.  suchungen  von  Hamilton,  Kummer  und  Helmholtz  eine  eigenthüm- 
liche  Form.  An  zwei  Stellen  wird  das  gebrochene  Strahlenbündel  durch 
eine  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Richtung  des  Bündels  steht,  in  zwei 
anendlich  kleinen  geraden  Linien  geschnitten,  während  an  allen  übrigen 
Stellen  die  Schnittcurve  eine  elliptische  Form  hat.  Jene  beiden  unendlich 
kleinen  Oeraden,  durch  welche  alle  Strahlen  des  Bündels  hindurchgehen, 
hat  man  die  beiden  Brennlinien  genannt,  und  die  beiden  Punkte,  in  denen 
sie  die  Aze  schneiden,  die  beiden  Brennpunkte.     Diese  beiden  Punkte  sind 
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dadurch  ausgezeichnet,  dass  sich*  in  ihnen  zwei  der  Strahlen  wirklich  schnei- 
den, d.  h.  dass  ihre  Entfernung  voneinander  von  der  zweiten.  Ordnung  un- 
endlich klein  ist. 

Um  sich  eine  klare  Vorstellung  von  diesen  Verhältnissen  zu  machen, 
denke  maii  sich  eine  Ellipse  (Fig.  1),  in  deren  Mittelpunkt  M  ein  Loth  zur 
Ebene  der  Ellipse  errichtet  ist.  Dieses  Loth  bezeichnen  wir  als  die  Aze 
des  Strahlenbündels.  Die  Strahlen ,  welche  von  den  Punkten  A  und  B,  d.  h. 
den  Endpunkten  der  einen  Ellipsenaxe  ausgehen,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P^  der  Axe  des  Bündels;  ebenso  schneiden  sich  die  von  den  beiden 
Punkten  B  und  C,  den  Endpunkten  der  anderen  Ellipsenaxe,  ausgehenden 
Strahlen  in  dem  Punkte  P^  der  Axe  des  Strahlenkegels.  Die  Punkte  P^ 
und  P^  sind  die  obenerwähnten  Brennpunkte  und  die  ihnen  entsprechenden 
Querschnitte  des  Bündels  die  schon  erwähnten  geradlinigen  Brennlinien. 
Dieselben  sind  parallel  den  Axen  des  elliptischen  Querschnittes,  und  zwar 
so,  dass  die  Brennlinie,  in  der  sich  die  von  A  und  B  herkommenden 
Strahlen  schneiden,  der  Axe  CD  parallel  gerichtet  ist.  Analog  ist  die  an- 
dere Brennlinie  in  P^  dem  Durchmesser  AB  parallel.  Die  Wirkung  eines 
solchen  gebrochenen  Strahlenkegels  auf  das  Auge  wird  nun  eine  wesentlich 
andere  sein,  wie  diejenige  eines  Strahlenkegels,  der  direct  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  ausgeht. 

Man  stelle  sich  jetzt  einen  leuchtenden  Punkt  vor,  von  dem  aus  die 
Strahlen  in  die  Papille  des  Auges  gelangen.  Die  Oeffnung  der  Pupille  ist 
gleichsam  die  Basis  des  hier  in  Betracht  kommenden  Strahlenkegels.  -  Ver- 
möge der  Einrichtung  unseres  Sehapparates  wird  in  dem  Beobachter  die 
Vorstellung  erregt,  als  befinde  sich  der  leuchtende  Punkt  in  der  Spitze  des 
Lichtkegels ,  welcher  in  das  Auge  dringt.  Oelangt  jedoch  das  Licht  von  dem 
leuchtenden  Punkte  8  (Fig.  2)  nicht  direct  in  die  Pupille,  sondern  wird 
dasselbe  zuvor  durch  das  System  B  gebrochen,  so  wird  der  Effect  ein  an- 
derer sein.  Das  Licht  gelangt  in  diesem  Falle  so  in  das  Auge,  als  käme 
es  von  der  Brennlinie  /\,  und  der  Beobachter  wird  die  Vorstellung  erhal- 
ten, als  befinde  sich  der  leuchtende  Punkt  an  dieser  Stelle;  da  jedoch  an- 
statt des  Punktes  jetzt  eine  unendlich  kleine  Linie  erscheuit,  so  wird  die 
Schärfe  des  Bildes  dadurch  beeinträchtigt  werden.  Gleichzeitig  muss  man 
bemerken,  dass  auch  die  zweite  Brennlinie  in  P^  nicht  ganz  ohne  Wirkung 
auf  das  Auge  sein  wird ,  da  die  sämmtlichen  Strahlen  des  Kegels  auch  durch 
diese  Linie  gehen.  Die  ündeutlichkeit  des  Bildes  in  P^  wird  dadurch  jeden- 
falls noch  vermehrt  werden.  Nach  den  Erfahrungen,  die  man  bis  jetzt 
hierüber  gemacht  hat,  sieht  ein  Auge  den  leuchtenden  Punkt  in  dem  ihm 
zunächstliegenden  Brennpunkte,  und  zwar  ist  das  Bild  um  so  schärfer,  je 
geringer  die  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  isi 

In  dem  Falle,  dass  durch  die  Brechung  ein  sogenanntes  virtuelles  Bild 
erzeugt  wird,  divergiren  die  einzelnen  Strahlen  des  Lichtkegels  nach  der 
Brechung  beständig.     Nichtsdestoweniger  ist  der  Eindruck  für  ein  in  ihrem 
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Gange  befindliches  Auge  ein  analoger,  indem  die  Verlängerung  sämmtlicber 
Strahlen  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Lichtbewegung  in  derselben  Weise 
eine  erste  und  zweite  Brennlinie  bilden.  Helmholtz'  Verdienst  ist  es, 
znerst  darauf  hingewiesen  zu  haben ,  dass  man  nur  dann  ein  absolut  scharfes 
Bild  des  leuchtenden  Punktes  sieht,  wenn  der  erste  und  zweite  Brennpunkt 
znsammenfiEillen.  In  diesem  Falle  gehen  sSmmtliche  Strahlen  nach  der  Brech- 
ung wieder  durch  einen  Punkt  und  man  bezeichnet  ein  solches  Strahlen- 
bündel  als  homocentrisch. 

Ersichtlich  spielt  bei  Untersuchungen  über  die  Bedingungen,  unter 
denen  Licht  nach  der  Brechung  homocentrisch  bleibt,  die  Entfernung  der 
beiden  Brennpunkte  voneinander  eine  grosse  Rolle.  Wir  wollen  die^e  Ent- 
fernung die  „homocentrische  Differenz^  nennen  und  im  Folgenden  immer 
mit  dem  Buchstaben  4  bezeichnen. 


IL  Breohnng  an  einer  ebenen  Fl&che. 

Die  oben  dargestellte  Form  eines  unendlich  dtlnnen  Strahlenkegels  setzt 
uns  jetzt  in  den  Stand,  die  Lage  der  Brennpunkte  eines  Strahlenkegels 
anzugeben ,  der  an  der  ebenen  Trennungsfläche  eines  Mediums  gebrochen  wird. 

Von  dem  Punkte  8  (Fig.  3)  falle  ein  Strablenkegel  auf  die  brechende 
Fläche  ^,  sein  Einfallsloth  sei  dargestellt  durch  die  Linie  O'S,  Die  Strahlen 
des  Bündels,  welche  in  der  Einfallsebene  801^  verlaufen,  schneiden  sich 
nach  der  Brechung  offenbar  in  einem  Punkte,  eben  weil  die  gebrochenen 
Strahlen  in  derselben  Ebene  verlaufen.  Dadurch  ist  aber  die  Richtung  der 
Aze  AB  der  elliptischen  Basis  des  Strahlenkegels  festgelegt,  sowie  die  Lage 
des  einen  Brennpunktes  in  P^,  der  sich  im  Schnittpunkte  der  beiden  Qe- 
raden  AÄ  und  BB'  befinden  muss.  Errichte  ich  jetzt  in  0,  der  Mitte 
von  AB  m  der  Ebene  ^,  ein  Loth  CD,  so  stellt  dies  die  andere  Aze  der 
Ellipse  AB  CD  dar.  Die  von  G  und  2>  ausgehenden  Strahlen  legen  den 
andern  Brennpunkt  P^  des  Strahlenbündels  fest.  Wollte  man  noch  die  Rich- 
tung der  Brennlinien  angeben,  so  hätte  man  den  Strahlenkegel  senkrecht 
zu  durchschneiden.  Die  beiden  Axen  des  dadurch  entstehenden  elliptischen 
Schnittes  aßyli  geben  dann  die  Richtungen  der  Brennlinien  in  P,  und  P^ 
an,  und  zwar  ist  die  Brennlinie  in  P^  zxk  yi  und  diejenige  in  P^  zxi  aß 
parallel. 

Nach  den  soeben  angestellten  Betrachtungen  haben  wir  also,  um  die 
Brennpunkte  des  gebroclienen  Strahlenkegels  zu  bestimmen,  nur  zwei  Strahlen- 
paare zu  betrachten,  nämlich  diejenigen,  welche  in  der  Einfallsebene  sich 
befinden,  also  8A  und  8B^  und  femer  die  Strahlen  SC  und  8B^  welche 
symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Einfallsebene  verlaufen,  so  dass  die 
Verbindungslinie  ihrer  Fusspunkte  senkrecht  zu  dieser  Ebene  steht.  Es 
braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden ,  dass  der  gebrochene  Strahlenkegel , 
welcher  in  Fig.  3  dargestellt  ist«  mit  seinen  beiden  Brennpunkten  virtuelList. 
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Die  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  sofort  auf  den  fUl  aus- 
dehnen, dass  das  Strahlenbündel  beliebig  viele  Brechungen  an  ebenen  Flft- 
chen  erfährt,  sobald  wir  voraussetzen,  dass  die  Einfallsebene  unverändert 
dieselbe  bleibt.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein  bei  der  Brechung  des  Lichtes 
durch  Prismen,  deren  brechende  Kanten  alle  parallel  sind,  vorausgesetzt, 
dass  das  Strahlenbündel  in  einer  zur  Richtung  der  brechenden  Kante  senk- 
rechten Ebene  verlftuft.  Da  dieser  Fall  bei  der  Brechung  durch  Prismen 
allein  praktisch  von  Interesse  ist,  so  beschränken  wir  uns  im  Folgenden 
auf  die  Unt^suchung  der  hierbei  auftretenden  Erscheinungen. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Entfernungen  OP^  und  OP^ 
(Fig.  3)  der  Brennpunkte  von  der  brechenden  Fläche  zu  berechnen,  falls 
uns  die  Strecke  OS  oder  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der 
Trennungsfläche  bekannt  ist.  Die  Brennlinie  in  P^  entsteht  an  der  Stelle, 
wo  sich  zwei  unendlich  nahe  in  der  Einfallsebene  verlaufende  Strahlen 
schneiden;  man  bezeichnet  sie  als  primäre  Brennlinien  und  den  Punkt  Pi 
als  primären  Brennpunkt. 

Die  beiden  von  8  ausgehenden  Strahlen  SB  und  8Ä^  welche  hier  zu- 
nächst in  Betracht  kommen ,  mögen  mit  dem  Einfallsloth  (Fig.  4)  die  Winkel 
a  und  a  +  da  bilden.  Wie  man  leicht  sieht,  ist  alsdann  auch  der  Winkel 
ÄSB  =  da  und  man  hat  aus  dem  Dreieck  SAB  nach  dem  Sinussatze,  wenn 
man  noch  Ä8=za  und  ÄB  =  ds  setzt: 

da       ^*»l  +  « 


ds  a 

oder 

1)  ada  =  dscosa. 

Für  das  gebrochene  Strahlenpaar,  welches  sich  in  P^  schneidet,  wird 
analog  sein,  wenn  man  den  Brechungswinkel  JB'5^'=jy"J9/''  =  j5  setzt  und 
die  Entfernung  ÄP^  des  primären  Brennpunktes  von  der  Trennungsebene 
durch  h  bezeichnet, 

2)  Idß^dscosß. 

Durch  Division  der  Gleichungen  1)  und  2)  entsteht: 
ov  g   (l«_  cosu 

J'dß^^sß' 

Ist  nun  das  Brechungsgesetz,   also  a,  als  Function  von  ß  gegeben,   so  ist 

da 
auch   TB  bekannt,  und  durch  Gleichung  3)  lässt  sieh  die  Entfernung  h  des 

primären  Brennpunktes  von  der  Trennungsebene  für  jeden  Werth  von  ß 
oder  «  angeben. 

.  um  ferner  die  Entfernung  des  zweiten  oder  secundären  Brennpunktes 
von  der  brechenden  Fläche  zu  finden ,  müssen  wir  beachten ,  dass  die  Strahlen 
CQ  und  DG  (Fig.  5),  deren  Schnittpunkt  nach  der  Brechung  eben  der 
secundäre  Brennpunkt  ist,    mit  dem  Einfallsloth  dieselben  Winkel  bilden. 
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Ihr  Schnittpunkt  P^  nach  der  Brechung  muss  also  auf  dem  Lothe  liegen, 
welches  man  von  G  aus  auf  die  Ebene  E  fällen  kann.  In  dem  Dreieck 
JP,eC  ist  nun  der  Winkel  CP^G  =  ß  und  Winkel  P^SC=7c-'a.  Wenn 
wir  ferner  die  Strecke  CP^  mit  h^  bezeichnen,  so  wird,  da  CS=a  ist: 

A\    *  a  _  sinß 

hi^  sinct 

Hierdurch  ist  die  Entfernung  &j  des  secundären  Brennpunktes  von  der  Tren- 
nungsfläche bekannt,  sobald  a,  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes, 
und  Winkel  ß  oder  a,  welche  ja  durch  das  Brechungsgesetz  aneinander 
gebunden  sind,  gegebene  Werthe  haben. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  3)  und  4)  sind  wir  nun  auch  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  denen  das  gebrochene  Strahlen- 
bfindel  homocentrisch  wird. 

Aus  3)  folgt: 

5)  h^a TB » 

casa  dß 

ans  4) 

6)  6i  =  a-r-ä- 

*        stnß 

Durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  entsteht: 

^  *  \smß     cosa  dß/ 

Ist  J==0^  so  fallen  die  beiden  Brennpunkte  zusammen,  und  der  Strahlen- 
kegel ist  homocentrisch.     t>ie  Bedingung  hierfür  ist: 

sina     cosß  ^__/\ 
sinß     cosa  dß 
oder 

^  dß^  sinßcosß' 

Wir  wollen  unsere  Formeln  jetzt  nur  anwenden  auf  den  Fall,  dass  das 
Medium  einfach  brechend  ist,  dass  also  das  Gesetz  von  Snellius  Giltig- 
keit  hat. 

Sei  in  Fig.  3  8  ein  leuchtender  Punkt  im  dichteren  Medium ,  also  etwa 
in  Glas  oder  in  Wasser,  so  wird  der  Strahlenkegel,  welcher  ein  in  dieses 
Medium  hineinblickendes,  in  AB'  befindliches  Auge  trifft,  im  Allgemeinen 
nicht  homocentrisch  sein  —  der  leuchtende  Punkt  wird  in  dem  dem  Auge 
zunSchst  liegenden  Brennpunkte  P^  erscheinen.  Ist  n  der  Brechungsexpo- 
nent der  Substanz,  so  ist,  da  das  Licht  in  das  dünnere  Medium  übertritt, 
das  Brechungsgesetz  in  der  Form 

sin  a  =  —  sin  ß 
n 

anzuwenden.  ^  j 
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Man  hat  demnach: 


and  die  Formel  7)  wird: 


dß"^  n   C08a 

n  \       oosov 


Da  in  unserem  Falle  ß>a  ist,  so  ist  — '-<  1  und  J  beständig  positiv, 

eosa 

also  hat  man  h^  >  h. 

Der  primäre  Brennpunkt  liegt  also  dem  Auge  näher  wie  der  secundäre. 
In  dem  ersteren  wird  uns  also  das  Bild  des  Punktes  S  erscheinen.  Die 
Bedingung  dafür,  dass  der  Strahlenkegel  homocentrisch  ist,  wird: 

cosß^      .  1     .   ^ 

5=1,    8ma=^  —  8mß. 

cosa*  n 

Dieser  Gleichung  wird  nur  genügt,  wenn  man  hat: 

„Also  nur  in  dem  Falle,   dass  die  Strahlen  senkrecht  zur  bre- 
chenden Fläche  austreten  oder,  was  dasselbe  heisst,  wenn  das  Auge 
senkrecht   in   das   Medium   hineinschaut,    sind   die   Strahlen   homo> 
centrisch.^ 
Tritt  der  Lichtkegel  aus  dem  dünneren  Medium  in  ein  dichteres,  so 
bleibt  die  Bedingung  für  die  Homocentricität  unverändert.     Man  erhält  in 
diesem   Falle   zunächst,   da  man   das  Brechungsgesetz   in   der  Form  sma 
s=n8inß  anzuwenden  hat: 

A        C08ß*\ 

^  =  na[l 1  j. 

\       cosar/ 

In  diesem  Falle  ist  aber  a'^ß  und  demnach  6  >  &| .  Das  Bild  von  S  würde 
also  einem  im  dichteren  Medium  befindlichen  Auge  im  secundären  Brenn- 
punkte erscheinen.  Es  ist  dies  deshalb  bemerkenswerth^  weil  man  in  den 
Lehrbüchern  diese  Verhältnisse  so  dargestellt  findet,  als  erscheine  das  Bild 
im  primären  Brennpunkte. 

in.  Breohnng  an  einer  beliebig  grossen  Anzahl  ebener  Begrensungsfläohen. 

Wir  wollen  jetzt  den  Oang  eines  Strahlenbündels  betrachten,  der  durch 
eine  beliebige  Anzahl  brechender  Medien  mit  ebenen  Begrenzungsflächen 
hindurchgeht.  Wir  betrachten  zunächst  die  in  der  Einfallsebene  verlaufen- 
den Strahlen,  deren  Durchschnittspunkt  nach  der  Brechung  uns  Aufschluss 
giebt  über  die  Lage  des  primären  Brennpunktes. 

In  Fig.  6  sei  Li  der  leuchtende  Punkt.  Der  Gang  der  beiden  unend- 
lich nahen  Strahlen  sei  S^ÄiÄ^  •*•  ^m  und  SiB^B^,..  Bm-  Nach  der  letz- 
ten Brechung  bei  ÄmBm  werden  die  Strahlen,  wenn  man  sie  hinreichend 
verlängert,  sich  in  einem  Punkte  Sm^i  schneiden,  in  welchem  ein  Auge, 
das  sich  in  (7  befindet,   den  leuchtenden  Punkt  8^  erblickt.    Denken  wir 
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aos  jetzt  die  einzelnen  geradlinigen  Stücke  des  Strahlenpaares,  welche  zwi- 
schen den  einzelnen  Ebenen  liegen,  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Licht 
bewegnng  verlängert,  so  entstehen  dadurch  m  neue  Strahlenkegel,  deren 
Spitzen  wir  mit  8^,  S^,  ...,  8m  bezeichnen.  Der  Lichtstrahl  SA^A^^^.Äm 
bilde  an  der  k*^'^  Fläche  den  Einfallswinkel  a^  und  den  Brechungswinkel  ßk . 
Die  Länge  des  zugehörigen  einfallenden  Strahlenkegels  8k  Äk  sei  gleich  ak 
and  die  Länge  des  zugehörigen  gebrochenen  Strahlenkegels  5^4.1  ii^  sei  bky 
dann  hat  man,   wenn   man   für  die  Ä;**  brechende  Ebene  die  Oleichung  3) 

anwendet:  , 

at   äcik 008 ak 

o  j.  ^  I    «        cosak  dßk  ,    ^ 

Setzt  man  noch  Xk  =  — ^  ^ — »   so  hat  man : 
casßk  oaib 

1)  a/c^Xkhk. 

Bezeichnet  man  femer  die  Strecke  Äk^iÄk^  welche  der  Strahl  zwischen 
der  k^^  und  k  +  1*^  Ebene  zurücklegt,  mit  dky  so  hat  man  offenbar: 

2)  ak+i  —  bk=dk. 

Wendet  man  jetzt  Gleichungen  1)  und  2)  auf  die  Brechungen  an  den 
sämmdichen  Ebenen  an,  so  entsteht  das  folgende  System: 


a,  =Ai6,, 

<h-\ 

==d., 

Oj  =A,Jj, 

Oj    -»i 

=  d„ 

• 

nnd 

am=^Xmhm  «m  —  &m~l  =  dm_i. 

Ans  dem  letzten  Gleichungssjstem  erhält  man  durch  Elimination  der  Grössen  a: 


Maltiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  A^,  die  zweite  mit  AiA,, 
die  dritte  mit  A|  k^  ^3  ^*  ^*  ^'  >  ^°^  setzen  wir: 

A]  Aj  A3  . . .  Aat  =  Ajt  I , 
so  wird  durch  Addition  aller  Gleichungen: 

—  6jA, +  &,„Ami=  ^,^Ajndif. 

Es  war  unsere  Absicht,  einen  Znsammenhang  zu  finden  zwischen  a^ 
^d  h„  oder  zwischen  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  8^  von  der 
ersten  Ebene  und  der  Entfernung  des  Bildes  Sm+i  von  der  letzten  brechen- 
den Pifiche.     Setzen  wir  also:  /^  1 
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a,  =  a?,     6m  =y, 
ben  Formel  h^k^  d 

3)  ykmi-x=^  ^kXkidk 


80  wird,  da  man  in  der  letzten  Formel  h^k^  durch  a|  ersetzen  kann: 


A=m-1 

oder  ^__, 

Ganz  analoge  Betrachtangen,  wie  für  den  primären  Brennpunkt,  gelten 

auch  für  den  secundären.     Nur  ist  die  oben  aufgestellte  Gleichung   r-  -rr 

cosak  ^*  ^''* 

=  — 2r  zu  ersetzen  durch  die  folgende: 
oosßk  '    o 

hk  "  sifiak ' 
wo  au  und  hk  jetzt  die  Entfernungen  der  beiden  Spitzen  des  einfallenden 
und  gebrochenen  Strahlenkegels  an  der  A;^°  Trennungsfläche  bedeuten,  wenn 
wir  dasjenige  Strahlenpaar  betrachten,  welches  symmetrisch  zur  Axe  des 
gesammten  Strahlenbündels  immer  in  Ebenen  verläuft,  die  zur  Einfallsebene 
senkrecht  sind.  Wir  gelangen  durch  ganz  ähnliche  Betrachtung  zu  einer 
Gleichung  von  der  Form  3),  nur  dass  in  dem  jetzigen  Falle 

zu  setzen  ist.  Ätna* 

Nennen  wir  nun,  wie  oben,  x  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
von  der  ersten  brechenden  Ebene  und  y^  die  Entfernung  des  secundären 
Brennpunktes  von  der  letzten  brechenden  Ebene,  so  hat  man: 


""^  \8maJmi  k=^i  \sma/n 


Bewegt  sich  der  leuchtende  Punkt  S^  in  Richtung  Ä^S^,  so  verändert 
sich  auch  die  Lage  der  Brennpunkte,  während  die  Grössen  a,  j3,  d  unver- 
ändert bleiben.  Da  nun  die  Ausdrücke  4)  und  5)  linear  sind  in  Bezug  auf 
X ,  y  und  ^j ,  so  wird  man  die  Coefficienten  dieser  Grössen  bestimmen  können, 
sobald  man  für  zwei  Werthe  des  x  die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  y 
und  y^  kennt. 

Wir  wollen  die  Formeln  4)  und  5)  jetzt  auf  den  Fall  anwenden ,  dass 
die  Strahlen  nach  dem  Gesetz  von  Snellius  gebrochen  werden.  Also  hat 
man  das  System  von  Gleichungen: 

sina^  =Wi  5mft,  d/3,  _  _1^  cosui 

siwog  =Wj  sinß^^  da^  ~"  n^  cosßi 


sinam  =  nmSinß„,        dß„,       1    cosci„ 


und  es  ist: 


dam         n„t  COsßm 
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dadurch  wird  Formel  4): 

Femer  ist  infolge  des  Gesetzes  von  Snellias: 

(-)  =(-) 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  halber: 

so  werden  die  Formeln  6)  and  7): 
9)  yA^x^By    y^A^  —  x^B^, 

Die  Grösse  y^  —  ^  =  zf  hatten  wir  die  homocentrische  Differenz  genannt. 
Yen  dieser  Grösse  hängt  die  Schärfe  des  Bildes  ab,  welches  wir  durch  ein 
System  von  Prismen  betrachten.  Es  wird  im  Folgenden  namentlich  unsere 
Aufgabe  sein,  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  diese  Grösse  ein 
Minimum  ist  oder  gar  verschwindet. 

Aus  den  Formeln  8)  folgt  nun  leicht: 

-M+'(i;-i)- 

IV.  Bedingung  für  die  Minimnmablenknng  durch  beliebig  viele 

Prismen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen  ein  Strahl 
ein  System  von  Prismen  mit  parallelen  Kanten  so  durchläuft,  dass  seine 
Ablenkung  von  der  ursprünglichen  Richtung  ein  Minimum  ist.  Wir  werden 
dadurch  auf  einen  eigenthümlichen  Zusammenhang  hingewiesen,  den  dieser 
Fall  mit  der  Frage  nach  den  Btddingungen  für  die  Homocentricität  des 
Lichtes  darbietet.  Um  den  Untersuchungen  die  volle  Allgemeinheit  zu  lassen, 
setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  der  Lichtstrahl  an  jeder  der  m  Begren- 
zungsflächen nach  einem  willkürlichen  Gesetz  gebrochen  werde.  Nur  machen 
wir,  wie  immer  in  dieser  Abhandlung,  die  eine  Einschränkung,  dass  der 
Lichtstrahl  in  einer  zu  den  brechenden  Kanten  senkrechten  Ebene  verläuft. 

Die  Anzahl  der  brechenden  Flächen  sei  m,  die  Anzahl  der  Prismen  also  ^ 
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Die  Winkel,  welche  die  brechenden  Flächen  miteinander  bilden,  seien  der 
Reihe  nach  Oj,  Oj,  .•.,  öm-i;  die  Winkel,  welche  der  Strahl  der  Reihe 
nach  mit  der  Normale  beim  Eintritt  und  Austritt  der  einzelnen  Prismen 
bildet,  seien  der  Reihe  nach  ij,  «^,  ...,  in;  diejenigen  Winkel  dagegen, 
welche  der  Strahl  innerhalb  der  Prismen  mit  den  Normalen  bildet,  be- 
zeichnen wir  durch  r^,  r,,  ...,  fm- 

Die  Gesammtablenkung  .Q,  welche  der  Strahl  jerfährt,  ist  gleich  der 
Summe  der  Ablenkungen  der  einzelnen^  gebrochenen  Theile.  Nun  ist  die 
Ablenkung  w,,  welche  der  Strahl  bei -Aj  (Fig.  7)  erfährt,  «)i  =  »i  — r^;  der 
Theil  A^Ä^  erfährt  bei  Ä^  die  Ablenkung  w^  =  i^^r^  u.  s.  w.  Allgemein 
hat  man 

Die  Gesammtablenkung  beträgt  demnach: 

kss\  kz=\  *  =  i 

kz=m  k=tn  k=m 

Nun  bestehen  aber  zunächst  die  Gleichungen: 


Aus  diesen  letzten  Gleichungen  folgt  durch  Addition 

^  rk  ^  a^  +  0^+  6^  +  • "  +  dm^i 
und 

kssi 


*  =  1 


demnach: 


Bezeichnet  man  die  constante  Grösse 

^1  —  ^2  +  ^8  ~  ^4  +  • ' " ""  ^"»-^ 
mit  8^  so  wird 

3)  Sl  =  i,  +  im-S. 
Die  Bedingung  für  das  Minimum  ist  nun 

oder 

4)  (lt,  +  (lia,  =  0. 

Wir  haben  in  unserem  Falle  2m  Variable,  nämlich  i^,  t^,  ...,  im  nnd 
r,,  rj,  ...,  r„.     Ausser  den  m  — 1  Bedingungsgleichungen  mter  2)  besteht 
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noch  für  jede  Flftche  das  Brechungsgesetz,  welches  wir  in  der  folgenden 
Form  schreiben    wollen:  An  der  k*^  Fläche  sei  das  Gesetz  der  Brechung: 

dik  +  qkdrk  =  0, 
wo  die  Grösse  q  eine  Function  von  ik  und  rk  bedeutet.     Setzt  man  für  k 
der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  ...,  m,  so  erh&lt  man  noch  m  Beding- 
ungsgleichungen zwischen  den  hier  in  Betracht  kommenden  Variabeln: 

äii  +qi  dr^  «0» 

5)  ; 

• 

dim  +  qm  drm  =»  0. 
Die  Gleichung  4)  wird  noch  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Variabein  liefern,  so  dass  man  alsdann  2m  Gleichungen  mit  2m  Unbekann- 
ten besitzt,  aus  denen  man  die  Grössen  i  und  r  berechnen  kann. 

um  nun  die  Bedingung  fdr  das  Minimum  zu  finden,  wollen  wir  uns 
einer  von  Lagrange  angegebenen  Methode  bedienen. 

Wir  multipliciren  die  Gleichungen  2),  nachdem  wir  sie  di£ferentiirt 
haben,  der  Beihe  nach  mit  unbestimmten  Coefficienten  Aj,  A^,  ...,  Xm—i 
und  addiren  sie  zu  Gleichung  4).  Darauf  multipliciren  wir  die  m  Gleich- 
ungen unter  5)  mit  Coefficienten  fi^,  fi,,  ...,  (hn  tind  addiren  diese  Gleich- 
ungen ebenfalls  zu  4).    Dann  wird: 

dii  +  dim 
+  i,  (dr,  -I-  dr,)     +  A3  (dr«  +  dr^)     +  •  •  •  +  A„.-i  (dr«-i  +  dr«) 
+  A,(dH  +  df3)      +l,{du  +  di^)      +.-.  +  A«-i(dt„.-,  +  dfm-i) 
+  l^iidi^  +  qidri)  +  iii^{dH  +  qidr;)  +  ''*  +  (Am{d%m+qmdrm)^0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Coefficienten  von  di|,  di^,  ...,  dim  und 
drj,  dr^y  ...,  drm  einzeln  gleich  0,  so  erhält  man  2m  lineare  Gleichungen, 
aus  denen  man  die  2m— 1  Grössen  A^,  A,,  ...,  Am^i  und  fij,  fi,,  ...,  /um 
leicht  eliminiren  kann.  Die  resultirende  Gleichung,  welche  nur  noch  die 
Grössen  q  enthält,  findet  man  in  der  Form: 

6)  ?«.?i.?6  ..._?m_«l 

'        «1    fe    95       U-t 
wo 

dik  , 

ist. 

Fuhrt  man  jetzt  wieder  die  früher  angewendeten  Bezeichnungen  ein, 

so  hat  man  zu  setzen: 

»•2  ~  ^^2  1       *■<  —  *'4  »       '"ß  '='*'«  »       •  •  • 

Die  Bedingung  für  das  Minimum  wird  dann:  r^^^^l^ 
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oder 


g.  doj  dttf  dtt^      dam  _ , 

'  dß^' dß^' dß,"' dßm 


m    =1  oder   m    = 
KdßJmi  \dat/„, 


1. 


Kdßt 

Nach  dem  Brechungsgesetc  von  Snellius  ist  nun 
dat  _      eosßk 

also  wird  die  Bedingung  ftir  die  Minimumablenkung  in  diesem  Falle: 


10)  (^)    =1. 

\nC08ß/m\ 


\nco8ß/ 

Zu  bemerken  ist,  dass  für  den  Fall  der  Minimumablenkung  sSmmt- 
liche  Winkel,  welche  der  Strahl  au  den  brechenden  Flächen  mit  der  Nor. 
malen  bildet,  bestimmt  sind  durch  die  Winkel  tf,  welche  die  Seiten  der 
Prismen  miteinander  bilden.     Für  den  Fall  eines  Prismas  hat  man: 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

Oj  =  Pg  und  sma^^8mp^=^n^sin-^' 

In  diesem  Falle  geht  der  Strahl  symmetrischer  durch  das  Prisma. 

Betrachtet  man  aber  ein  System  Ton  Prismen,  so  ist  der  Durchgang 
des  Strahles  im  Falle  der  Minimumablenkung  nicht  mehr  symmetrisch. 
Dieses  Letztere  kann  nur  in  ganz  speciellen  Fällen  eintreten,  wenn  die 
brechenden  Winkel  bestimmte  später  zu  berechnende  Werthe  haben. 

V.  Die  Grösse  der  homooentrisohen  Differenz  für  den  Fall  der 
Kinimumablenknng. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  Prismen  sich  alle  in  demselben  Medium 
befinden,  also  etwa  in  Luft.  Alsdann  bestehen  zwischen  den  Brechungs- 
exponenten die  Beziehungen: 

WiWg=l,    n^n^s=l^    fi^n^sl,     ...,    n^— iWot=1. 

Die  Bedingung  10)  in  IV  für  die  Minimumablenkung  wird 


\C0Sß/m! 


1. 


Die  homocentrische  Differenz  hatten  wir  in  der  Form  erhalten 

'Ai      A 


'-^-^-(i-i)- 
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Nach  der  gemachten  Voranssetzung  kann  man  ftlr  f -r^j     schreiben: 

(C08Ci*\ 
COSß^/m! 

Infolge  der  Gleichung  1)  ist  nnn  dieser  Ausdruck  gleich  der  positive^  Ein- 
heit und  man  hat 

Es  war  femer  il^  =  (— j  •  Wegen  der  oben  aufgestellten  Beziehungen 
zwischen  den  Brechungsex  [)onenten  ist  ofifenbar  auch 

Man  hat  also: 

2)  J  =  B^-B. 

Die  Grösse  ^  wird  in  diesem  Falle  also  unabhängig  von  der  Grösse  x. 

Die  Grössen  B  und  B^  sind ,  wie  man  ans  den  Formeln  8)  in  III  ersieht, 
abhängig  Yon  den  Wegen  des  Lichtbttndels  in  den  einzelnen  Prismen  und 
verschwinden,  wenn  man  diese  der  Null  gleich 'setzt. 

In  Gleichung  2)  ist  also  der  folgende  Satz  enthalten: 

„Geht  ein  Strahlenbttndel  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  ein 
System  von  Prismen,  so  ist  die  homocentrisohe  Differenz  constant, 
d.  h.  unabhängig  von  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von 
der  ersten  Trennungsfläche.    Die  homocentrisohe  Differenz  wird  Null, 
sobald  man  den  Weg  des  Strahlenbftndels  durch  das  Prismensjstem 
als  verschwindend  klein  annimmt.  ** 
Aus  dem  Gange  unserer  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  es  keine  an- 
dere  Richtung  als  die  Minimalablenkung  giebt,   in  welcher  die  homocen- 
trisohe Differenz   fUr  jede  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  dieselbe  ist. 
Durch  diese  Eigenthümlichkeit  ist  die  Richtung  der  Minimumablenkung  vor 
allen  übrigen  ausgezeichnet. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  betrachten ,  dass  der  Strahl  symmetrisch 
durch  das  Prisma  geht.    Es  sei  also 

«1  =  ft  =  «8  =  /^4  =  •  •  •  =  P » 
/5j  =  «,  =  /53  =  ..-  «=rg. 

Offenbar  muss  auch  sein: 

1 
«i  =  --  =  fi3  =  •••  =  ««. 

Die  Ausdrücke  8)  in  III  werden  nun: 
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Bezeichne  ich  nnn  mit  D  den  Weg,  den  der  Strahl  in  dem  brechenden 
Medinm,  mit  D,  den  Weg,  welchen  er  in  der  Luft  zurücklegt,  so  ist 

ncosq  *  '      n         * 

Die  Formeln  9)   in  III  für  die  Entfernungen  des  primären  und  secundftren 
Brennpunktes  lauten  für  diesen  Fall  sehr  einfach: 

Die  Bedingung   für   die   Minimumablenkung   ist   für   diesen   Fall  ebenfalls 
erftOlt,  wie  man  aus  der  Bedingung  1)  ersieht. 
Die  constante  homocentrische  Differenz  ist: 


1)  ^=^(i_£?!^\ 

'  n  \       cosqy 


Die  Winkel  p  und  q  sind  natürlich  abhängig  von  den  Grössen  6,  d.  h.  von 
den  Winkeln,  welche  die  Prismenflftchen  miteinander  bilden.  Aus  den  hier 
bestehenden  Gleichungen: 

folgt ,  dass  alle  brechenden  Winkel  der  Prismen  einander  gleich  sein  müssen, 
sowie  auf  der  andern  Seite  diejenigen,  welche  die  einander  zugewandten 
Prismenflftchen  miteinander  bilden;  bezeichnen  wir  die  ersteren  durch  0,  die 
anderen  durch  a.,  so  ist: 


Aus  8inp  =  n8inq  folgt: 


Die  homocentrische  Differenz  kann  nie  der  Null  streng  gleich  werden,  denn 
die  Bedingung  , 

cosq^ 
würde  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  8mp  =  nsinq  zur  Folge  haben, 
dass  auch  p  =  g  =  0  sein  mttssten.     Dann  hätte  man  aber  auch  a=ö^  =  0. 
Der  brechende  Winkel  der  Prismen  müsste  also  gleich  Null  sein. 
Drückt  man  in  1)  p  und  q  durch  a  aus,  so  erhält  man: 

Bezeichne  ich  noch  die  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Theile 
des  Strahlenbündels  von  den  Spitzen  der  Prismen  der  Reihe  nach  mit 
*i»  ^»  ^6»  •••»  ^»n-i>  so  hat  man: 

Setzt  man  noch  e|  +  ^s  +  ***  +  ^m-.i=  E,  so  erhält  man  durch  Addition: 
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Also  ist:  ,_ 

Man  kann  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

,Will  man  eine  beliebige  Anzahl  Ton  Prismen  von  demselben 
Brechangsexponenten  und  mit  demselben  brechenden  Winkel  c  so 
aufstellen,  dass  ein  Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung 
symmetrisch  hindurchgeht,  so  hat  man  dieselben  so  aufzustellen, 
dass  die  einander  zugewandten  Seitenflächen  einen  Winkel  a^  mit- 
einander bilden,  welcher  durch  die  Gleichung 

sin  ^ij^  =  ^  ^♦^  V2 
bestimmt  ist.     Die  homocentrische  Differenz  ist  dann  unabhängig  von 
der  Entfernung  der  einzelnen  Prismen  voneinander  und  ihrer  Grösse 
nach :  %^\ 

WO  E  die  Summe  der  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Theile 
des  Strahlenbündels  in  den  Prismen  von  den  Kanten  der  zugehörigen 
*  Prismen  bedeutet^ 

Man  kann  J  also  entweder  dadurch  zum  Verschwinden  bringen,  dass 
man  die  Winkel  a  sehr  klein  macht,  oder  dadurch,  dass  man  das  Strahlen- 
bündel den  brechenden  Kanten  sehr  nahe  das  System  durchlaufen  lässt,  wo- 
durch die  Grösse  E  zum  Verschwinden  gebracht  wird. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  eines  einzigen  Prismas  betrachten. 
Die  Formeln  8)  in  III  geben,  da  die  Gleichung  n|f^=l  besteht: 

~  ^  cosßy^  eosßj  ^         "~  n  cos ß^^    ' 

Die  Gleichungen  9)  in  III,  durch  welche  die  Lage  des  primären  und  secun- 
dären  Brennpunktes  festgelegt  wird,  werden  in  diesem  Falle: 

cos  ct.-    _ 


^^cosß.cosßJ 


^cosß^cosß^/  ncosß^ 

und 

d 

n 
Für  den  Fall  der  Minimumablenkung  hat  man 
«1  =  ß^   und   jSj  ==  02 , 
und  der  Werth  von  ^ 

n  \       cosßy^/ 
lässt  sich  unter  Berücksichtigung  des  Brechungsgesetzes  nnd  der  Beziehung 
^i-|-«j  =  <F  in  der  Form: 
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schreiben.  Setzt  man  die  senkrechte  Entfernung  des  Strahles  im  Prisma 
von  der  brechenden  Kante  gleich  c,  so  wird 

Diese  Gleichung  stimmt  in  der  Form  vollständig  mit  der  überein,  welche 
für  den  symmetrischen  Durchgang  durch  eine  beliebige  Anzahl  von  Pris- 
men gilt 

Die  Einstellung  in  den  Spectralapparaten  ist  in  der  Regel  eine  der- 
artige, dass  das  Licht  im  Minimum  der  Ablenkung  parallel  das  Prismen- 
system durchläuft.  Die  Eormel  10)  in  III  zeigt,  dass  A  ftLr  paralleles  Licht 
im  Allgemeinen  unendlich  gross  wird.  Infolge  dessen  muss  das  Bild  des 
leuchtenden  Punktes  nothwendig  undeutlich  erscheinen.  —  Wesentlich  anders 
ist  jedoch  der  Fall  der  Minimumablenkung.  Hier  bleibt  d  constant,  wenn 
der  Bildpunkt  und  nach  den  Formeln  8)  in  III  auch  die  beiden  Brennpunkte 
ins  unendliche  rücken.  Diese  endliche  Grösse  A  ist  nun  als  verschwindend 
klein  anzusehen  gegen  die  unendlich  grossen  Entfernungen  der  Brennpunkte, 
so  dass  in  dem  letzteren  Falle  das  Strahlenbündel  nach  der  Brechung  durch 
die  Prismen  als  streng  homocentrisch  zu  betrachten  ist. 
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X. 
Ueber  die  Osoulationskreise  bei  Kegelsolmitten. 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

in  Zttrioh. 


merza  Taf.  V  Fig.  12-24. 


Zweite  Mittheilnngr. 

5.  Der  feste  Kegelschnitt  %*,  welcher  zunächst  keine  Parabel  sein  soll, 
werde  nun  als  Curve  zweiter  Classe  aufgefasst;  eine  bestimmte  seiner  Tan- 
genten werde  mit  t^  ihr  Berührungspunkt  mit  P  und  der  zugehörige  Oscu- 
lationskreis  mit  p^  bezeichnet. 

Irgend  eine  Tangente  a  von  Jc^  schneide  t  in  Ä''\  die  in  Ä"  auf  a  er- 
richtete Senkrechte  sei  a*  (Fig.  12) ,  sie  mag  die  Normale  n  des  Punktes  P 
in  Ä*  schneiden.  Lässt  man  a  den  KegeUchnitt  k^  einhüllen,  so  wird  a* 
eine  Curve  dritter  Classe  c'  beschreiben.  —  Um  zu  beweisen,  dass  der 
Strahl  a*  bei  seiner  Bewegung  dreimal  durch  irgend  einen  Punkt  Q  der 
Ebene  hindurchgeht ,  wie  eben  behauptet  worden  ist,  drehe  man  um  Q  einen 
Strahl  Pi,  auf'  welchen  man  je  im  Schnittpunkt  mit  t  eine  Senkrechte  y 
errichtet.  Alsdann  wird  y  eine  Parabel  umhüllen  mit  0  als  Brennpunkt 
und  t  als  Scheiteltangente.  Diese  Parabel  hat  mit  h*  vier  Tangenten  ge- 
mein: t  und  u,v^i€.  Darauf  sind  u^v^  w  die  einzigen  Tangenten  von  X;^ 
deren   zugeordnete  Strahlen  u*,  v*^  ic*  durch  den  Punkt  Q  hindurchgehen 

Gelangt  a  nach  t  und  damit  Ä"  nach  P^  so  wird  a*  mit  n  zusammen- 
fallen. In  zwei  Lagen  wird  femer  die  Tangente  a  auf  t  senkrecht  stehen 
und  somit  a*  mit  t  zusammenfallen«  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Curve  c^ 
die  Normale  n  berührt  und  dass  sie  t  zur  Doppeltangente  hat. 

Die  Curve  dritter  Classe  c^  berührt  die  Normale  n  in  der 

Mitte  -=-    zwischen   P  und  dem  Erümmungscentrum  E.   —   Der 

Berührungspunkt  der  Curve  c?  mit  ihrer  Tangente  n  ist  nämlich  aufzufassen 
als  Orenzlage  jß*  des  bereits  erwähnten  Punktes  Ä*^  wenn  die  variable 
Tangente  a  von  J^  in  die  t  unendlich  benachbarte  Lage  q  übergeht.  Die- 
selbe Orenzlage  bezüglich  g,  g*,  Q^  tritt  aber  auch  ein,  wenn  man  eine 
variable  Tangente  r  des  Osculaiionskreises  p^  in  die  mit  t  unendlich  benachc  ^ 
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harte  Lage  übergehen  iSsst  (denn  es  haben  p^  and  1^  die  Tangente  t  und 
deren  consecutive  Tangente  miteinander  gemein  —  vergl.  Nr.  2,  erste  MH- 
theilung).  —  Es  sei  nun  (Fig.  13)  r  eine  willkürliche  Tangente  von  jj*, 
B  ihr  Berühmngspankt,  f*  die  im  Schnittpunkte  R''  von  r  mit  t  auf  r 
errichtete  Senkrechte,  welche  n  in  i2'*'  schneidet  Die  Dreiecke  EB*It" 
nnd  PB."B,  sind  gleichwinklig^  weil  ihre  Seiten  paarweise  aufeinander  senk- 
recht stehen.  Das  letztere  Dreieck  ist  gleichschenklig,  also  ist  auch  KB*It" 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  und  es  ist  EB*^=^B*B",  Diese  Gleichheit 
besteht  für  alle  Tangenten  r  von  |>*.     Bückt  nun  r  in  die  mit  t  unendlich 

benachbarte  Lage,  so  rücken  R"  nach  P  und  somit  R*  m  die  Mitte  -^ 
zwischen  P  und  K, 

6.  Es  sei  nun  auch  o  (Fig.  12)  eine  feste  Tangente  von  %*,  welche  von 
der  veränderlichen  Tangente  a  im  Punkte  A  geschnitten  werde.  Fftllt  man 
aus  A'  auf  PA  die  Senkrechte  a^ ,  so  wird  letztere  Gerade  eine  Parabel  €^ 
umhüllen.  Ist  nämlich  Ä^  die  Richtung  von  a^ ,  so  sind  die  von  Ä'  auf  t 
und  von  A'  auf  der  unendlich  entfernten  Geraden  g^  beschriebenen  Reihen 
projectiv,  weshalb  a^  in  der  Tbat  eine  Parabel  (mit  t  als  Tangente)  be- 
schreibt Nähert  sich  hierbei  a  der  Tangente  ^,  so  rückt  PA  nach  t^  a^  ver- 
einigt sich  mit  o*  und  es  haben  der  Schnittpunkt  Ä''  von  a|  mit  n,  sowie 

A*  dieselbe  Grenzlage  in  n,  nämlich  den  Punkt  ^*  —  Die  Parabel  o^ 

K 

berührt  stets  die  Normale  n  in  -^^ 

Es  Iftsst  sich  nun  p^  aus  tj  P  und  den  drei  weiteren  Tangenten  o^  a^h 
von  k^  in  folgender  Weise  construiren  (Fig.  14).  Man  schneide  a,  h  mit  o 
in  Ay  B  und  mit  t  in  Ä',  B'\  Fällt  man  aus  Ä\  JB"  auf  PA,  PB  die 
Senkrechten  a|,  6^,   welche  n  in  il''',  f '  schneiden  mOgen,   so  sind  ^,  f», 

a^,  &|  vier  Tangenten  einer  Parabel  (o^,   welche  n  in  -^  berührt    In  an- 

derer  Ausdrucksweise  sind  Ä\  JB",  P  auf  t  und  ^'",  B"',  -^  auf  n  ent- 
sprechende Punkte  ähnlicher  Reihen. 

7.  Nach  vorangehender  Nummer  liefert  jede  Tangente  o  von  Jf  eine 

Hilfsparabel  o^  welche  ^,  femer  n  im  Punkte  ^9  berührt     Diese  Hilfe- 

parabeln  bilden  somit  eine  specielle  Schaar  von  Kegelschnitten,  indem  zwei 
der  Grundtangenten  in  n  vereinigt  sind.  Für  zwei  Lagen  von  o  wird  dem- 
nach die  Hilfsparabel  in  zwei  Büschel  zerfallen,  einmal  wenn  o  nach  ^  fällt, 
die  Scheitel  der  Büschel  sind  P  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  n  (es 
ist  diesfalls  o^  zur  Construction  von  ^  nicht  zu  verwenden);  femer  wird 

für  eine  andere  ausgezeichnete  Lage  von  o  das  eine  Büschel  den  Punkt  -^ 

zum  Scheitel  haben.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  projectiven,  von  ^" 
auf  t  nnd  von  Ä  auf  g^^  beschriebenen  Reihen  perspectiv  sind.   Diese  Lage 
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von  0  ist  in  Fig.  15  zur  Anschauung  gebracht.  Man  legt  an  X;'  die  mit  t 
parallele  Tangente  s  (vom  Berührungspunkte  T),  welche  n  in  S  schneidet; 
aus  8  wird  o  als  zweite  Tangente  an  If  gelegt.  (Man  wird  sich  überzeugen, 
dass,  unter  Beibehaltung  der  eingeführten  Bezeichnung,  die  Punkte  8'^  und 
8"  in  dem  g'^  und  t  gemeinsamen  Punkte  vereinigt  sind.)   Ist  jetzt  a  irgend 

rr 

eine  Tangente  von  %',   so  schneidet  a,  die  Normale  n  stets  in   -^^     Geht 

dabei  a  in  o  über,  in  welcher  Lage  sie  mit  h  bezeichnet  werden  soll,  so 
zeigt  es  sich,  dass  die  Senkrechte  aus  dem  Schnittpunkte  B''  von  o  mit  ^, 

auf  die  Polare  PB  dieses  Schnittpunktes  bezüglich  A^,  ebenfalls  n  in  -^ 
schneidet. 

In  Fig.  15  gehen  aus  8  zwei  Tangenten  5,  o  an  %'  mit  den  Berührungs* 
punkten  T,  B.  Femer  schneidet  n,  durch  S  gehend,  A:^  in  P  und  J2.  Auf 
1f  ist  somit  JS,  T\  P,  B  eine  harmonische  Gruppe.  Projicirt  man  diese 
Punkte  aus  dem  P  unendlich  benachbarten  Punkte  von  &',  so  entstehen  die 
harmonischen  Strahlen  PJS,  PT\  ^,  n,  wobei  das  letztere  Paar  ein  Recht- 
winkelpaar  ist.  Also  bilden  PB  und  der  Durchmesser  PT  mit  n  und  mit  t 
gleiche  Winkel.  Wenn  man  endlich  in  der  Figur  auf  8  die  Strecke  8T'^  ent- 
gegengesetzt gleich  8T  abträgt,  so  muss  PT^  durch  B  gehen. 

8.  Im  Vorangehenden  hat  man  in  Bezug  auf  die  festen  Elemente  P^t^n 
zu  jeder  Tangente  o  eine  Parabel  o*  in  folgender  Weise  construirt.  Jede 
Tangente  a  von  If  schneidet  o  in  J.,  t  in  Ä'\  aus  A'  f&llt  man  auf  PA 
die  Senkrechte  a, ,  welche  o*  berührt.  Es  soll  nun  direct  bewiesen  werden, 
dass  aUe  diese  Parabeln  o^  auf  n  einen  festen  Berührungspunkt  haben. 

Wie  bereits  bekannt,  ist  o'  das  Erzeugniss  der  projectiven  Reihen  Ä' 
auf  t  und  A  auf  g^  (Fig.  12).  Fällt  a  nach  der  mit  t  parallelen  Tangente 
s  von  %*,  so  rückt  S"  in  den  Schnittpunkt  von  t  mit  g^ .  Der  entsprechende 
Punkt  8'  ist  die  Richtung  der  auf  P8  senkrechten  Geraden,  z.  B.  der  in  P 
auf  P8  errichteten  Senkrechten  o^.  Letztere  Gerade  ist  ein  Durchmesser 
der  Parabel  o^  und  PS  ist  ihre  Directrix.  —  Gelangt  femer  a  in  die  Lage  u, 
welche  Tangent«  sich  mit  o  auf  n  schneidet,  so  rückt  A^  bezüglich  U'^ 
in  den  Schnittpunkt  der  Träger  ^,  g^  jener  projectiven  Reihen.  Der  ent- 
sprechende Punkt  U"  ist  der  Berührungspunkt  der  Parabel  o*  mit  der 
Trägertangente  t 

Diese  zwei  Berührungspunkte  JJ'\  8'^  als  Richtung  von  o, ,  von  o*  mit 
ihren  festen  Tangenten  ^,  ^»7  verändern  ihre  Lage,  wenn  0  als  Tangente 
von  k^  sich  bewegt  Andererseits  soll  nun  der  Berühmngspunkt  von  0^  mit 
n  construirt  werden  und  zwar  nach  einer  sehr  bekannten  speciellen  Form 
des  Brianchon'schen  Satzes.  Man  verbindet  den  Schnittpunkt  P  der  Tan- 
genten t,  n  mit  dem  Berühmngspunkte  8'^  der  Tangente  g^  und  erhält 
den  Strahl  0^.  Ebenso  ist  0,,  durch  V"  parallel  mit  n  gezogen,  die  Ver- 
bindungslinie des  Berührungspunktes  der  Tangente  t  mit  dem  Schnittpunkte 
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der  Tangenten  n,  ga,.  Durch  den  Schnittpunkt  von  o^  mit  o,  zieht  man  O3 
parallel  mit  t  und  schneidet  damit  n  im  zugehörigen  Berührungspunkte  N. 
Hält  man  nun  in  Fig.  12  P,  t^  n,  8  fest,  während  0  den  Kegelschnitt 
](?  einhüllt,  so  werden  0,  und  o^  zwei  perspective  Büschel  beschreiben.  Vor 
Allem  nämlich  entsprechen  sich  die  Strahlen  o^,  0^  umkehrbar  eindeutig. 
Bückt  dann  0  nach  ^,  so  fallen  o^  und  0,  mit  n  zusammen,  also  sind  die 
Büschel  perspectiv.  Wird  endlich  0  zu  der  aus  dem  Schnittpunkte  von  s 
mit  n  an  Ä;'  gezogenen  zweit-en  Tangente,  so  fftllt  o^  mit  t  zusammen, 
während  o^  unendlich  fem  liegt.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  Schnittpunkt 
von  0^  mit  o,  sich  auf  dem  mit  t  parallelen  Strahle  O3  fortbewegt  und  dass 
die  Parabeln  0'  die  Normale  n  in  demselben  Punkte  N  berühren.* 

9.  Der  soeben  direct  nachgewiesene  gemeinsame  Berührungspunkt  N 
der  Parabeln  0'  mit  der  Normalen  n  muss  nach  Nr.  6  der  mit  -^  bezeich- 
nete Punkt  sein.  In  Nr.  2,  erste  Mittheilung,  sind  dagegen  Parabeln  an- 
gegeben worden ,  welche  n  in  X  berühren.  Diese  zwei  Resultate  mögen  an 
der  Hand  von  Fig.  16  zu  einander  in  Beziehung  gebracht  werden.  Hierbei 
haben  P,  ^  n,  i2,  5  die  in  früheren  Nummern  erwähnte,  theil weise  specielle 
Bedeutung. 

0  ist  das  in  Nr.  2  erwähnte  besondere  Centrum  auf  Ä*,  für  welches 
die  dort  erwähnte  Hilfsparabel  zu  dem  Büschel  vom  Scheitel  L  wird  (Fig.  8). 
Es  wird  also  in  Fig.  16  die  aus  B'\  auf  PB  gefällte  Senkrechte  die  Nor- 
male n  \n  L  schneiden.     Femer  hat  0  die  specielle  Bedeutung  von  Nr.  7 

(Fig.  15),  und  die  aus  B'\  auf  PB  gefällte  Senkrechte  schneidet  n  m  -^' 

K 

Also  muss,  weil  PL  dsA  Vierfache  von  P-^  beträgt,  auch  PB\  das  Vier- 
fache von  PB'\  betragen.  —  Zum  directen  Beweise  dessen  ziehe  noch  BT, 
welche  ^  in  üf  trifft,  und  durch  B  die  mit  t  parallele  Secante  BC  von  1^^ 
Auf  Ä*  wird  nun  P,  T;  B,  C  eine  harmonische  Gmppe  sein,  welche  man 
aus  dem  B  unendlich  benachbarten  Punkte  von  1f?  als  Centrum  auf  die 
Tangente  t  projicirt.  Es  entsteht  wieder  eine  harmonische  Gmppe,  wobei 
die  Projection  von  C  unendlich  fern  liegt  und  somit  die  Projection  B''^  von 
B  in  die  Mitte  der  Strecke  PM  fällt  —  Auf  Ä*  hat  man  weiter  die  har- 
monische Gruppe  P,  B;  B,  T,  also  ist  auch  /^,  0;  C,  T  eine  solche  (letztere 
ist  das  Bild  der  ersteren  in  der  involutorischen  centrischen  Collineation  von 
der  Axe  PT  mit  dem  Pol  dieser  Axe,  bezüglich  ä*,  als  Centrum).  Projicirt 
man  auch  diese  Gruppe  P^  0;  C,  jT  aus  B  auf  die  Tangente  <,  so  findet 
man,  dass  die  Projection  M  von  T  in  die  Mitte  der  Strecke  PB\  fällt. 
—  Schliesslich  ist  nun  PB'\=B'\M  und  PM^MB'\,  somit  in  der 
That  PB'\  das  Vierfache  von  PB'\. 


*  In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dam  die  in  Nr.  2  eingeführten 
Hilfflparabeln  n  in  demselben  Punkte  berühren. 
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Der  Eegehohnitt  h^  sei  eine  Parabel. 

10.  Errichtet  man  in  dem  Schnittpunkte  Ä"  der  laufenden  Parabeltan- 
gente a  mit  der  festen  Tangente  t  auf  a  die  Senkrechte  a*,  so  umhüllt  die- 
selbe eine  Parabel  c^  (anstatt  eine  Curve  dritter  Classe  c^,  Tergl.  Nr.  5; 
man  findet  nämlich,  dass  durch  a^  aus  den  Geraden  t  und  g^^  projective 
Reihen  herausgeschnitten  werden).  Diese  Parabel  berührt  t  im  Fusspunkte 
der  auf  t  senkrechten  Tangente  von  h\  femer  nach  Nr.  5  die  Normale  n 

rr 

in  dem  Punkte  -^^ 

Es  sei  nun  (Fig.  17)  die  Parabel  V  gegeben  durch  t  mit  P  und  n, 
sowie  durch  die  zwei  weiteren  Tangenten  a,  b.  Man  construire  a*,  b*  (als 
Senkrechte  auf  a,  h  in  den  Punkten  Ä"y  JB"),  welche  n  in  Ä"\  B'"  schnei- 
den; alsdann  sind  t,n^a*^b*  vier  Tangenten  einer  Parabel  (c^),  welche  n 

in  ^  berührt;  auch  sind  A\  B'\  P  auf  t  und  Ä'\  J5'",  ^  auf  n  ent- 
sprechende Punkte  ähnlicher  Reihen. 

Aber  auch  die  in  Nr.  6  (Fig.  14)  gegebene  Construction  Ton  -rr  gilt  un- 

verändert,  wenn  k^  zu  einer  Parabel  wird;  auch  hier  werden  die  Hilfspara- 
beln 0*,  die  eine  specielle  Schaar  bilden ,  vorhanden  sein.  Für  die  Tangente  o 
von  Ä^  giebt  es  nun  eine,  nur  für  h^  als  Parabel  mögliche  ausgezeichnete 
Lage.  Es  ist  dies  o  als  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  nennen  wir 
sie  0«;  sie  veranlasst  eine  Hilfsparabel  o^,  welche  eben  mit  (?  identisch  ist. 
(Nach  Nr.  8,  mit  Fig.  12,  stehen  die  Durchmeser  von  k^  und  von  c*  =  o^ 
aufeinander  senkrecht.) 

11.  In  Nr.  7  mit  Fig.  15  ist  die  ausgezeichnete  Lage  der  Tangente  o 
von  Jf  angegeben  worden,  für  welche  die  Reihen  Ä'  auf  t  und  Ä  auf  g^ 

perspectiv  werden,  womit  o*  zerföllt,  indem  die  Strahlen  a^  sich  in  -^  auf  n 

schneiden.  Wird  1^  zu  einer  Parabel,  so  rückt  s  unendlich  fem,  o  wird 
zu  der  auf  t  senkrechten  Parabeltangente  o  =  2)  (Fig.  18).  (Die  in  Fig.  15 
verzeichnete  willkürliche  Tangente  a  von  h^  ist  in  Fig.  18  unterdrückt  wor- 

den.)     Die  Senkrechte  aus  B"  auf  PB  schneidet  n  in  -r^-     Nun  bedenke 

man,  dass  die  Tangenten  ^,  o  =  2)  rechtwinklig  sind,  sich  also  auf  der 
Directrix  d  der  Parabel  }?  schneiden.  Die  Polare  PB  des  Punktes  B"  geht 
durch  den  Brennpunkt  F^  dasselbe  gilt  für  die  aus  B"  (auf  d)  auf  dessen  Po- 
lare FB  gefällte  Senkrechte.   Errichtet  man  also  in  F  auf  dem  Radius  vector 

des  Punktes  P  eine  Senkrechte,  so  schneidet  sie  n  in  ö~*     Weiter  folgt 

durch  Anwendung  auf  den  Punkt  £,  dass,  wenn  man  die  Linie  B^' -^  mit 

der  Normalen  m  des  Punktes  B  schneidet,   der  Schnittpunkt  -^  die  Mitte 

des  Krümmungsradius  BM  des  Punktes  B  ist.  —  In  Fig.  18  ist  die  linie  ^^t^ 
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B"  G  ein  Durchmesser  der  Parabel  Ic^  (sie  verbindet  den  Pol  B"  mit  der 
Mitte  der  in  die  Polare  fallenden  Sehne  PB)\  es  folgt,  dass  die  in  B"  dkxd 
B"0  errichtete  Senkrechte  d  die  Directrix  von  k*  ist.     Sie  enthält  nament- 

lieh  die  orthogonal  -  symmetrischen  Punkte  von  -^  in  Bezug  auf  t  und  von 

M 

-^  in  Bezug  auf  h  [in  Nr.  14(2)  werden  sich  theil weise  Verallgemeinerungen 

dieser  Beziehungen  ergeben]. 

Anhang. 

Im  Punkte  P  des  Kegelschnittes  A;^  in  welchem  die  Tangente  t  bekannt 
i3t,  lässt  sich  der  Krümmnngskreis  p^  constmiren,  wenn  man  neben  P,  t 
noch  drei  gleichartige  Elemente,  Punkte  oder  Tangenten,  kennt.  Bisher 
wurden  diese  Elemente  als  getrennt  liegende  behandelt.     Es  sollen  nun  die 

Constructionen  von  p^  (bezüglich  von  Ä',  L  oder  -^j   besprochen  werden, 

wenn  von  jenen  drei  weiteren  Elementen  zwei  oder  alle  drei  unendlich  nahe 
rücken. 

12.  Von  V  seien  P  mit  t  und  n  und  drei  Punkte  bekannt,  von  denen 
zwei  unendlich  benachbart  sind. 

a)  Die  Anwendung  der  Construction  in  Nr.  1  a)  ist  in  diesem  Falle  so 
einfach,  dass  eine  Auseinandersetzung  überflüssig  erscheint. 

b)  Die  benachbarten  Punkte  bezeichne  man  mit  0,  Äj  den  einzeln  ge- 
gebenen Punkt  mit  B^  und  wende  die  in  Nr.  3  (Fig.  7)  gegebene  Construc- 
tion an  [die  Ausführung  ist  in  Nr,  14a)  mit  Fig.  21  enthalten]. 

c)  Die  ebengenannte  Construction  ist  auch  dann  anwendbar,  wenn  man 
die  benachbarten  Punkte  mit^,  B  bezeichnet,  den  einzeln  gegebenen  Punkt 
aber  mit  0.  Die  Verbindungslinie  von  Ä  mit  ^  sei  ^,  vergl.  die  schema- 
tisirte  Fig.  19.  Man  schneide  t  mit  OA  in  Ä'\  fHUe  aus  Ä"  auf  PA  die 
Senkrechte  a.  Nun  denke  man  sich  diese  Construction  fUr  B  wiederholt, 
es  würde  ein  dem  Strahle  a  unendlich  benachbarter  Strahl  h  entstehen  und 
darauf  wären  ^,  n,  a,  &  vier  Tangenten  einer  Parabel,  welche  n  in  X  be- 
rührt. Von  diesen  Tangenten  sind  jedoch  a,  h  unendlich  benachbart  und 
man  hat  vorerst  deren  Schnittpunkt  X  zu  ermitteln,  worauf  man  von  der 
Hilfsparabel  die  Tangenten  t,  n^  a  und  den  Berührungspunkt  X  der  letz- 
teren kennt.  Verbindet  man  nun  0  mit  den  Punkten  A^  C,  ...  von  g  und 
construirt  man  in  der  angegebenen  Weise  die  Strahlen  a,  e,  ...,  so  um- 
hüllen diese  eine  gewisse  Hilfsparabel ,  welche  wieder  durch  vier  ihrer  Tan- 
genten, etwa  a,  ^,  c,  d,  bestimmt  ist.  X  ist  alsdann  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  a  mit  dieser  HilfsparabeL 

13.  Von  J(^  seien  t  mit  P  und  n,  sowie  drei  weitere  Tangenten  bekannt, 
wovon  zwei  unendlich  benachbart  sind. 

ä)  Am  einfachsten  wird  die  Construction  in  Nr.  6  mit  Fig.  14  an- 
gewandt, indem   man  die  benachbarten  Tangenten  (deren  Schnittpunkt  be- 
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kaDpt  sein  mu88)  als  o  und  a,  die  einzeln  gegebene  als  h  zählt  [vergL  die 
Anwendung  in  Nr.  146)  mit  Fig.  22]. 

h)  Sind  aber  o  die  einzeln  gegebene  Tangente,  a  und  h  die  benach- 
barten Tangenten,  so  wende  man  ebenfalls  die  Construction  aus  Nr.  6  an, 
sowie  die  in  Nr.  12  c)  besprochene  Hilfsconstruction. 

c)  Ist  h^  eine  Parabel,  so  genügen  t  mit  P  und  n  und  die  benachbar- 
ten Tangenten  a»  h  zur  Bestimmung  von  X^,  sowie  zur  Construction  Tonjp*. 
In  Nr.  10  (Fig.  17)  ersetze  man  a,  h  durch  die  Tangente  a  und  deren  Be- 
rührungspunkt A  (mit  der  Parabel  k%  Es  entsteht  Fig.  20,  worin  auch 
a*,  h^  zusammenfallen.  Die  Orenzlage  A*  ihr(|>s  Schnittpunktes  ist  der  Be- 
rührungspunkt von  a*  mit  der  Hilfsparabel  (?^o\^.  um  aber  diese  Grenz- 
lage zu  finden,  beachte  man,  dass  in  Fig.  17  die  Punkte  Ä\  B'\  die 
Schnittpunkte  von  a  und  h  und  von  a*  und  h*  auf  einem  Halbkreise  liegen, 
und  zwar  sind  die  letztgenannten  Punkte  die  Endpunkte  eines  Durchmessers. 
In  Fig.  20  ist  somit  A*  der  Endpunkt  des  in  A  beginnenden  Durchmessers 
desjenigen  Kreises,  welcher  durch  A  geht  und  t  in  Ä'  berührt.  TrSgt 
man  daher  A!'Ai  auf  a  gleich  AA"  ab,  zieht  aus  A^  auf  t  eine  Senk- 
rechte,  so   wird  diese  a*  in  A*  schneiden.     Endlich  construirt  man  den 

Berührungspunkt  -^  derjenigen  Parabel-  (<^  =  oi,)  mit  n,  welche  ^,  n  zu 
Tangenten  hat  und  a*  in  A^  berührt.  (In  der  Figur  sind  1,  2,  3  und  1',  2", 
3'=^  entsprechende  Punkte  ähnlicher  Reihen.)  —  Wäre  speciell  a  auf  t 
senkrecht,  so  würde  nach  Nr.  10  die  Senkrechte  aus  Ä'  auf  PA  die  Nor- 
male n  in  -^  schneiden. 

14.  Es  soll  endlich  h^  durch  P  mit  t  und  n,  ferner  durch  drei  unend- 
lich benachbarte  Elemente  bestimmt  sein.  Neben  Pyt^n  werden  somit  ein 
Punkt  A^  seine  Tangente  a  und  der  zugehörige  Osculationskreis  a?  (vom 
Centrum  M)  bekannt  sein.    Es  soll  p^  construirt  werden. 

a)  Bei  der  in  Fig.  21  vollständig  ausgeführten  Construction  wird  nach 
Nr.  1  d)  der  vierte  Schnittpunkt  J^  =  j?  von  Ä^  mit  a^  bestimmt.  Zu  diesem 
Zwecke  werden  P,  t  (eigentlich  P  und  dessen  unendlich  benachbarter  Punkt 
von  t)  aus  A  auf  den  Kreis  a'  „projicirt*',  es  entstehen  P\  t\  Den  Schnitt- 
punkt von  t'  mit  t  verbindet  man  mit  A\  diese  Linie  Oq  (in  Nr.  1  Sq  ge- 
nannt) wird  a'  zum  zweiten  Male  in  ^  =  £  schneiden.  —  Hierauf  wende 
man  die  in  Nr.  3,  Fig.  7,  bezüglich  Nr.  12  &)  gegebene  Construction  an. 
Den  Punkt  0  von  Ic^  wählt  man  bei  A^  projicirt  A  nach  A\  'B  nach  B^' 
auf  die  Tangente  *  und  fällt  Ä'Ä"  auf  FA,  sowie  B" B"'  auf  PB  senk- 
recht Schliesslich  gehören  Ä\  B'\  P  auf  t  und  Ä"^  B"\  L  auf  n  ähn- 
lichen Reihen  an.  Im  üebrigen  wird  die  Verbindungslinie  der  Mitten  von 
Ä'Ä"  und  B"B"'  die  Normale  n  in  AT  selbst  schneiden.  ^  , 
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V)  Fig.  22.    Genau  ebenso  einfach  wird  die  Construction  für  -^  i  wenn. 

man  erst  die  vierte ,  a^  und  1(?  gemeinsame  Tangente  Oq  =  &  construirt.  Es 
geschieht  dies  nach  der  Fussnote  zu  Nr.  1  mit  Fig.  3,  wobei  die  dort  mit 
a,  &  bezeichneten  Tangenten  von  ^  hier  in  t  vereinigt  sind,  mit  P  als 
Schnittpunkt;  die  dort  mit  a,  V  bezeichneten  Tangenten  vereinigen  ^h 
hier  in  t\  mit  P'  als  Schnittpunkt  u.  s.  f.  Schliesslich  verfahre  man  nach 
Nr.  13  a). 

Ist  nun  aber  l?  eine  Parabel,  so  wird  sie  durch  A^  a,  a*  und  die 
Tangente  t  bestimmt  sein.  Für  die  Construction  von  P  und  p^  ergeben  sich 
namentlich  die  folgenden  Möglichkeiten: 

c)  Man  wende  die  Construction  Nr.  13c)  zweimal,  direct  und  in  der 
Umkehrung,  an  (Fig.  23).  Es  schneide  t  die  Tangente  a  in  T'\  daselbst 
errichte  man  auf  t  die  Senkrechte  ^*,  welche  die  Normale  m  des  Punktes  A 

in  T"'  schneidet;  auf  dieser  Normalen  w  sei  -^  die  Mitte  zwischen  A  und 

dem   Mittelpunkt  M  von  aK     Eine  erste  Hilfsparabel,    welche  m  in  -^i 

ferner  t*  und  a-  berührt,  hat  nach  Früherem  an  f^  den  Berührungspunkt  P*. 
Die  aus  P*  auf  a  gezogene  Senkrechte  trifft  t  in  P^^  darauf  wird  P^T" 

T"  P  gemacht.  Aus  t^  P,  a^  A  wird  nach  Nr.  13c)  der  Punkt  -5-  direct 
construirt.  _. 

d)  Fig.  24.    Es  seien  A^  a^  -^i  t  bekannt    Der  eingeführten  Bezeich^ 

nung  gemäss  werde  a  von  t  in  T"  geschnitten.  Der  Kreis  vom  Centrum  2, 
welcher  durch  A  geht  und  t  in  T"  berührt,  geht  durch  den  Brennpunkt  F 
der  Parabel.     Ebenso  (Nr.  11)  liegt  F  auf  dem  Kreise  vom  Centrum  1  über 

A  o    als  Durchmesser.      Es  ist  damit  F  als  Schnittpunkt  zweier  durch  A 

gehenden  Kreise  eindeutig  bestimmt.  (Man  wird  bemerken ,  dass  der  erstere 
Kreis  den  Durchmesser  T"T'''  besitzt,  dessen  Träger  mit  ^  übereinstimmt.) 
Ein  dritter  Kreis,  vom  Centrum  3,  welcher  durch  F  geht  und  a  in  T" 
berührt,  wird  t  zum  zweiten  Mal  in  /'schneiden.    (Sein  Durchmesser  T"A" 

rr 

fallt  in  a*.)  In  P  lege  man  nun  die  Normale  n  und  ziehe  noch  F-^  senk- 
recht zu  FF. 

In  Fig.  24  sind  T"'FT"  und  ^"JPT"  rechte  Winkel.  Es  liegen  Ä" 
und  T"\  ebenso  2  und  3,  je  auf  einer  Senkrechten  zu  FT"  (was  für  die 
Construction  von  Ä''  und  P  leicht  benutzt  werden  könnte).  Weiter  sind 
die  Winkel  FFT"  und  AFT"  gleich  dem  ^jäusseren",  von  a  mit  t  ein- 
geschlossenen Winkel;  es   liegen  die  Leitstrahlen  FA  und  FF  orthogonal- 

symmetrisch  in  Bezug  auf  FT'\     Die  darauf  Senkrechten  F-^   und 

K  ^ 

F-^  liegen  also  ebenfalls  orthogonal-symmetrisch  zu  FT*\ 
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IX.  TTdb6r  einen  Beweis  des  Fnndamentaliatsei  der  Algebra. 

Die  folgende  Mittheilung  bezweckt,  eine  im  28.  Bande  dieser  Zeitschrift 
anf  S.  213  —  215  enthaltene  Arbeit  über  den  Fandamentalsatz  der  Algebra, 
deren  Fehlerhaftigkeit  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheint^  in  einen 
einwnrfsfreien  Beweis  umzuwandeln. 

Zu  jedem  Werthe  der  Variablen  ' 

g=g{co8n  +  i.8inoi}) 
gehört  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  der  Function 

deren  Coefficienten  in  der  Form 

Ak  =  akico8ak  +  isinak) 
gegeben  seien.*  Dieser  Werth  von  f{0)  wird  auf  die  bekannte  Art  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  dargestellt.  Einer  stetigen  Aenderung  des  Ar- 
guments e  entspricht  dann  immer  eine  stetige  Verschiebung  des  Punktes 
f{ß).  Führt  man  nun  zwei  Werthe  von  p,  g'  und  g'\  vermittelst  der  Un- 
gleichungen 

Om p'" > am-i  (>'*»-•  +  am-2 q'^"^  +  •  •  •  +  a^Q+  flö. 

ein,  dann  gilt  der  Satz: 

Hat  Q  den  Werth  p'  und  wächst  w  dabei  von  einem  beliebigen 

2« 

Anfangswerthe   (Oq  an  um   —  >  so  beschreibt  der  Punkt  f($)  einen 

m 

Bogen  am  den  Nullpunkt  der  Ebene  herum;  hat  dagegen  g  den 
Werth  q'\  so  kann  f{z)  nicht  am  den  Nullpunkt  sich  herumbewegen. 
Der  Beweis  wird  a.  a.  0.  unter  Benutzung  geometrischer  Hilfsvorstel- 
lungen erbracht ,  welche  sich  in  folgender  Weise  umgehen  lassen.  Wenn  g 
den  absoluten  Werth  g'  hat,  betrachtet  man  f{z)  als  Summe  von  AmM^ 
und  Äm-^iss^^^  +»"  +  ä^0  +  Äq]  der  letzte  Summand  hat  dann  geringe- 
ren absoluten  Werth  als  der  erste,  woraus  man  leicht  schliessen  kann,  dass 

der  Abstand  des  Punktes  f{0)  vom  Punkte  A^i^  kleiner  ist  als  derjenige 

2n 

des  Punktes  AmB'^  vom  Nullpunkte.     Wenn  co  von  »q  an  um  —  wftchst, 

m 

80  beschreibt  der  Punkt  A^^  einen  vollständigen  Kreis  um  den  Nullpunkt, 
und  der  Punkt  f{e)  mnss  sich  deshalb  gleichzeitig  um  den  Nullpunkt  herum- 


*  Die  Bezeichnung  der  genannten  Abhtuidlong  ist  beibehalten. 
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bewegen.  —  Aehnlich  zeigt  man,  dass  für  ^  =  ^"  der  Punkt  f(z)  sich  vom 
Punkte  Aq  nie  um  die  Strecke  a^  entfernen  kann. 

Ein  Umstand  ist  nun  besonders  zu  beachten.     Wenn  q  irgendwie  fixirt 

2n 
ist  und  0)  von  einem  beliebigen  Anfangs werthe  an  um  —   wftchst,  so  be* 

191 

rechtigt  nichts  zu  der  Annahme,  dass  das  vom  Punkte  f(e)  beschriebene 
Curvenstück  immer  eine  Schleife  sei.  Aber  der  Verfasser  macht  diese  An- 
nahme wie  etwas  ganz  Selbstverständliches  und  schliesst  daraus:  Weil  die 

2n 

Curve,   welche  zu   beliebigem   q  und  von  Oq  bis  coq-J gehendem  o)  ge- 

191 

hört,  immer  eine  Schleife  ist  und  darum  für  Q=^q  den  Nullpunkt  vollstän- 
dig umschliesst,  während  sie  ihn  fdr  p  =  q'  nicht  mehr  umschliessen  kann, 
so  muss  sie  bei  ihrer  stetigen  Aenderung,  welche  der  Abnahme  des  g  von 
Q  bis  q'  entspricht,  über  den  Nullpunkt  hinweggehen.  Damit  hält  der  Ver- 
fasser die  Existenz  einer  Wurzel  von  f{z)  =  0  für  bewiesen;  und  er  sa^ 
weiter  etwa  Folgendes:  Wenn  man  diese  Betrachtung  für  jedes  der  m  In- 

tervalle   O«.*  — »    —  •••  —  >  •••»  —  •  •  •  ä w    durchgeführt    denkt, 

191      m         m  m 

dann  erkennt  man  die  Existenz  von  genau  m  Wurzeln  von  f{e).  [Irrthüm- 
lieh  glaubt  er,  dass  zu  diesem  Schlüsse  der  Satz,  dass  eine  Gleichung  i9i**° 
Grades  höchstens  m  Wurzeln  haben  könne,  nicht  nöthig  sei;  er  übersieht 
dabei,  dass  jede  der  „ Schleifen '^  bei  ihrer  Bewegung  wohl  auch  mehrmals 
über  den  Nullpunkt  hinweggehen  könnte.] 

Dass  dieser  „Beweis*^  des  Fundamentalsatzes  fehlerhaft  sein  muss,  ist 
sofort  zu  sehen.  Das  Endergebniss  lässt  sich  nämlich  auch  so  aussprechen: 
Werden  die  Wurzeln  von  f{0)=-O  durch  Punkte  einer  zweiten  Ebene  dar- 
gestellt, dann  lässt  sich  diese  Ebene  durch  i9i  vom  Nullpunkt  ausgehende, 
miteinander  gleiche  Winkel  bildende  Strahlen  so  zerlegen,  dass  jeder  Theil 
eine  und  nur  eine  Wurzel  von  f{0)  enthält.  Doppelwurzeln ,  mehrere  reelle 
Wurzeln  desselben  Vorzeichens  u.  A.  widersprechen  aber  diesem  Ergebnisse. 
—  Der  Fehler  der  ganzen  Beweisführung  liegt  in  der  Annahme,  dass  das 
besprochene  Curvenstück  immer  eine  Schleife  sei. 

Die  Untersuchung  lässt  sich  aber  sofort  in  einen  einwurfsfreien  Beweis 
des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  umwandeln,  wenn  man  die  Curve  be- 
trachtet, welche  der  Punkt  f{e)  bei  fixirtem  q  und  von  0  bis  2  tt  gehendem 
0)  beschreibt.  Diese  geschlossene  Curve  wird  für  q=^q'  den  Nullpunkt 
der  Ebene  umschliessen  müssen  (in  m  Windungen)  und  für  q  =  q"  kann  sie 
den  Nullpunkt  nicht  mehr  umschliessen.  Nimmt  also  g  von  g'  bis  g"  ab, 
so  geht  die  Curve  über  den  Nullpunkt  hinweg  (mindestens  einmal,  im  All- 
gemeinen sogar  mindestens  m-mal).  Mit  deid  Nachweis  der  Existenz  einer 
Wurzel  von  f{e)  =  0  aber  ist  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  schon  voll- 
kommen bewiesen. 

Die  hiermit  berichtigte  Abhandlung  enthält  übrigens  eine  recht  inter- 
essante   Bestimmung    zweier   Grenzen,    zwischen    denen    die^^urzeln,  von 
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f[g)  =  0  ihren  absoluten  Werthen  nach  liegen.  Derartige  Einsohliessangen 
sind  Bchon  verschiedene  bekannt;  die  meisten  Werke  über  Algebra  enthalten 
einzelne  und  Gauss  gab  z.  B.  bei  Gelegenheit  seiner  Beweise  des  Fnnda- 
mentalsatzes  der  Algebra  mehrere  an.     Dahin  gehört  der  Satz: 

Die  Wurzeln  von  f(0)  =z  J„g'^  +  A^^x  ^"^  +  •  •  •  +  ^,  Äf  +  ^o  =  0 
liegen  ihren  absoluten  Werthen   nach  unter  der  einzigen  positiven  reellen 

Wurzel    von   a»^*"  — j/2  (am-i  ^"•"^  H hai^  +  ao)  =  0,  wenn  au  den 

absoluten  Werth  von  Ak  angiebt. 

Der  Beweis,  welchen  Gauss  hierfür  gab  (Gauss*  Werke,  III,  S.  76 — 77; 
Baltzer,  Elementarmathematik,  I),  ist  ziemlich  umständlich;  weit  einfacher 
ist  seinem  Beweise  und  seiner  Form  nach  der  folgende  Satz: 

Die  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  von 

/W  =  ^».i»'"+/^m-iJ^-*  +  --  +  ^,iBf  +  ^o  =  0 
liegen  unter  oder  doch  nicht  über  der  einzigen  reellen  positiven  Wurzel  von 

«m^"  —  (am-i  ^"-^  H h «1^  +  «o)  =  ^ 

und  über  oder  genauer  nicht  unter  der  positiven  Wurzel  von 

am(^  +  am^\(^^^^ h«!^  — 00  =  0- 

Dieser  Satz  ist  eine  einfache  Folge  der  anfangs  über  q  und  q'  an- 
gestellten einfachen  Betrachtungen.  Der  Beweis  beruht  nur  auf  den  Sätzen 
über  den  absoluten  Werth  einer  Summe  complexer  Grössen  oder  unter  Ver- 
wendung der  geometrischen  Darstellung  einer  Summe  auf  dem  Satze:  Ein 
geschlossenes  Polygon  lässt  sich  aus  gegebenen  Seiten  nicht  zusammensetzen, 
wenn  eine  derselben  grösser  ist  als  die  Summe  aller  übrigen.  —  Beachtens- 
werth  ist  femer  noch ,  dass  unter  alleiniger  Benutzung  der  absoluten  Werthe 
der  Coefficienten  von  f{ß)  sich  ein  kleineres  Intervall  für  die  absoluten 
Werthe  der  Wurzeln  von  f{sf)  =  0  überhaupt  nicht  angeben  lässt,  wie  leicht 
zu  sehen  ist. 

Zum  Schluss  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Grundgedanke  der 
besprochenen  Arbeit  durchaus  nicht  neu  ist.  Schon  in  Bd.  31  von  Cr  eile's 
Journal  gab  Herr  ÜUherr  zwei  Beweise  für  den  Fundamentalsatz  der  Al- 
gebra, in  denen  gezeigt  wird,  dass  für  w  =  f{z)  =  Aq  +  A^sf  +  »"+  A^ni^ 
diejenige  Curvenschaar  in  der  «7 -Ebene,  welche  der  Gesammtheit  aller  Kreise 
um  den  Nullpunkt  der  jer- Ebene  entspricht,  die  tr-Ebene  vollständig  be- 
deckt, dass  also  auch  zu  «^  =  0  mindestens  ein  Werth  von  xr  gehören  muss. 
Diese  Arbeit  und  eine  ähnliche,  aber  sicher  unabhängig  davon  entstandene 
von  Herrn  A.  Schmitz  in  Neuburg  a.  D.  (Zeitschrift  für  das  bajer.  Gjm- 
nasialwesen  XXI ,  47 —  49)  sind  nahe  mit  der  hier  berichtigten  Arbeit  ver- 
wandt Weiter  ist  noch  der  Beweis  von  H.  Kinkelin*  (Math.  Annalen  I) 
zu  nennen  und  zu  bemerken,  dass  in  Herrn  Bausenberger's  Werk  über 
periodische   Functionen    sich    der   ü  11h  er r 'sehe   Beweis   im   Wesentlichen 

•  Der  von  Herrn  Netto  im  Jahrb.  üb.  d.  Fortechr.  d.  Math,  erwähnte  schwache 

Punkt  dieses  Beweises  lässt  sich  leicht  umgehen.  r^^^r^T^ 
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wiedergegeben  (vielleicht  auch  selbständig  aufgestellt)  findet;  fOgt  man  dann 
noch  hinzu ,  dass  auch  die  Conformitftt  der  Abbildung  leicht  zu  dem  Beweis 
ftlhrt,  dass  für  w=  A^+  J^$  +  »*»+  A^if^  (und  auch  noch  bei  weit  all- 
gemeineren Functionen)  die  ganze  ti^- Ebene  lückenlos  vom  Bilde  der  x;-Ebene 
bedeckt  wird,  dann  sind  damit  wohl  alle  auf  dem  Princip  der  Abbildung 
beruhenden  Beweise  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  erwähnt  worden. 
Marburg  a.  L.  Stud.  math.  F.  v.  Dalwigk. 


X.  Eine  projectivische  Eigenschaft  des  PaBoal-Brianchon*8chen 

Sechsecks. 

Bekanntlich  ist  es  sehr  leicht,  ein  Sechseck  JfBCDEF  zu  construiren, 
das  in  einen  Kegelschnitt  und  gleichzeitig  um  einen  andern  Kegelschnitt 
beschrieben  ist;  dasselbe  entsteht  nämlich ,  wenn  durch  einen  Punkt  Q  drei 
Strahlen  gezogen  werden,  welche  den  ersten  Kegelschnitt  in  den  Punkten 
Ä  und  D,  B  und  J5?,  C  und  F  treffen;  die  Polare  von  G  in  Bezug  auf 
diesen  Kegelschnitt  ist  dann  die  Pascarsche  Gerade  g,  welche  die  Durch- 
schnitte der  Gegenseiten  AB  und  DE^  BC  und  EF^  CD  und  FA  ver- 
bindet 

Diese  Figur  werde  nun  mittels  eines  Projectionscentrums  0  auf  eine 
Ebene  projicirt,  welche  die  Gerade  g  in  sich  enthält;  die  Projection 
ÄB'C'B' F'F'  ist  dann  wieder  ein  Sehnen-  und  Tangentensechseck  mit 
derselben  PascaTschen  Geraden  g  und  einem  andern  Brianc  hon 'sehen 
Punkte  Q\  welcher  auf  der  Geraden  QO  liegt.  Wird  nun  jede  Ecke  des 
einen  Sechsecks  mit  der  Gegenecke  des  andern  Sechsecks  verbunden,  so 
schneiden  sich  die  sechs  Geraden  AB\  BE\  CF\  BÄ\  ES',  FO'  in 
einem  Punkte  P,  durch  welchen  auch  QQ'  geht.  Wird  endlich  die  Projec- 
tionsebene  um  g  gedreht,  so  durchläuft  P  die  Gerade  QO. 

Herr  Geh.  Beg.-Bath  Prof.  Schroeter  in  Breslau,  welchem  ich  das 
Vorstehende  gelegentlich  mitgetheilt  hatte,  macht  hierzu  brieflich  die  fol- 
genden, zugleich  den  Beweis  enthaltenden  Bemerkimgen: 

„Der  von  Ihnen  mitgetheilte  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes 
vom  Viereck,  den  Sie  im  27.  Jahrgang  Ihrer  Zeitschrift  auf  S.  380  ver- 
öffentlicht haben,  und  der  mich  zu  der  Notiz  im  28.  Jahrg.  S.  178  ver- 
anlasste. Die  Polare  des  Punktes  Q  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt 
ABCBEF  ist  die  Pascarsche  Gerade  g  gleichzeitig  für  die  vier  Sechs- 
ecke ABGBEF,  ACBBFE,  ABFBEC,  AECBBF]  sie  enthält  daher 
die  sechs  Schnittpunkte 

{AByBE),    {AO,BF),    {BC,  EF), 

[AE,  BB),    {AF,  CB),    {BF,  CE), 

welche  drei  Punktepaare  einer  zum  Kegelschnitt  gehörenden  Punktinvolution 

sind.     Wendet  man  nun  Ihren  früheren  Satz  auf  das  Viereck  ABB^  an, 
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wovon  die  Durchschnitte  {AB^  DE)  und  {AJE^  BD)  auf  g  liegen,  so  folgt, 
dass  AD\  DA\  BE\  EB'  in  einem  Punkte  P  zusammentreffen;  ebenso 
ergiebt  sich  aus  dem  Vierecke  ACDF,  dass  ÄD\  DA\  CF\  FC'  durch 
einen  Punkt  geben,  welcher  mit  dem  vorigen  identisch  ist.  Weil  endlich 
die  drei  Ebenen  [ADA'D'],  [BEB^E"]^  [CFC'F']  sich  in  der  durch  0 
gehenden  Geraden  QQ'  schneiden,  so  geht  letztere  auch  durch  den  Punkt  P.^ 

SOHLÖMILOH. 

XL  TT6ber  die  Auflösbarkeit  eines  Systems  linearer  Oleiohnngen. 

In  dem  neuesten  Hefte  des  Jahrbuchs  für  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik, Jahrg.  1886,  findet  sich  auf  S.  105  folgendes  Referat  tlber  meinen  im 
Jahrg.  1886  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsatz  „Zur  Theorie  der  Eli- 
mination'' :  „Herr  Schmidt  erhebt  gegen  die  gebräuchliche  Schlnssfolgerung, 
aus  der  Lösbarkeit  eines  Systems  linearer  Gleichungen  in  dem  speciellen 
Falle  auf  diejenige  im  allgemeinen  Falle  zu  schliessen,  wie  es  z.  B.  von 
Serret  bei  der  B 6 zont 'sehen  Eliminationstheorie  gethan  wird,  einen  ganz 
interessanten  Einwurf.  Er  beseitigt  denselben  aber  nur  in  dem  behandelten 
Falle ,  während  leicht  und  ganz  innerhalb  des  Gebiets  der  Systeme  linearer 
Gleichungen  gezeigt  werden  konnte,  dass  jener  logisch  mögliche  Einwand 
sich  nie  verwirklichen  kann«^ 

Diese  letzte  Behauptung  muss  auf  einem  Irrthum  beruhen,  denn  es  lässt 
sich  gerade  im  Gegentheil  leicht  nachweisen ,  dass  bei  einem  System  linearer 
Gleichungen  der  fragliche  Fall  eintreten  kann.  Ein  System  linearer  Gleich- 
ungen kann  im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  wenn  die  Coefficienten  von  einer 
oder  mehreren  unbestimmten  Grössen  abhängen,  nicht  lösbar  sein,  dagegen 
in  einem  speciellen  Falle,  d.  h.  sobald  man  für  die  unbestimmten  Grössen 
gewisse  Werthe  einsetzt,  lösbar  werden«  Man  kann  also  von  der  Lösbar- 
keit des  Systems  in  einem  speciellen  Falle  nicht  ohne  Weiteres  auf  die 
Lösbarkeit  im  allgemeinen  Falle  schliessen.  Ich  will  dies  an  einem  ein- 
fachen Beispiel  nachweisen. 

Es  seien  ^j,  y^^  y^  drei  lineare  Formen  von  Xi^  x^^  x^  mit  folgenden 
Coefficienten:  l  +  4w,    -5  +  6tt,     3-13tt, 

l  +  5w,    -5-6w,    3-4w, 
-13,  -4,  30. 

Bildet  man  in  der  zugehörigen  Determinante  dritter  Ordnung  das  System 
der  Adjnncten,  so  findet  man: 

-138-196W,    -69-98w,    -69-98w, 
138 -98t*,         69-49w,        69-49^, 
-12w-98w«,     -6w-49t«»,    -6w-49w«. 
Die  Determinante  dritter  Ordnung  ist  also  gleich 

-13(-12w-98t*«)-4(-6w-49w«)+30(-6tt-49w«)  =  0. 
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Bezeichnet  man  in  dem  System  der  Adjancten  drei  in  einer  Vertikal- 
reihe  stehende  Elemente  bez.  mit  a^,  a,»  ^^  ^^  is^ 

«1^1  + «2^8 +  «8^8  =  0. 

Im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  so  lange  u  unbestimmt  ist,  ist  also  jfg  von 
Pi  und  y^  abhängig,  während  p^  und  p^  voneinander  unabhl&ngig  sind.  Setzt 
man  dagegen  u  =  0,  so  wird  «3  =  0  und  die  letzte  Gleichung  verwandelt 
sich  in  folgende:  ^ 

Dagegen  ist  jetzt  y^  von  y^  und  ^2  S^^^  unabhängig.     In  dem  speciellen 
Falle  ist  demnach  das  Oleichungssystem 

^1=0,    .V2  =  0,    ^8  =  1 
lösbar,  in  dem  allgemeinen  Falle  aber  nicht 

Heppenheim  a.  d.  Bergstr.,  im  Febr.  1889.        Dr.  Carl  Schmidt. 


Zn.  Ein  Satz  ans  der  Zahlenlehre. 

Ist  |9  eine  Primzahl  >  3,   P==  1.2.3 (l>  — 1),  so  ist 

ii=J  +  ^  +  ^  +  -"+f^^Oinu>dp»). 

[NB.   Für  jedes  ungerade  p  ist  bekanntlich  B  =  0  {modp).] 

P 
Beweis.     Bezeichnen  wir  den  Best  der  Division  — :f>,  wo  a  eine  der 

a 

Zahlen  1,  2,  ...,  p  — 1  bedeutet,  durch  fa^  so  ist  zunächst  klar,   dass  die 
Reste  r  alle  verschieden  sein  müssen ;  denn  wäre  z.  B. 

so  würde  ^ 

-=-(fW0di?)  oder   P(a-6)  =  0, 

also,  da  nach  dem  Wilson'schen  Satze  P=  — 1  ist, 

a  — 6  =  0,  d.  h.   a-^h. 
Ferner  ist  p         p  p    . 


a     p  —  a     a{p  —  a) 
mithin,   da  a  und  p  —  a  in  p  nicht  aufgehen  können,  und  fa  und  Tp 

beide  <i)  sind, 

ra  +  rp^a^P, 
also  _  _ 

Ta  =  —  f  ji _a »      Tp^a=-        ^a  » 

Schreiben  wir  nun 
so  erhalten  wir,  wenn  wir  mit  P  multipliciren  und  durch  p  dividiren, 


ina  durch  p  diviairen, 
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^   B       P      P         P      P     ^         ./>  P 


P       1  p-1^2  p^2^  Pul    P+1 

2  2 


2 
5^1 


-2 


Nach  Obigem  ist 


a=i  o=l  a=l 

OSI  ^   «=1  «=1  ^  0=1 


Da   nun   die  /'  — 1   Beste  r  alle  verschieden   und   alle  ^p  sind,   so  ist 
y    r.*  =  der  Summe  der  Quadrate  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  p  — 1,  d.  h. 

mithin,  da  P=  — 1  (»nodjp)  ist, 
jp 

—  =  0  (iwodp)  und  JB  =  0  (»nodli>*) ,    q.  e.  d, 
P 

Beispiele. 

1)  p  =  5,    P  =  24,    B  =  50  =  2.5«; 

2)  p  =  7,     P=720,    B=1764  =  36.7«. 
Fflr  ps=>9  haben  wir 

P=  40320,    Ä=  109584=  12176.9, 
wo  12176  den  Factor  9  nicht  enthält. 

Riga.  Staatsrath  August  Bibke. 


Xm  Bemerkung  zn  Dr.  W.  Brann's  Hittheilnng:  „TTeber  die  Coeffl- 
denten  der  Kugelftinctionen  einer  VeränderUehen*'  (S.  314  des  yorigen 

Bandes). 

Ich  möchte  darauf  hinweisen,  dass  sich  im  sechsten,  von  den  Eugel- 
fimctionen  handelnden  Capitel  meiner  „Beitrftge  zur  Theorie  der  Functionen. 
Halle  1880^  auf  S.  61  fUr  die  Kugelfunctionen  Oter  Ordnung  die  Oleichung 

2    •     2    '  '^' 
findet,  in  der  ersichtlich  der  ans  FacnltSten  zusammengesetzte  Aosdrack^  . 
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c 

n—  n 


i5+£i,!    X-^jy'L^j   ^  "  '\-r) 


ist  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  hiemach  unmittelbar,  dass  für  posi- 
tive ganze  n  die  Coefficienten  der  Kugelfunction  P*{x)  mittels  des  Factors 
2"  ganzzahlig  werden. 

Berlin,  20.  October  1888.  Leopold  Sohbndkl. 


XIV.  Votiz  zu  dem  Artikel:  „Zur  Lehre  von  den  nnter  unbestimmter 
Form  enoheinenden  Ausdrücken."* 

Wie  ich  bei  Benutzung  des  genannten  Artikels  sehe,  modificirt  sich  die 
dortige  Gleichung  7)  in  dem  Falle,  dass  <p^")(^)  für  a;  =  a  unendlich  wird; 
setzt  man  in  diesem  Falle  nftmlich: 


L(«-a)g)<«>(a?)J.^«       ' 


wobei  a  stets  zwischen  1  und  oo,  einschliesslich  der  Grenzen  liegt,  so  geht 

unter  Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungen  die  genannte  Gleichung  in 

folgende  über:  .       ,  <n  r         f 

(a«  +  l)t;a  =  i5a, 

wofür  der  Beweis  zunächst  für  n  =  1  und  dann  allgemein  leicht  zu  finden  ist. 

*  Diese  Zeitschrift,  Jahrg.  XXXH  (1887),  8.  378. 

Königsberg,  im  December  1888.  Loüis  Saalschütz. 
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Mit  Äwt!i  litht^^nipliirten  Tafeln. 
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X'^nfdj,  Dr.,  Pet  3au  bes  menfd^Iid^cii  Köipt^rs.   fidtfabeti  ffit 
ben  Unterricht  ic.    1  Wltatt 


Sö©bL*Ti    iet    tj-rschienen    imd    wird    auf  Verlangen   gratis    und    frAiico 

Antiquar.  Katalog  60: 

Hatnrwissenschafteiip  Hatliematik,  Hecbanik  elc. 

R-  It0Ti,  Buchbäudler  üud  Antiquar/ 
Stuttgart,  Caiwentr.  15, 


Soeben  erickieEen: 

Ueber 

die  gestaltlichen  V«rliälfiiisse  der  Flaebei!  dritter  Ordnuni? 

and  ihre  parabolisclieu  Karvea, 

108  Seiten-    ö^    Mit  Atlas  von  7  farbigea  Pigttreü tafeln  m  i*\ 
Frei»  JH  3,40. 
Felijc  L.  Damesi  Berlin  W,  Taübeustr.  47« 

Ygrkg  VQn  Breitkgpf  <f  Bürtei  in  Iieipgig« 

Elemente  der  Psycliophysik. 

Von 

Onstaf  Theodor  Fecbaer. 

Zweitß  nnvorüuderte  Auflage. 

Mit  HinweiseB  auf  des  Terfasüers  spatere  irbelteii  und  einem 
elironologiicb   geordneteit   Terzelcbiiiss   seiier  sänimtlichfti 

SabrifUn, 

1,  Thei]  XYl,  346  s!;  2,  Theil  XÜ,  Ö60  8.   gr.  8**. 

Preis  gell,  3  6  *#j  gek  (Halbfn)  19  ^. 

Paa  eoit  Jabren  tergriffene  Hauptwerk  ö.  Tli.  Fecbner'i  erecb^int  bfer  in 
ftOrg^fiÜtig  ijir  j^ner,  von   Prof.  Dr.  W*  Wuadt   in   Leipzig  he^  N'tju 

üutgÄbe,     Uir  1    ^      iiüg  der  spateren  pijchopbj'iiscbeii  Afbeiten  dt.      _, ..^ter« 
ist  durch  an  ge^igoeten  St^tUen  in  Noten  beigefägte  Hinweise  arltitiditeit  ^ordeu^ 

Dw   dem   crateu    Baude   ÄiigGliIngte    cbronologiicbe  VerÄeicbtüsi   J  .    ^  ^  '^*   . 
Fechner's   (eiiuelo  für  26  Pf.  käu  Hieb)   wird  ßeinen  Verehrern  eine 
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XI. 
TTeber  Riemann's  punktirt  unstetige  Function« 

Von 

Dr.  J.  Frischauf, 


Als  erstes  Beispiel  einer  punktirt  unstetigen  und  dabei  integrirbaren 
Function  gilt  die  von  Biemann*  bebandelte 

wo  {x)  den  üeberschuss   von  x  über  die  nächste  ganze  Zabl  bedeutet  mit 
dem  Zusatz,  dass  (a;)  =  0  ist,  wenn  x  in  der  Mitte  zweier  Zahlen  liegt. 
Im  Folgenden  möge  die  allgemeinere  Form 

{X)     (2x)  Anx) 

fi  positiy  vorausgesetzt,  untersucht  werden.** 

Um  die  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen,   möge  eine  Bemerkung 
hinsichtlich  der  Summe 


vorausgeschickt  werden.    Grenzwerthe  erhält  man  nach  Dirichlet***  durc  * 
Bestimmung  des  Integrals 


a 

a  +  nh 


a 
zerlegt  man  nämlich  dieses  Integral  in  Theile,  deren  Unterschied  der  Gren- 
zen  die  Grösse  h  beträgt,    so  erhält  man   für  den  Theil  von  a  +  rb  bis 
0+7+1.6 


*  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische 
Reihe.    §6. 

**  Für  ß  =  l  enthält  §  13  einige  Sätze. 

***  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  Supplement  II.     Dirichlet  behandelt 
nur  den  Fall  f»  ^  1. 


ZeifcMhiift  t  MAthematik  a.  i'hysik  XXXIV,  4. 
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{a  +  rby   (^a+r+l.by 
als  obere  nnd  nntere  Grenze,  und  damit 

also  für  n  =  co  als  Qrenzwerthe  von  8         ^ 

Fflr  fi<C  1>  l>*  ="  1  ^"^d  daher  S  unendlich  resp.  wie 

Liegt  die  Zahl  o;  zwischen  den  ganzen  Zahlen  a  und  a  +  ^i  so  ist  fttr 
»  — a<^:  («)  =  »  — a, 

a;-a  =  i:  (a;)=0, 

«-»>i-  («)=aj-(a+l); 

es  genügt  daher,  in  (no?)  die  Zahl  x  von  0  bis  1  voraoszosetzen.  Das 
Symbol  [nx)  bleibt  für  jede  Zahl  n  eine  stetige  Fanciion  von  x^  so  lange 
nicht  f»  von  der  Form  (2r  +  l)9  und  zugleich  a;  in  kleinsten  Zahlen  aus- 
gedrückt in  der  Form  x^M-  vorausgesetzt  wird.  Denn  für  einen  solchen 
Werth  von  x  folgt,  für  2«me  =  0, 


und  ebenso  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  r 


(2r+l.(za;)  =  0.     (2r  +  l.(Z.a?-€)  =  +  i,    (2r  +  ]  .g.a:+0  =  - i- 
Ist  o;  irrational,  so  kann  {nx)  nie  Null  werden. 
Betrachtet  man  die  für  f{x)  angesetzte  Reihe  als  eine  unendliche,   so 
erhält  man  folgende  Sätze: 

I.  Für  jeden  rationalen  Werth  von  x  ist  die  Reihe  convergeni 

II.  Für  die  an  x  =  ^  anliegenden  irrationalen  Werthe  von  x  bildet  die 
Zq  ^^ 

Reihe   Sprünge,    welche   für   fi^l    endlich,    für   (Li<;;^l   unendlieh 
gross  sind. 

Zu  I.    Ist  x==—  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  so  sind  sämmt- 

liehe  Zahlen  up,  wo  u  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  mit  den  Zahlen  1, 2,  3,  ...,  g 
nach  dem  Modulus  q  congruent,  es  ist  daher 

(ux)  =     {ux) ,    w  =     u  {fnod.  q) ; 

(ux)  =  —  {ux) ,    w  =  —  w  (mod. q). 
Die  sämmtlichen   (nx)  der  Reihe  f{x)  lassen  sich  daher  in  Gruppen  von  q 
Gliedern  eintheilen.     Für  q  ungerade  sind  die  von  Null  verschiedenen  Glieder 
einer  jeden  Gruppe  mit  den  Zahlen 
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1  2  g-1 

q       —  q  —    ^q 


ftlr  9  gerade  mit  den  Zahlen 


ohne  Bttcksicht  auf  Ordnnng  identisch. 

Ist  e  der  Index  einer  Gruppe ,  so  sind  die  Zahlen  n  einer  Gruppe 
qe  +  a,  qz  +  ly  ...,  q»  +  q  —  a,  qz  +  q  —  h, 
wo  die  Zahlen  a,  &,  ...,  g  — a,  9  — &  mit  den  Zahlen  1,  2,  ...,  g  — 1  ohne 
Eflcksicht  auf  Ordnung  identisch  sind.  Sind  die  Werthe  von  (nx)  für 
fi  =  gjer4-a,  9i?  +  ^*  •••  positiv  o,  /Sy  ...,  so  sind  die  Werthe  von  (nx) 
für  11=  giP  +  g  —  a,  ffi^  +  ff  — ^  .  •  gleich  den  Zahlen  — a,  — j5,  ...  Die 
Glieder  von  f{x)  der  Gruppe  z  lassen  sich  daher  zusammenfassen  in 
i,-J?,,  wo  «  /J 


ß 


(qz  +  q-ay      {qg  +  q^h)'' 
Setzt  man  in  B^  statt  q^a,  g  — fe,  ...  ff  +  a,  g+&,  ...,  so  werden  sämmt- 
lieh  Brüche  kleiner,  es  ist  daher 

J9.  >il»4.i. 

Die  Beihe  f{x)  Iftsst  sich  daher  umformen  in  eine  fallende  Reihe  mit  regel- 
mSssigem  Zeichen  Wechsel ,  sie  ist  daher  conyergent  Dass  diese  Umformung 
gestattet  ist,  erhellt  daraus,  dass,  im  Falle  fttr  das  Schlussglied  die  Zahl  n 
nicht  als  ein  Vielfaches  von  q  aufgefasst  wird,  die  restirenden  Glieder  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n  verschwindend  klein  werden. 

Zu  IL    Ist  a;  =  ^9  2r  +  l  die  gross te  in  —  enthaltene  ungerade  Zahl, 
£q  q 

so  wird  für  Umi  =  0 

welche  Aasdrflcke  fttr  nnendlich  grosse  Werthe  von  n,  also  auch  von  r  fttr 
(>>1  endlich  sind,  fttr  ft<  1   aber  unendlich  werden  wie 

oder,  wegen  l  +  2r  = a,  0<«^2,  wie 

4(1-^)«' 
POr  n=l  wird  f{x—t)  —  f{x)  nnendlich  wie 


r«^"- 
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Aus  der  Formel  für  die  Anzahl  aller  mit  2q  relativen  Primzahlen. 
p<i2q  folgt,  dass  die  Oesammtsumme  der  Sprünge  flir  alle  Zahlen  g^ 
welche  dieselben  Primzahlen  enthalten,  constant  ist. 


Das  Integral  der  Function  f{x)  wird   durch  Integration  der  einzelnen 
Glieder  erhalten. 

1.   Ist  a<  ^,  so  ist 


0  0 

2.   Ist  i  <  a  <  1,  so  ist 


0  0 

,  SO  ist 
~  a  i  a 

f{x)  dx  =  Hfl?)  dx  +f{x)  dx 

=  Ixdx  +/ ic— 1. 
0  X 


z^l.dx 


a 
fdx 


=  I  xdx—  Idi 


""2      ^^■*""     2     ""   2  • 
die  ünstetigkeit  von  oi;  für  o;  =  ^  hat  auf  das  Integral  keinen  Einfluss. 
3.   Allgemein  erhält  man  für  jede  reelle  Zahl  a 

a 


/(«)d.=(^, 


0 
wobei  aber  im  Integral  (a)  =  +  ^  zu  setzen  ist,  wenn  a  in  der  Mitte  zweier 

ganzer  Zahlen  liegt.     Das  Integral 

a 


/(^) 


dx 


0 

ist  daher  eine  stetige  Function  von  a. 
4.  Zur  Bestimmung  von  a 


/(«•«) 


dx 


t  1  ^ 

setze  man  a= — Kr,  r<  — •    Damit  wird 
m  m 


f-ßß-*Af 


0        0       J.  *J2i   1 
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Wegen 


8_±1 

m 


ß 


(mar)  da?  =  0 


wird 


a  a  mr 


fit 
wo  wieder  im  Integrale  (ma)=  +  ^  zu  setzen  ist,  wenn  ma  in  der  Mitte 
zweier  ganzer  Zahlen  liegt. 

Damit  erhftlt  man  folgenden  Satz:    Ist 

so  ist 

JA»)cia?-p^4+2irM  +  ''-  +  ,iM:T- 

0 
Dabei   ist  im  Integrale  {r<i)^=^:^\  für  ra=^* 

Das  Integral  bleibt  für  fi>»0  endlich,  wenn  n  unendlich  gross  vorans- 
gesetzt  wird. 

Ans  der  oben  mitgetheilten  Form  des  Spmnges,  sowie  ans  dem  um 

Stande,   dass  für  Ww.6  =  0  /*(«—«)'—/'(«)  nnd  /*(«+«)  —  /'(»)  ^  *  =  ^ 

entgegengesetzte  Werthe  annehmen,  erklärt  sich  die  Endlichkeit  des  Inte- 
grals fOr  f*^  1.*  Die  unendlich  grossen  Elemente  des  Integrals  heben  sich 
in  der  Summe  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  im  Integrale,  durch  welches 
eine  Eugelfnnctionenreihe  gegeben  ist,  geschieht. 

Schliesalich  mOge  noch  die  Entwickelnng  von  {nx)  in  eine  trigonome- 
trische Reihe  folgen. 

Setzt  man 

(n»)  =^A^svnnX'\-A^  8in2itx  +  •  •  •» 
so  ist 

1 

Ar=»2 1  (nx)  sinrnxdx. 
0 
Zerlegt  man   dieses  Integral  in  Theile,    deren  Orenzenunterschied  —  ist, 
so  wird 


*  In  diesem  Sinne  mnss  die  Bemerkung  Biemann*B  in  §  18  seiner  Abhand- 
lung, betreffend  die  Integrirbarkeit  der  Function /'(o;)  für  ^  =  1,  berichtigt  werden. 
AehiJiches  gut  auch  von  dem  nächsten  Beispiele  dieses  Paragraphen.  ^  j 
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8  +  1 

n  1 

/  {nx)  sinrnx  dxs=      —  j  {p)sm  —  {s-^fs)  dfs 

also 

Ist  r  kein  Vielfaches  von  2»^  so  ist 

Ist  rc=2an  (a  eine  ganze  Zahl),   so  muss  die  obige  Cosinussamme  direct 
gerechnet  werden;  da  jedes  Glied  dieser  Summe  cos  an  ist,  so  folgt 

(-!)■+' 
an 
Setzt  man 

{nx)  =  BQ  +  Bj€08nx  +  B^eo82nx  +  *"t 

so  erhmt  man  ähnlich  wie  bei  der  Sinusreihe 

•  =  0 

2{l  —  C08rn) 
rn 

also,  da  fUr  r  =  2on  die  Sinussumme  Null  wird, 


G-?.""")' 


S..-0,  ^.■n-(^.^.i),/^^^|a.^.i).-(a.^i).y 
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Die  elliptisohen  Integrale  dritter  Gktttung,  die  sich  auf 
solche  erster  Gktttung  snirüokf&hren  lassen. 

Von 

Louis  Saalschütz. 


§1.  Legendre  giebt  in  aeinem  grossen  Werke  Trait6  des  fonctions.ellip- 
tiqnes  drei  Wertbreihen  für  n  an,  in  denen  das  elliptische  Integral  dritter 
Gattung  77o((p,  n)  sich  anf  die  erste  Gattung  zorttckfahren  Iftssi*  Es  l&sst 
sich  jedoch  bei  Befolgung  der  von  ihm  selbst  angewandten  Methode  nach- 
stehender aUgemeinerer  Satz  beweisen: 

Wenn  fi=  — 3k*m*ania  gesetzt  wird  und: 

as= 

r 

ist,  wobei  ni  und  m  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  r  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bedeuten,  so  reducirt  sich  das  Integral  U^i^p^n)  [oder 
i7(tf,a),  wenn  ip^amu  ist]  auf  ein  Integral  erster  Gattung  F(ip)  und 
einen  logarithmischen  Summanden. 

Den  Beweis  knüpfen  wir  an  die  a.  a.  0.  hergeleitete  allgemein  giltige 
Formel  an,  welche  sich  auf  die  Vertauschung  von  Argument  und  Parameter 
bezieht  und  in  Jacob i'scher  Bezeichnungsart  also  lautet: 

1)  n{u^a)  —  n{a^  u)  +  u  Eama  —  a  Eamu. 

Die  Legendre*8chen  Grössen  (p,  n  und  9  hängen  mit  u  und  a  durch 
die  Gleichungen: 

2)  q>  =  amuy 

3)  n^^-'f^sin^ama^  —  h^sin^d^    9  =  owia 
zusammen. 

Sei  nun  r  eine  ganze  positive  Zahl.  Dann  setzen  wir  in  dem  Additions- 
theorem der  zweiten  Gattung,  nämlich: 

l?am(ra)  =  jE?ani(r — la)  +  Eama  —  k^sinama  «na»i(r — 1  a)  8inam{ra\ 
der  Beihe  nach  r  =  2,  3,  4,  ...,r  und  addiren  sSmmtliche  Gleichungen,  so 
gdangen  wir,  indem 


•  chap.  xxin,  §s  110.  HS.  117.  ^^^^^^ ,,Google 
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4)  V=—sinaina(sinainasinain{2a)  +  sinam(2a)  8inam{Sa)  +  •" 

+  8inam{r  —  la}  sinain{ra)) 
gesetzt  wird,  zu  der  Oleichung: 

5)  Eama^—Eam{ra)  +  V. 

Setzen   wir  ebenso  in  dem  Additionstheorem  der  dritten  Gattung,   nämlich 

(in  Jacobi'scher  Bezeichnung): 

n{ra,u)  =  n{r^a,  u)  +  n{fl^  u) 

, .     \  —  1i? sinamu sinama sinam(r  —  [ a)  smamixa-'U) 

—  ^log = 

1  +  ÄJ*  sinamu sinamasvnam (r — 1  a)  sinam [ra  —  u) 

nacheinander  r=2,3,  4,  ...,r   und  addiren  sämmtliche   Gleichungen,   so 
entsteht,  wenn: 

1        7^  1—  "k^smamu  smama  s%nam{h  —  Ig)  8inam{ha  —  u) 

ist,  die  Formel: 


6)  W^i-hgTJ = 


7)  JI(a,  u)  =  -  i7(ra,  u)  +  W. 

In  6)  lassen  sich  alle  Grössen  algebraisch  durch  trigonometrische  Func- 
tionen  von  Q  =  ama  und  (p=»ami«  ausdrücken;  führen  wir  dies  bezüglich 
1«  aus,  so  wird,  wenn  grösserer  Kürze  wegen  5«(a),  Cn(a),  ^n(a)  statt 
sin  am  a^  cos  am  a^  Aama  etc.  geschrieben  wird: 

8)  W^  ^  j^  jh'i'^(.sl(ha)-Sn{a)8n{fi^la)Cn{ha)^^^ 

^•^     /^4  l-**C«n(Äa)-5„(a)«n(Ä^la)c«(Äa)  Jn{ha))sin^q>'^Js?sJxa)Sn{h^a)Sn{ha)sin(pm 

Bedeuten  femer  m  und  m  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen, 
so  folgen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  die  Formeln: 
9)  Eam{mK+imK')=^fn'E  +  im{K'-E')  +  C, 

10)  n{mK+imK\u):=(mK+imK')Eafnu—mEu 

+  im\E'-K')u  +  D. 
Die  Grössen  C  und  D  in  diesen  Formeln  hängen  von  der  Natur  der  Zahlen 
m  und  m   ab;  ist  m  gerade,  m  ungerade,  so  ist: 

11)  C=  [cotamdJafnd]s=Oi 

12)  I>  =  ^5 

in  allen  anderen  Fallen  sind  beide  null. 

Hat  nun  a  die  besondere  Bedeutung,  dass: 

13)  ra==mK  +  imK' 

ist,  so  können  wir  in  1)  für  Eatna  und  n(a,i«)  die  Werihe  aus  5)  bez. 
7)  einsetzen  und  dann  Eam(fa)  und  27(ra,i«)  durch  die  Gleichungen  9) 
und  10)  ausdrücken.  Dann  hebt  sich  alles  Andere  fort  und  wir  erhalten 
das  einfache  Resultat: 
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14)  n{u,a)  =  [r+j),t  +  w+j 

oder  in  Legendre 'scher  BezeichnuDg: 

15)  cotej6{noiv,n)-F{q>))  =  {r+^)F{v)  +  {w+jy 

In  dieser  Formel  können  wir,  da  es  sich  nm  unbestimmte  Integrale  handelt, 

den  ooDstanten  Summanden  —  fortlassen ;  ist  nun  noch  entweder  m  ungerade, 

oder  IM  und  in   gleichzeitig  gerade,  so  ist  auch  C=0  und  es   ist  dann, 
wenn  wir: 

8infp  =  x 

setzen  und  die  Bezeichnungen  W^  für  die  in  8)   unter  dem  Logarithmus 
stehende  Grosse,  welche  also  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  sowie: 

welche  beide  Grössen  fdr  x  constant  sind,  einführen: 

j  {i+nx')yR     j  yn 

In  dem  einen  Falle  jedoch,  dass  m  gerade  und  m  ungerade  ist,  kann 
die  Formel  15)  nicht  ohne  Weiteres  angewandt  werden;  nimmt  man  jedoch 
das  letzte  Glied  in  V  und  gleichzeitig  das  einzige,  was  darin  ebenfalls  un- 

Q 

endlich  wird,   mit  —   zusammen,  so  kann  man  diese  Summe  in  der  Art 

r 

darstellen: 

[JA 
—  smama  sinam  {inK+imK'+  S)  sinam  {mK+i  fnK'+  ^  —  a) 

H — cotamd  JamS] 
r  J«r=o 

Dies  ist: 

__  1  r  sinamd  cosamS  Jamöl 

"^  rLsinamÖ8inam{ö  —  a)  sinamö       J«r=o 

^  1  cosama  dama 

""  r         sinama 

also  eine  endliche  Grösse.  Somit  bleibt  also  auch  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  14)  verwendbar.  —  Die  Fälle  a  =  Ä",  a^K  +  iK\  a^iK'  oder 
ft  =  — jt*,  n<=  — 1,  n^Qo  sind  jedoch  wirkliche  Ausnahmef&Ue. 

Was  nun  Legendre 's  Angaben  betrifft,  so  sagt  er  in  seinem  dritten 
Me,  es  solle  F{d)  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  F^  oder  K  sein, 
d.b.  also,  es  solle 

17)  a  =  ^2r 

sein.  ~  In  seinem  zweiten  Falle  setzt  er: 
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und  verlangt,  dass  F{9')  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  K\  etwa  — K' 
sein  soll     Setzen  wir  nun  &f=afn{a\  &'),  so  ist: 

a  ss=  — Ä  : 

r      ' 
ist  nun  auch  gleichzeitig:  _   .  « 

so  ist:  _    .  ^      /  '  i.'\ 

daraus  folgt  aber:  •  '.   rr  i     i/' 

r 
In  seinem  ersten  Falle  endlich  setzt  Legendre: 

und  verlangt,  dass  f(ß'\  k')  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  k'  nei,  also, 
wenn  6''^=am{a\k')  gesetzt  wird,  dass  etwa 

r 
sein  solle.     Zwischen  a  und  a"  gilt  nun  die  Beziehung: 

cot*am(a\  k')  =  —  k*  sin*afna\ 
es  ist  aber  allgemein: 

tgam{K+iu)  =  ,.  .      *  .     ,.v  > 
A  Mnam(M,  k  ) 

also  folgt  durch  Vertauschung  von  k  mit  Ä;': 
und  daraus: 

ig")  ^^(r-g)«jr\ 

r 

Wie  man  sieht,  subsumiren  sich  die  drei  Bedingungen  17),  18)  und 
19)  unter  die  eine  13),  und  wir  ziehen  nun  noch  den  umgekehrten  Schluss : 
Nur  dann,  wenn  a  die  Form  13)  hat,  Iftsst  sich  i7Q((p,  n)  auf  F{q>)  redu- 
ciren. 

Die  Durchführung  selbst  ist  mittels  der  Legendre 'sehen  Formeln, 
abgesehen  von  ganz  einfachen  Fällen  (r=2),  äusserst  mühsam  und  wir 
unternehmen  sie  auf  völlig  anderem  Wege. 

§  2.  Wir  benutzen  zu  dem  Zwecke  eine  von  Abel  in  seiner  Abhand- 
lung: Sui  les  transcendentes  elliptiques*  angewandte  Methode.  Seien  P^ 
und  Oq  ganze  rationale  Functionen  von  x,  welche  keinen  gemeinsamen  Factor 
miteinander  haben  mögen,  und,  wie  frttber: 

JS=(1-««)(1-Ä«*»), 
sodann : 

20)  L=^logf^^±^. 

*  Chap.  II,  pag.  106  des  II.  Bandes  der  Nouvelle  Edition  (1881)  seinei)  Werke. 


gclition  (1881}  semeif  vy< 
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dL 


Wir  fuhren  nun  die  Fanctionen  M  and  N  ein,   welche  beide  rational 
and  ganz  in  x  sind: 

28)  ir=.P,'-0,'B; 

ftlfiO*  ' — 

dx      N/R  J  N/B  Po-QoV^ 

Durch  Differentiation  Ton  22)  bringt  Abel  Jif  noch  auf  eine  andere 
Fonn,  nämlich:  jp  j-tr 

22f^-Po^ 
24)  M= ^ ^. 

Ans  dieser  Gleichung  folgt:  Besitzt  N  irgend  einen  Factor  x  —  c  zur  etwa 
p^  Potenz  erhoben,  so  steckt  er  auch  in  M  zur  p  —  l^^  Potenz  erhoben; 
hat  femer  P^  mit  R  einen  Factor  gemeinsam,  so  ist  er,  wie  22)  zeigt,  auch 
in  N  (und  zwar  nur  in  erster  Potenz)  enthalten ,  aber  auch  in  Jlf ,  wie  aus 

IM. 
21)  oder  24)  zu  ersehen.     In  dem  Quotienten  :r=  hat  der  Nenner  also  nur 

N 

ungleiche  Factoren,  deren  keiner  in  R  enthalten  ist.  —  Weiter  beweist 

Abel,  dass  ■==.  höchstens  vom  ersten  Grade  sein  kann.    Sei  nämlich  Pvom 

N 

m^°,  Q  Yom  ftf^  Grade,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob: 

fn^n  +  2 
ist;  ist  m^f»  +  3)  80  ist  N  vom  2wf^  und  nach  21)  M  höchstens  vom 
m+n+S***,  also  —  höchstens  vom  n  +  3  — w*^,  d.  i.  höchstens  vom  null- 
ten Grade;  wenn  w^n  +  l   ist,  so  ist  JT  vom  2n  +  4*^,  M  höchstens 

?om  m+»+3*^,  -5=  vom  m  — n— !*•■,  d.  i.  wieder  höchstens  vom  nullten 

iv 

Grade;  ist  endlich  m  =  t»  +  2,  so  ist  Ä"  vom  2n  +  4***  oder  einem  geringe- 
ren, etwa  dem  y}*^  Grade;  dann  ist  nach  24)  2t  höchstens  vom  fi+m— 1 

"jyr 

-«s=^-|.lt«i^  also  ^  höchstens  vom  ersten  Grade. 

Jetzt  kommen  wir  zur  Anwendung  dieser  Formeln  und  verlangen,  dass 

der  Nenner  von  ~  aus  dem  einen  linearen  Factor  (l+^x)  bestehen  soll; 

um  dies  zu  erreichen,  muss  man  suchen,  P^  und  Qq  so  zu  bestimmen,  dass 
Ä^die  Form  JBr(l+^Ä)'",  oder  HiX-^rgxy  multiplicirt  mit  einem  in  B  ent- 
haltenen Factor,    der  dann  auch  dem  P  zuertheilt  werden  muss,   erh&lt. 

Gelingt  dies,  so  nimmt  dem  Gesagten  zufolge  =^  die  Gestalt  an: 
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irj;=        .  ,      oder  ^=  ,  /      +l>i  +  CiX, 

wobei  r  als  gegeben  zu  denken,  JT,  ^,  a,  &,  c,  o^,  &|,  C|  za  bestimmende 
Constanten  sind.  Denken  wir  uns  den  letzteren  Werth  von  ^  in  23)  ein- 
gesetzt und  dann  integrirt,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

Das  letzte  Integral  ist  algebraisch  und  liefert  einen  logarithmischen  Aus- 
druck, der  sich  mit  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  zu  einem  ähnlich 
gebildeten  zusammenziehen  lässt.  Wir  erhalten  eomit  eine  Gleichung  von 
folgender  Form: 

OCX  r        äx .      rdx    .  _    ,     I\  +  0,l/R 

25)  / ;=  =  A-  /  —=+B,,log— ^— 7=- 

Mögen  jetzt  jT,  17,  F,  W  Yorübergehend   ganze   gerade   Functionen 
von  X  bedeuten  und  sei: 

P^^T+x.U,     Q^:=V+x.W; 

setze  ich  dann  in  25):  ^x  statt  x  und  ziehe  die  entstehende  Gleichung 
von  25)  selbst  ab,  so  erhalte  ich:    . 

dx 


■'^f^*"'^' 


J  (l-i 


-g^a?)VR 
\T+xÜ+{V'\^xW)'/R\\T-xn-(V-xW)yR\ 

\T+xU-(Y+xW)yR\\T''xU+(V''  xW)yR\ 
Die  Grösse  unter  dem  Logarithmus  hat;  wenn  X  und  Y  wieder  ganze  ge- 
rade Functionen  von  x  sind,  deren  Bedeutung  an  sich  klar  ist,  die  Form: 

X+xYj/R  . 

X^xT/r' 
es  kann  aber  geschehen,  dass  sich  X  durch  a^  oder  durch  R  theilen  iSsst; 
heben  wir  dann  den  Bruch  im  ersten  Falle  durch  rr,  im  zweiten  durch  ^R, 
so  wird  der  Coefficient  von  ^B  eine  gerade  und  das  rationale  Glied  eine 
ungerade  Function  von  x.    Bezeichnen  wir  also  den  Bruch  mit: 

P+Qj/R^ 

P-Qf/R 
und  setzen: 

—  ^*  =  «, 

so  entsteht  aus  26)  eine  Gleichung  der  Form: 

J  {l  +  nx')yR       J  /R        ^p^oyR 
wobei  wir  wissen,  dass  von  den  beiden  Functionen  P  und  Q  die  eine  ge- 
rade, die  andere  ungerade  ist,  dass  deshalb  [21)  zufolge]  Jlf  eine  gerade 
Function  und  daher  der  Form  nach: 
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M^  c  +  c^tx? 

ist  Uebrigens  bemerke  ich  sogleich ,  dass  dieselbe  Form  der  Function  unter 
dem  Logarithmas  auch  noch  in  anderer  Art  hervorgebracht  werden  kann.* 
Ich  nehme  nun  an,  dass  F  mit  R  keinen  gemeinsamen  Factor  habe, 
Terstehe  unter  r  eine  gegebene  positive  Zahl  und  setze: 

28)  N^P^-Q^B:=H{l  +  nx^Y. 

Dass  l+gx  und  l—gx  in  j^  gleich  oft  vorkommen  müssen,  folgt  aus  der 
Ableitung  der  Gleichungen  26)  oder  27)  aus  25).  Ist  nämlich,  um  es 
etwas  allgemeiner  zu  sagen: 

und: 

„i3t.  P±0/R  =  {Pt±QiyR)iPi^Q,VR), 

29)'  N=P*-Q*R  =  Ni.Nt. 

§  3.  Ich  nehme  jetzt  zaerat  r  als  ungerade  Zahl  (=2j>+l)  an  und 

"^-  r  ^  =  aj{«  +  a,aJ»+«,«'  +  . ..  +  «,«»'), 

'  \  0=1  +  ^«»  +  ^«*  +  . ••  +  /?,-, «»"-'. 

Die  Annahme  Ton  P  als  angerader  Fonction  ist  willkttrlich  and  bedingt  einen 
bestimmten,  Charakter  von  n;  die  Form  des  Ansdrncks  von  Q  ergiebt  sich 
dum  Ton  selbst.     Setzen  wir  nSmlich  z.  A. : 

««  =  <, 
SO  geht  die  Gleichong  28)  fiber  in: 

i\)t{a  +  a,t  +  -^  +  aptPy''{i  +  ß,t  +  ..  +  ßp^it^''yB^H{l  +  nt)^P+\ 
wir  haben  also  bei  der  Vergleichung  der  Potenzen  von  t  2p  +  2  Gleich- 
ungen ftlr  die  unbekannten  Grössen  n,  H,  a,  a^,  ...,  cip,  ß^^  ...,  ßp-i^ 
deren  Anzahl  ebenfalls  2p +  2  ist 

Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen,  die  nun  den  wesentlichsten 
Theü  der  ganzen  Betrachtung  bildet,  verfahre  ich  in  folgender  Art.  Ich 
dividire  31)  durch  Q^J  und  führe  die  Bezeichnungen  ein: 

*«  =  X,     «  +  tfi<  +  ...  +  ap^=r,     T:Q=^Z, 
32)  H{\  +  ntyp+\_^ 

Dadurch  wird  die  genannte  Gleichung: 
33)^  Z»^j-a+l)  +  Xt+W. 

Setie  ich  jetzt    t  = 1  so    geht  W  fort    und  es   wird,   wenn  ich  der 

Küne  wegen  den  Index  0  an  Stelle  der  Marke  t  = einfCLhre: 

34)  ^.^      n^+(\+X)n  +  X^      (f*  +  A)(n^l) 


*  S.  Bp&ter  §  6  Gl.  62  und  das  Folgende.  ^  j 
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Difiereutiire  ich  nnn  die  Gleichung  33)  2p -mal  nach  t  und  setze  dann  jedes- 
mal ^  = f  so  verschwinden  noch  immer  die  von  W  abhängigen  Grössen 

und  ich  kann  nacheinander  die  Grössen: 

^%^'oi    -^0-^0»    •••1    ^o^^^^l 

rational  durch  n  ausdrücken.  Denke  ich  mir  vorläufig  dies  geschehen. 
Differentiire  ich  dann  die  Gleichung: 

ebenfalls  2p  -  mal ,  so  haben  die  letzten  p  Gleichungen  auf  der  rechten  Seite 
Nullen I  weil  der  p  +  1**  Differentialquotient  von  T  schon  Null  ist,  und 
bilden  ein  lineares  System  Gleichungen  für  Q  und  seine  ersten  p^l  Dif- 
ferentialquotienten.    Eliminirt  man  diese  Grössen  und  setzt  t  = 1  so 

erhält  man  die  verlangte  Gleichung  für  n.mit  rationalen  Ooefficienten.  Nach 
deren  Auflösung  kann  man  dann  linear  Q  und  seine  Differentialquotienten 

für  t= und  aus  ihnen  nacheinander  die  Grössen  jSfi-],  ßp^2i  "-9  ß%^  ßt 

finden  und  schliesslich  aus  den  ersten  p  +  l  Gleichungen  nacheinander  die 
Grössen  cxp,  «p— 1>  •••>  «2  9  ^i»  ''* 

Schreiten   wir   nunmehr   zur   Ausführung.      Die  durch   Differentiation 
nach  t  aus  33)  folgenden  Gleichungen  sind: 

2ZZ'^'-j  +  k  +  W\     2ZZ''+2Z'^^j+W"  eic., 


und    wenn  man  <  = einsetzt: 

n 


2 
1.2 


Z,Z'o  =  -2(n«-.A), 


Z,  Z,W  +  (Ä).  Z'o  Zi"  - ')  +  (Ä),  z".  z«*-»)  + . .  . 
(Ä)A_iZf-')Z(*+»   (Ä  ungerade) I 

i(»)ft  Z,<*)Zf )  (Ä  gerade)  =  -  -^n»+'. 

2  ' 

Fuhren  wir  nun  die  Function  ^(n)  mittels  der  Gleichung: 

35)  irj*-<^i*»  =  iV;M(n) 

ein  und  multipliciren  die  voranstehenden  Gleichungen  bezüglich  mit  1,  Z^^ 
...,  Zo^-^  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  34): 
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36). 


2*4W  +  VW«2.1.2n»(n  +  l)(w+X), 


»2.(-l)*Ä!fi«(n+l)*-»(w+X)*-». 


(ä)a-i  Va-1  (w)  *a+i(w)  (ä  unger.) 

2 

i  (Ä)  Ä^  *A  (fi)  *A  («)  (Ä  gerade) 

2 

Diese  Gleichungen  zeigen  zunächst ,  dass  die  ^(n)  rationale  ganze  Functio 
nen  yon  n  sind,  sowie  dass  t^s(f»)  vom  zweiten,  ^^(n)  vom  vierten,  ^2A(n) 
Tom  2^**^  Grade   ist,  dass  also  der  Index  den  Orad  bezüglich  n  angiebt. 
Ferner  sind  die  ersten  drei: 
r^,(n)= (n«-X), 

^,(n)  =  -:K15»«  +  36(l  +  i)»'*  +  3(8  +  29i+8i«)n*  +  60A(l+A)n» 

+  45A«n«-3A8). 

Die  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  sind  also:  —1,  ^.1.3,  ~^.1.3.5, 
und  der  nullten  Potenz:  +1|  "-"i^lt  +^*l-3;  jetzt  kann  man  mittels  des 
Sehlnsses  von  n  auf  n  +  1  und,  wenn  man  in  die  Gleichung: 


37) 


x{x+d)...(x-\-n'-\d)  +  {n\xix'^d)...{x  +  n-2d).y  +  ' 


+y{y  +  d)...{y  +  n--ld)^{x+y){x+y+d)...{x+y+n'-ld) 
ftr  «  und  für  y  den  Werth  —^^ffird  den  Werth  —1  und  fttr  n  den 
Werth  h  einsetzt,  die  Richtigkeit  der  beiden  angedeuteten  Gesetze  für  ^2A(t») 
beweisen,  wenn  sie  bi8^A^2(f»)  gelten;  wi^können  demgemäss  schreiben: 

38)*a(n)  =  t^(1.3.5...(2Ä-l)n'A  + 1.3.5..,  (2ä-3)A*). 

Ans  der  Gleichung  QZ^T  folgt  durch  2/i -malige  Differentiation  und 
wenn  dann  ^  = gesetzt  wird ,  folgendes  System : 


39) 


0.^«»-  "  +  (P-I)i  Q'o  ^o"-"  +  •  •  •  +  (J»-  l),-i  Öo"-"  Zo  =  V'-'^, 


Durch  EUminätion  von  Pq,  &o>  ••••  Po^~''  ^^^  ^c"  Oleiobungen  40)  folgt: 

^0*+"    (P  +  1),   ^o">    -    (l'  +  l)p-i  n 

=0, 

Zo»P>      (2p\  Z^t»!»-')  ...    (2p)p_,  Z„»+« 

oder,  wenn  man  sftmmtliche  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  mit  22^', 
diejenigen  der  zweiten  mit  2Z^^  u.  s.  w.,  die  der  letzten  mit  2Zq^p+^  mul- 
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tiplicirt  und  sodann  alle  Elemente  der  ersten  Yerticabreihe  mit  Z^P''^  der 
zweiten  mit  Z^^^^  u.  s.  w.,  die  der  letzten  mit  1: 

^2p+2(n)  (p+\]x'^p{n)        (p+l),^2p-2(»)  ...  (l?+l)p-l*4W 
'*2p+4(n)  (l>  +  2)i^^+2(n)   (p  +  '^\^2p{n)     ...  (l>+2)p.,i^g(«) 


41) 


=  0. 


^^4?  (W)  {2p\  ^4p-2(f»)  (2i?),  *4p-  4  (n)       ...   (2/>)p-l  t/;2p  +  2  (») 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  n;   sie  ist,   wie  man  z.  B.  aus  dem 

r*  — 1 

Diagonalglied    erkennt,    vom    {2p +  2). p^^    oder    — ö~"**"  Grade,    wenn 

nicht  etwa  der  Coefficient  der  höchsten  oder  der  nullten  Potenz  Ton  n 
verschwindet.  Dass  Beides  nicht  der  Fall  ist,  iSsst  sich  folgendermassen 
darthun.     Zunftchst  darf  man,  wie  leicht  zu  ersehen,  in  der  Determinante 

41)   alle  Functionen  rlf  durch  die  hetreffende  in  38)  in    ^a-i    multiplicirte 

Klammer  ersetzen;  dann  wird  der  Coefficient  von  n^'+^  die  Determinante : 

1.1.3... (2j)+l)  (j)+lX1.3...(2i>-l)...  (p+l)p.tl.3 
42) 


I.1.3...(4i>-1)   (2i>)il.3...(4i>-3)    ...  (2i>)p.il.3...(2i>+l) 
Nun  ist  aber  für  jedes  ganze  positive  m  und  A;: 

1        (ßn\  {m\       ...       {m)k 

1     {fn  +  l\     (m  +  1),    ...  (m  +  l)* 


=  1. 


1     {fn  +  k\     (w  +  Ä),  ...    (m+k)k 
also  muss  die  Anzahl  der  ungeraden  Glieder  selbst  eine  ungerade  Zahl*  sein. 

Multiplicirt  man  nun  sSmmtliche  Elemente  dieser  Determinante  mit 
beliebigen  ungeraden  Zahlen,  so  muss  das  Resultat  wieder  eine  ungerade 
Zahl  sein;  dies  ist  aber  in  42)  geschehen,  also  kann  deren  Werth  niemals 
Null  sein,  und  aus  demselben  Grunde  auch  nicht  das  von  n  freie  Glied. 
Der  Grad  der  Gleichung  41)  bleibt  also  stets  der  vorhin  angegebene. 

Ist  41)  aufgelöst,  so  folgen  aus  40)  für  ein  bestimmtes  n  die  Verhält- 
nisse OoiQo^-^K  Q\'Q^^-'^\  ...,  Qo^^'^^'-Oo^-^^  und  hieraus  linear  ft, 
ßii  ...,  ßp—i.  Multiplicirt  man  dann  39)  mit  2^,  so  folgen  direct  nach- 
einander die  Grössen  ap,  «p-i,  ...,  a,,  0|,  a.  Dann  folgt  noch  direct  ans 
31)  JTsa  — 1,  aus  21)  (worin  P,  Q  statt  Pq,  Qq  zu  lesen  ist)  M  und  sonach 
die  Gleichung  27)  aus  23).  Welches  Zeichen  vorher  dem  Z^  und  somit  der 
Function  T  und  der  Function  F  ertheilt  wurde,  ist  gleichgiltig;  denn  gebt 
P  in  —  P  über,  so  verwandelt  sich: 

lo,^±^   in    ^-/>+g>^g^.^/+g/g, 

gleichzeitig  aber  auch,  wie  21)  zeigt,  If  in  -  M\   die  der  Gleichung  23) 
entsprechende : 

*  Diese  Zahl  scheint  Eins  zu  sein. 
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bleibt  also  angeSndert. 


P  +  Qj/R 

p-qVr 


§  4.  In  §  1   ist  gezeigt  worden,   dass  eine  Gleichung  von  der  Form 
16)  existirt,  so  oft  [s.  13)]: 

wJT  +  wiJT' 
a= 

r 

ist.    Für  ein  bestimmtes  ungerades  r  zerfallen  diese  Wertfae  bezüglich  der 
Wahl  von  m  und  w!  in  vier  Classen,  nämlich  derart,  dass: 
sin  I 
I.  CÖ5  }  a»i(ra)  =  oo,     II  5»na«i(ra)  =  0,     III.  (»sa»i(ra)  =  0, 

^  I  IV.  dam{ra)  =  0 

ist.  Im  ersten  Falle  sind  solche  Werthe  von  {r<i)y  für  welche  siffiama  alle 
Oberhaupt  möglichen  voneinander  verschiedenen  Werthe  erhält,  folgende, 
wenn  r  =  2p  + 1  gesetzt  wird : 

ra  =  {2h  +  \)iK'+2qK  oder  ra  =  (2i?  +  l)«Ä'+2^iJr, 

44)    Ä  =  0,  1.2,  ...,(i>-l),  g  =  -i>,  «(p-.l),...,-l,0,+l p, 

g,=  l,  2,  ...,!?. 

r*— 1 
Die  Anzahl  derselben   ist  also  p(2j?  +  l)+|?=/i(2p  +  2)  oder  — ^r— ;   die 

Wertfae  für  ra  in  der  zweiten  Classe  erhält  man  durch  Vermehrung  der 
genannten  um  iK\  in  der  dritten  um  K+iK'y  in  der  vierton  um  K, 

Ich  gehe  nun  daran,  zu  beweisen,  dass  die  Gleichuivg  41)  die- 
jenigen Werthe  für  n  liefert,  für  welche,  wenn  n  =  ^k^sin*ama 
gesetzt  wird,  sinam(ra)  =(x>  ist.  Nachher  werde  ich  zeigen,  wie  die 
anderen  Fälle  ohne  Auflösung  einer  neuen  Gleichung  sich  auf  diesen  zurück- 
^hren  lassen. 

Zu  genanntem  Zwecke  untersuchen  wir,  welche  Form  W  in  Gleichung 

16)  und  somit  ,_ 

P+Ql/R 

p-qVr 

in  Gleichung  27)  in  den  genannten  vier  Classen  haben  mnss.  W^  ist  die 
(rrSsse,  die  in  den  Gleichungen  6)  oder  8)  unter  dem  Logarithmus  steht; 
wir  tbeilen  das  Product  in  die  beiden:  Ä=  2  bis  r  — 1  und  Ä  =  r;  das  erste 
sei  TTj,  der  letztere  Ausdruck  W^.  Setzen  wir  in  TT,  [Gl.  8)]  sinq>  =  x 
Qod  bezeichnen  mit  an  und  hh  von  x  unabhängige  Grössen,  so  können  wir 
schreiben :  r-\  ^ 

*     kA  l-ahk^x^-\'bkle^x}/R' 
nnter   der    Voraussetzung,     dass    keiner    dieser    Brüche    sich 
durch  j/l  —  x*   oder   j/l  —  k^x*  heben    lasse,   nimmt  das   Product   die 
Form  an:  r^  1 
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45)  TT.  =  ^±^-2, 

wobei  U  und  T  gerade  Functionen  von  x  bedeuten,  so  zwar,  dass  U  sieb 
weder  durch  (1  —  a?*) ,  noch  durch  (1  —  h^al')  theilen  iSsst.  Würde  der  eben 
ausgeschlossene  Fall  bei  einem  oder  mehreren  Brüchen  eintreten,  so  könnte 
hierdurch  die  Form  von  W^  wesentlich  modificirt  werden ;  wir  müssen  daher 
die  Berechtigung  unserer  Voraussetzung  beweisen.  Es  ist  also  nachzusehen, 
ob   der  Zähler   (und  auch  der  Nenner)   irgend  eines  Bruches  für  op  =  +  1 

oder  für  x  =  +  V-  verschwinden  kann.    Wir  nehmen  dazu  die  andere  Form 
—  k 

von  Wi  [aus  61.6)],  bezeichnen  irgend  einen  Zähler  mit  q>{u)  und  setzen, 
dem  a?=  +  l  entsprechend,  t*=  +  2r,  dann  ist: 

^(a)  =  g)(--2L)  =  1 +Ä* «nai»(a) Bvnam{)i^\  a)  — -=— r  i 

zj  affi(Aa) 
aber: 

9Miam[)ia)  cosama  Jama  —  sinama  C08am(ha)  Jamiha) 


sinafn{h—la^—  -      ,i   .  «      .^  v"^^» 

i—kr  stfram  (ha)  sinram  a 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  ein,   so  erhält  man  nach  leichten  Reductionen: 


Da  h  höchstens  sr  —  l  ist,  so  ist  dieser  Ausdruck  stets  zweifellos  sowohl 
von  0  wie  von  oo  verschieden.  Ebenso  ergiebt  sich ,  wenn  wir  ^  =  +  t-  > 
abo  u^  +  {K+iK')  setzen:  

also  auch  weder  0  noch  oc. 

Wir   kommen   nun    zu  W^  und   betrachten   zuerst  den  unbequemsten 
Fall:  stn an» (ra)  =  00 ;  wir  wenden  uns  wieder  an  die  Form  in  6): 

._  _  1  —  l^smamu  sinama  ^/i%am (r  —  1  g)  »inam {ra  —  u) 
1  +  ^^  sinamu  sinama  sinam  (r  —  1  a)  9inafn{ra  +  u) 

Nach  dem  in  44)  angegebenen  Schema  hat  ra  die  Form:  ra  =  2qK 
+  {2h  +  l)iK\  Wir  fügen  nun  noch  die  sehr  kleine  Grösse  ö  hinzu  und 
fuhren  die  Abkürzung  Oq  ein,  so  dass  wir  haben: 

Dann  ist: 

1       _       (-1)^-1 


sinam{ra  —  a)  =  (—  l)«* 
sinam{ra  —  u)  =  (—  1)p 


ksinam(ö  —  a)      ,    .         /        r  —  1 
k$vnaml(iQ 

1  (-1)P+' 


ksinain(ö^u)  k  sinamijir-^  ö)       j 
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Somit  wird  der  Zfthler  Ton  W^: 


smamusmcnn 
=  1 


(«.-4) 


Entwickeln   wir   und   behalten  nur   die   erste  Potenz   von    ö  bei,   so 

(cosamaQ  JamOf^     cosatnu  Jamu\    . 
sinamaQ  sinamu      / 

Der  Nenner  von  TT,  entsteht  hieraus,  wenn  —  u  an  Stelle  von  u  gesetzt 

wird,    und    daher  wird,    wenn  wir  durch   6  heben  und  dann  6  =  0,   also 

afi=a  setzen: 

cosamaJama     cosamu  Jamu 

-^  ^       nnama  sinamu 


cosamaJama      casamuJamu 


smama  smamu 

oder,    wenn   wir  den  ersten  Constanten  Summanden  als  c  bezeichnen  und 
wieder  x  für  sinamu  einführen: 

46)  W3  =  5^±i^. 

CX-/R 

tfnltipliciren  wir  diesen  Ausdruck  mit  W^,  so  erhalten  wir: 

47)  ^  _x{cU+V,R)  +  {U+cx'V)yH 

'      x{eU+V,R)-(U+ea^V)yR 

Ist  zweitens  5tfiam(ra)  =  0,  so  zeigt  8),  dass  W^=^l  wird;  die  Form 
TOn  Wi  fällt  also  mit  der  von  W^  [Gl.  45)]  zusammen  ^  d.  h.  es  ist 

48)  TF.  =  ^+^. 

U-xV/R 

Ist  drittens  cosam{ra)  =  0,  so  ist  «i»om(ro)=+  1,  Jam{ra)=  +1, 
also  nimmt  TT,,  wie  8)  zeigt,  wenn  /'eine  Constante  bedeatet,  die  Form  an: 

'      l-Wa?-fx}/Ti 
Die  Moltiplication  mit  TT,  ergiebt: 

'     {l-1,?3^)iU+fa?V(\-x^)-x(fU+r{l-Va:'))yfi 

Ist  endlich  viertens  dam(ra)=Ot  so  ist  J^8in*ama—l  nnd  daher 
wieder  nach  8)  (jr  eine  Constante):  _ 

•      l-a?-gxi//i 
'        '     (l-x')(,U+gx'V{l-1^a^})-x{gU+V(l-a:'))j/h 
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Kehren  wir  nunmehr  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  41)  zurück.  Wir 
wissen  von  ihnen,  dass  sie  der  Gleichung  27)  oder,  wenn  sie  als  --Vsin^ama 
angesehen  werden,  der  Gleichung  15)  entsprechen.  Es  muss  somit  eine 
ganze  positive  Zahl  q  geben ,  derart,  dass  für  am^qa)  einer  der  besprochenen 
vier  Fälle  eintritt.  Halten  wir  nun  die  dem  P  und  Q  in  30)  gegebene 
Form  mit  den  vier  Ausdrücken  47)  bis  50)  zusammen,  so  sehen  wir,  dass 
sie  mit  47),  aber  mit  keinem  der  anderen  Ausdrücke  coincidirt.*  Wir 
schlieasen  daraus,  dass  ^am(^a)  =  oo  ist.  Suchen  wir  nun  die  Gleichung 
für  ein  solches  swfama  auf,  indem  wir  den  Nenner  der  elliptischen  Func- 

p»  — 1 

tionen  von  ant(^a)  gleich  Null  setzen,  so  ist  diese  vom       ^    *^  Grade 

(für  8ifi?ama)   und   hat  in  V  rationale  Coefßcienten,   wie  dies  auch  bei 

H— 1 

Gleichung  41)  der  Fall  ist.     Da  aber  für  sämmtliche  — ^ —  Wurzeln  der 

Gleichung  41)  sinamQa  etc.  unendlich  sein  muss,  so  muss  q  mindestens 
gleich  r,  also  41)  mit  derjenigen  Gleichung  identisch  sein,  welche  durch 
Nullsetzung  des  Nenners  der  Functionen  mant(ra),  C08am{ra)^  Jamira) 
entsteht.     Es  ist  also  bewiesen: 

r*  — 1 

1.  dass  die  Gleichung  41)  vermittelst  n  diejenigen      ^^      Werthe  von 

sin* am a  liefert,  für  welche  stnam(ra)  unendlich  ist; 

2.  dass  durch  die  in  30)  gegebenen  Ausdrücke  für  P  und  P,  deren 
Coefficienten  aus  n  herzuleiten  wir  gelernt  haben,  eine  Gleichung 
27)  hergestellt  werden  kann,  welche  ein  Integral  dritter  Gattung 
mit  dem  Parameter  n  auf  eines  der  ersten  Gattung  zurückfahrt. 

§  5.  Wir  wollen  nun  die  anderen  drei  Fälle  erledigen,  und  es  soll 
zunächst  n  so  bestimmt  werden,  dass: 

n  =  —  fc*  stn^ama^    $inam{ra)  =  0 

ist,  wobei  r  denselben  Werth  wie  im  vorigen  Paragraphen  haben  soll.  Wir 
stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Integral 

7=1  ;=  auf  ein  anderes:  ^'=  / — ==^ 

zurückzuführen,  auf  welches  wir  die  bisherigen  Formeln  anwenden  können. 
Da  8inam{ra)^0  und  r  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist: 

sinam(ra  +  riK')  =  9inam(ra  +  iK')s:=- — : ; — rs=  od. 

k9tnam{ra) 


*  Wollte  man  etwa  den  Ausdruck  47)  durch  MnltipUcation  von  Zähler  und 
Nenner  mit  VS  den  Ausdrücken  49)  und  60)  scheinbar  ähnlich  machen,  so  wäre 
doch  der  charakteristische  Unterschied,  dass  in  47)  das  rationale  Glied  sich  durch 
(1  — a;*)(l-Ä:»x*)  theilen  Hesse,  aber  in  49)  nur  durch  (t  —  Js^x^),  in  60)  nur  durch 

(l  -  x^). 
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Wir  setzen  also: 

so  erfllllt  n   die  vorgeschriebene  Bedingung  and  es  wird: 

/=  r    ^^    ^^ r    ^^ 

Wir  mflssen  also  sehen,  ob  die  Sabstitation: 

die  Form  des  Integrals  i'  henrorbringi     und  in  der  That  wird; 
'  j^      „'  r        t/*ä9  fax       r  dy 

wenn: 

52)  fi(y)  =  (l-y*){l-*»y») 

gesetzt  wird,  ebenso  wie  wir: 

,,  f  P(y)=y(«  +  a,y«  +  ...  +  «py»P), 

seUen  wollen.     Nun  ist  nach  27): 


jyii(y 


+B.top?M+öM>^^).. 


yRis)  P{3f)-Q{y)VR{3f) 

f&hren  wir  aber  wieder  x  ein,  so  ist: 


P{3i)±QivWii{y) 

worin  y,  8  etc.  Constanten  sind,  die  in  sebr  einfacher  Art  ans  den  bekannten 
'>  "k  ßi  ßi  ^^'  sich  ergeben.     Setzen  wir  nnn: 

!0  entsteht  wieder  eine  Gleichung  der  Form: 

Die  Ansdrttcke  P  und  Q  in  54)  besttttigen  und  prftcisiren  die  vorher 
^ter  48)  gefundene  Form  von  W^  und  wir  könnten  nun  für  eine  selbst- 
BtSodige  Behandlung  des  Integrals  J  die  obige  Form  für  P  und  Q  zu  Grunde 
legen. 

Soll  femer  cosam{ra)^^0  sein,  so  ist: 

8mam{ra  +  rK  +  r%K')  =00, 
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a^a  +  K  +  tl^  t     n= -^ =  — Ä* 


cos*ama  n  +  k* 

folglich: 

dann: 


abstitation  angezei 
56)  »»  =  ; 


»  +  *:«     \   ^      »»(l-«») 
folglich  ist  die  Snbstitation  angezeigt: 

■fc»(l-«»)" 
Mit  ihrer  Hilfe  wird: 

Setzen  wir  nun  in  P(if)  und  ^(y)  den  Werth  ftir  y  aus  56)  ein,  so  wird: 

worin  wieder  die  y  und  die  9  in  einfacher  rationaler  Art  mit  den  a  und  ß 
zusammenhfingen.     Es  wäre  also  zu  setzen: 

t  P  =  (l-*»a!»)(H-y,«»  +  ...  +  y,a!'P), 

*"'  l  o=«(*+*,«»+...+ap_,«»p-»). 

Soll  endlich   ^am(ra)s=0  sein,  so  erhalt  man  in  gleicher  Behand- 
lungsweise: 

und  hiermit: 

Die  Ausdrücke  57)  und  58)  bestätigen  und  präcisiren  wiederum  die  Gleich- 
ungen 49)  und  50).* 

§  6.    Sei  nunmehr  r  eine  gerade  Zahl  =2p  und  zuerst  wieder 

cos  >afii(ra)  =  Qo. 

Dann  ist  den  Schlüssen  gemäss,  die  auf  die  Gleichungen  47)  bis  50)  führ- 
ten, die  Form  dieselbe  wie  früher,  und  zwar: 

60)  N:^H{l  +  nxyp. 


*  In  den  obigen  drei  Fällen  überfahren  wir  also  das  Integral  J7(tf,  a)  in  bez. 
mu  +  iK',a  +  iK'),  n{u  +  K+iK',a  +  K+iK'),  ^^ffefd^ G^f$)gle 


61) 
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Die  Grössen  tf;  haben  auch  jetzt  genan  dieselbe  Bedeutung  wie  früher, 

d.  h.  die  ersten  derselben  sind  durch  die  Gleichung  37)  gegeben  und  die 

späteren  folgen  aus  ihnen  mittels  der  Gleichung  36).  An  Stelle  der  Gleich- 
ung 41)  tritt  aber  jetzt  folgende: 

♦2p(w)             (Pi)^2p-2(n)         (p)8*2p-4(n)  ...  {p)p^i%(n) 

*2p+2(n)    (p  +  l)i*v(n)        (p+l),*2p.2(n)  ...  {p  +  l)p-.i^4i^) 


0. 


*4p-2(n)   (2i)-l),*4p-4(«)   (2p-l),^4p-6(«)  ...  (2/i-l)p-|i/^p(n) 
Sie  ist  vom  2p. p*^^  oder  -^^^  Grade  und   ist,   wenn  n ^=i  —  J^ sin^ ama 

gesetzt  wird,  identisch  mit  der  Gleichung,  der  sin^ama  genflgen  muss, 
wenn  die  elliptischen  Functionen  von  am{ra)  unendlich  werden  sollen.  Das 
Alles  folgt  mittels  Schlüsse,  die  mit  den  früheren  ganz  analog  sind. 
Die  Gleichung  61)  Ittsst  sich  aber  leichter  auflösen.  Denn  führt  man  statt 
l  wieder  h^  ein,  so  Ittsst  sie  sich  in  zwei  Factoren  zerlegen,  die  sich  nur 
durch  das  Zeichen  von  h  voneinander  unterscheiden  und  deren  jeder  also 
nur  vom  Grade  pl^  ist.  Die  Berechnung  der  Constanten  o  und  ß  erfolgt 
dann  wieder  so  wie  früher. 

Doch  ist  hier  noch  ein  neuer  Umstand  zu  besprechen;  man  kann  näm- 
lich dem  P  und  Q  auch  folgende  Form  geben: 

ßox      r  Pi  =  (l-a?)(l-M(ao  +  ö,a?  +  08:»«  +  .-.  +  ap-iaf-0» 
^     \  Qi=  l  +  &ia;  +  V«  +  ...  +  6p-iÄP-S 

63)  N,:=H^{l''X)(l-hx)0+nx^P. 

Dass  bei  fest  angenommenem  p  die  Anzahl  der  Gleichungen  mit  der 
Anzahl  der  zu  bestimmenden  Constanten  gleich  ist;  folgt  sofort,  wenn  man: 

64)  P*-Q*R=N„ 
d.  i.  durch  {i—xjil  —  kx)  gehoben: 

65)  (i-a?)(l-Ä;aj)(ao+...  +  ap-,xi'-')» 

^{l  +  x){l  +  kx){l  +  '''  +  bp^t3^-^y  =  H^{l  +  nxy 
aufstellt;  und  dass  sich  im  Quotienten  MiN  der  Factor  (1— x)(l  — X;a^ 
forthebt,  ist  in  §  2  bewiesen;  es  bleibt  also  zu  beweisen,  dass  die  jetzige 
Annahme    mit    der   früheren    in   den    Gleichungen  59)    und  60)   im   Ein- 
klang steht. 

Denken    wir  uns  mittels  65)  n  gefunden  und   daraus  die  Gleichung 
entwickelt:       /»  ,  /» ,  n   i  ^  ^/15 

80  können  wir  diese  in  zweifacher  Art  umformen.  Einmal  setze  ich  darin 
—  x  statt  X  und  ziehe  die  entstehende  Gleichung  von  ihr  selbst  ab;  dann 
kommt  unter  den  Logarithmus  ein  Ausdruck  von  der  Form: 
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und   wenn   wir   diesen  Brnch  mit  —  l  mnltipliciren,   durch  YR  beben  und 
die  Constante  log{—\)  auf  die  Integrationsconstante  werfen,  so  erhalten  wir: 

67)  2  r -"" 


tx?)}/R 

Zweitens  multipliciren  wir  die  Oleichung  66)  mit  2;  dann  wird  der 
Ausdruck  unter  dem  Logarithmus: 

68)  iL±Qyi\' 

^  {l-x){]-kx){%+-  +  ap.Mif-i)*  +  {l+x){l+Jcx)(l+-+b^-,iitii'-*)*+2{a„+:)(l+:)}l 

(l-a;)(l-Äa;)tOo+.-.+  Op_,xP-«)*+(l+a!);l  +  fca;){J+-.+  &p.ia)P-')*-2(ao+--)(l+-)r'' 
and  es  ist:  _ 

69)         2  r-J^—^2Ä  rA^  +  B.logl'-^±MH 
J  {l  +  nx*)yR  Jj/H  ^\f\-Q,fR) 

Da  die  Gleichungen  67)  und  69)  in  ihren  anderen  Theilen  übereinstimmen, 
80  müssen  auch  die  unter  den  Logarithmen  stehenden  Brüche  gleich  sein, 
und  da  die  Coefficienten  von  ^R  dem  Grade  nach  (er  ist  der  2p  — 2^^) 
übereinstimmen,  so  müssen  sie  überhaupt  bis  auf  einen  constanten  Factor 
übereinstimmen,  und  um  denselben  Factor  können  sich  auch  nur  die  an- 
deren rationalen  Summanden  voneinander  unterscheiden.  Dadurch  erhalten 
wir  eine^  Reihe  von  Gleichungen,  von  denen  ein  Theil  aussagt,  dass  die 
Coefficienten  der  geraden  Potenzen  in  dem  rationalen  Summanden  in  68) 
und  der  ungeraden  Potenzen  im  Coefficienten  von  }/^  einzeln  =0  sein 
müssen.  Diese  Gleichungen  sind,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  wird, 
äquivalent  mit  folgendem  System: 

70)    po'+^  =  ^'    a,«  +  V  =  0,    V  +  V  =  0,  ...,  aJ-,+2^;-,  =  0; 

Setzen  wir  nun  das  in  67)  oder  68)  von  j/ä  freie  Glied  gleich  P,  den 
Coefficienten  von  y~R  gleich  Q^  so  zeigt  67),  dass  wir  die  durch  59)  ge- 
gebene Form  von  F  und  Q  für  rs=2p  wieder  erlangt  haben;  68)  zeigt  aber, 
dass  wir  auch  dieselbe  Gleichung  für  n  wieder  erhalten.  Denn  die  Bedeu- 
tung von  P  und  Q  ist  nach  68)  und  62): 

^  (l-a?)(l-ÄÄ)      ^     (i-a;)(l-Äir) 

Nun  muss  nach  28): 

P^--Q^R=^N^H{l  +  na?yP 
gesetzt  und  hieraus  durch  Elimination  aller  anderen  Constanten  die  Gleich- 
ung für  n  hergestellt  werden,  welche  dann  zur  Oleichung  61)  wird;  d.  b. 
nach  71)  ist: 
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oder,  wenn  j/H  mit  H^  bezeichnet  wird: 

=  N^  [nach  63)]; 
dies  ist  aber  die  Oleichung  64).  Diese  führt  in  den  von  mir  berechneten 
Beispielen  in  der  Tbat  auf  eine  richtige  Gleichung  für  n  und  zwar  vom 
Grade  p^j  wie  zu  erwarten  ist;  die  anderen  ]o^  Wurzeln  für  n  erhält  man 
dann,  wenn  man  in  62)  etc.  statt  des  Factors  1  —  kx  den  Factor  1  +  kx 
nimmt.  Doch  gelang  es  mir  noch  nicht,  eine  so  allgemein  giltige  Methode 
zu  ihrer  Auflösung  wie  diejenige,  welche  zu  den  Gleichungen  41)  oder  61) 
führt,  aufzufinden. 

Sind  die  Grössen  cc:ß^  ^i^ß^  •••«  f^p^i'ßi  ßi'ß^  ßi'ßf  •••'  ßp—i'ß 
durch  die  andere  Methode  gefunden ,  so  kann  man  mittels  der  Gleichung  70) 
und  der  aus  der  Vergleichung  der  anderen  Potenzen  in  67)  und  68)  ent- 
stehenden zunächst  aQ  =  %  und  sodann  nacheinander  und  linear  a^  b^; 
a^y  h^  etc.  finden  (wobei  nur  ein  Theil  der  bezeichneten  Gleichungen  be- 
nutzt wird).  Die  Gleichungen  62)  kann  man  nun  noch  etwas  bestimmter 
folgendermassen  schreiben: 

P  =  (l-^x)(l-kx).i{\  +  c^x  +  <^ic^-\ \-Cp^iXP-^), 

Was  noch  die  anderen  FSlle  betrifft,  so  bedarf  derjenige,  in  dem 
9mam(2pa)  =  0  sein  soll,  keiner  besonderen  Behandlung;  denn  dies  findet 
statt,  wenn  entweder  sinam{pa)i  oder  cosam(pä)j  oder  Jam{pa)  ver- 
schwindet, oder  auch  wenn  diese  drei  Functionen  unendlich  gross  sind. 

Der  Fall  cosam{2pa)  =  0  lässt  sich  durch  die  Substitutionen: 

»'=-(l  +  «)  =  -Ä;'»m«aw(iÄ:-jr'-ia,Ä;'),     l-a;«=      ^ 


1-y» 
erledigen;  dies  führt  auf  die  Form: 

y>  =  (l-&»x«)(l+yifl?+-..  +  y^-iiC^P-^), 

Q=.  x{d  +  öiX^  +  '"  +  öp^iS?P-^), 

Soll  endlich  zfam(2jpa)  =  0  sein,  so  muss  man  direct  mit  den  Formen: 
/>=(l-a5»)(l  +  yia;«  +  ...  +  y;,.,a;2|'-^), 
Q=  x[d  +  d,(x?  +  .^.  +  6p^,x'P'''), 

in  die  Rechnung  eingehen. 

Auch  könnte  man,  wenn  r  eine  gerade  Zahl  ist,  das  Additionstheorem 
der  Parameter  in  der  Form: 
bennteen.  i2(u.  4«)  =  i/7(«.  «)-  etc. 

Ob  bei  zusammengesetzten  ungeraden  Zahlen  auch  noch  eine  Form  von 
P  und  Q  analog  62)  existirt,  muss  späteren  Untersuchungen  überlassen  bleiben. 

Königsberg,  den  24.  October  1888. 
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LVn  Sätze  über  das  orthogonale  Viereck. 

Von 

Dr.  C.  Beyel 

in  ZOxioh.  , 


Hierzu  Taf.  VF. 


A.  Metrische  Besiehnngen.  / 

1.  ^ 

Wir  gehen  von  einem  Dreieck  ABC  resp.  ahc  aus  (Fig.  1).     J  sciy>^ 
der  Schnittpunkt  der  HOhen  des  Dreiecks.     Ihre  Fnsspunkte  in  a&c  seien  N^^ 
resp.  Ä^,  i?|,  C|.     Dann  beweisen  wir  folgenden  bekannten 
Säte  L   Bilden  wir  bei  den  drei  Höhen  eines  Dreiecks  je  das  ^ 
Product   aus   den   Abschnitten,    in   welche   der   Höhen- ^ 
Schnittpunkt   die  Höhen   theilt,   so   ist   dieses  Product  \| 
constant.  . 

Zum  Beweise  construiren  wir  zwei  Kreise  K^^^  K^^,  welche  die  resp.  ^ 
Seiten  a,  &  zu  Durchmessern  haben.  Von  diesen  Kreisen  geht  K^^  durch  ^ 
BBi,  CC7,;  Kl,*  durch  ÄÄyf  CC^,  Beide  Kreise  schneiden  sich  also  in  CC^.  ^ 
Suchen  wir  in  Bezug  auf  dieselben  die  Potenz  des  Punktes  7,  so  ist  JA .  JA^  ^ 
^=JC,JC^^JB.JB^.  Wir  wollen  die  im  Satze  vorkommende  constante  - 
Grösse  die  Potenz  von  J  in  Bezug  auf  ABC  nennen.  Dieselbe  ist  negativ, 
gleich  Null  oder  positiv,  je  nachdem  das  Dreieck  ABC  spitzwinklig,  recht- 
winklig oder  stumpfwinklig  ist 

2. 
Die  Ecken  eines  Dreiecks  bilden  mit  seinem  Höhenschnittpunkt  ein 
specielles  Viereck.  Von  seinen  Ecken  liegt  stets  eine  —  /  —  im  Innern 
des  Dreiecks  der  anderen.  Sie  werde  innere  Ecke  des  Vierecks  ge- 
nannt. Im  Gegensatz  zu  ihr  sollen  die  drei  anderen  Ecken  —  ABC  — 
äussere  Ecken  des  Vierecks  heissen.  Die  Geraden  ^B,  £C,  CA  und 
C7/,  AJ^  BJ  sind  gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks.  Wir  unterschei- 
den sie  als  Süssere  und  innere  Seiten  und  bezeichnen  sie  mit  c,  a,  5  und 
C|,  Ol,  ^j.  Die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  ce,,  ac^y  hb^ 
sind  die  Diagonalpunkte  C,,  u4,,  B^  des  Vierecks.  In  ihnen  tre£fen  sich 
die  gegenüberliegenden  Seiten  unter  rechtem  Winkel.  Wir  nennen  daher 
das  Viereck  ABCJ  ein  orthogonales, 
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Nach  den  gegebenen  Erkl&ningen  bilden  je  drei  Ecken  des  orthogonalen 
Vierecks  ABCJ  ein  Dreieck,  für  welches  die  vierte  Ecke  der  HOhenschnitt- 
ponkt  ist  Dieser  hat  eine  Potenz  in  Bezog  auf  jenes  Dreieck.  Wir  unter- 
suchen die  Abhängigkeit  dieser  Potenzen  von  dem  Viereck  ABCJ. 

Zunächst  stellen  wir  die  Werthe  für  die  Potenzen  der  vier  Dreiecke 
ABO,  ABJ,  BCJ  und  ACJ  auf. 

Im  Dreieck  ABC\siJ  der  Höhenschnittpunkt.  Seine  Potenz  ist  negativ 
und  sei  mit — p^  bezeichnet  Dann  ergiebt  sich  nach  Satz  I  für  diese 
Potenz: 

1 )  JA.JA,^JB.JB,=^JC.JC^  =  -  Pi\ 

Das  Dreieck  ABJ  hat  0  zum  HOhenschnittpnnkt.  Seine  Potenz  seijpe^. 
Sie  wird  ausgedrückt  durch: 

2)  CA .  CB,  =  CC,  .CJ^OB.  CA^  =  M 

Das  Dreieck  BCJ  hat  A  zum  Höhenschniltpunkt.  Seine  Potenz  pj 
hat  den  Werth: 

3)  AB.AC,^JA,.AJ==^AC.AB^=:^Pa\ 

Das  Dreieck  ACJ  hat  B  zum  HOhenschnittpunkt.    Seine  Potenz  pb*  ist: 

4)  BA.BC,^BB^.BJ=BC.BA^^pi?. 

Addiren  wir  1)  zu  3),  so  folgt: 

JA.JA^^AA^.AJ^^-Pi^+Pa^^JAiJA^  +  A.A) 
oder: 

5)  Pa^^p^=AJ\ 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  durch  Addition  von  l)  und  4)  und  1)  und  2): 

pi?-p?=BJ\    Pc'-P^=^CJK 

Addiren  wir  3)  und  4),  so  folgt: 

AB.AC^  +  BA.BC,^Pa^+Pö^=-AB{ACi  +  C,B) 
oder: 

6)  pJ+pö^^AB». 

In  analoger  Weise  folgt  aus  3)  und  2)  und  aus  2)  und  4): 

Pa^+Pc^^AC*  und  pi'+pc^^BCK 
Wir  schliessen  daher: 

Satg  IL   Das  Quadrat  aus  der  Entfernung  zweier  Ecken  eines 
orthogonalen    Vierecks    ist    gleich   der   algebraischen 
Summe  der  Potenzen  dieser  Ecken. 
Subtrahiren  wir  die  Gleichungen  5)  und  6)  in  der  Weise  voneinander, 
dass  je  eine  t'otenz  wegflillt,  so  folgt: 

und 

8)  pJ+Pi^^AB^^JB^^AC^'-JC. 

Allgemein  lässt  sich  dies  so  ausdrücken: 
SaiB  III.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  die  Differenz  der 
Potenzen  von  zwei   Ecken   gleich   der   Differenz   der 
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Quadrate  voq  denjenigen  Seiten,  welche  durch  diese 
zwei  Ecken  and  eine  dritte  Ecke  gehen. 
Dividiren  wir  3)  darch  1),  so  folgt: 

AA,.AJ'^  pa^ 

oder 

Dividiren  wir  mit  4)  in  3),  so  erhalten  wir: 

AB.AC,  ^Pa^ 

BA.BC^  ^'  pö^ 

oder 

Wir  sprechen  dies  dahin  aus: 
Satis  IV,  Die  Potenzen  von  zwei  Ecken  des  orthogonalen  Vier- 
ecks verhalten  sich  ihrem  absoluten  Werthe  nach  wie 
die    Abstände    dieser   Ecken    von    dem    in    ihrer   Seite 
liegenden  Diagonalpunkte. 
Vergleichen  wir  die  Inhalte  der  Dreiecke  BAC  und  BJC^  so  folgt: 
ABAC ^  bc  ^AA^ 
ABJC       &,Ci       J^i 
Dies  in  9)  eingesetzt,  ergiebt: 

11)  H^P- 

Pi  h^i 

Analog  finden  wir: 

Pb^       ac         .    jpc^       ab 

£~= und    ±---=— — • 

Pt^       a^Ci  Pi*       a^b^ 

Dividiren  wir  diese  Gleichungen  paarweise  durcheinander,  so  folgt: 

Pa*'"»^'      Pe^^ac^' 
Wir  fassen  11)  und  12)  zusammen  in  den: 
S(de  F.  Das  Rechteck  aus  zwei  Seiten  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks verhält  sich  zu  dem  Bechteck  aus  den  gegenüber- 
liegenden Seiten,  wie  der  absolute  Werth  der  Potenz 
des  Punktes,  in  dem  sich  die  zwei  ersten  Seiten  schnei- 
den,   zum   absoluten  Werthe    der  Potenz    des    Schnitt 
Punktes  der  zwei  anderen  Seiten. 
Multipliciren  wir  11)  mit  12),  so  ergiebt  sich: 

13)  ^?^-  =  l. 

PbPi       bi 

Dividiren  wir  11)  durch  12),  so  ist: 

14)  Pa-Pi^Ot^^ 

Pb'Pe       a 
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In  Worten  ausgedrückt,  beisst  dies: 
S(ä0  VI,  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  verhält  sich  das  Pro- 
duct  aus  dem  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  von  zwei 
Potenzen  zu  dem  der  zwei  anderen,  wie  die  Seite,  auf 
der  die  Ecken  der  zwei  ersten  Potenzen*  liegen,  zur 
gegenüberliegenden  Seite. 
Addiren  wir  die  Gleichungen  5)  und  6),  so  folgt: 

15)    AJ^  +  BC^^Pa^+P|,^+Pc^-p^^  =  BJ^  +  AC*  =  CJ^  +  ÄB^ 

oder: 

Säte  VII,  Die  Summe  der  Quadrate  von  zwei  gegenüberliegen- 
den Seiten  eines  orthogonalen  Vierecks  ist  gleich  der 
Summe  der  Potenzen  der  vier  Ecken. 

3. 

Die  Entwickelungen  von  2  führen  uns  zu  einer  räumlichen  Darstellung 
der  Potenzen  eines  orthogonalen  Vierecks.** 

Wir  gehen  von  drei  Kugeln  aus,  welche  resp.  ^B^  BCy  CA  zu  Durch- 
messern haben.  Jede  dieser  Kugeln  schneidet  die  andere  in  einem  Kreise. 
Die  Ebenen  dieser  Kreise  stehen  zu  der  Ebene  des  Vierecks  senkrecht  und 
gehen  durch  seine  inneren  Seiten.  Folglich  haben  diese  Ebenen  die  Gerade 
gemeinsam,  welche  im  Punkte  J  zur  Ebene  des  Vierecks  senkrecht  steht. 
Daher  schneiden  sich  die  drei  Kugeln  in  zwei  Punkten  00*  der  erwähnten 
Senkrechten.  Durch  00*  gehen  die  Kreise,  in  welchen  sich  je  zwei  der 
drei  Kugeln  schneiden.  JA^^  BB^^  CCy  sind  Durchmesser  dieser  Kreise. 
Also  werden  AAy^  ^^u  ^C^  von  0  und  0*  aus  unter  rechtem  Winkel 
gesehen.  Mithin  ist  der  Abstand  der  Punkte  00*  von  /  gleich  dem  abso- 
luten Werthe  der  Wurzel  aus  der  Potenz  von  /,  d.  h.  gleich  pi. 

Verbinden  wir  jetzt  0  oder  O*  mit  den  äusseren  Punkten  des  Vierecks, 
80  bilden  diese  Verbindungslinien  bei  0  oder  0*  eine  rechtwinklige  körper- 
liche Ecke.     Für  die  Längen  ihrer  Kanten  zwischen  0  und  ABC  gelten 
daher  die  Beziehungen,   welche  wir  in  Satz  II  ausgesprochen  haben.     Mit- 
bin stellen  diese  Kantenlängen  PaPbPe  vor.     Wir  sagen  daher: 
Satz  VIII.  Construiren    wir   eine   rechtwinklige   Ecke,    deren 
Kanten  durch  die  äusseren  Ecken  ^BC  eines  ortho- 
gonalen Vierecks  ^fC/Jgehen,  so  stellen  die  Längen 
der  Kanten  zwischen  dem  Scheitel  0  der  Ecke  und 
ABC  die  Wurzeln  aus  den  Potenzen  von   ABC  vor. 
Der  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Ebene  des  Vier- 
ecks giebt  den  absoluten  Werth  der  Wurzel  aus  der 
Potenz  der  inneren  Ecke  an. 


•  Wir  bezeichnen  hier  —  wie  im  Folgenden  -  stets  der  Kürze  halber  die  Ecke, 
in  Bezug  aufweiche  die  Potenz  einen  bestimmten  Werth  hat,  als  die  Ecke  dieser  Potenz. 

*♦  Vergl.  meine  Axonometrie  und  Perspective  (Metzler  1887),  S.  3.  ^  , 
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4. 
Mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung  von  3  drücken  wir  die  Winkel 
von  ABCJ  aus  (Fig.  1).  Wir  beginnen  mit  dem  Winkel  «,  den  zwei 
äussere  Seiten  BA  und  CA  miteinander  einschliessen.  Zu  seiner  Bestim- 
mung benutzen  wir  die  körperliche  Ecke  mit  dem  Scheitel  A  und  den 
Kanten  AB^  AG  und  AO.  Der  Winkel  an  der  Kante  AO  ist  ein  rechter. 
Daraus  folgt  nach  dem  Cosinussatze: 

1)  cosu^co8BA0.€O8CA0=^'%'^^  ^*. 

aB  AC      c.h 

Ist  o,  der  Winkel,  den  zwei  innere  Seiten  JB  und  JC  miteinander  bilden, 
so   ist  cosa  =  —  co8a^j  d2k  a  + 0^  =  190^.     Berücksichtigen  wir,   dass  nach 

Satz  V   ^=:-^,  so  folgt: 

2)  -«--.^- 

Wenden  wir  uns  zu  dem  Winkel  d,   den  eine  äussere  Seite  AB  mit 
einer  inneren  einschliesst,  so  ist: 

3)  eosd='        _ 

BA      üiC 

Aus  diesen  Beziehungen  schliessen  wir: 

ScUz  IX.  Der  Cosinus  eines  Winkels  im  orthogonalen  Viereck 
ist  gleich  der  Potenz  des  Scheitels,  dividirt  durch  das 
Prodnct    der    zwei    Seiten,    welche   die   Schenkel   des 
Winkels  bilden. 
Wir  gehen  zu  den  Sinus  der  Winkel  über. 
Rechnen  wir  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  aus,  so  ist: 

j      hc,9ina a.AA^ 

dakc 2       =— ^— . 

Berücksichtigen  wir,  dass  ^^,  =  ^-^9  so  folgt: 

^1 

a    pa* 

sina^ ^. 

a^    hc 

Setzen  wir  für  a  den  Werth,  der  sich  aus  14)  von  3  ergiebt,  so  folgt: 


,AA,_p^^ 


4)  sinazzz 


Pa'Pb'Pe 


Pt>h,c 
Nun  ist  sma^sina^.    Ersetzen  wir  nach  11)  von  3  6c  durch  h^c^^  so  ist: 

5)  8ina,  =  ^'-{^'^-^. 

Pa'h^.c^ 

Für  den  Winkel  ö  finden  wir  sin  6= ?  -    Für  BA,  können  wir  —  setzen. 

c  '  a 

a  rechnen  wir  aus  14)  von  3  aus.     Dann  folgt: 


6)  ^^  =  ?!-?*i^. 

/'c.a,.c 
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Aus  4),  5)  und  6)  ergiebt  sich: 
Säte  X,  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  erhalten  wir  den 
Sinns  eines  Winkels,  wenn  wir  die  absoluten  Wnrzel- 
werthe  derjenigen  drei  Potenzen  miteinander  mnlti- 
pliciren,  deren  Ecken  anf  den  Schenkeln  des  Winkels 
liegen,  und  dieses  Product  dnrch  ein  zweites  dividi- 
ren,  welches  ans  denSchenkeln  desWinkels  und  dem  ab- 
soluten Wnrzelwerthe  der  vierten  Potenz  gebildet  ist. 

Dividiren  wir  4)  durch  1),  so  folgt: 

7)  %r«-^^-^'- 


Pa-Pi 

Durch  Division  von  sinß  durch  eosß  und  von  sind  durch  cos 8  ergiebt  sich: 

und  •       ^*-^' 

9)  tgd^^^^^. 

Aus  diesen  Gleichungen  lesen  wir: 
Satz  XJ.  Das  Product  aus  den  absoluten  Wurzelwerthen  von 
zwei  Potenzen,  dividirt  durch  dasjenige  der  zwei  an- 
deren Potenzen,  ist  dem  absoluten  Werthe  nach  der 
Tangente  des  Winkels  gleich,  dessen  ^chenkel  durch 
die  Ecken  der  zwei  ersten  Potenzen  gehen. 
Dividiren  wir  7)  durch  8),  so  folgt: 

10)  IJ"'??  ^^^'^  Pa^tga^pi^.tgß. 
Es  gilt  daher  allgemein: 

SaiB  XII.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  das  Product  aus 
der  Tangente  eines  Winkels  in  die  Potenz  seines 
Scheitels  constant. 

5. 

Wir  benutzen  die  Entwickelungen  von  4,  um  einige  weitere  Sfttze  für 
das  orthogonale  Viereck  aufzustellen.  Zunächst  berechnen  wir  den  Inhalt 
der  vier  Dreiecke,  ans  denen  das  orthogonale  Viereck  besteht.  Sei  Jabc  der 
Inhalt  des  Dreiecks  ABC^  so  ist: 

1)  Ja*c  =  -^m«  =—2^; 

Bezeichnen  wir  mit  Jaie  <len  Inhalt  von  AJC^  so  ist: 

2)  •'«'«=  2  ^"^="~2]s: — 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  die  Inhalte  von  AJB  und  BJC,     Wir 
schliessen  daher: 
Säte  XIII   Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  Product 

aus    den    absoluten    Wnrzelwerthen    der   Potenzial  t 
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seiner  Ecken,   dividirt  durch  den  halben  absoluten 
Wurzelwerth  der  Potenz  des  Uöhenschnittpunktes. 
Aus  diesen  Inhalten  lässt  sich  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  Poten- 
zen des   orthogonalen  Vierecks  ableiten.     Wir  können  nämlich  Jabe  durch 
Summation  der  Inhalte  von  BJC^  BJ^A  und  CJA  finden.     Setzen  wir  den 
so  bestimmten  Inhalt  dem  in  1)  berechneten  gleich,  so  folgt: 

d.  h.: 

Sat0  XIV.   Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  die  Summe  aus 

den   reciproken  Werthen  der  Potenzen  von  den  drei 

äusseren  Ecken    gleich    dem    reciproken    absoluten 

Werthe  der  Potenz  der  inneren  Ecke.* 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Dreieck  A^B^C^  der  Diagonalpunkte. 

Die  Entfernung  von  zwei  Diagonalpunkten  ^f^,  B^  erhalten  wir,  indem 

wir  für  das  Kreisviereck  A^JB^C  den  Ptolemäischen  Satz  anwenden.    Nach 

demselben  ist: 

A^B^.  JC=^  CB^.  JA,  +  B^J.  J^C. 
Daraus  folgt: 

4)  A,B,  =  '-^=^ccosY. 

Wir  finden  somit  die  Entfernung  von  zwei  Diagonalpunkten  des  ortho 

gonalen  Vierecks  nach  folgendem: 

Satz  XV.  Multipliciren  wir  eine  äussere  Seite  des  orthogona- 
len Vierecks  mit  dem  Cosinus  des  gegenüberliegen- 
den Winkels,  so  giebt  das  Product  die  Entfernung 
derjenigen  Diagonalpankte  des  Vierecks  an,  welche 
auf  den  zwei  anderen  äusseren  Seiten  liegen. 

B.  Die  Potenzkreise  des  orthogonalen  Vierecks. 

6. 
Wir  beschreiben  nun  aus  den  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  JBCJ 
mit  den  resp.  Badien  Pa,  Pbt  Pcy  Pi  Kreise.    Wir  nennen  dieselben  Potenz- 
k reise**   der  Ecken   ABCJ  und   untersuchen   die  gegenseitige  Lage  der 
Kreise  (Fig.  2  u.  3). 


*  Hoffmann,  Zeitschrift  f  mathem.  u.  naturwissenschaftl.  Unterricht.  Jahr- 
gang XIX  S.  98,  Aufg.  753. 

♦*  Vergl.  Townsend,  Chapters  of  the  modern  geometry  of  the  point,  line 
and  circle.  1863.  Vol.  I  pag.  221.  Townsend  nennt  einen  solchen  Kreis  ,^fAe 
polar  circle  of  the  triangle''.  Derselbe  Ausdruck  findet  sich  in  einer  Abhandlung 
von  Walker,  Demonstration  of  some  known  geometrical  theorems.  Quarterly 
Journal  of  pure  and  applied  mathematics,  Vol.  8,  Jahrg.  1867.  (Diese  Notiz  ver- 
danke ich  bestens  Herrn  Prof.  Lieber.)  Der  Ausdnick  Potenzkreis  scheint  mir 
durch  den  Gedankengang  gegeben  zu  sein,  den  meine  Abhandlung  verfolgt. 
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Den  Potenzkreis  Pf  des  Punktes  /  erhalten  wir,  indem  wir  über  AA^ 
einen  Kreis  KJ  zeichnen;  in  /  errichten  wir  eine  Senkrechte  zxk  AJ^^  welche 
Jr«>  in  0  treffe  (Fig.  2).  Dann  ist  JO  der  Radios  des  Kreises  Pf.  A  0 
ist  nach  Satz  11  der  Badins  von  P^.  Benutzen  wir  zur  Construction  Ton 
Pf  die  Kreise  über  BBy^  CO^t  so  gelangen  wir  zugleich  zu  den  Potenz- 
kreisen Ph\  Pf.    Wir  scbliessen  daher: 

Sittß  X,VI.  Die  Potenzkreise  einer  inneren  und  äusseren  Ecke 
des  orthogonalen  Vierecks  schneiden  sich  auf  einer 
Geraden,   welche   in   der  inneren  Ecke  zur  Verbin- 
dungslinie beider  Ecken  senkrecht  steht 
Wir  wenden  uns  zu  zwei  Süsseren  Ecken  J.^  des  Vierecks.     Zwischen 
ihnen  liegt  der  Diagonalpunkt  Cy.    um  die  Potenzkreise  von  A  und  B  zu 
bestimmen,    bemerken    wir,    dass    nach    Definition:    AC^.AB^^p^    und 
BG^.BA=ipf.    Wir  construiren  diese  Belation ,  indem  wir  über  ^£  einen 
Kreis  beschreiben  und  denselben  mit  der  Geraden  0^  0  schneiden.   Verbinden 
wir  einen  dieser  Schnittpunkte  mit  A  und  J?,  so  stellen  die  Lftngen  der 
Verbindungslinien  resp«  p«  und  p»,  d«  h.  die  Badien  der  Potenzkreise  P«^ 
Pf  vor.     Fohren  wir  eine  analoge  Schlussweise  ftlr  die  Potenzkreise  der 
Ecken  BC  und  CA  durch,  so  gelangen  wir  zu  folgendem: 
Sai$  XVII.  Die  Kreise  Ober  zwei  äusseren  Seiten  des  orthogo- 
nalen Vierecks  ABCJ  schneiden  aus  ihren  gegen- 
flberliegenden  inneren  Seiten  je  zwei  Punkte  vom 
Potenzkreise  der  Ecke,   welche  den  zwei  äusseren 
Seiten  gemeinsam  ist  (Fig.  3). 
Nach  diesem  Satze  schneiden  die  drei  Kreise  über  den  äusseren  Seiten 
des  Vierecks   aus    den   gegenüberliegenden   inneren    Seiten   sechs  Punkte, 
welche  dreimal  zu  Tieren  auf  den  Potenzkreisen  der  äusseren  Ecken  liegen. 
Wir  nennen  diese  sechs  Punkte  die  Potenzkreisschnittpunkte.     Je 
zwei  Ton  ihnen  auf  einer  inneren  Seite  sind  zur  gegenüberliegenden  äusse- 
ren Seite  orthogonal  symmetrisch.    Von  einem  solchen  Paare  liegt  der  eine 
Punkt   im  Innern,   der   andere  ausserhalb   des  Dreiecks  ABC.     Damach 
unterscheiden  wir  diese  Punkte  als  innere  und  äussere  Potenskreis- 
Schnittpunkte.    Die  auf  a^  liegenden  bezeichnen  wir  mit  Zf^,  La*     Die 
Potanzkreisschnittpunkte  in  \  seien  Mi  und  Jlf^.     Die  Potenzkreisschnitt- 
punkte in  Cj  endlich  seien  mit  Ni  und  Na  bezeichnet    Li ,  If; ,  ^i  sind  die 
drei  inneren,  £«,  Jf«,  Na  die  drei  äusseren  Potenzkreisschnittpunkte. 

7. 

Wir  leiten  einige  Beziehungen  für  die  Potenzkreisschnitt- 
punkte ab,  indem  wir  in  anderer  Weise  als  in  3  die  Potenzen  auf  den 
Baum  übertragen. 

Wir  errichten  in  den  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  zu  seiner  Ebene 
Senkrechte.     Auf  den  Senkrechten  in  ^^C  tragen  wir  nach  beiden  Seiten 
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der  Ebene  die  resp.  Längen  pa^  Pbt  Pe  ab.  Pa>  A,  Pe  seien  die  End. 
punkte,  welche  aaf  einer  Seite  der  Ebene  liegen.  Pa*^  Pb\  ^«*  seien  die 
Endpunkte  auf  der  andern  Seite.  Auf  der  Senkrechten  in  J  tragen  wir 
nach  einer  Seite  die  Länge  Pi  ab.     0  sei  der  Endpunkt. 

Jetzt  projioiren  wir  aus  0  die  Punkte  Pay  Phy  Po  und  P.*,  P**,  Fe* 
auf  die  Ebene  des  Vierecks.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  diese  Pro- 
jectionen  die  Potenzkreisschnittpunkte  sind.  Wir  führen  diesen  Beweis  fttr 
die  Potenzkreissohnittpunkte,  welche  in  der  Ebene  ÄOÄ^  liegen  und  um 
A^  0  von  ^1  entfernt  sind  (Fig.  4).  In  der  erwähnten  Ebene  liegt  die  Ge- 
rade OPa*y  welche  A^M  im  Punkte  Li  schneide.  Nun  ist  JOs^p^^^jP^*. 
Daraus  folgt :  LJPa*0=LAO  Pa*.  Ferner  ist  LAPa*O^L  Pa*  OJ.  Folg- 
lieh  halbirt  OPa*  den  Winkel  ^0/.  Bemerken  wir,  dass  ^^0^^1=90^  so 
muss  y^OX,  =  90« -y^OP«*  =  900- Pa*OJ=OA^  sein.  Mithin  ist 
AiO=  J^Li.  Also  ist  in  der  That  der  Schnittpunkt  von  OP^*  mit  A^^^ 
ein  Potenzkreisschnittpunkt. 

Verbinden  wir  0  mit  P«,  so  ist  diese  Gerade  die  zweite  Halbimngs- 
linie  des  Winkels  jiOJ  und  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  in  X^t  d.  h. 
im  zweiten  der  Potenzkreisschnittpunkte  auf  a^.  Aus  dieser  Darstellung 
ziehen  wir  einige  Schlüsse  über  die  gegenseitige  Lage  von  X^,  2/«.  ji  liegt 
in  der  Mitte  von  P«  und  Pa*.  Also  bildet  A  mit  PaPa*  eine  harmonische 
Gruppe,  deren  vierter  Punkt  unendlich  fern  liegt.  Projioiren  wir  diese 
Gruppe  aus  0  auf  die  Ebene  des  Vierecks ,  so  erhalten  wir  die  harmonische 
Gruppe  AJLaLi,  Anders  ausgedrückt  heisst  dies:  Die  Geraden  OX«,  OLi 
sind  Doppelstrahlen  einer  Involution,  für  welche  OA  und  OJ  ein  Paar  ist. 
Dieses  bildet  mit  den  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel.  Also  ist  jedes  Ge- 
radenpaar, welches  mit  den  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  bildet,  ein  Paar 
der  Involution.  Wir  heben  dasjenige  hervor,  dessen  Strahlen  in  0  resp. 
zu  OA  und  OJ  senkrecht  stehen.  Der  erste  Strahl  dieses  Paares  schneidet 
die  Ebene  des  Vierecks  m  A^.  Der  zweite  ist  zu  der  Ebene  des  Vierecks 
parallel.  Mithin  ist  A^  Mittelpunkt  der  Involution,  welche  X^X^  zu  Dop- 
pelpunkten und  AJ  ZM  einem  Paare  hat.  Wir  sagen  daher: 
Sota  XVIII.  Die  zwei  Potenzkreisschnittpunkte  auf  einer  in- 
neren Seite  eines  orthogonalen  Vierecks  sind  Dop- 
pelpunkte einer  Involution,  für  welche  die  Ecken 
ein  Paar  und  der  Diagonalpunkt  der  Seite  Mittel- 
punkt ist. 

8. 
Die  räumliche  Darstellung  von  7  führt  uns  zu  weiteren  Eigenschaften 
der  Potenzkreisschnittpunkte.  Die  Geraden  Li  Mi  und  L^Ma  sind  die 
Schnittlinien  der  Ebenen  Pa*  Pb*0  und  Pa  PtO  mit  der  Ebene  des  Vierecks. 
Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  8a  von  c  Folglich 
schneiden  sich  Li  Mi  und  LaMa  in  Sa.     Die  Geraden  LiMa  und  La  Mi  sind 
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die  Schnittlinien  der  Ebenen  Pa*  P^O  und  PaPh*0  mit  der  Ebene  des  Vier- 
ecks. Auch  diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  8i  von  e. 
Mithin  treffen  sich  die  Geraden  LiMa  und  La  Mi  in  St  (Fig.  3). 

In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  sich  MiNf  und  MaNa  in  einem 
Punkte  Oa  von  a  schneiden.  Die  Geraden  Mi  Na  nnd  MaNi  treffen  sich  in 
einem  Punkte  Qi  von  a.  Endlich  schneiden  sich  die  Geraden  LiNi  und 
La  Na  in  einem  Punkte  Ba  von  h  und  LtNai  NiLa  in  einem  Punkte  Rt. 
Femer  lesen  wir  aus  der  räumlichen  Darstellung,  dass  Pa*Pb*Po*  eine  Ebene 
bestimmen,  deren  Schnittlinie  g  mit  der  Ebene  des  Vierecks  4ie  drei  Punkte 
Om,  ^m*  Sa  cnthlüt.  Eine  weitere  Ebene  wird  durch  die  Punkte  /\,*,  P^*^  Pc 
bestimmt  Sie  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  in  einer  Geraden  8^  welche 
die  Punkte  S*«,  Qi,  Ri  enthält.  Die  Ebene  Pb*P*Pa  trifft  die  Ebene  des 
Vierecks  in  einer  Geraden:  q^  auf  der  Q«,  Ri,  St  liegen.  Die  Ebene 
Pa*Pe*Pb  schneidet  aus  der  Ebene  des  Vierecks  einö  Gerade  r,  welche  die 
Punkte  Ra,  Qi,  8i  enthält. 

Wir  fassen  das  Bewiesene  dahin  zusammen: 
Sat0  XIX.    Vier  Potenzkreisschnittpunkte,  welche  auf  zwei  in- 
neren Seiten   eines    orthogonalen  Vierecks   liegen, 
bilden  ein  neues  Viereck,   fttr  welches  die  den  in- 
neren Seiten  anliegende  äussere  Seite  eine  Diago- 
nale ist. 
Wir  erhalten  nach  diesem  Satze  die  sechs  Potenzkreisschnittpunkte  in 
drei  Vierecke  geordnet  und  sagen  von  ihnen: 

Sat0  XX.   Die  sechs  Potenzkreisschnittpunkte  bilden  drei  Vier- 
ecke,  welche  die  innere  Ecke  des  orthogonalen  Vier- 
ecks zum  gemeinsamen  Diagonalpunkte  haben.     Die 
übrigen    sechs    Diagonalpunkte    liegen    viermal    zu 
dreien   auf  den   Seiten   eines  Vierseits,    für   welches 
die   äusseren   Seiten   des   orthogonalen   Vierecks   die 
Diagonalen    und   die   äusseren   Ecken    die   Diagonal* 
punkte  sind. 
Zur  gegenseitigen  Lage  der  Punktepaare  QiQa^  BiBa^  SiSa  bemerken 
wir  noch,   dass   diese  Paare   durch   die  äusseren  Ecken   des  orthogonalen 
Vierecks   harmonisch   getrennt  werden.     Folglich  liegt  von  diesen  Paaren 
stets  der  eine  Punkt  zwischen  den  resp.  Ecken  des  Vierecks,  der  andere  ausser- 
halb.   Wir  deuten  diese  Unterscheidung  durch  die  Indices  i  und  a  an.    Das 
Vierseit  gqrs   nennen   wir  Potenzvierseit*  des  orthogonalen  Vierecks 
ABOJ. 

9. 
Die  Potenzkreisschnittpunkte  und  die  sechs  Ecken  des  Potenzvierseits 
lassen  sich  von  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  aus  betrachten. 

•  In  Fig.  8  sind  die  Seiten  dieses  Vieraeits  doppelt  gezogen. 
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Wir  zeigten  oben,  dasB  die  Oeraden  OFa  und  OP^  ans  der  Ebene 
des  Vierecks  ABCJ  die  Punkte  X<,  La  schneiden.  Nun  ist  PaP/  parallel 
zu  OJ.  Ferner  ist  -^P«  =  -<iP«*=i>«  und  OJ^Pi.  Mithin  theilen  die 
Punkte  Li,  La  die  Strecke  AJ  im  Verhttltniss  +  Pa-Pi^  Daraus  folgt, 
dass  X|,  La  der  innere  und  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Potenzkreise 
von  A  und  /  sind. 

Unter  8  haben  wir  gesehen,  dass  Qa^  Qi  die  Schnittpunkte  der  Ebenen 
FkPc*0  und  PtPeO  mit  a  waren.  Folglich  treffen  die  Oeraden  P^Pe*  und 
P^Po  ^6  Linie  a  resp.  in  OiQa*  Weil  aber  BPh  parallel  zu  P^Pe*  ist 
und  weil  BPb^pbj  CPc^Pc^OPc*,  so  müssen  die  Punkte  0«,  Qi  die 
Strecke  £0  im  Verhältniss  +Ph:po  theilen.  Also  sind  £)«,  Qi  der  äussere 
und  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  Potenzkreise  von  B  und  C. 

Eine  ähnliche  Schlnssweise  gilt  ftlr  die  übrigen  Potenzkreisschnittpunkte 
und  die  übrigen  Ecken  des  Potenzyierseits.  Wir  kOnnen  daher  aus  den  in 
8  bewiesenen  Sätzen  folgende  neue  ableiten: 

Satz  XXL  Die  Aehnlichkeitspunkte  zwischen  den  Potenzkrei- 
sen einer  inneren  und  äusseren  Ecke  des  orthogo- 
nalen Vierecks  liegen  auf  den  Potenzkreisen  der 
zwei  anderen  Ecken. 

S(Ue  XXIL  Die  gleichnamigen  (d.  h.  äusseren  oder  inneren)  Aehn- 
lichkeitspunkte zwischen  dem  Potenzkreis  der  in- 
neren Ecke  und  den  Potenzkreisen  von  zwei  äusse- 
ren Ecken  liegen  mit  dem  äusseren  Aehnlich- 
keitspunkte der  letzteren  Potenzkreise  in  einer 
Oeraden. 

Der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zwischen  dem 
Potenzkreis  der  inneren  Ecke  und  dem  einer  äusse- 
renEcke  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  zwischen 
dem  Potenzkreis  einer  zweiten  äusseren  und  dem 
der  inneren  Ecke  liegt  mit  dem  inneren  Aehnlich- 
keitspunkt der  Potenzkreise  der  erwähnten  zwei 
äusseren  Ecken  in  einer  Oeraden. 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  Potenz- 
kreise der  drei  äusseren  Ecken  liegen  in  einer  Oe- 
raden. Der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Po- 
tenzkreise von  zwei  äusseren  Ecken  liegt  mit  den 
zwei  inneren  Aehnlichkeitspunkten  dieser  Potenz- 
kreise und  des  Potenzkreises  der  dritten  äusseren 
Ecke  in  einer  Oeraden. 
Nach  diesem  Satze  geben   durch  jeden   der  zwölf  Aehnlichkeitspunkte 

Tier  Oerade,  welche  je  zwei  weitere  Aehnlichkeitspunkte  enthalten. 
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10. 
Wir  constmiren  jetzt  eine  Kugel  K^^  welche  A  zum  Mittelpunkte  and 
Pa  zum  Radius  hat.     Sie  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  im  Potenzkreise 
T^  Ton  A.    Sie  geht  durch  0  und  wird  in  diesem  Punkte  von  der  Ebene 
OBC  berflhrt,  weil  diese  Ebene  zu  OA  senkrecht  steht.     2  sei  ein  belie- 
biger Punkt  von  BC.     Seine  Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugel  JET«'  ist  gleich 
dem  Quadrate  der  Tangenten  an  K^.    Eine  dieser  Tangenten  ist  die  Linie 
XO,  welche  den  Längen  'X.'Li  und  ZX«  gleich  ist.     Zwei  weitere  Tangen- 
ten berflhren  den  Kreis  P«'.     Auch  ihre  Lftngen  sind  gleich  'X.Li^  XLa. 
Folglich    liegen    die  Berflhrnngspunkte   der   letzteren  Tangenten    mit    den 
Paukten  Lt^  La  auf  einem  Kreise  aus  X     Derselbe  schneidet  P«*  recht- 
winklig.    Gehen  wir  von  den  Ecken  P,  C  aus  und  fahren  wir  den  analogen 
Gedankengang  durch,  so  gelangen  wir  zu  folgendem: 
Satit  XXIII.  Jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  äusse- 
ren Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegt  und  der 
durch  die  Potenzkreisschnittpunkte  auf  der  gegen- 
überliegenden inneren  Seite  geht,   schneidet  den 
Potenzkreis  der  gegenüberliegenden  äussern  Ecke 
rechtwinklig. 
Sei    e   eine   beliebige    Gerade   in   der   Ebene   des  Vierecks    (Fig.  2). 
€  schneide  aus  den  äusseren  Seiten  a,  5,  e  des  Vierecks  die  Punkte  M^^ 
If«,  Jfe.     Dann  sind  die  Längen  MaOy  MtO,  McO  gleich  den  Radien  der 
Kreise  aus  Ma^  %,  üfo?  welche  die  resp.  Potenzkreise  P«*,  P^^  F^  recht- 
winklig schneiden.     Diese  Orthogonalkreise  sind  mithin  denjenigen  Kreisen 
aas  Mm,  Mb,  Mo  gleich,  welche  durch  0  gehen.    Legen  wir  also  die  letz- 
teren  Kreise  um  e  um,   so  erhalten   wir  die  erwähnten  Orthogonalkreise. 
Folglich  haben  dieselben  den  Punkt  gemeinsam,  welcher  die  ümlegung  Ton  0 
ist.     Dieser  befindet  sich  in  einer  Geraden  /*,  welche  durch  die  Orthogonal- 
projection   des  Punktes  0,    d.  h.  durch  J  geht  und   zu  e  senkrecht  steht. 
f  enthält  somit  auch  den  zweiten  Punkt,  welcher  den  drei  Orthogonalkreisen 
gemeinsam  ist. 

Wir  bemerken  noch,  dass  der  umgelegte  Punkt  0  von  e  um  eine  Länge 
entfernt  ist,  welche  durch  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
gemessen  wird,  das  Pi  zu  einer  und  den  Abstand  des  Punktes  J  yon  e  zur 
andern  Kathete  hat  Daraus  folgt  aber,  dass  der  Kreis  aus  dem  Schnitt- 
punkte Mi  Ton  e  und  /*,  welcher  zu  P«'  senkrecht  steht,  aus  f  die  zwei 
gemeinsamen  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Orthogonalkreise  schneidet. 
Wir  sagen  daher: 

Satg  XXIV.  Gonstruiren  wir  aus  drei  Punkten  einer  Geraden  e, 
welche  auf  den  äusseren  Seiten  eines  orthogonalen 
Vierecks  liegen,  zu  den  resp.  Potenzkreisen  der 
gegenüberliegenden  äusseren  Ecken  die  Orthofl^  t 
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nalkreise,  so  schneiden  diese  sich  in  zwei  Pankten, 
welche  auf  einer  Geraden  f  darch  die  innere  Ecke 
des  Vierecks  liegen.  Durch  dieselben  Punkte  geht 
auch  der  Kreis  aus  dem  Schnittpunkte  von  e  und  /*, 
welcher  zu  dem  Potenzkreis  der  innerenEcke  ortho- 
gonal steht. 

11. 

Durch  die  Potehzkreisschnittpunkte  können  wir  ausser  den  Potenzkreisen 
und  den  Kreisen  über  den  Susseren  Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  noch 
weitere  Kreise  legen.  Einer  von  ihnen  —  11^  —  geht  durch  die  inneren 
Potenzkreisschnittpunkte  Xj,  J9ff,  Ni.  Ihm  steht  ein  Kreis  77a'  gegen- 
über, der  die  äusseren  Potenzkreisschnittpunkte  enthält.  Ferner  wird  durch 
je  zwei  innere  Potenzkreisschnittpunkte  und  einen  äusseren,  der  mit  jenen 
nicht  auf  derselben  Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegt,  ein  Kreis  be* 
stimmt.  Je  ein  zweiter  geht  durch  die  drei  anderen  Potenzkreisschnitt- 
punkte.    Darnach  erhalten  wir  folgende  Kreise: 

Ein  Kreis  "L?  geht  durch  die  Punkte  LiMaNa;   ein  zweiter  La^  geht 

durch  LaMiNi. 
Ein  Kreis  M^  geht  durch   die  Punkte  LaMiNa\  ein  zweiter  Ma'  geht 

durch  LiM^Ni, 
Ein  Kreis  Nj*  geht  durch   die  Punkte  L^MaNi^   ein  zweiter  N«'  geht 
durch  Li  Mi  Na. 
Wir   wollen   diese   vier  Paare  von  Kreisen  duale  Potenzschnitt- 
kreise nennen. 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Kreise  Ili^  und  Ha*.  Der  erste  Kreis 
hat  mit  dem  Potenzkreise  Pa^  die  Punkte  3f<,  N^  gemeinsam,  der  zweite 
die  Punkte  JAf«,  Na.  Oben  zeigten  wir,  dass  sich  MiNi  mit  MaNa  in  dem 
Punkte  Qa  von  a  schneiden.  Also  haben  77^',  IIJ  mit  P«'  in  Bezug  auf 
Oa  dieselbe  Potenz.  Sie  ist  nach  10  gleich  dem  Quadrate  von  Qa^i.  Also 
muss  der  Kreis  aus  iß«,  welcher  die  Länge  OaLi  zum  Badius  hat,  die 
Kreise  U^y  il«^  rechtwinklig  schneiden.  Dieser  Kreis  geht  aber  durch 
Li  und  La'  Folglich  berührt  LiQa  in  Li  den  Kreis  ilj'.  LaOa  berührt 
in  La  den  Kreis  12«*  (Fig.  3). 

Nun  bemerken  wir,  dass  Qi  die  Strecke  J^C  im  Verhältniss  von 
—  PA'JPc  theilt.  In  dem  Dreieck  BLiC  ist  aber  BLi=^p^  und  LiC=spe, 
Daraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  dass  LiOi  den  Winkel  BLiC 
halbiri  Oben  (8)  bewiesen  wir,  dass  die  Punkte  Qay  Qi  von  B  und  C 
harmonisch  getrennt  werden.  Mithin  bilden  die  Geraden  LiQa^  LtQi  mit 
den  Geraden  LiB^  LiC  eine  harmonische  Gruppe.  Von  diesen  Geraden 
steht  LiB  zu  LiC  senkrecht.  Also  sind  LiQi  und  LiQa  die  zwei  Hai- 
birungslinien  des  Winkels  CLi  B.     Sie  stehen  daher  aufeinander  senkrecht 
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Verknüpfen  wir  diese  Bemerkung  mit  dem  geführten  Nachweis,  dass 
OaLi^  QaLa  die  resp.  Ejreise  11?^  11  J  berühren,  so  folgt,  dass  QiLi,  Q^La 
Durchmesser  dieser  Kreise  sind. 

Um  diesen  Schlüssen  eine  allgemeine  Form  za  geben,  müssen  wir  die 
gegenseitige  Lage  der  Punkte  Li  La  und  Qi  Qa  in  Worten  aasdrücken.  Diese 
Panktepaare  liegen  aaf  den  gegenüberliegenden  Seiten  a^ ,  a  des  orthogonalen 
Vierecks  ABCJ.  Wir  wollen  daher  Li  La  nnd  QiQa  gegenüberliegende 
Punkte  nennen.     Dann  scUiessen  wir: 

SaUi  XXV,  Verbinden  wir  eine  Sassere  Ecke  des  Potenzyierseits 
eines   orthogonalen  Vierecks  mit   dem   gegenüber- 
liegenden   inneren    (äusseren)    Potenzkreisschnitt- 
punkte,     so     berührt    diese    Verbindungslinie    den 
Kreis,  welcher  durch  die  inneren  (ftusseren)  Potenz- 
kreisschnittpunkte geht.   Verbinden  wir  die  inneren 
Ecken  des  Potenzvierseits  mit  den  gegenüberliegen- 
den inneren  (ftusseren)  Potenzkreisschnittpunkten, 
so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  im  Mit- 
telpunkte des  Kreises,   der  durch  die  drei  inneren 
(äusseren)  Potenzkreisschnittpunkte  geht. 
Um   die  zuletzt  bewiesene  Beziehung   kurz  auszusprechen,   bezeichnen 
wir  eine  Ecke  des  Potenzvierseits,  welche  in  a  liegt,  dem  Potenzkreise  der 
Ecke  A  gegenüberliegend.     Dann  folgt: 

Saijs  XXVL  Die  drei  Kreise,  welche  die  inneren  Ecken  des  Po- 
tenzvierseits eines  orthogonalen  Vierecks  zu  Mit- 
telpunkten haben  und  auf  den  Potenzkreisen  der 
gegenüberliegenden  Ecken  senkrecht  stehen,  be- 
rühren die  Kreise  durch  die  inneren  und  äusseren 
Potenzkreisschnittpunkte  in  diesen. 

12. 

Wir  wenden  uns  zu  dem  Potenzschnittkreispaare  L^'  und  La^  Diese 
Kreise  haben  mit  Pa*  die  resp.  Punktepaare  MaNa  und  MiNi  gemeinsam. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Pnnktepaare  schneiden  sich  in  0«.  Folglich 
haben  die  Kreise  L^',  L«'  und  Pa*  denselben  Orthogonalkreis  aus  0«-  Sein 
Radius  ist  OaLi  =  OaLa.  Also  berührt  OaLt  den  Kreis  L^'  in  Li,  QaLa 
berührt  La*  in  i«.  Weil  aber  £)oJ^i£>/ =  90^=  £>«ia£>o  so  ist  LiQt  ein 
Durchmesser  von  L^  und  LaQi  ist  ein  Durchmesser  von  L«'* 

Die  Kreise  L«',  L«'  haben  mit  dem  Potenzkreise  von  B  die  Punkte 
Li  Na  und  LaNi  gemeinsam.  Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare 
schneiden  sich  in  Ri.  Folglich  haben  die  drei  Kreise  L/*,  L«'  und  P^,^ 
denselben  Orthogonalkreis  aus  Jß<,  der  durch  M(  und  Ma  geht.  Mithin 
berührt  die  Gerade  RiMf  in  Mi  den  Kreis  L«'.  R{Ma  berührt  in  Jf«  den 
Kreis  L,*.  ^  t 
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Nun  können  wir  analog  wie  oben  (11)  beweisen,  dass  MtBt  auf  ICjit. 
senkrecht  steht  und  desgleichen  MaBi  auf  M^B^.  Daraus  ergiebt  sich, 
dass  MiBa  ein  Durchmesser  von  L«'  und  MaRa  ein  solcher  von  Li*  ist. 
Folglich  berührt  der  Kreis  aus  B^j  welcher  zu  P^*  senkrecht  steht,  in 
Mi  resp.  Mn  die  Kreise  L«',  L^, 

Schliesslich  untersuchen  wir  die  Beziehungen  der  Kreise  L^,  L^*  zum 
Potenzkreise  P^'  der  Ecke  C. 

P^  hat  mit  diesen  Kreisen  die  Punkte  LiMa  resp.  L^Mi  gemeinsam. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare  schneiden  sich  in  Sg.  Aus  St  Iftsst 
sich  daher  zu  den  drei  Kreisen  ein  Orthogonalkreis  legen.  Er  hat  SiNiy 
8iNa  zu  Radien.  Also  berührt  SiNt  in  JV|  den  Kreis  L«'.  8iN^  berührt 
in  Na  den  Kreis  Lf.  Weil  aber  Ä-^rfÄa  =  90^  =  S<^«S«,  so  ist  JViS.  ein 
Durchmesser  von  L«'.  N^Sa  ist  ein  Durchmesser  von  L^*.  Der  Kreis  aas 
8a i  welcher  zu  /*«'  senkrecht  steht,  berührt  folglich  den  Kreis  L«'  in  Nt  und 
Li*  in  Na. 

Wir  fassen  diesen  Gedankengang  in  folgenden: 
S(Uz  XXVII.   Der  Potenzschnittkreis,  welcher  durch  einen  in- 
neren (Süsseren)  und  zwei  äussere  (innere)  Potenz- 
kreisschnittpunkte eines  orthogonalen  Vierecks 
geht,   wird   im    inneren   (äusseren)   Potenzkreis- 
schnittpunkte von  der  Geraden  berührt,   welche 
durch   die   gegenüberliegende   äussere  Ecke   des 
Potenzvierseits  geht.    In  jedem  der  zwei  äusseren 
(inneren)  Potenzkreisschnittpunkte  wird  der  Kreis 
von  der  Geraden  berührt,  welche  den  Potenzkreis- 
schnittpunkt mit  der  gegenüberliegenden  inneren 
Ecke  des  Potenzvierseits  verbindet. 
Die  Hittelpunkte  der  in  Bede  stehenden  Potenzschnittkreise  ergeben 
sich  nach  folgendem: 

Scdz  XXVIII.  Verbinden  wir  einen  inneren  (äusseren)  Potenz- 
kreisschnittpunkt mit  der  gegenüberliegenden 
inneren  Ecke  des  Potenzvierseits  und  verbinden 
wir  zwei  äussere  (innere)  Potenzkreisschnitt- 
punkte, welche  mit  jenem  inneren  (äusseren) 
nicht  auf  derselben  Seite  des  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  mit  den  gegenüberliegenden  ftasse- 
ren  Ecken  des  Potenzvierseits,  so  schneiden  sich 
die  drei  Verbindungslinien  im  Mittelpunkte  des 
Kreises  durch  die  erwähnten  drei  Potenskreis- 
Schnittpunkte. 
Die  Beziehung  der  Potenzschnittkreise  zu  den  sechs  Kreisen  aus  den 
Ecken  des  Potenzvierseits  lässt  sich  dahin  aussprechen:      ^  , 
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Saiß  XXIX.  Zeichnen  wir  aus  drei  Ecken  —  einer  inneren  and 
zwei  ftneseren  —  des  PotensTiereeitSv  welche  auf 
drei  yerschiedenen  Seiten  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  die  Orthogonalkreise  zu  den  resp. 
Potenzkreisen  der  gegenflberliegenden  Ecken  des 
Vierecks,  so  bertthren  diese  Orthogonalkreise  in 
den  resp.  Potenzkreisschnittpunkten  diejenigen 
zwei  Potenzschnittkreise,  welche  die  den  erwfthn- 
ten  Ecken  des  PotenzTierseits  gegenüberliegenden 
inneren  resp.  äusseren  Potenzkreisschnittpunkte 
enthalten. 

13. 
Durch  jeden  Potenzkreisschnittpunkt  gehen  vier  Potenzschnittkreise.  Wir 
untersuchen  ihre  Abhängigkeit  voneinander,  indem  wir  eine  Gruppe  solcher 
Kreise  betrachten  und  auf  dieselbe  die  in  11  und  12  bewiesenen  Sätze  anwenden. 
Der  Punkt  Li  ist  den  vier  Kreisen  i7i',  L^*,  M«',  N«'  gemeinsam. 
Nach  Satz  XXV  berührt  die  Gerade  QaLt  in  Li  den  Kreis  H^'.    Die- 
selbe Gerade  berflhrt  nach  Satz  XXVII  in  Li  den  Kreis  L^'.    Also  berühren 
sich  n^  und  L^  in  Li.     Femer  wird  nach  Satz  XXVII  M«*  und  N«'  in 
Li  von  der  Geraden  LiQi  berührt    Also  berühren  sich  auch  diese  Kreise 
in  Li.     Wir  schliessen  daher: 

Sixta  XXX.  Durch  jeden  inneren  (äusseren)  Potenzkreisschnitt- 
punkt   gehen    vier   Potenzschnittkreise.      Ein  Paar 
von  ihnen   enthält  noch  je   einen  zweiten  inneren 
(äusseren)   Potenzkreisschnittpunkt.      Dieses    Paar 
berührt  sich   im  gemeinsamen  Potenzkreisschnitt- 
punkte und  ebenso  das  andere  Paar.  Die  Berührungs- 
sehne für  das  erste  Paar  geht  durch  die  innere  Ecke 
des   Potenzvierseits,  welche  dem  gemeinsamen  Po- 
tenzkreisschnittpunkte gegenüberliegi     Durch  die 
äussere  Ecke  geht  die  Bertthrungssehne  des  zweiten 
Paares.     Beide  Berührungssehnen  stehen  zueinan- 
der senkrecht. 
Wir  bemerken  noch,  dass  durch  zwei  Potenzkreisschnittpunkte,  welche 
auf  einer  inneren  Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegen,  zwei  Gruppen  von 
je  vier  Potenzschnittkreisen  gehen,  die  zueinander  dual  sind. 

14. 

Schliesslich  leiten  wir  einige  Beziehungen  für  die  Mittelpunkte 
der  Potenzschnittkreise  ab. 

Die  beiden  Dreiecke  LiMiNi  und  LaM^Na^  denen  die  resp.  Kreise 
Uf  und  H^  umschrieben  sind,  befinden  sich  in  perspectivischer  Laffnaiii^T 
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als  PerspectiTcentmm.  Jedes  dieser  Dreiecke  ist  nach  Satz  XXV  znm 
Dreieck  Oi^^iSi  perspectivisch.  Die  resp.  Perspectivcentra  sind  die  Mittel- 
punkte 77,-,  IIa  der  Kreise  17^,  17«'.  Diese  Mittelpunkte  liegen  folglich 
mit  dem  Punkte  /  auf  einer  Geraden. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreis- 
paare Li*  La*,  M,*Ma*  und  N|*N«'  auf  Geraden  durch  J  liegen.  Wir  sagen 
daher: 

Satst  XXXL  Die  Mittelpunkte  Ton  zwei  dualen  Potenzschnitt- 
kreisen eines  orthogonalen  Vierecks  liefen  auf 
einer  Geraden  durch  die  innere  Ecke  des  Vierecks. 
Wir  gruppiren  jetzt  die  Potenzschnittkreise  in  der  Art,  dass  je  zwei 
durch  dieselben  zwei  Potenzkreisschnittpunkte  gehen.  Wir  beginnen  mit  den 
Kreisen  77«*,  L|*.  Sie  haben  die  Punkte  Ma,  Na  gemein.  MaRi  und 
NaSi  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  77«  von  77«*.  MaRa  und  N^S^ 
treffen  sich  im  Mittelpunkte  L^  von  Lj*.  Nun  liegen  die  Pankte  Jf«,  Na 
auf  dem  Potenzkreise  von  Ä.  Also  ist  AMa^ÄNa.  Weiter  istZ-^TIfaC 
=  90^z:^LANaB.  Oben  (11)  haben  wir  bewiesen,  dass  MaRi,  MaR^ 
den  Winkel  AMaC  halbiren.  NaRiy  NaRa  sind  die  Halbirnngslinien  des 
Winkels  ANaB.  Folglich  schneiden  sich  von  diesen  Halbirnngslinien  die 
inneren  und  die  äusseren,  je  in  einem  Punkte  der  Geraden,  welche  A  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Linien  MaC  und  NaB  yerbindet.  Die  Schnittpunkte 
der  inneren  und  Susseren  Halbirnngslinien  sind  aber  die  Mittelpunkte  77^,  L^. 
Folglich  liegen  diese  auf  einer  Geraden  durch  A,  Sie  steht  zur  Linie  JüaN^ 
senkrecht,  weil  die  Kreise  77a*,  L^*  sich  in  den  Punkten  J9fa,  Na  schneiden. 
Ein  analoger  Gedankengang  zeigt  uns,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
Ma*,  Nj*  auf  einer  Geraden  durch  A  liegen,  welche  zur  Verbindungslinie 
der  den  Kreisen  Ma*,  N^*  gemeinsamen  Punkte  Jlfa,  Nt  senkrecht  steht. 
Ferner  Iftsst  sich  beweisen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise  77,*,  L«*  und 
Ml',  N«*  auf  Geraden  durch  A  liegen,  welche  resp.  zu  MiNi  und  Mi  Na 
normal  sind.  Wir  haben  somit  vier  Gerade  durch  A  gefunden,  auf  denen 
die  Mittelpunkte  der  Potenzschnittkreise  zu  Paaren  liegen.  Als  allgemeines 
Gesetz  drücken  wir  dies  so  aus: 

Satz  XXXIL  Zwei  Potenzschnittkreise,  welche  sich  in  zwei  Po- 
tenzkreisschnittpunkten schneiden,  haben  ihre 
Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  durch  eine  äussere 
Ecke    des    orthogonalen  Vierecks.      Diese    äussere 
Ecke  liegt  auf  derjenigen  inneren  Seite  des  ortho- 
gonalen  Vierecks,  welche  die  erwähnten  Potenz- 
kreisschnittpunkte nicht  enthält. 
Satz  XXXIIL  Durch  vier  Potenzkreissohnittpunkte,  welche  auf 
demselben   Potenzkreise   des   orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  gehen  ausser  zwei  inneren  Seiten  des 
Vierecks   noch   vier  Gerade.     Fällen^^jvir   auf  die 
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letzteren  aus  dem  Mittelpunkte  des  Potenzkreises 
die  Senkrechten,    so    liegen  auf  jeder  derselben 
zwei  Mittelpunkte  von  Potenzschnittkreisen. 
Nach  diesem  Satze  erhalten  wir  zwölf  Gerade,  welche  sich  achtmal  zu 
dreien  in  den  Mittelpunkten  der  Potenzschnittkreise  treffen. 

Eine  andere  Ausdrucksweise  für  die  in  13  und  14  bewiesenen  Sätze 
ergiebt  sich ,  wenn  wir  an  Stelle  der  Potenzkreisschnittpunkte  und  der  Ecken 
des  Potenzyierseits  die  mit  ihnen  identischen  Aehnlichkeitspunkte  zwischen 
den  Potenzkreisen  des  orthogonalen  Vierecks  setzen.  Unter  den  Sätzen, 
welche  sich  mit  Hilfe  dieser  Ausdrucksweise  aus  den  angestellten  ableiten 
lassen,  heben  wir  folgenden  hervor: 

StxtßXXXIV,  Die  Geraden,   welche  die  auf  zwei  gegenüberlie- 
genden Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  liegen- 
den   Aehnlichkeitspunkte    der  Potenzkreise   Ter* 
binden,   schneiden  sich  achtmal  zu  dreien  in  acht 
Punkten«    Durch  jede  Ecke  des  orthogonalen  Vier- 
ecks   gehen   vier  Gerade,    welche  je   zwei    dieser 
acht  Punkte  enthalten. 
Nach  diesem  und  dem  XXXIII.  Satze  bilden  die  Mittelpunkte  der  Po- 
tenzschnittkreise Vierecke;  welche  zu  dem  orthogonalen  Viereck  perspectivisch 
liegen.     Unterscheiden  wir  nach  dem  Index  a  und  i  die  Potenzschnittkreise 
als  äussere  und  innere,  so  ergiebt  eine  Zusammenstellung  dieser  perspecti- 
yischen  Vierecke  den 

S(Ug  XXXV,   Die  Mittelpunkte  von  vier  inneren  (äusseren)  Po- 
tenzschnittkreisen    eines    orthogonalen    Vierecks 
sind    in  viererlei  Weise   zu  diesem   perspectivisch. 
Die  Mittelpunkte  der  vier  äusseren   (inneren)  Po-, 
tenzschnittkreise  sind  die  Perspectivcentra. 

15. 

Wir  wenden  uns  wieder  zu  dem  orthogonalen  Viereck  ABCJ  und 
stellen  Eigenschaften  auf,  welche  sich  auf  Polaritätsverhältnisse  beziehen. 
Schneiden  sich  zwei  Kreise  unter  rechtem  Winkel,  so  ist  bekanntlich 
die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  Polare  vom  Mittelpunkte  des  einen 
Kreises  in  Bezug  auf  den  andern.  Wenden  wir  dies  auf  die  Potenzkreise 
der  äusseren  Ecken  von  ABCJ  an^  so  folgt  unter  Berücksichtigung  von 
Satz  XVII: 

Sa;U  XXXVI,  Zwei  äussere  und  eine  innere  Ecke  des  orthogo- 
nalen  Vierecks   bilden   ein    Tripel    harmonischer 
Pole    in  Bezug   auf   den  Potenzkreis    der  dritten 
äusseren  Ecke. 
Eine  analoge  Relation  lässt  sich  für  das  Dreieck  der  äusseren  Ecken 
Yon  ABCJ  beweisen.     Wir  betrachten  auf  jeder  inneren  Seite  des  Vierecks    j 

3igitized  by  VjOOQIC 


236  LVII  Sftize  über  das  orthogonale  Viereck. 

die  innere  Ecke  als  Mittelpunkt  einer  Inyolntion,  für  welche  die  ftnssere 
Ecke  und  der  Diagonalpunkt  ein  Paar  sind.  Nach  Satz  I  haben  diese  In- 
volutionen die  nämliche  Potenz.  Sie  ist  negativ.  Folglich  definiren  die 
Involutionen  imaginftre  Punktepaare,  welche  vom  Mittelpunkte  gleichweit 
abstehen.  Diese  Punkte  liegen  daher  auf  einem  imaginären  Kreise  K^  aus  J, 
der  i.pi  zum  Radius  hat.  Die  Polare  einer  äusseren  Ecke  des  Vierecks  in 
Bezug  auf  K^  ist  die  Verbindungslinie  der  zwei  anderen  äusseren  Ecken. 
Wir  schliessen  daher: 

ScUe  XXXVIL  Die  äusseren  Ecken   des  Vierecks  ABOJ  bilden 
ein  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  einen 
imaginären  Kreis  aus  der  inneren  Ecke,  der  die 
Wurzel  aus  ihrer  Potenz  zum  Radius  hat. 
Beschreiben  wir  über  einer  äusseren  und  inneren  Ecke  des  orthogonalen 
Vierecks  einen  Kreis,  so  liegen  auf  ihm  zwei  Diagonalpunkte  des  Vierecks. 
Sie  bilden  mit  den  erwähnten  Ecken  ein  neues  Viereck,  für  welches  die 
zwei  anderen  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  Diagonalpunkte  sind.     Folg- 
lich sind  diese  in  Bezug  auf  den  in  Rede  stehenden  Kreis  zueinander  con- 
jugirt. 

Jetzt  construiren  wir  den  Kreis  über  zwei  äusseren  Ecken  des  ortho- 
gonalen Vierecks.  Er  schneidet  die  gegenüberliegende  innere  Seite  in  zwei 
Potenzkreisschnittpunkten.  Nach  Satz  XVII  sind  diese  die  Doppelpunkte 
einer  Involution,  für  welche  die  Ecken  des  Vierecks  ein  Paar  und  der 
Diagonalpunkt  der  Seite  der  Mittelpunkt  ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Ecken 
in  Bezug  auf  den  erwähnten  Kreis  zueinander  conjugirt  sind.  Wir  sagen 
daher: 

/Sa^XXXFJZJ.  Beschreiben  wir  über  zwei  Ecken  des  orthogo- 
nalen Vierecks   einen  Kreis,   so   sind    die  zwei 
anderen   Ecken    in   Bezug    auf  denselben    con- 
jugirt. 
Der  Kreis,   welcher  eine  innere  und  äussere  Ecke  des  orthogonalen 
Vierecks  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  wird  von  der  gegenüber- 
liegenden äusseren  Seite  in  zwei  imaginären  Punkten  geschnitten.    Diese 
werden  durch  eine  Involution  definirt,  für  welche  die  zwei  äusseren  Ecken 
ein  Paar   sind.     Der  auf  der   äusseren  Seite   liegende  Diagonalpunkt  des 
Vierecks  ist  Mittelpunkt  der  Involution.     Diese  definirt  aber  auch  die  zwei 
imaginären  Punkte,  in  denen  Kf  die  äussere  Seite  des  Vierecks  schneidet. 
Es  folgt  daraus: 

Säte  XXXIX.  Die  drei  Kreise  über  den  inneren  Seiten  des  ortho- 
gonalen Vierecks  schneiden  die  gegenüberliegen- 
den äusseren  Seiten  in  Punkten  des  imaginären 
Kreises  Ki\  der  die  innere  Ecke  des  Vierecks  zum 
Mittelpunkte  und  die  Wurzel  aus  ihrer  Potenz 
zum  Radius  hat.  ^  j 
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16. 
Nach  Satz  XXXIX  erhalten  wir  auf  den  ftnsseren  Seiten  des  orthogo- 
nalen Vierecks  sechs  imaginSre  Punkte.     Wir  suchen  ihre  flbrigen  Verbin- 
dungslinien. 

Wir  beginnen  mit  den  in  a  liegenden  Punkten.  Sie  werden  durch  eine 
InTolution  «7«  definirt,  für  welche  BC  ein  Paar  und  Ai  der  Mittelpunkt  ist. 
Diese  Paare  werden  von  dem  in  a,  liegenden  Potenzkreisschnittpunkte 
Li  unter  rechtem  Winkel  gesehen.  Daraus  folgt,  dass  die  Involution  Ja 
von  Li  aus  durch  eine  Bechtwinkelinvolution  projicirt  wird.  Letzterer 
gehört  das  Strahlenpaar  an,  welches  Li  mit  QaQi  verbindet.  Daraus  folgt 
wieder,  dass  OaOt  ein  Paar  der  Involution  J«  isi  Es  wird  (nach  8)  von 
dem  Paare  BC  harmonisch  getrennt. 

In  analoger  Weise  iSsst  sich  zeigen ,  dass  die  Schnittpunkte  von  h  mit 
Kf  durch  eine  Involution  definirt  werden ,  ftlr  welche  die  Ecken  B^ ,  Bt  des 
Potenzvierseits  ein  Paar  sind,  das  zu  C  und  A  harmonisch  liegt. 

Wir  haben  somit  die  Involutionen  /«,  J^  von  C  aus  durch  je  zwei 
Paare  (7£,  OiQa  und  CÄy  BiRa  dargestellt,  welche  dasselbe  Doppelver- 
hftltniss  bilden.    Es  müssen  sich  daher  Bjiy  OiBt^  Qa^a  in  einem  Punkte 
S«  schneiden.     Er  ist  der  reelle  Punkt  von  einer  der  zwei  Geraden ,  welche 
die  vier  imaginären  Punkte  auf  a  und  h  verbindet.     Der  reelle  Punkt  der 
zweiten  Geraden  ist  der  Schnittpunkt  8i  der  Linien  BAy  BiQa  und  BaQi, 
Die  imaginibren  Geraden  selbst  werden  durch  die  erwähnten  Verbindungs- 
linien und  den  Strahl  durch  C  definirt.     Es  ergiebt  sich  somit: 
Satß  XL.  Der  imaginäre  Kreis  aus  der  inneren  Ecke  des  ortho- 
gonalen Vierecks,  welcher  die  Wurzel  aus  ihrer  Potenz 
zum    Radius    hat,    schneidet   die    äusseren   Seiten    in 
sechs   imaginären  Punkten.     Dieselben   liegen  paar- 
weise   auf    sechs   imaginären   Geraden,    deren   reelle 
Punkte    die   Ecken    des    Potenzvierseits    sind.      Jede 
dieser  Geraden  wird  durch  eine  Involution  definirt, 
ftlr  welche  die  durch  den  reellen  Punkt  gehendenSeiten 
des  Potenzvierseits   ein  Paar   sind.     Das   zweite  be- 
steht aus  einer  äusseren  Seite   des  Vierecks  und  der 
Geraden,  welche  durch  die  gegenttberliegende  äussere 
Ecke  geht. 
Nach  diesem  Satze  erscheinen  die  vier  Seiten  des  Potenzvierseits  als 
reelle  Pascallinien  des  imaginären  Sechsecks,  in  welchem  der  Kreis  JT^*  die 
äusseren  Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  schneidet. 

(Sehlnts  folgt.) 
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XV.  Veber  die  Oleiohnng  x^  +  yP^gK 

Soll  die  Gleichung  xf^-{-yP  =  je?p,  in  welcher  p  eine  Primzahl  >  3  be- 
deutet, in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden,  so  dürfen  wir  zunächst 
Xy  Py  IS  als  relative  Primzahlen  betrachten;  denn  hätten  zwei  von  ihnen 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  müsste  auch  die  dritte  denselben  haben, 
und-  wir  könnten  ihn  durch  Division  fortschaffen. 

Es  ist  (s.  Anm.  1)  , 

xP  +  yP^{x+y)P     +2  (''^)''^iP-9-i)g-i{x+y)P'^9.afl.y9 

9=1 


und 


»='4-' 


mithin 

^|±^  =  (a;+y)''-'+  2  (-l)'-f(P-«-l)»-i(^+y)'-"-'-«'.»»- 

5=1 

Das  letzte  Glied  rechts  ist  (—1)  *    p.x  ^   «y  *  >  während  alle  übrigen  den 

Factor  {X'\-yY  haben;   folglich  können,  da  x^y   und  xy  relative  Prim- 

a^  +  yP 
zahlen  sind,   — -j- —  und  x+y  nur  dann  einen  gemeinschaftlichen  Theiler, 

und  zwar  allein  den  Theiler  j),  haben,  wenn  x-^y^Oimodp)  ist,  und  es 
muss  in  diesem  Falle 

a^+yP  =  0  {modp^) 
sein.     Ebenso  ist 

fljP— yP  =  0  (modp^)y 
wenn  a?— y  =  0  (nio<fi>)  ist. 

Aus  xlP^yPs=zg,P  erhalten  wir 

%tty)xy  =  I'  (-l)«-.|(P-.-l),-.(x+.)-^'-.«'-'.s^-. 

Da  xP  =  Xy  yP^y^  zP^gy  also  « +  y  =  j?  (wodjp)  ist,  und  nach  Obigem 
(X'\-y)P-'0P  den  Factor  j)  wenigstens  in  der  zweiten  Potenz  enthält,  so 
muss  entweder  x+y,  d.  b.  0y  oder  a;,  oder  y,  oder  endlich 
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,===-• 


S=2  (-l)»-».|(j)-?-l),_i(»+y)i'-2«-'.a;»-».y«->  =  0     (woip) 

sein.    Letzteres  ist  der  Fall,  wenn 

{x+tf)*  =  xtl(f>todp) 

angenommen  wird  (s.  Anm.  2),  indem  dann 

a!»-'.y«-'  =  (»+y)»«-», 
also  , 

*=v        , 

8=(x+},y-\y  (_l)?-i._(p_g_l),_,  =  0    (modp) 

ist  (s.  Anm.  1).  ' 

Ist  weder  a?,  noch  y,  noch  ;ef  =  0  (woefj)),  so  haben  (of+y)  und  — -r-^ 

jp  — «  und   »  if— y  nnd  ^  keinen   gemeinschaftlichen   Theiler; 

fi-^x  0 — y 

mithin  müssen  x+y,  je?  — a?,  jef— y  !>*•  Potenzen  sein. 

Von  den  Zahlen  x,  y,  j9  sind  zwei  ungerade,  w&hrend  die  dritte  gerade 
ist     Nehmen  wir  5  =  2«,   an,   so  wird  d;+y  =  2p. 0*^  =  2^1.     Setzen  wir 
nun  x—y=^2B^  wo  B  ungerade  nnd  prim  gegen  Ä  ist,  so  erhalten  wir 
iBP=z2v.e^Pz=xP+yP:={A+B)P  +  {Ä-B)P 

^2[Äy+{p)^ÄP-^.B'  +  {p\.äl^-^.B^  +  ...  +  {p)^^iÄBP-^], 
also,  wenn  wir  durch  2Ä=^2PalP  dividiren, 

=  ÄP-^+p.B*q>(Ä,B). 

Wäre  hier  B^,g>{Ä,B)  =  0  {modp) ,  so  hatten  wir  (—)''- ÄP" '  ei 0 {modp^. 
Nun  ist 

^  =  1  und  ~  =  2P->.aP->  =  l,   also  ^--^0  (modp), 
a  a  a      a 

folglich  nach  Obigem 

(^)-(^)=0    («odD»); 

es  müsste  mithin  ^*^       ^*^ 

(-)''-u4'-»  =  il''-'(2'-«-l)  =  0    {modp»), 

^'^  2P->-l=0    (moi/»») 

sein,  was  nicht  mSglich  ist. 
Setzen  wir  jetzt 

(^)  =  [a^+  B . ]/py<p(Ä,B)i]  X  [a'*~ - B y^yipU,B)i] 
so  wird 

°^®'"       /?r        til  tnü  tili  y-h 

B/<P(^.B)  =  ^^L(J'),-«''   -(p),.«"   -f+'-'  +  i-^)'  -f*  ]■ 
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Da  in  dieser  Gleichung  keine  höhere  Wurzel,  als  die  Qaadratwursel  vor- 
kommen  darf,  so  muss  fden  Factor p  enthalten;  aber  dann  wird  Bfp(ÄtB) 
=  0  {inodp)i  im  Widerspruch  mit  dem  Obigen. 

Zu  ganz  fthnlichen  Resultaten  gelangen  wir,   wenn  wir  $^x^^if.V 
oder  g^y^=if,dP  annehmen. 

Es  sei  nun  eine  der  Zahlen  d;,  y,  iP,  z.  6.  rr,  =0  {modp)^  dann  haben 
X'\-y  und  — -r^  keine  gemeinschaftlichen  Theiler;  mithin  muss 

sein.     Ebenso  wird 


y^fT^^.f'l-^, 


wahrend  g—y=:0{modp)  ist,  also  z—y  und  ^  den  Factor  /i,  aber 

0      y 

nur  diesen,  gemein  haben,  so  dass 


^^)/^ 


x^ 

wird.     Setzen  wir  nun 

SO  ist 

also,  da  f;  =  y  ist,  auch 

a^h  {modp)^  mithin  oP  — fe**— 0(iiM)dp*), 
und  wir  finden  jetzt 

2x='a^-hP+pf-^.cP,  d.  h.  x  =  0{modp^), 

2y=^a^+hP'-pP-Ki^y 

20=:aP+hP+pP''^.<f, 
Aus  xf+yP  =  ef  und  x  +  y  =  aP  folgt 

also  auch 

y,.-i_l=0(modi>«), 
und  ebenso  finden  wir 

Nach  dem  Obigen  ist 

=1. 
p' 

also,  da  das  letzte  Glied  rechts  «  *  .y  ^    =y<'~'  =  l  («uxii))  ist,  auch 


^  =  l(fH«ly). 
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Denken  wir  uns   V  in  die  quadratischen  Pactoren 

zerlegt,  wo  m^,  m^  etc.  Irrationalzahlen  sind,  so  finden  wir,  wenn  wir  die 
Summe  m,  +  m^  +  • . .  +  mp_j^  durch  V(m),  die  Summe  der  Producte  dieser 

2 

Zahlen  zu  zweien  durch  V(m)  etc«  hezeichnen, 

V(»)  =  f(i>-2)o. 

V{»)  =  f(p-3)„ 

V(»)  =  f(p-4)„ 

d.  h.  m, ,  «4  etc.  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

+  (-l)^-y(l»-3-l)»-iwi     «      +•••  +  (-!)  ^   .p-0. 

p-l  _2_ 

Hieraus  sehen  wir,  dass  m  ^  den  Factor  j?,  also  i»  den  Factor  pf*"^  hahen 
mnss ,  aber  keine  höhere  Potenz  von  p  als  Factor  haben  kann ,  und  zwar 
gilt  das  für  alle  Werthe  von  m. 

Setzen  wir  nun  ,         .,  , 

\pcf  JL-  '  _L_  JL 

pP-i  pp-i  pp-i 

80  haben  die  Factoren  rechts  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler;  mithin  muss 
jeder  für  sich  eine  p^  Potenz  sein,  und  wir  dürfen 
(g— y)*  +  tn|gy 

2 
jjP-1  2 

•  •  •  •  ' » 


-  =  Ä;^p   oder   (jBf— y)*  +  iWij?y  =  i)P-Mfej'*, 


setzen.     Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 
Wie  sich  leicht  nachweisen  Iftsst,  ist 

-JT         ^  2    / 
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wo  L  eine  Summe   von  Prodacten  aas  Potenzen  von  X;,,  Xe,,  ...,  X^p-i  be- 
deutet; folglich  wird  * 

X 

Da  nun  Ä;,.A^ A;p.i  =  —  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  so  dürfen  \,  h^  etc. 


2 


pc 


/>-!    :. 


keine  Wurzel  enthalten,  deren  Exponent  ^  — ö*"  ^^*'  "°^  ebenso  wenig 
darf  in  ihnen  eine  negative  Potenz  von  p  vorkommen.  Setzen  wir  dem- 
nach, damit  p  in  A,  +  *«  +  •  •  •  +  Äp—jV  aufgeht, 

*i  +  Ä8  +  "-  +  *r=i  =  ^.l»'^» 
so  erhalten  vrir 

Da  die  linke  Seite  dieser  Qleichung  rational  ist,   so  muss  auch  die  rechte 

P  +  1  v^ 

es  sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  wir  ^.j?P~' —  i=p»»"*  Jf  setzen; 
aber  dann  wird 

wfthrend  doch  €y  den  Factor  p  nicht  enthält. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  p  eine  Primzahl  ^3  ist,  die 
Gleichung  ev=iaif+yv  sich  nicht  in  positiven  ganzen  Zahlen  lösen  ISsst 
Für  j7  =  3  werden  wir  unten  den  Beweis  gesondert  führen. 

Das  hier  Dargelegte  wollen  wir  an  einem  Beispiel  erlftutern. 

Für  p  =  5  haben  wir  A?i  A^s  =  —  =  t  (fnod  ö) ;  also  können  Ic^  und  \ 

pc 

keine  höhere  Wurzel  als  die  Quadratwurzel  enthalten.     Femer  ist 

Setzen  wir  nun  äJi  +  ä^s=1^,  so  wird  -' 

^(?p^  +  <(yc=5(5P--5PÄiiÄ:^  +  VV)  =  0  (modo). 
Zu  demselben  Resultat  gelangen  wir  auf  folgende  Weise. 
ua  «ij  =  — j^ —  »  iWj  =  — ^ —  I  also 

ist,  so  finden  wir  durch  Subtractiou 
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d.  h.  k^  —  k^  mtiss  eine  ganze  Zahl,  etwa  =d  nnd  =j9y,   also  auch  =y* 
=  +  1  {modo)  sein.     Ferner  ist 

(fc,+*2)*  =  (Äi-Ä,)*  +  4ÄiÄ,  =  (P  +  4.^  =  0(iwoeJ5)=5?, 

also 

k,+k,  =  lj/ö 
und 

?^?^V^y  =  5(5Z*-5PÄ;,&g  +  I.A;,«V)  =  0(fnöei5), 

wie    oben.      NB.    Jc^  =  -^—^ »    1e^=:-f— — ,    k^k^^ j — .    4Jfe,Ä;, 

--limodb),   k,k^^l{nu>dS), 

a?  +  y»  =  jEr9. 

Soll  a;^  +  y^  =  jbt'  sein ,  so  haben  wir  nach  dem  Früheren  eine  der  Zahlen 
x^  y,  jET,  z.  B.  x,  =0  (inodd)  anzunehmen.  Dann  wird  y*=  l  {mod9),  also 
y  ^  +  1  {fnod  9)  und  ebenso  jp  h=  +  1  {mod  9) ,  so  dass  wir,  da  je?  =  y  (modS) 
ist,  0=  9jBf,  +  1,  y  =  9^1  +  1  setzen  können.     Wir  haben  jetzt 

=  3(«-y)X 


'+i+^<  '+t-'V» 


=    27  c»    X 


/3  ^3 

,.  j/  ,yK3.    .,  y     y,/äi 

'+9^+— ö— »      «+9—0^*** 


^3  ^3 

Da  die  Factoren -. nnd ;= keinen  ffemeinschaft- 

liehen  Theiler  haben,   so  mnss  jeder   fUr  sieb  ein  Cubns  sein;   wir  haben 
mithin  _  ._ 

wo  \   und  Ä:^   natürlich   einen  imaginären  Bestandtheil   enthalten.     Durch 
Addition  dieser  beiden  Gleichungen  finden  wir 

oder 

9l2ief,+yi)±3  =  >/3[(Ä,+Äj)5-3(Äi  +  Äg)fe.Ä:,] 
oder 
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Damit   wir   auf  der  rechten  Seite  dieser  Oleiohang,   ebenso  wie  auf  der 
linken,  eine  rationale  und  dabei  ganze  Zahl  erhalten,  müssen  wir 

fei  +  *,  =  ?^3 
annehmen,  wodurch 

3(2j?i+yi)  ±  1  ==3lO*-ÄiÄ2)  =  0  (wwdS) 
wird,  was  natürlich  unmöglich  ist. 

NB.    Äii-Ä,  =  iw»,  Äi  =  -^--2 ,T^  =  -I-— ,   \1c^^ — -r — t 

Anmerkung  1. 

Es  ist 

a^+y*=C«+y)*-3(aj+y)a;y, 
also 

Ä*  +  y*=(a;8+y»)(x+y)-(x«Hry«)a:y 

=  (^+y/-4(a?+y)«a?y  +  2a^y«; 
ferner 

»^+y*  =  (fl^+y*)(a'+y)  -  (a^+y*)«y 

=  (a?+y)^  —  5(fl?+y)»a?y  +  5(a?+y)a;V; 

«*+y^  =  («*+y^)(a?+y)  —  (a?*+y*)«y 

=  («+y)'  -  6(»+y)*«y  +  9(»+y)«ÄV  -  2»»y», 

aj7  +  y7  ^  (aj«+y«)(«+y)  -  (aj6  +  yß)a!y 

=  («+yy-7(flj+y)6fl?y+14(Ä+y)'Ä*y*-7(fl?+y)ar»y'  etc. 
Setzen  wir  nun,  je  nachdem  p  ungerade  oder  gerade  ist, 

1  2 

a^+y''  =  («+y)'+/(p)(«+y)'*'"^«y+/(i»)(aj+y)'''"''«VH — 

oder 

2  iL    ^ 

•'•+/(p)«'^y* 

und  entwickeln  die  Potenzen  von  a;+y,  so  erhalten  wir  für  die  Coefficienten 
fiv)  folgende  Gleichungen,  und  zwar  in  beiden  Fällen: 

(!»).  + /(P)  =  0. 

(l'),  +  (j'-2),/,p,  +  /o.)  =  0, 

(J»),  +  (l'-2),f„)  +  (p-4), /(,)  +  /!,,  =  0, 


woraus  sich  ^  t 
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/w=f(P-3)M 
/''«  =  - 3-(P-4V 

f(P)  =  j{p-5)t  etc. 

eigiebt.     Alle  diese  AnsdrUcke  haben  eine  Shnliche  Form ,  und  die  Annahme 
li^  nahe,  dass 

/?r)=(-l)'-f(P-9'-l).-' 
sein  wird. 

Nach  Obigem  ist 

•••+7w(«+y)'-''+'.«»-'.j^-'H--, 


ferner 


— + /•o'+»)(«+y)'-*'+'- »••s^; 


Nehmen  wir  an,  fOr  jp  nnd  p  +  l  gelte  die  oben  für  f  aufgestellte 
Formel,  so  ist 

7»)  =  (-l)'-'r!:i  (!>-«),-*. 


9 
/(P  +  l)' 


.(«1),^(^_^),_,, 


und  68  wird 

9 


_i),p±i(,_,),.,+_^^(p-,),_,] 


9-     LP 

_l),.^(p_g+l),_l. 
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Wir  sehen  hieraus,  dass  unsere  Formel,  wenn  sie  fttr  p  und  p  +  1  richtig 
iät,  auch  für  i>  +  2,   d.  h.  allgemein  gelten   muss,  indem  sie  sich  ja  für 
|)  =  6,  i>  +  l  =  7  bestätigt. 
Aus  der  Gleichung 

finden  wir,  wenn  p  ungerade  ist, 

f(j>+2)  = /(!>)- 2, 
Ap+2)  =  Aj>)-2/(p)-1, 
fiP+2)  =  f{p)-2f{p)-f(p-2), 


/(l'+2)  = /(j))  -  2 /(p)  - /(/,  -  2) , 
p+i  p— 1      p-» 

hp+2)^         -2f{p)-hp-2). 

p-\p-i-\  p^  p-\-2 

(NB.  Wäre  p  gerade,  so  hätten  wir  nur  statt  f,    f  etc.  /*,  f  etc.  zu  setzen.) 
Durch  Summirung  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

mp +2) = -  £f{p)  -znp-2)-  3. 

also 

Z/'(7)=0; 

^«"'•''  is:/-(9)=.-3, 

2:/(13)  =  0  etc., 

d.  h.:  £f(p)  wird  =  —  3,  wenn  p  den  Theiler  3  hat,  sonst  =0.     FOr 

gerade  p  haben  wir 

2:/'(4)=-2, 

^/(6)=  +  l. 

2Y(lO)  =  -2, 
£f{\2)^  +  l  etc. 

In  diesem  Falle  wird  2^f{p)  =  + 1,  wenn  p  den  Theiler  3  hat,  sonst  =  —  2. 
Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  für  ein  ungerades  p 

ist     (NB.  Ist  p  gerade,  so  haben  wir  -^  als  oberen  Grenzwerth  von  q  zu 
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Bedeutet  p  eine  Primzahl    >3,  so  muss  immer 


also  auch 


sein- 


2'  (-i)'-f  (i'-ff-i),-i=o. 

9  =  1 


,=^« 


^  (-i)«4(jp-*-i),-.=o 


f^. 


Anmerkung  2. 

lieber  die  Congmenz  (aj+y)*  =  «y  (modj?). 

Soll  die  Congruenz  (x+yY  ^xy  (fnodp)^  in  welcher  p  eine  Primzahl 
bedeutet,  in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden,  so  dürfen  wir  a;  und  y 
<C  p  annehmen. 

Für  p  =  2  giebt  es  keine  Lösung,  wählend  für  ps=3  x  =  y  =  l,  oder 
x=y=^2  sein  muss.  Ist  p>3,  so  kann  offenbar  x  weder  =y,  noch 
^=p^y  sein. 

Kennen  wir  zwei'  Werthe  von  x  und  y,  z.  6.  x^  und  y, ,  die  der  Con- 

(a?+y)*  =  iry  oder  üi?  +  xy+y*  =  0  (modp) 
genügen,  so  erhalten  wir  p^2  weitere  Lösungen^  indem  wir  x^  und  y|  mit 
den  Zahlen  2,  3,  i?— 1  multipliciren  und  von  den  Producten  die  etwa  in 
ihnen  enthaltenen  Vielfachen  von  p  abziehen.  Ist  z.  6.  a  eine  der  genannten 
Zahlen,  und  ist  ax,  =t?,  ay,  =ir  (modp),  so  finden  wir  durch  Multiplica- 
tion  der  Congruenz  x^^  +  x^y^-hyi^i^O  {moäp)  mit  a* 

(ax^Y  +  ax^  .ay,  +  (ay^)*  ~v^  +  vfo  +  w^  =  Q  (modp). 

Da  x^  und  yi  <^p  sind,  so  geben  bekanntlich  die  Producte  von  x^^ 
sowie  auch  die  von  y^,  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  •..,|7  — 1,  durch  p  divi- 
dirt,  die  Reste  1,  2,  3,  ...,  p  — 1|  natürlich  in  anderer  Ordnung;  es  muss 
daher  eine  Zahl  &<p  geben,  deren  Prodact  mit  ^1=^1  (modp)  ist. 

Multipliciren  wir  nun  die  Congruenz 

1)  x,^  +  x,y,Jty,^^0{modp) 
mit  V  und  setzen 

&a;j  =  j5i,   wo  J»i<p  ist, 
so  wird 

2)  a?!*  +  ajj iPj  +  j»,*  =  0  (wwdp); 

d.  h.  es  giebt  zwei  Zahlen  <.  p,  y|  und  5, ,  von  denen  jede  mit  x^  zusam- 
men unserer  Congruenz  genügt.  Dass  y^  und  z^  verschieden  sein  müssen, 
ergiebt  sich  aus  den  Congruenzen  hy^^x^  und  'bx^z:^«^^  woraus  x^^Ey^g^ 

folgt 

Durch  Subtraction  von  1)  und  2)  erhalten  vrir 

also  ^  j 
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d.  h.  entweder 
Da  demnach 


^+^1  +  ^1=0  {modp), 


ist,  80  wird 

(yi+iPi)^--(yi+jefi)yi  +  yi'=yi*+yii»i  +  V=0  (modp). 

Sind  x^  und  y,,  beide  <  j?,  verschieden  von  äj  und  y^^  und  ist  x^^+x^y^ 
+  yj' =  0  (twocJ j?) ,  so  muss,  wie  leicht  zu  erkennen,  wenn  ;Erj  =  — («j+y,) 
angenommen  wird, 

x^*  +  x^02  + 02^  =  0  und  yi*  +  yi02  +  0i^  =  O{modp) 
sein,  und  £^  ist  verschieden  von  0^, 

So  fortfahrend,  erhalten  wir  weitere  Gruppen  von  je  drei  Zahlen  <  p, 
deren  Summe  entweder  =p,  oder  =2p  ist,  und  von  denen  je  zwei  unserer 

Congruenz  genügen.     Die  Anzahl  dieser  Gruppen  muss  offenbar  —^ —  sein, 

o 

woraus  wir  schliessen,  dass  fdr  Primzahlen  von  der  Form  6n  — 1  die  Con- 
gruenz a?'\rxy  +  y^^=0  {modp)  nicht  bestehen  kann. 

Da  a;  +  y  nicht  =0  {modp)  ist,  so  folgt  aus  («+y)*  =  ajy  {modp): 

p->     p~i 
a?  2    .y  2    ={x+y)P-^  =  l  {modp), 

d.  h.  X  und  y  sind  gleichzeitig  quadratische  Beste ,  oder  Nichtreste  von  p, 
Demgem&ss  können  wir  sagen,  dass  die  quadratischen  Beste  einer  Primzahl  p 
=  691  +  1  sich  immer,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in  n  Gruppen  von 
je  drei  Besten  vertheilen  lassen,  so  dass  die  Summe  der  Beste  in  jeder 
Gruppe  entweder  =  p,  oder  =  2p  ist;  und  dasselbe  gilt  von  den  Nichtresten. 

Beispiele. 

Reste:  1+2  +  4  =  7;  Nichtreste:  3+5+6  =  2.7. 

p=13. 
Reste:  1+3  +  9  =  13,  4+10  +  12  =  2.13; 
Nichtreste:  2  +  5  +  6=13;    7  +  8+11=2.13. 

p  =  19. 
Rester  1+7+11  =  19,   4+6  +  9=19,  5  +  16+17  =  2.19; 
Nichtreste:  2+3  +  14  =  19,  8  +  12+18  =  2.19,  10+13+15  =  2.19. 

NB.  Wenn  x  =  l  (modS)  ist,  so  enthSlt  x{x+l)+\  =  l+x+a?  den 
Factor  3,  sonst  nur  Primzahlen  von  der  Form  6n  +  l  als  Factoren,  oder 
1  +  o;  +  £*  ist  selbst  eine  solche  Primzahl.     So  ist  z.  B. 

4.5  +  1  =  3.7,   5.6+1=31,   6.7+1  =  43,   9.10+1  =  7.13  etc. 

Riga.  Staatsrath  Auoust  Roke. 
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XVI  Bemerknngen  ttber  Pol  nnd  Polare  eines  Kegeltchnittet. 

1. 

Wir  gehen  von  zwei  projectivischen  Reihen  auf  ^^^^  ^^^i  welche  in  der- 
selben Ebene  £  liegen«  Eine  beliebige  Gerade  g  schneide  t^  in  X^  nnd  t^ 
in  Tg.  Die  entsprechenden  Punkte  zu  X^,  Y^  seien  resp.  X^^T^.  h  sei 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  Xj,   T^. 

Geben  wir  jetzt  g  alle  möglichen  Lagen  in  der  Ebene  E ,  so  gehört  zu 
jeder  Lage  von  g  eine  solche  von  h.  Eine  beliebige  Gerade  p  schneide  ein 
zusammengehöriges  Geradenpaar  ^^  in  den  resp.  Punkten  0,  H.  Wir  con- 
struiren  zu  G  den  vierten  harmonischen  G*  in  Bezug  auf  Xj  J*,  und  zu  H  den 
vierten  harmonischen  H*  in  Bezug  auf  X,  J*! .  p*  sei  die  Verbindungslinie 
dieser  vierten  harmonischen.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  alle  Ge- 
raden p*  durch  einen  Punkt  P  gehen. 

um  diesen  Nachweis  zu  führen,  betrachten  wir  ^,,  ^  als  die  Orthogo- 
nalprojectionen  von  zwei  windschiefen  Geraden  l^^  2,  im  Baume.  Die  pro- 
jectivischen Beihen  auf  t^  und  t^  fossen  wir  als  Orthogonalprojectionen  von 
zwei  projectivischen  Beihen  in  2,,  l^  auf.  Indem  wir  die  entsprechenden 
Punkte  der  letzteren  Beihen  verbinden,  erhalten  wir  eine  Begelschaar  eines 
Hyperboloids  H^  Die  Linien  g  und  h  sind  Orthogonalprojectionen  von 
Geraden,  welche  in  Bezug  auf  H'  zueinander  conjugirt  sind.  Legen  wir 
durch  p  zu  E  eine  Normalebene  P,  so  schneidet  diese  aus  den  zuletzt  er- 
wähnten conjugirten  Geraden  Ponktepaare,  deren  resp.  Verbindungslinien 
die  Gerade  p  zur  Orthogonalprojection  haben.  Die  coi\jugirten  aber  zu 
diesen  Verbindungslinien  in  Bezug  auf  H*  sind  Gerade,  deren  Orthogonal- 
projectionen in  den  resp.  Linien  p*  liegen.  Nun  gehen  diese  conjugirten 
Geraden  alle  durch  den  Pol  Pu  der  Ebene  P  in  Bezug  auf  H^  Also  schnei- 
den sich  die  Linien  p*  in  der  Orthogonalprojection  P  von  P^.  Damit  ist 
unsere  Behauptung  bewiesen.  Wir  geben  derselben  noch  eine  andere  Aus- 
drucksweise. 

Legen  wir  an  das  Hyperboloid  H*  den  Cylinder,  welcher  zur  Ebene  E 
senkrecht  steht,  so  berührt  derselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt 
K„K  Die  Ebene  U  dieses  Kegelschnittes  enthält  Pu»  Sei  u  der  Schnitt 
von  U  mit  der  Ebene  P,  so  ist  Pu  der  Pol  von  u  in  Bezug  auf  JTu*.  Be- 
merken wir  jetzt,  dass  die  Orthogonalprojection  von  Ku*  in  dem  Kegel- 
schnitte K*  liegt ,  welchen  die  projectivischen  Beihen  auf  t^  und  t^  erzeugen, 
und  dass  P  und  p  die  Orthogonalprojectionen  von  Pu  und  u  sind,  so  folgt, 
dass  P  der  Pol  von  p  in  Bezug  auf  X'  ist.     Wir  haben  daher  den 

Sat0  L  Construiren  wir  in  zwei  projectivischen  Beihen 
XiT^Z^  ...,  X^Y^Z^  ...  zu  den  Schnittpunkten  von  X,  Y^  und  Y^X^ 
mit  einer  beliebigen  Geraden  p  die  vierten  harmonischen  in 
Bezug    auf  X^Y^   und    Y^X^^    so    liegen   die  Verbindungslinfen        t 
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dieser  vierten  harmonischeu  auf  Geraden  durch  einen  Punkt. 
Dieser  ist  Pol  von  p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welchen 
die  projectivischen  Reihen  erzeugen. 

2. 

Der  nämliche  Kegelschnitt  JT^,  welcher  durch  die  Reihen  auf  t^t^  her- 
vorgebracht  wird,  kann  auch  durch  projectivische  Reihen  erzeugt  werden, 
welche  t^  und  die  Gerade  X^X^  zu  Trägern  haben.  Sei  ^der  Schnittpunkt 
von  t^t^^  und  F  derjenige  der  Geraden  X^Z^,  Y^Y^^  so  sind  J5,  X^  und 
Fy  Y|  entsprechende  Paare  der  zuletzt  erwähnten  Reihen.  Wenden  wir  den 
Satz  I  an,  und  sei  J  der  Schnittpunkt  von  EF  mit  j>,  so  folgt,  dass  der 
vierte  harmonische  J*  zu  7  in  Bezug  auf  E  und  F  mit  H*  in  einer  Ge- 
raden durch  P  liegt.  Oben  haben  wir  gezeigt,  dass  H*  und  G*  in  einer 
Geraden  p*  durch  P  liegen.  Es  muss  somit  diese  Gerade  mit  derjenigen 
durch  J*  und  H*  zusammenfallen ,  d.  h.  y*,  H*  und  Cr*  liegen  in  derselben 
Geraden.     Combiniren  wir  dieses  Resultat  mit  Satz  I,  so  folgt: 

Satz  II,  Construiren  wir  in  den  Vierseiten,  welche  einem 
Kegelschnitt  umschrieben  sind,  je  zu  den  Schnittpunkten  der 
drei  Diagonalen  mit  einer  beliebigen  Geraden  p  die  vierten 
harmonischen  in  Bezug  auf  die  Ecken  des  Vierseits,  so  liegen 
diese  vierten  harmonischen  in  einer  Geraden  und  diese  Ge- 
raden gehen  durch  den  Pol  der  Liniep  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. 

3. 

Wir  machen  von  Satz  I  und  II  einige  Anwendungen.  Zunächst  ge- 
statten uns  diese  Sätze,  zu  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  durch  fQn^ 
Tangenten  gegebenen  Kegelschnitt  den  Pol  zu  finden,  ohne  —  wie  dies 
gebräuchlich  ist  —  weitere  Tangenten  oder  Punkte  des  Kegelschnittes  zu 
zeichnen.  Wir  bilden  aus  den  fünf  Tangenten  zwei  Vierseite  und  con- 
struiren auf  je  zwei  Diagonalen  eines  solchen  Vierseits  die  vierten  harmo- 
nischen zu  den  Schnittpunkten  mit  der  Polaren  in  Bezug  auf  die  resp. 
Ecken  des  Vierseits.  Die  Construction  ist  besonders  bequem,  wenn  p  un- 
endlich ferne  ist,  und  beweist  folgenden: 

Satz  III,  Seien  Üj^jCj  ...,  A^B^C^,,,  zwei  projectivische 
Reihen,  welche  einen  Kegelschnitt  K^  erzeugen,  so  gehen  die 
Verbindungslinien  der  Mitten  von  A^B^^  ^i-^'i  A^s«  ^i^i  -•• 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes. 

Bemerken  wir,  dass  in  projectivischen  Reihen  dem  Schnittpunkte  der 
Träger  die  Berührungspunkte  entsprechen,  so  lässt  sich  nach  Satz  III  der 
Mittelpunkt  auch  in  dem  Falle  leicht  construiren,  in  welchem  der  Kegel- 
schnitt durch  vier  Tangenten  und  einen  Berührungspunkt  oder  durch  drei 
Tangenten  und  zwei  Berührungspunkte  gegeben  ist.  ^  j 
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FOr  das  Fttnfseit  der  TaDgenten  ergiebt  sich  folgender: 
Satz  IV.  Construiren  wir  bei  einem  Fünfseit  auf  den  15 
Geraden,  welche  je  zwei  Ecken  —  und  nur  zwei  —  des  Fünf- 
»eits  verbinden,  zwischen  diesen  die  Mittelpunkte,  so  liegen 
dieselben  fünfmal  zu  dreien  auf  fünf  Geraden.*  Diese  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  welcher  dem  Fünf- 
seit eingeschrieben  ist. 


Geben  wir  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  M  und  drei  Tan- 
genten fj,  t^,  a,  so  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  weitere  Tangenten 
des  Kegelschnittes  zu  zeichnen.  Wir  lösen  dieselbe,  indem  wir  auf  t^  und 
t^  projectivische  Reihen  construiren.  Die  Schnittpunkte  Ä^^  A^  von  t^,  t^ 
mit  a  sind  ein  Paar  dieser  Reihen.  Soll  zu  einem  Punkte  B^  auf  t^  der 
entsprechende  J^^  gefunden  werden,  so  verbinden  wir  B^  mit  A^  und  zeichnen 
die  Mitte  M^  dieser  Linie.  Dann  muss  nach  dem  Satze  III  auf  der  Ge- 
raden M^M  die  Mitte  M^  von  A^B^  liegen.  M^  befindet  sich  aber 
auch  auf  der  Parallelen  t^  zu  f^,  welche  den  Abstand  zwischen  A^  und 
U  halbirt. 


Somit  ist  M^  als 


Fig.  I 


Schnittpunkt  von  t^  mit  M^M 
bestimmt.  Ziehen  wir  jl^Jf^, 
so  schneidet  diese  Gerade  aus 
i^  den  Punkt  J?,  (Fig.  1). 

Lassen  wir  jetzt  B^  die 
Gerade  t^  durchlaufen ,  so  be- 
wegt sich  M^  auf  einer  Pa- 
rallelen t^  zu  t^ ,  welche  den 
Abstand  zvrischen  A^  und  ty 
halbirt.  Die  Linie  M^M^ 
dreht  sich  um  M^  und  M^ 
durchläuft  t^.  Damach  Iftsst  0, 
sich  die  Gonstruction  der  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  auch  so  aussprechen:  Wir  ziehen  durch  M  eine 
beliebige  Gerade,  welche  t{^  in  M^  und.  t^  in  M^  schneide.  Die  Linien 
A^My  und  A^M^  treffen  resp.  t^  und  t^  in  Punkten  einer  Tangente. 

Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  t^,  ^  erhalten  wir  als  die  ent- 
sprechenden zum  Schnittpunkte  dieser  Geraden.  Wir  verbinden  somit  M 
mit  dem  Schnittpunkte  von  t^t^  ih^x)  ^uid  schneiden  diese  Gerade  mit  ty^ 
[i^).  Die  Projection  dieses  Schnittpunktes  aus  A^  (A^  auf  t^  (t^)  ist  der 
gesuchte  Berührungspunkt  Py{0^). 


*  Es  sind  die  Mittelpnnktslinien  der  fanf  Eegelschnittschaaren ,  welche  zu 

Gnmdlinien  die  fünf  Vierseite  haben,  in  die  sich  das  Fünfseit  zerlegen  lässt.  r^^^^T^ 
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Betrachten  wir  die  Geraden  t^  a  oder  t^  a  als  Träger  der  projectivischen 
Reihen,  welche  den  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpunkte  M  erzeugen,  so  kOnnen 
wir  diese  Reihen  auf  dieselbe  Weise  construiren ,  wie  unter  4  die  Reihen  auf 
^1  und  ^2*    ^^^  stellen  daher  folgenden  Satz  auf: 

Satjs  F.  Einem  Kegelschnitte  von  gegebenem  Mittelpunkte 
M  sei  ein  Dreieck  JBC  resp.  ahc  umschrieben.  Ä*B*C*  resp. 
a*h*€^  sei  das  Dreieck  der  Seitenmitten  Yon  ABC.  Eine  beliebige 
Gerade  durch  M  schneide  a*h*c*  in  den  Punkten  Ä^y  B^^  C^. 
Dann  treffen  die  Linien  ÄÄ^^  BB^^  CC^  die  resp.  Geraden  ahe 
in  Punkten  einer  Tangente  des  Kegelschnittes.  itfA*  schneidet 
a*  in  einem  Punkte,  dessen  Projection  aus  Ä  auf  a  uns  den 
Berührungspunkt  dieser  Tangente  giebt. 

Transformiren  wir  die  Figur  dieses  Satzes  in  einer  centrischen  Gol- 
lineation  erster  Ordnung,  so  gelangen  wir  zu  der  Construction  der  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes ,  der  durch  die  Polare  p  eines  gegebenen  Punktes 
P  und  drei  Tangenten  a^  b^  c  bestimmt  ist.  Dabei  müssen  wir  zu  den 
Schnittpunkten  der  Tangenten  mit  p  die  resp.  vierten  harmonischen  in  Bezog 
auf  die  Ecken  des  Tangentendreiecks  zeichnen:  Diese  vierten  harmonischen 
liegen  auf  einem  Dreieck,  welches  zu  dem  Tangentendreieck  perspectivisch 
ist.  Nennen  wir  es  das  zum  Tangentendreieck  in  Bezug  auf  p 
harmonisch  gelegene  Dreieck,  so  ergiebt  sich  aus  Satz  V  folgender: 
Flg. 2.  /SotoFJ.  Von  einem 

Kegelschnitte  sei 
der  Pol  zu  einer 
Geraden  j7  und  ein 
Tangentendreieck 
ÄBCresp.  ahcgege- 
ben(Fig.2).  Ä*B*0* 
resp. a* 5^ c* liege  zn 
ABC  in  Bezug  auf 

p  harmonisch. 
Schneiden  wir  die 
Seiten  von  a*h*e* 
mit  einer  Geraden 
durch  P  und  projiciren  wir  diese  Schnittpunkte  aus  den  gleich- 
namigen Ecken  von  ABC  auf  die  resp.  Seiten  aöc,  so  erhalten 
wir  drei  Punkte  einer  Tangente  des  Kegelschnittes.  Projici- 
ren wir  die  Ecken  des  Dreiecks  A*B*G*  aus  Pauf  seine  gleich- 
namigen Seiten  und  projiciren  wir  diese  Projectionen  aus  den 
gleichnamigen  Ecken  von  ABC  auf  die  resp.  Seiten  ahe,  so 
erhalten  wir  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Kegel^chnittet 
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Machen  wir  von  Satz  Y  eine  duale  üebersetznng,  so  lehrt  uns  dieselbe 
Punkte  eines  Kegelschnittes  finden,  von  dem  wir  den  Mittelpunkt  M  und 
drei  Punkte  A^  B^  C  kennen.  Dabei  müssen  wir  M  mit  ABC  verbinden 
und  zu  diesen  Verbindungslinien  je  die  vierten  harmonischen  in  Bezug  auf 
zwei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  zeichnen.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir 
zu  einem  Dreieck  A*B*G*,  welches  zn  ABC  mit  M  als  Centrum  perspec- 
üvisch  liegt.  Wir  nennen  es  das  zu  AB  G  in  Bezug  auf  M  harmonisch  ge- 
legene Dreieck.  Dann  erhalten  wir  Punkte  des  Kegelschnittes  nach  folgendem: 

Sat0  Vn.  Ein  Kegelschnitt  von  gegebenem  Mittelpunkte 
M  sei  einem  Dreieck  ABC  resp.  ahc  umschrieben.  A*B*C* 
resp.  a*h*<^  liege  zu  ABC  in  Bezug  auf  M  harmonisch.  Proji- 
ciren  wir  die  Ecken  von  ^l'^'^C'*'  in  beliebiger  Richtung  auf  die 
gleichnamigen  Seiten  von  ahc^  so  schneiden  sich  die  Geraden, 
welche  durch  diese  Projectionen  und  die  resp.  Ecken  ^,  J?,  C 
gehen,  in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes.  Ziehen  wir  durch 
die  Ecken  von  A*B*C*  zu  den  resp.  Seiten  a*h*c*  die  Paral- 
lelen, so  treffen  diese  resp.  ahc  in  Punkten,  durch  welche  die 
resp.  Tangenten  in  ABC  gehen. 

Kehren  wir  die  in  Satz  V  ausgesprochenen  Beziehungen  zwischen  den 
Berührungspunkten  der  Tangenten  und  dem  Pole  um,  so  können  wir  aus 
den  Berührungspunkten  den  Pol  finden,  wenn  die  Polare  gegeben  ist. 

6. 

Wir  wenden  uns  nochmals  zu  Satz  I  und  nehmen  an,  dass  p  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes  sei,  welcher  durch  die  Reihen  auf  t^  und  t^ 
erzeugt  wird.  Dann  berührt  die  Gerade  p  in  ihrem  Pole  den  Kegelschnitt. 
p*  schneidet  folglich  p  in  diesem  Berührungspunkte. 

Wir  bemerken  nun ,  dass  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  zu  jeder  Lage  von  p 
eine  bestimmte  Lage  von  p*  gehört.  Wir  wollen  zwei  solche  Lagen 
in  Bezug  auf  das  Vierseit  harmonisch  nennen.  Mit  Benutzung 
dieser  Ausdrucksweise  sagen  wir: 

SaUs  VIIL  Gonstruiren  wir  zu  einer  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes die  harmonisch  liegenden  Geraden  in  Bezug  auf  die 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierseite,  so  gehen  diese 
Geraden  durch  den  Berührungspunkt  der  Tangente. 

Die  Beziehung  von  pp*  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  ist  eine  vertausch- 
bare. Folglich  muss  der  Kegelschnitt,  welcher  dem  Vierseit  eingeschrieben 
ist  und  p*  berührt,  im  Schnittpunkte  von  p*  mit  p  den  Berührungspunkt 
haben.     Wir  können  dies  so  aussprechen: 

S<xt0  IX,  Die  zwei  Kegelschnitte  einer  Schaar,  welche  zwei 
in  Bezug  auf  das  Vierseit  der  Grundtangenten  harmonisch 
liegende  Gerade  berühren,  haben  den  Schnittpunkt  dieser  Ge-« 
raden  gemein.  P^_  Cheistian 
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XVII.   üeber  die  paraUelpertpectivisehe  Anffastnng  der  Zeichnnng»- 
ebene  bei  der  Omnd«  und  Anfrissprojeotion. 

Herr  Reuschle  bat  in  seiner  interessanten  Schrift  «Die  Deck -Ele- 
mente"* u.  A.  die  Begriffe  „Deckebene**  nnd  ;,8ymptoti8che  Gerade**, 
d.  i.  Ebene ^  bezw.  Gerade,  deren  beide  Spnren  in  der  Zeichnungsebene  sieb 
decken,  in  die  descriptive  Geometrie  eingeführt.  Durch  jede  Gerade,  ge- 
geben durch  ihre  Spuren  H  und  V  (Fig.  l),  geht  eine  Deckebene;  ihre 
Spuren  fallen  in  die  Linie  HV'  zusammen.  Durch  jeden  Pankt  {a^a)  gebt 
eine  sjmptotische  Gerade;  ihre  Spuren  fallen  in  einen  Punkt  ^*  zusammen, 
der  auf  dem  Grundloth  aa  so  liegt,  dass  (wenn  g  den  Schnittpunkt  von 
Grundloth  und  Grundschnitt  bedeutet)  aA*=^ga^  also  auch  a-4*=^a' ist. 
Der  Punkt  J.*  wird  als  der  zum  Punkte  {a,  a)  gehörige  „Centralpunkt" 
hezeichnet.  Die  Centralpunkte  aller  Punkte  einer  Geraden  liegen  auf  der 
Spur  der  Deckebene  der  Geraden. 


Die  einfachen  und  eleganten  Constructionen ,  welche  Herr  Reuschle 
mit  Hilfe  dieser  zwei  Deckelemente  entwickelt,  lassen  sich  nun  auch  noch 
auf  andere,  und  zwar  sehr  anschauliche  Weise,  nämlich  vom  Gesichtspunkte 
der  sogenannten  Militärperspective  und  Cavalierperspective  aus 
erklären. 

Man  kann  die  Militärperspective  bekanntlich  definiren  als  schiefe  Fa- 
rallelprojection  auf  eine  horizontale  Bildebene  mit  einer  unter  45®  gegen 
dieselbe  geneigten  Richtung  der  parallelen  Sehstrahlen.  Ist  also  das  Object 
durch  Grundriss   und  Höhen   der  einzelnen  Punkte  gegeben,   so  bilden 

*  C.  Reuschle,  Die  Deck  -  Elemente.    Stuttgart,  Metzler.    iaß2. 
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sich  der  Grundriss  als  congraente  Figur,  die  Höhen  in  wahrer  Grösse  ab, 
und  man  erhält  die  militärperspectivische  Abbildung  des  Objects  einfach 
dadurch,  dass  man  von  den  einzelnen  Funkten  der  Grundrissfigur  aus  die 
zugehörigen  Höhen  parallel  mit  der  Bichtung  der  Horizontalprojection  des 
Sehstrahls  in  die  Ebene  der  Grundrissfigur  umlegt. 

Denkt  man  sich  demgemäss  ein  descriptives  Grundsjstem,  bestehend 
aus  Horizontalebene  und  Yerticalebene  in  rechtwinkliger  Verbindung,  und 
legt  die  Yerticalebene  durch  Drehung  um  den  Grundschnitt  in  die  Horizon- 
talebene um,  80  kann  die  so  entstandene  ^ Zeichnungsebene''  mit  den  in  ihr 
liegenden  Paukten  und  Linien  aufgefasst  werden  als  die  militärperspectivische 
Abbildung  des  ursprünglichen  rechtwinkligen  Grundsystems  mit  den  in  seinen 
Ebenen  liegenden  Punkten  und  Linien,  und  zwar  für  eine  Bichtung  der 
Sehstrahlen,  deren  Horizontalprojection  senkrecht  zum  Grundschnitt  ist. 

Stellen  also  z.  B.  in  der  Zeichnungsebene  (Fig.  1)  H  und  V  die  Spuren 
einer  geraden  Linie  vor,  so  ist  vY'  die  umgelegte  Höhe  des  Punktes  F', 
und  es  kann  also  die  directe  Verbindungslinie  HY'  aufgefasst  werden  als 
die  Militärperspective  der  räumlichen  Geraden  H  Y\  Sind  femer  a ,  a  die 
Projectionen  eines  Punktes  Ä  der  Geraden,  und  schneidet  das  Grundloth 
aa  die  Linie  HY'  in  Ä*j  den  Grundschnitt  in  ^,  so  stellt  A*  die  Militärper- 
spective  des  Punktes  A    dar;   aÄ*    ist    die   umgelegte  Höhe,   folglich  ist 

Ebenso  gut  kann  man  sich  auch  das  Object  durch  seinen  Aufriss  und 
die  Ordinaten  der  einzelnen  Punkte  gegeben  denken  und  dasselbe  dadurch 
abbilden,  dass  man  von  den  einzelnen  Aufrisspunkten  aus  die  zugehörigen 
Ordinaten  parallel  zur  Yerticalprojection  des  Sehstrahls  in  die  Ebene  des 
Aufrisses  umlegt.  Man  erhält  dann  ein  Bild ,  das  als  „cavalierperspec- 
tivisoh^  zu  bezeichnen  ist. 

Demgemäss  kann  die  Zeichnungsebene  eines  descriptiven  Grundsystems, 
wenn  man  sich  dieselbe  dadurch  hergestellt  denkt,  dass  man  die  Horizon- 
talebene in  die  als  fest  betrachtete  Yerticalebene  umlegt,  auch  aufgefasst 
werden  als  die  cavaliei'perspectivische  Abbildung  des  räumlichen  Grund- 
systems für  eine  Bichtung  des  Sehstrahls,  senkrecht  zum  Grundschnitt. 

Unter  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  betrachtet,  stellt  in  Fig.  1  JiH 
die  umgelegte  Ordinate  des  Punktes  H,  folglich  Y'H  die  Cavalierperspective 
der  räamlichen  Geraden  Y'H  vor.  Ä*  repräsentirt  die  Cavalierperspective 
des  Punktes  Ä^  aA*  die  umgelegte  Ordinate;  es  ist  also  aÄ*  =  ga. 

Die  von  Herrn  Beuschle  eingeführte  Darstellung  eines  Punktes  durch 
eine  seiner  Projectionen  a,  bezw.  a\  und  seinen  Centralpunkt  A*  kann 
hiemach  identificirt  werden  mit  seiner  axonometrischen  Darstellung  nach 
dem  System  der  Militärperspective,  bezw.  Cavalierperspective. 

Es  mag  noch  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden,  wie  die  dargelegte 
Auffassungsweise  bei  Constmctionen  der  descriptiven  Geometrie  mit  Von  heil 
verwerthet  werden  kann. 
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Gegeben  seien  drei  Ebenen  durch  ihre  Spuren;  gesucht:  die  Projection 
ihres  Schnittpunktes.     (Fig.  2.) 

Die  drei  gegebenen  Horizontalspuren  mögen  sich  in  den  drei  Punkten 
1,2,3  schneiden,  die  entsprechenden  drei  Verticalspuren  bezw.  in  T,  2^,  3'. 
Dann  sind  1,  1'  —  2,2' —  3,  3'  die  Spuren  der  drei  Schnittlinien  der 
Ebenen.  Daher  stellen  die  directen  Verbindungslinien  11',  22^,  33'  deren 
Militärperspectiven  (oder  Cavalierperspectiven)  vor.  Dieselben  müssen  sicfa 
in  einem  Punkte  (7*  schneiden ,  welcher  die  Militfirperspective  des  gesuchten 
Schnittpunktes  C  reprftsentirt.  um  dessen  Projectionen  e  und  c  zu  ermit- 
teln ,  bestimmt  man  von  einer  der  drei  Geraden ,  z.  B.  von  1 1',  die  Hori- 
zontalprojection  und  erh&lt  auf  dieser  den  Punkt  e  als  Schnitt  mit  dem 
Grundloth  durch  C*.  cO*  ist  dann  die  umgelegte  Höhe.  Trägt  man  diese 
vom  Grundschnitt  aus  auf  dem  Grundloth  ab^  so  ergiebt  sich  die  Yertical- 
projection  c. 

Herr  Beuschle  benützt  die  Liniencombination  der  Fig.  2,  um  an  ihr 
die  Theorie  der  ebenen  Collineation  zu  entwickeln.  Auf  Grund  der  be- 
sprochenen perspectivischen  Anschauung  macht  sich  dies  sehr  einfach,  insofern 
die  Figur  sich  darstellt  als  die  parallelperspectiyische  Abbildung  eines  Drei- 
kants 0,  das  von  zwei  Ebenen  (den  zwei  Projectionsebenen)  nach  zwei 
Dreiecken  123  und  1' 2' 3' geschnitten  wird,  demzufolge  je  zwei  entsprechende 
Dreiecksseiten  in  der  Schnittlinie  der  Dreiecksebenen  (dem  Grundschnitt)  zu- 
sammentreffen müssen. 

Für  unsere  perspectivisohe  Auffassung  dürfte  der  Vorzug  der  unmittel- 
baren Anschaulichkeit  sprechen.  Sie  ist  Yon  mir  in  meinen  Vorlesungen 
stets  verwendet  worden  und  erweist  sich  namentlich  für  photogram- 
metrische  Constructionen  sehr  zweckmässig,  worüber  eine  spätere  Mit- 
theilung berichten  mag.  Dagegen  dürfte  die  Auffassung  der  fraglichen 
Punkte  und  Linien  als  Spuren  von  symptotischen  Geraden  und  Deckebenen 
in  systematischer  Beziehung  den  Vorzug  verdienen,  schon  mit  Bücksicht 
auf  die  sehr  interessante  dualistische  Parallele,  in  welche  die  Deckebene 
einer  Geraden  und  die  symptotische  Gerade  eines  Punktes  zu  dem  Deck- 
punkte  einer  Geraden,  bezw.  der  Deckgeraden  einer  Ebene  von  Herrn 
Beuschle  gesetzt  werden.  Für  die  zwei  letzteren  Deckelemente,  welche 
sich  übrigens  in  constructiver  Beziehung  weniger  fruchtbar  erweisen  als  die 
ersteren,  bietet  sich  keine  analoge  perspeetivische  Deutung  —  wenigstens 
keine  von  gleicher  Evidenz  —  dar. 

Berlin,  December  1888.  G.  Haucr. 


Digitized  by 


Google 


Zeifschrift 


m 


Mttlheniatik  und  Physik 

imt^r  d€ir  Terantwarüichob  ße4jictioii 

von 

Dr.  O.  SoUömiloh,  Dr.  E.  EaM 

und 

Dt,  M,  Cantor, 


Z4n  lahrga&g,    6.  Heft 


Mit  »wei  litbografibirteci  Tafolti. 


AciigegebeB  «ir  30.  &^(it^iiiber   IBSl«, 


Leipzig, 
Verlag  toh  ß*  G,  T€iibii«r. 


jUig 


Google 


Yfirlag  Toa  Moflelien  tilr  den  Btm  matn.  Oolerricm  von  L.  Brill  ia  Danmliit 

Modelle 

aus  (lips,  MessinggestelleD  mit  Seidenfadeu, 
aus  Draht,  Messingblech  etc, 

16  Serien* 

Dia  Modelle  van  siBbeci  dieser  Seii^a  iviml  Angefertigt  naub  den  im 
tmih,  InstÜut  der  kgi  teclin.  Hociisehule  in  VlÄachea  bergeetellti^n  Origmatsa 

unter 

Leitung    der 

Herren  ProC 

|!jy.     Dr-  BrUl,  Dr. 

JÜdn  un  «1  Dr. 

Thjck.  Ferner 

jü  eioe  Serie 

von  den  Her- 

r*>ii  Prof,  Dr- 

Kummer  in 

Berlin, 

IJ  ■  ms  iD  Hh!  .  Dr  h'ödcttbcrff  iii  Haooover,  Dr.  Höhn  i'  '  ^ü; 

r<       '        -r  Dn  iV'  Uagou  i  W.,    Gfik  Hofrath  Prül   Dr  i    in 

Krtrbrulie,  Privatdocent  Dr.  ll'*«ia'  in  Halle  ti.  ä  in. 

Von  Äwei  Si^riöD  abgesehen,  fiiud  »UmmtHche  Numm&m  «inxelii  bö^ieb- 
hhr.  Dem  WöitaQn  grössteu  Tlieil  der  Morlelli»  ist  ein  erläuternder  T«xt 
Wigefüüjt;.  —  Pjt^  Preii^e  verstellen  sli  b  vw\.  EnVballag**  ö.  Vttrsf^ndr  leo. 

ProBpeot^    auf  Verl,  gratis  u*   &anco.   -  Van  den  iasgesi      ^      :iii7 
ummern    deit  Model]  «YarUgs   iind  lß8  Mod^e  ans  Gipe  hergöBtellt^ 
\   in  SeldenfädeQj  40  aus  Draht  eto*     Sie  berütiran  fast  alle  Gebiet« 
lliätti.  WlBfiftns:  ijnthet,  n.  analjt,  O^eometrie,  KrUmmimgBtJieorie ,  matlu 


\erlag  Ton  B.  Ü.  Teubiier  in  Leipzig, 

Unter   der   Presse    beliiiden    sieb    und    werden    hinnen  Kai^rm 
erscheinen: 

Etnleitijtn^  in  die  projektividche  Geometrie.  Ein  (jehrbiicb  llür  hMiars 
Lokraustftlten  Mnd  t'ftr  den  SelHstcinterricht.  Nat^h  den  VartiHgiöo  dei 
Herrn  C\  Km-pKR  bearbeitet  von  Biv  FCahl  Bobek.  gn  8*  geh. 

Die    ünmdkge    dieses    Lelirbuche»    bilden    die    VortHlge,  w^tf^h^    H«tt 

I'    Beit   dem    Jahre    1»Ö7   am    Pra^jei   Polyte<"bniki3m  g^i  i  r 

-  geantan  de  blnÜ  dne  Stniido  wöchentlich   hIb  Vortirf*gs 
',    Sit   mußten   die  Vortrttge  möglichst  konzis  gehalten  wer  tu 

rjiker  nicht  bloü  die  Slltaie  oder  die  Konftruktionen  allmn,  in 

,  .    '.  Lmch  TM  ^  *  I 


Geometrie  der  Kreise  einer  Kugel. 

Von 

Dr.  F.  Schumacher 

lnM«ti. 


Die  Steiner 'sehe  Aufgabe:  ,,  Einen  Kreis  zn  snohen,  welcher  drei  ge- 
gebene Kreise,  oder  eine  Kngel,  welche  vier  gegebene  Kngeln  nnter  gegebe- 
nen Winkeln  schneidet"  wurde  in  neuester  Zeit  Yon  Herrn  Prof.  Beye  in 
seinem  Buche:  „Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugel- 
systeme (Leipzig  1879)"  in  umfassender  Weise  gelöst.  Die  zahlreichen 
hierbei  zur  Anwendung  kommenden  Sätze  über  Kreissysteme  hat  Herr  Pro- 
fessor Thomae  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  29  S.  284  durch  stereogra- 
phische Projection  auf  die  Ebene  übertragen  und  dadurch  eine  Lösung 
des  erweiterten  Apollonischen  Problems  für  die  Ebene  gegeben.  In  der 
vorliegenden  Arbeit  sollen  diese  Eigenschaften  der  Kreissysteme  einer  Kugel 
nochmals  untersucht  werden.  Es  findet  sich  naturgemSss  eine  Anzahl  der 
hier  abgeleiteten  Sätze  schon  in  der  obengenannten  Druckschrift  des  Herrn 
Prof.  Reye;  während  aber  Herr  Reye  dieselben  mit  Hilfe  reoiproker  Radien 
und  orthogonaler  Kugeln  ableitet,  gelangen  wir  hier  zu  denselben  auf  einem 
andern,  bisher  noch  nicht  betretenen  Wege,  nämlich  mittels  der  Polaren- 
theorie. Wir  weisen  jedem  Kreise  einer  Kugel  den  Pol  seiner  Ebene  in 
Bezug  auf  diese  Kugel  zu  und  zeigen,  dass  dann  gewissen  Kreissystemen 
und  Kreisschaar^n  der  Kugel  gewisse  Hyperboloide  und  doppelt  berührende 
Kegelschnitte  im  Räume  entsprechen.  Die  Einführung  dieser  Gebilde  in  die 
Theorie  der  Kugelkreise  gestattet  Betrachtungen ,  welche  sich  nur  mit  Punk- 
ten, nicht  mehr  mit  Kreisen  beschäftigen,  und  die  gefundenen,  allgemeinen 
Sätze  ergeben  durch  einfache  üebertragung  die  Beziehungen  der  Kugelkreise. 

Wir  werden  im  Folgenden  häufiger  die  Ausdrücke  nKreisbüudel**  und 
„Kreisbüschel"  gebrauchen,  für  welche  wir  die  beiden  Definitionen  festlegen 
wollen: 

1.  Alle  Kugelkreise,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  bilden 
ein  Kreisbündel;  ihre  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  liegen  in  einer  Ebene, 
und  das  Kreisbündel  ist  daher  durch  drei  seiner  Kreise  bestimmt. 

2.  Alle  Kugelkreise,  deren  Ebenen  durch  eine  Gerade  gehen,  bilden 
ein  Kreisbüschel;  ihre  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  liegen  in  einer  Geraden, 

und  das  Kreisbüschel  ist  daher  durch  zwei  seiner  Kreise  bestimmt.      ^  j 
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Hieran  anscbliesBend  führen  wir  noch  folgende  Bezeichnungen  ein.  Wir 
bezeichnen  die  Eagel  mit  K^,  einen  Kreis  auf  ihr  mit  k  oder'A^r,  seine 
Ebene  mit  x  oder  xr  und  deren  Pol  mit  K  bezw.  Kr]  einen  Kegelschnitt 
mit  0^  seine  Ebene  mit  y.  Eine  Gerade  heisse  g,  ihre  Polare  g'  n.  s.  w. 
Abkürzend  werden  wir  gelegentlich  einen  Berührungskegel  der  Kugel ,  dessen 
Mittelpunkt  K  ist,  den  „Kegel  K'^  nennen. 


L  Das  reohtwinklige  Schneiden. 

Auf  der  Kugel  K^  ist  der  Kreis  ki  gegeben;  gesucht  alle  Kreise  Ic, 
welche  k^  rechtwinklig  schneiden.  Die  Tangenten  t  und  t^  in  einem  gemein- 
samen Punkte  B  der  Kreise  k  und  A;j  stehen  aufeinander  normal  und  sind 
infolge  dessen  polar  zueinander.  Da  nun  alle  Tangenten  ti  von  k^  in  der 
Ebene  x^  liegen,  so  gehen  alle  Tangenten  t  der  Kreise  k  durch  den  Pol  K^ 
Yon  Xj,  d.  h.  die  Ä;  bilden  ein  Bündel.     Das  ist  der  Satz: 

„Alle  Kugelkreise  k^  welche  einen  Kreis  A^i  normal  schneiden,  bilden 
ein  Bündel;  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  von  X|  ist;  ihre  Pole  liegen  in  Xi." 
Wir  legen  durch  zwei  polare  Geraden  g'  und  g  je  eine  beliebige  Kreis- 
ebene X  und  X| ,  und  ziehen  an  die  Kreise  k  und  ki  im  einen  Schnittpunkte 
B  die  Tangenten  t  und  t^.  Die  Polare  von  t^  ist  eine  Tangente  von  K* 
im  Punkte  B  und  schneidet  g\  weil  g  und  ti  in  einer  Ebene  liegen,  sie 
fällt  also  mit  t  zusammen,  und  da  t  und  t^  als  polare  Geraden  normal  sind, 
so  schneiden  sich  k  xmd  k^  rechtwinklig  im  Punkte  B,  Die  Ebenen  x  und 
X|  waren  beliebig  durch  g'  und  g  gelegt,  also  gilt  allgemein: 

„Sind  die  Axen  zweier  Kreisbüschel  polare  Geraden,  so  schneidet 
jeder  Kreis  des  einen  Büschels  jeden  Kreis  des  andern  normal.  ** 

Sind  nun  auf  K*  die  beiden  Ejreise  k^  und  A;,  gegeben,  so  liegen  die 
Pole  aller  Kreise,  welche  diese  beiden  rechtwinklig  schneiden,  nach  obigem 
Satze  auf  der  Schnittlinie  x^x,;  die  Kreise  selbst  bilden  also  ein  Büschel, 
dessen  Axe  ^i^^  ^^  ^i^%  polar  ist.  Mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  können 
wir  daher  sagen: 

„Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  ki  und  k^  normal  schneiden,  bilden 
das  Büschel  i^i^\]  sie  werden  von  allen  Kreisen  des  Büschels  (A;,^) 
normal  geschnitten.^ 

Drei  Kreise,  deren  Ebenen  nicht  durch  eine  Gerade  gehen,  sondern 
sich  in  einem  Punkte  schneiden ,  werden  nur  von  einem  Kreise  k  rechtwinklig 
geschnitten ;  sein  Pol  ist  (S.  258)  der  Schnittpunkt  K  der  drei  Kreisebenen. 
Jede  durch  k  gehende  Gerade  g  hat  eine  in  x  liegende  Polare  g\  und  nach 
Obigem  wird  daher  jeder  Kreis  des  Büschels  g  von  k  rechtwinklig  geschnit- 
ten; da  ^  eine  beliebgie  durch  A"  gehende  Gerade  war,  so  gilt  das  Gesagte 
von  jedem  Kreise  des  Bündels  IC.     So  haben  wir:  ^^  , 
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„Alle  Kreise  eines  Bündels  werden  von  einem  einzigen,  reellen  oder 
imaginären  Kreise  normal  geschnitten ;  derselbe  heisst  der  Orthogonalkreis 
des  Bündels»  und  seine  Ebene  hat  den  Mittelpunkt  des  Bündels  zum  Pol^, 
nnd  femer  noch: 

„Drei  nicht  in  einem  Büschel  liegende  Kreise  werden  nur  vom  Or- 
thogonalkreise des  durch  sie  gehenden  Bündels  normal  geschnitten.  ** 
Der  Orthogonalkreis  eines  Bündels  ist  nur  dann  reell,  wenn  der  Mittel- 
punkt des  Bündels  ausserhalb  der  Kugel  liegt;  der  Orthogonalkreis  reducirt 
sich  auf  einen  Punkt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Bündels  ein  Punkt  der  IC* 
ist.  Liegt  endlich  der  xMittelpunkt  des  Bündels  innerhalb  A'',  so  ist  der 
Orthogonalkreis  imaginär;  in  diesem  Falle  gehört  zum  Bündel  auch  der 
Kreis ,  welcher  die  kleinsten  durch  IC  gehenden  Sehnen  der  Kugel  zu  Durch- 
messern hat  und  von  jedem  Kreise  des  Bündels  in  diametral  gegenüber- 
liegenden Punkten  geschnitten  wird. 

n.  Die  Bertthmng. 

Zwei  Kreise  k^  und  h  mögen  im  Punkte  B  sich  und  die  gemeinschaft- 
liche Tangente  t^  berühren;  da  ^,  in  x  und  x^  liegt,  so  fällt  ihre  Polare  t\y 
d.  h.  die  in  B  auf  f|  normale  Tangente  mit  ATATj  zusammen  und  geht  stets 
durch  A^j,  wenn  ^|  auf  A;j- rollt.     Also: 

„Die  Pole  aller  Kugelkreise  k,  welche  einen  Kreis  k^  berühren,  liegen 
auf  demjenigen  Berührungskegel  der  Af^  welcher  den  Pol  A^j  zum  Mittel- 
punkt hat'' 

Die  Pole  aller  Kreise  A;,  welche  zwei  gegebene  k^  und  k^  berühren, 
liegen  daher  auf  der  Curve  vierter  Ordnung  C\  in  welcher  sich  die  beiden 
Kegel  iC^  und  A",  schneiden.  Eine  beliebig  durch  A^i  A",  =  g'  gelegte  Ebene  t 
trifft  die  C*  in  vier  Punkten  C\  2/,  C",  2>",  welche  durch  sechs  Sehnen  der 
Curve  verbunden  werden  können  (Fig.  1).  Vier  dieser  Sehnen  sind  Strahlen 
der  Kegel  IC^  und  A,  und  berühren  daher  die  K*  in  je  einem  der  Punkte 
A^j  ^,,  i^8,  B^,  in  denen  die  beiden  Kreise  k^  und  k^  von  s  geschnitten 
werden;  die  beiden  anderen  Sehnen  C'D'  und  C" D"  mögen  sich  in  G' 
schneiden.  Der  Pol  der  Geraden  CD'  ifi"  B")  in  Bezug  auf  den  in  e  lie- 
genden Kreis  k^  der  K*  ist  der  Schnittpunkt  P*  (F')  der  beiden  Polaren 
A^A^  und  B^B^  {^^2  ^^^  ^\^%)  ^^n  C  und  D'  {D"  und  0").  Infolge 
dessen  hat  die  Gerade  P'  P"  zum  Pole  bezüglich  Ar«  den  Punkt  &\  durch 
welchen  daher  auch  die  Diagonalen  A^B^  und  A^B^  des  k^  eingeschriebenen 
Vierecks  A^A^B^B.^  gehen.  Aus  letzterem  folgt  weiter,  dass  ff  bezüglich 
X;«  die  Gerade  W  zur  Polare  hat,  also  fallen  P*  P"  und  ATjA",  zusammen, 
und  O'  liegt  auf  der  Polare  g^%^%^  von  g\  Jede  mit  g'  in  einer  Ebene 
liegende,  aber  nicht  durch  h\  oder  A",  gehende  Sehne  CD  der  (7^  schneidet 
demnach  auch  g.  Da  ferner  P*  und  P"  bezüglich  k^  conjugirt  sind,  so  liegt 
P'  auf  der  Polare  C' B"  von  />"  und  umgekehrt  /'"  auf  der  Polare  C'D' 
von  P'.     Wir  werden  nun  gleich  nachweisen,  dass  P'  und  P"  von  ^^P^ß^r^A^^ 
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der  Ebene  s  unabhängig  sind,  jede  g'  sehneidende,  aber  nicht  dnreb  K^ 
und  K^  gehende  Sehne  der  C^  liegt,  wie  hieraus  folgt,  in  einer  der  beiden 
unveränderlichen  Ebenen  P'g  =  y"  und  P"g  =  /;  die  C*  zerf&Ut  also  in  zwei 
Kegelschnitte  G\^  und  C",,  der  Ebenen  /  und  /'.  Die  beiden  reellen  oder 
imaginären  Schnittpunkte  der  Kreise  \  und  A;,  liegen  auf  den  beiden  Kegeln 
^1  und  A^2)  ^80  Auch  &^^  ^^^  Schnittcnrren  C\2  und  C,2,  und  zwar  be- 
rühren diese,  ebenso  wie  die  Kegel,  in  jenen  beiden  Punkten  die  Kugel  ^*. 

Fig.1. 


Die  Unabhängigkeit  der  Punkte  P'  und  P"  von  b  ergiebt  sich  ans 
Folgendem.  Wie  schon  bewiesen,  liegen  P'  und  P"  auf  g'^K^IC^  und 
sind,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  K^  und  K^  harmonisch  getrennt  und 
in  Bezug  auf  Ä»,  also  auch  auf  E^  conjugirt;  weisen  wir  nun  je  iwei  Punkte 
von  g  einander  zu,  welche  durch  K^  und  K^^  bezw.  durch  die  K^  har- 
monisch getrennt  sind,  so  erhalten  wir  zwei  involutorische  Punktreihen, 
von  denen  die  erstere  zwei  reelle  {K^ ,  Ä'j),  die  letztere  zwei  reelle  (3f,  K)  oder 
imaginäre  Ordnungselemente  besitzt,  und  da  diese  sich  nicht  trennen,  so 
haben  die  Punktreiben  stets  ein  reelles  Punktepaar  /*',  P"  gemein,  aber 
auch  nur  eins,  d.  h.  /*' und  P"  ändern  ihre  Lage  mit  c  nicht. 

Der  Pol  der  Ebene  /  liegt  auf  g  und  ftllt  mit  dem  Pole  P'  von  CD' 
bezüglich   A*,  zusammen;   ebenso  folgt,  dass  P*'  der  Pol  des  Ebene^v''  ist. 
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Die  beiden  Punkte  P'  und  P"  haben  für  Ä,  und  Ic^  noch  'eine  beson- 
dere Bedeutung.  Legen  wir  nämlich  durch  h^  einen  Kegel  mit  dem  Cen- 
trum P\  sj  wird  derselbe  von  jeder  durch  g  gelegten  Ebene  in  zwei  Ge- 
raden geschnitten,  welche  durch  zwei  Punkte  A^  und  B^  von  Ic^  gehen;  der 
Kreis  h^  liegt  also  vollständig  auf  diesem  Kegel.  Dasselbe  gilt  von  P". 
Jeder  der  beiden  Punkte  P'  und  P"  ist  daher  das  Centrum  einer  durch  Äj 
und  Ä:,  gehenden  Kegelfläche,  und  sie  heissen  daher  Kegelcentren  von  Ic^ 
und  k^.     Also  haben  wir  die  beiden  Sätze: 

„Zwei  sich  nicht  berührende  Kreise  A^i,  A;,  einer  Kugel  können  durch 
zwei  Kegel  verbunden  werden;  die  beiden  Kegelcentra  liegen  auf  der  Polare 
der  Schnittlinie  xiXg   und  sind  sowohl  durch  die  A"',  als  auch  durch  x, 
und  x,  harmonisch  getrennt^, 
und  ferner: 

„Zwei  Berührungskegel  einer  Kugel  K^  schneiden  sich  im  Allgemei- 
nen in  zwei  Kegelschnitten,  welche  die  K^  in  den  Schnittpunkten  der 
beiden  Berührungskreise  berühren;  ihre  Ebenen  haben  die  Kegelcentra 
der  Berührungskreise  zu  Polen  und  sind  daher  sowohl  durch  die  Ebenen 
dieser  Kreise,  als  auch  durch  die  A'^  harmonisch  getrennt.^ 

Die  Kegelschnitte  C\^  und  C'\ig  sind  nur  dann  nicht  beide  vorhanden, 
wenn  h^  und  Ä^  sich  in  einem  Punkte  berühren;  dann  werden  die  beiden 
Kegel  K^  und  K^  in  der  Geraden  A'jüfg  von  derselben  Tangentialebene  der 
h'^  berührt  und  haben  daher  nur  einen  Kegelschnitt  und  die  Gerade  K^  K^ 
gemein. 

Die  Pole  aller  \  und  \  berührenden  Kreise  lagen  auf  C\^  und  C^^. 
Denken  wir  uns  eine  dieser  Curven  durch  zwei  projective  Strahlenbüschel 
erzeugt,  so  entsprechen  letzteren  als  Polaren  zwei  projective,  conceutrische 
Strahlenbüschel,  welche  in  verschiedenen  Ebenen  liegen  und  daher  ein 
Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  erzeugen.  Dasselbe  umhüllt  eine  Kegel- 
fläche,  und  der  Mittelpunkt  der  letzteren  ist  der  Pol  einer  der  Ebenen  / 
und  /'von  G\^  und  C",2,  also  /^' oder  P'\     Daher: 

„Alle  Kreise  A;,  welche  \  und  Aig  berühren,  liegen  in  zwei  Kreis- 
bündeln, deren  Centra  die  Kegelcentra  von  ä;,  und  Ar,  sind.  Die  Kreis- 
ebenen  umhüllen  zwei  durch  A^i  und  'k^g'^tiiA^  Kegelflächen,  ihre  Pole 
liegen  auf  ^wei  Kegelschnitten,  welche  die  K^  in  den  beiden  Schnitt- 
punkten von  A;^  und  A:,  berühren.^ 

Wir  suchen  nun  zu  drei  Kreisen  A;^,  A;,,  A^g  einen  berührenden  A;;  sein 
Pol  liegt,  weil  er  \  und  k^  berührt,  auf  einem  Kegelschnitte  Cy^  und,  weil 
er  \  und  k^  berührt,  auch  auf  einem  Kegelschnitte  C^*  Wir  erhalten  dem- 
nach die  Pole  aller  Berührungskreise  A;,  wenn  wir  jede  der  Curven  C\^  und 
C",j  mit  0'j3  und  mit  C'\^  zum  Durchschnitte  bringen ;  dies  ergiebt  acht 
Punkte,  welche  zu  zweien  auf  den  vier  Geraden  /u/js,  y\%y't^^  't*viy%& 
und  /'js/'s3  liegen.  Die  Ebenen  y  gehen  alle  durch  den  Punkt  x^x^ics, 
also  auch  die  soeben  genannten  vier  Geraden.     Die  jenen  acht  PunktenriSntr^^Tp 
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sprechenden  Kreise  k  berühren  Ä;,  und  k^^  also  liegen  die  acht  Punkte  auch  theils 
auf  C'ig ,  theils  auf  C'\^  und  damit  auf  y'is  bezw.  ^^",3 .  Da  nun  die  Schnitt- 
linie y'i^y' iB^=^iH  ^^^  Punkt  XjXgXj  enthält,  so  geht  durch  Jjede  der  ge- 
nannten vier  Geraden  eine  der  beiden  Ebenen  y\^  und  y\^^  aber  auch  nur 
eine ,  weil  sie  sonst  zusammenfallen  müssten  ^  was  unmöglich  ist.  Die  sechs 
Ebenen  /  schneiden  sich  also  zu  dreien  in  vier  Geraden  des  Punktes  XiK^xj, 
und  daraus  folgt  für  ihre  Pole,  die  Kegelcentra: 

„Drei  Kreise  einer  Kugel  haben  im  Allgemeinen  sechs  Kegelcentra; 
dieselben  liegen  mit  den  Polen  der  drei  Kreise  in  einer  Ebene  und  zwar 
zu  dreien  in  vier  Geraden ,  welche  Kegelaxen  heissen.** 

Da  auf  jeder  Polaren  der  vier  Kegelaxen  die  Pole  zweier  Berührungs- 
kreise  k  liegen,  so  gehen  durch  jede  Kegelaxe  die  Ebenen  von  zwei  Kreisen  k. 
Das  ist  der  weitere  Satz: 

„Die  Kreise  einer  Kugel ,  welche  drei  gegebene  berühren,  liegen  zu 
zweien  in  den  vier  Kreisbüscheln,  deren  Axen  die  Kegelaxen  sind.' 

Wir  wollen  noch  einen  Augenblick  bei  den  Schnittcurven  der  Be- 
rührungskegel einer  A*  verweilen.  Eine  beliebige  Ebene  y  schneidet  einen 
solchen  Kegel  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  seinen  Berührungskreis 
in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten ,  in  welchen  jene  Curve  die  if' 
berührt;  also  jeder  auf  einem  Berühnmgskegel  der  J{*  liegende  Kegelschnitt 
berührt  die  ^*  doppelt. 

Wir  können  auch  das  Umgekehrte  beweisen.     Sei  C*  ein  die  K^  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitt,  A  nnd  B  die  Berührungspunkte.     Lässt  sich 
durch  diese  C^  ein  Berühmngskegel  legen,  so  muss  dessen  Berührungskreis 
durch  Ä  nnd  B  gehen  und  daher  seine  Spitze  auf  der  Polaren  g'  der  Be- 
rührungssehne AB^g  liegen.     Ein  Berührungskegel  der  Z^,  welcher  einen 
beliebigen  Punkt  X  der  C^  zum  Centrum  hat,  schneidet  g'  in  zwei  Punkten 
X|  und  K^y   und  diese  sind  Mittelpunkte   zweier  Berührungskegel  der  Af^ 
welche  beide  durch  die  C^  gehen;   ihre  in  der  Ebene  y  liegenden  Schnitt- 
curven haben  nämlich  mit  C^  die  Punkte  X,  A  und  J9,  sowie  die  Tangen- 
ten in  den  beiden  letzteren  gemein.     Dieselbe  Construotion  für  einen  andern 
Punkt  r  der  C*  führt  zu   dens^ben  Punkten  K^   und  A",,   da  die  beiden 
Strahlen  K^  T  und  AT^  ^  ^^^^  ^^^  ^^^  Berührungskegel  Y  liegen.     Also ; 
„Jeder  auf  einem  Berührungskegel  der  K^  liegende  Kegelschnitt  C^ 
berührt  die  ^*  doppelt,  und   umgekehrt  lassen  sich  durch  jede  die  K* 
doppelt  berührende  C^  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Berühmngs- 
kegel der  K*  legen;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Polaren  der  Berühr- 
ungssehne. ** 

Sei  K  ein  Berührungskegel  der  JS^^  {  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene 
X  seines  Bertthrungskreises  k  und  L  der  Pol  von  l  bezüglich  k.  Dann  hat 
die  Gerade  l  bezüglich  der  K*  dieselbe  Gerade  KL:=V  zur  Polare  wie  die 
Ebene  Kl  bezüglich  des  Kegels  JT,   und  ebenso  hat  jeder  ^nkt  Xjvon  x 
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diejenige  Ebene  Kl  bezüglich  der  K*  zur  Polare,  welche  in  Bezug  auf  den 
Kegel  K  Polarebene  der  Geraden  KL  ist. 

Wir  legen  von  den  Punkten  K  einer  Geraden  g'  Berührungskegel  an 
die  Af^  und  schneiden  sie  durch  eine  beliebige,  die  Polare  g  von  g  enthal- 
tende Ebene  y;  dann  erhalten  wir  in  /  eine  Schaar  Yon  Kegelschnitten  C^, 
welche  die  /T'  in  denselben  beiden  Punkten  Yon  g  berühren.  Da^  in  jeder 
der  Ebenen  x  liegt,  so  ist  nach  dem  eben  Gesagten  g'  in  Bezug  auf  jeden 
der  Kegel  AT  Polare  der  Ebene  &g,  also  der  Punkt  Q  =  gy  bezüglich  jeder 
C*  Pol  Yon  g.  Und  da  femer  ein  beliebiger  Punkt  M  von  g  in  allen 
Ebenen  x  liegt,  so  ist  seine  Polarebene  fi  bezüglich  jedes  Kegels  if  Polar- 
ebene der  Geraden  KM^  d.  h.  jeder  Punkt  M  von  g  hat  bezüglich  aller  C^ 
dieselbe  durch  G  gehende  Polare  m.     Daraus  ergiebt  sich: 

nAlle  Berührungskegel  der  £',  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden 
g'  liegen,  werden  von  einer  beliebig  durch  g  gelegten  Ebene  y  in  einer 
Schaar  von  Curven  zweiter  Ordnung  geschnitten.  Diese  berühren  die  K* 
in  denselben  beiden  reellen  oder  imaginären  Punkten  von  g  und  haben 
jedes  Poldreieck  gemein,  dessen  eine  Seite  in  g  liegt ** 


Wir  sind  jetzt  im  Stande,  einen  die  A"'  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt zu  zeichnen,  welcher  durch  einen  gegebenen  Punkt  X  geht,  und  dessen 
Berührungspunkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  g  liegen.  Die  Construction 
ist  einfach,  sobald  g  die  K^  in  reellen  Punkten  schneidet;  denn  von  der 
gesuchten  Curve  sind  dann  der  Punkt  X,  die  beiden  Berührungspunkte  und 
die  Tangenten  in  den  letzteren  bekannt  Sind  die  Berührungspunkte  da- 
gegen imaginär,  so  wenden  wir  den  letzten  Satz  an.  Zu  den  in  diesem 
Satze  genannten  Curven  C^  gehört  auch  der  in  der  Ebene  y  liegende ,  reelle 
oder  imaginäre  Kreis  h  der  K^  (Fig.  2).  Bezüglich  desselben  sei  OMM 
dasjenige  Poldreieck,  dessen  eine  Seite  GM  durch  X  geht,  während  eine 
zweite  MM'  auf  g  liegt;  der  vierte,  von  X  durch  G  und  M  harmonisch^  _t^ 
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getrennte  Punkt  Y  liegt  dann  auf  der  gesuchten  C,  und  die  beiden  Ge- 
raden M'X  und  M'Y  sind  Tangenten  derselben.  Ist  femer  QNN'  ein 
zweites  Poldreieok  von  k  und  Z  der  vierte,  von  X  durch  QN'  und  N  har- 
monisch getrennte  Theilpunkt,  so  liegt  auch  Z  auf  der  C\  und  diese  ist 
nun  bestimmt  Es  bleibt  nur  nachzuweisen,  dass  diese  C*  mit  k  alle  Pol- 
dreiecke gemein  hat,  deren  eine  Ecke  G  ist  Aus  der  Construction  geht 
hervor,  dass  bezüglich  C^  XY  Polare  von  M\  G  Pol  von  g  und  N  Pol 
von  N'G  ist;  daher  sind  GMM'  und  GNN'  Poldreiecke  auch  der  C*.  In 
g  liegen  zwei  involutorische  Panktreiheu ,  wenn  wir  Punkte ,  die  bezüglich  k^ 
und  femer  Punkte,  die  bezüglich  der  C^  conjugirt  sind,  einander  als  ent- 
sprechende zuweisen.  Diese  beiden  involutorischen  Punktreihen  sind  aber 
identisch,  da  sie  zwei  Elementenpaare  If,  M'  und  N,  N'  gemein  haber, 
und  daher  hat  jeder  Punkt  von  g  in  Bezug  auf  k  und  auf  die  C*  dieselbe 
durch  G  gehende  Polare,  d.  h.  k  und  die  C^  haben  alle  Poldreiecke  gemein, 
deren  eine  Ecke  G  ist.    Also: 

i,Ein  die  Kugel  £^  doppelt  berührender  Kegelschnitt  ist  durch  einen 

Punkt  und  die  Berührungssehne  eindeutig  bestimmt.^ 

Durch  drei  beliebige  Punkte  ist  ein  die  K^  doppelt  berührender  Kegel- 
schnitt im  Allgemeinen  nicht  eindeutig  bestimmt.  Nttmlich  die  Mittelpunkte 
aller  durch  einen  Punkt  X  gehenden  Berührungskegel  der  K^  liegen  auf 
demjenigen  Berührungskegel,  welcher  X  zum  Centrum  hat.  Hieraus  folgt 
sofort,  dass  durch  drei  Punkte  X,  F,  Z  die  acht  Berührungskegel  der  AT^ 
gehen,  in  deren  Mittelpunkten  sich  die  drei  Berührungskegel  X^  Y  und  Z 
treffen.  Diese  Mittelpunkte  können  wir  nach  Früherem  als  die  Pole  der- 
jenigen acht  Kreise  auffassen ,  welche  die  drei  bezw.  in  den  Ebenen  | ,  17 ,  ^ 
liegenden  Kreise  x^  y^  g  der  K^  berühren;  sie  liegen  daher  zu  zweien  auf 
denjenigen  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Geraden  g\  deren  Polaren 
die  vier  in  der  Ebene  XYZ  liegenden  Kegelaxen  g  der  Kreise  x,  y,  i?  sind. 
Zwei  solche  Kegel,  deren  Mittelpunkte  K^  und  K^  auf  einer  Geraden  g' 
liegen,  schneiden  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  in  zwei  Kegelschnitten, 
deren  Ebenen  durch  die  Polare  g  von  g*  gehen;  der  eine  von  ihnen  liegt 
also  in  der  Ebene  X  YZ  und  geht  durch  diese  drei  Punkte.  Die  acht  durch 
Z,  Y  und  Z  gehenden  Berührungskegel  der  f  schneiden  sich  also  in  der 
Ebene  XYZ  zu  zweien  in  vier  Kegelschnitten  C^. 

Die  Berührungssehne  g  einer  solchen  C  ist  nicht  nur  Kegelaxe  für 
die  drei  Kreise  x^  y<,  z^  sondern  beliebiger  drei  Kreise  x\  y\  e\  deren  Pole 
X\  Y\  Z*  auf  der  C^  liegen.  Denn  wir  können  durch  diese  drei  letzteren 
Punkte  wieder  acht  Berührungskegel  der  K^  legen;  dieselben  schneiden  die 
Ebene  XYZ  in  vier  Kegelschnitten,  von  denen  einer  mit  C^  zusammen- 
fallen muss,  und  dessen  Berührungs&ehne  daher  mit  g  identisch  ist,  d.  h.  g  ist 
auch  Kegelaxe  für  die  drei  Kreise  x\  y\  z\  So  haben  wir  den  Doppelsatz  : 
„Durch  drei  Punkte  einer  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  und  h5ch- 

stens  vier  die  K^  doppelt  berührende  Kegelschnitte;  in  ihnen  schneiden 
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sich  zu  zweien  die  acht  Berührungskegel  der  iT',  welche  durch  jene  drei 
Punkte  gehen.'' 

,iDie  Berührungssehne  eines  die  K*  doppelt  berührenden  Kegelschnitts 
ist  eine  Eegelaxe  für  je  drei  Kreise,  deren  Pole  auf  diesem  Kegelschnitte 


Da  vier  Berührungskegel  der  JI^  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  gemein 
haben,  so  Ittsst  sich  durch  vier  beliebige  Punkte  einer  Ebene  keine  die  A"^ 
doppelt  berührende  C^  legen.  Wir  nehmen  also  an,  ein  solcher  Kegel- 
schnitt C  sei  durch  einen  Punkt  X,  und  die  Berührungssehne  g  gegeben. 
Die  beiden  durch  C  hindurchgehenden  Berührungskegel  der  K^  sind  leicht 
bestimmt,  denn  ihre  Mittelpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g 
mit  den  beiden  in  der  Ebene  X^g'  liegenden  und  durch  X^  gehenden  Tan- 
genten der  K\  Die  beiden  Kegelflächen  schneiden  sich  noch  in  einer  zweiten 
Curve  C;  sie  lässt  sich  ohne  Zuhilfenahme  der  beiden  Kegel  construiren. 
Nach  dem  2.  Satze  auf  S.  261  ist  ihre  Ebene  y"  conjugirt  zu  /  bezüglich  der 
K^  und  geht  durch  g  hindurch;  der  Schnittpunkt  X,  dieser  Ebene  /'  mit 
einer  der  beiden  durch  X|  gehenden  und  in  der  Ebene  X,  g'  liegenden  Tan- 
genten der  K^  ist  ein  Punkt  der  C'\  und  diese  ist  nach  dem  1.  Satze  S.  264 
bestimmt,  da  von  ihr  ein  Punkt  JC^  und  die  Berührungssehne  g  bekannt 
sind.     Also : 

„Zu  einem  die  K^  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  gehört  stets 
ein  zweiter  ebensolcher,  welcher  auf  denselben  beiden  Berührungskegelu 
der  K^  liegt  wie  der  erste.  Die  Ebenen  beider  Kegelschnitte  silid  be* 
züglich  der  K*  conjugirt,  und  jeder  ist  durch  den  andern  ohne  Hilfe 
der  Berührungskegel  Yollstfindig  bestimmt." 

m  Das  Sohneiden  unter  beliebigem  Winkel. 

Die  Ebenen  aller  Kugelkreise  A;,  welche  einen  Kreis  kj  in  einem  Punkte 
B  unter  dem  Winkel  ^i  schneiden,  gehen  durch  die  beiden  Tangenten  der 
K^y  welche  mit  der  in  B  tai  k^  gezogenen  Tangente  ^j  den  Winkel  q>i 
bilden;  ihre  Pole  liegen  daher  auf  den  beiden  Tangenten  f  und  t"  des 
Punktes  B^  welche  mit  t^  den  Winkel  90^ ^q)^  bilden.  Lassen  wir  ^  den 
Kreis  k^  beschreiben,  also  die  beiden  Tangenten  f  und  t"  um  die  Gerade 
KiM  {M  ist  das  Centrum  Yon  k^)  rotiren,  so  beschreiben  sie  die  beiden 
Regeischaaren  eines  einschaligen  Botationshyperboloids ,  dessen  Geraden  die 
K*  in  Punkten  von  k^  berühren.     Das  ist  der  Satz: 

„Die  Pole  aller  Kugelkreise  A;,  welche  einen  Kreis  k^  unter  dem 
Winkel  9,  schneiden,  liegen  auf  einem  einsohaligen  Botationshyperboloid, 
welches  die  K*  im  Kreise  k^  berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den  sie 
schneidenden  Tangenten  von  k^  den  Winkel  90^— ^j  bilden.^ 

Diese  Fläche  werden  wir  gewöhnlich  nur  „ein  die  A''  im  Kreise  kj^ 
berührendes  einschaliges  Hyperboloid*'  nennen.    Nttmlich  eine  Fl&che  zweiter 
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Ordnung  F^  besitzt  bekanntlich  zwei  Sobaaren  unter  sich  paralleler  Kreis- 
ebenen,  und  jede  Kugel,  welche  durch  einen  Kreis  der  einen  ßchaar  geht, 
schneidet  aus  der  F^  noch  einen  Kreis  der  andern  Schaar  heraus.  Eine 
Kugel  kann  daher  eine  F*  nur  dann  in  einem  Kreise  berühren,  wenn  beide 
Kreisschaaren  zusammenfallen,  und  dann  ist  die  F^  eine  RotationsflSche. 
Ist  also  H*  ein  die  Kugel  AT^  in  einem  Kreise  k^  berührendes  einschaliges 
Hyperboloid,  so  muss  H*  ein  Rotationshjperboloid  sein;  und  bildet  irgend 
einer  seiner  Strahlen  mit  der  ihn  schneidenden  Tangente  von  h^  den  Winkel  (p, 
so  thun  dies  alle  seine  Strahlen,  wie  sich  aus  Gründen  der  Symmetrie  ohne 
Weiteres  ergiebt.     Wir  können  daher  sagen: 

„Wenn  ein  einschaliges  Hyperboloid  ein  Kugel  in  einem  Kreise  k^ 
berührt,  so  ist  es  ein  einschaliges  Botationshyperboloid,  dessen  Strahlen 
mit  den  sie  schneidenden  Tangenten  des  Berührungskreises  ib^  den  gleichen 
Winkel  bilden." 

Da  ein  einschaliges  Hyperboloid  doppelt  unendlich  viele  Punkte  ent- 
hält, so  bilden  die  den  letzteren  entsprechenden  Kreise  ein  System  zweiter 
Stufe;  eine  beliebige  Gerade  hat  mit  dem  Hyperboloid  im  Allgemeinen  nur 
zwei  Punkte  gemein,  und  da  den  Punkten  einer  Geraden  Kreise  eines  Bü- 
schels entsprechen,  so  enthält  ein  beliebiges  Kreisbüschel  im  Allgemeinen 
zwei  Kreise  des  Systems,  und  dieses  heisst  quadratisch: 

„Die  Kreise  einer  Kugel,  welche  einen  Kreis  k^  unter  demselben 
Winkel  schneiden,  bilden  ein  quadratisches  Kreissystem  zweiter  Stufe/* 
Ein  einschaliges  Hyperboloid ,  welches  die  £"'  in  einem  Kreise  k  berührt, 
wird  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten, 
welche  die  K^  in  den  beiden  Schnittpunkten  des  Kreises  k  und  der  Curven- 
ebene  berührt.  Seien  nun  die  beiden  einschaligen  Hyperboloide  JTj  und  H^ 
construirt,  deren  Punkten  Kreise  entsprechen,  welche  zwei  Kreise  Ä^  und  k^ 
unter  den  Winkeln  9|  bezw.  tp^  schneiden.  Ein  beliebiger  Strahl  des  einen 
Hyperboloids  trifft  das  andere  in  zwei  Punkten  P'  und  P".  Durch  P'  und 
die  Gerade  ^ssxjsc^  legen  wir  eine  Ebene;  dieselbe  schneidet  die  Hyper- 
boloide in  zwei  Kegelschnitten,  welche  den  Punkt  P'  gemein  haben,  die  A'' 
doppelt  berühren  und  zwar  g  zur  Berührungssehne  haben,  also  nach  dem 
I.Satze  S.  264  zusammenfallen.  Dasselbe  gilt  für  die  Ebene  P^ff^  also 
ergiebt  sich: 

„Berühren  zwei  einschalige  Hyperboloide  die  k'*  in  je  einem  Kreise, 
so  schneiden  sie  sich  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  die  A"'  in  den  Schnitt- 
punkten der  beiden  Berührungskreise  berühren.'' 

Sei  H*  ein  die  A"^  im  Kreise  k  berührendes  Hyperboloid,  so  enthält 
jede  Berührungsebene  n  eines  Punktes  P  von  k  zwei  Strahlen  von  2^^  ist 
also  auch  Berührungsebene  von  H^^  d.  h.  n  und  P  sind  Polarebene  und  Pol 
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Systeme,  Nr.  164.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  F.  Sohumachbr. 

fElr  Af*  and  H*]  dasselbe  gilt  demnach  für  die  Ebene  x  des  Berührungs- 
kreises  und  das  Cenirnm  AT  des  Berührungskegels.  Ebenso  besitzt  bezüglich 
IC*  und  H*  jede  Sehne  von  Je  dieselbe  Polare ,  n&mlich  die  durch  A"  gehende 
Schnittlinie  der  Berührungsebenen  ihrer  Endpunkte.  Infolge  dessen  hat 
jeder  Punkt  P  der  Ebene  x  als  Schnittpunkt  zweier  Sehnen  dieselbe  durch 
K  gehende  Polarebene  und  schliesslich  jede  Gerade  von  x  als  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  P  die  gleiche  durch  K  gehende  Polare.     Also: 

„Berührt  ein  einschaliges  Hyperboloid  eine  Kugel  in  einem  Kreise  k^ 
80  besitzt  jeder  Punkt  und  jede  Gerade  der  Ebene  x  dieselbe  Polarebene 
und  Polare  in  Bezug  auf  Kugel  und  Hyperboloid.^ 

Denken  wir  uns  alle  einschaligen  Hyperboloide,  welche  die  /f^  in  den 
Kreisen  eines  beliebigen  Büschels  berühren,  durch  eine  Ebene  /  geschnitten, 
welche  die  Axe  g  des  Büschels  enthält,  so  liegt  in  y  eine  Scbaar  von  Kegel- 
schnitten CK  Alle  diese  C*  berühren  die  J^'  in-  denselben  beiden  Punkten 
▼on  g,  und  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  lässt  sich  ebenso  wie  S.  263  oben 
der  folgende  nachweisen: 

„Alle  einschaligen  Hyperboloide,  welche  die  Kugel  in  den  Kreisen 
eines  Büschels  g  berühren,  werden  von  einer  beliebigen  Ebene  dieses 
Büschels  in  einer  Schaar  von  Curven  zweiter  Ordnung  geschnitten.  Diese 
Curven  berühren  die  AT*  in  denselben  beiden  reellen  oder  imaginären 
Punkten  und  haben  jedes  Poldreieck  gemein,  dessen  eine  Seite  in  der 
ßerührangssehne  g  liegt." 

Wir  wollen  jetzt  durch  einen  gegebenen,  die  K*  doppelt  berührenden 
Kegelschnitt  C*  ein  die  A"^  in  einem  Kreise  berührendes  einsohaliges  Hyper- 
boloid legen.  Die  Ebene  des  Berührungskreises  muss,  wie  wir  sahen,  durch 
die  Berührungssehne  g  der  G*  gehen ;  wir  legen  also  durch  g  eine  beliebige 
Ebene,  welche  die  AT^  im  Kreise  k^  schneiden  möge.  Die  Berührungsebene 
eines  Punktes  Ä  von  k^  schneidet  die  C*  in  zwei  Punkten  8  und  T;  die 
Gerade  AS  bilde  mit  der  in  Ä  an  k^  gezogenen  Tangente  t^  den  Winkel 
97^,  und  construiren  wir  alle  Tangenten  der  A'',  welche  mit  den  sie  schnei- 
denden Tangenten  von  ä;,  den  Winkel  ip^  bilden,  so  liegen  dieselben  auf 
einem  Hyperboloid  H^.  Dasselbe  schneidet  die  Ebene  y  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung,  welche  nach  dem  letzten  Satze  und  dem  1.  Satze  S.  264 
mit  C*  zusammenfällt.  Dies  Hyperboloid  H^  genügt  also  der  Forderung; 
es  enthält  nicht  nur  die  Gerade  AS,  sondern  auch  AT,  denn  die  durch  A 
gehende  Gerade  seiner  zweiten  Regelschaar  liegt  ebenfalls  in  der  Tangen* 
tialebene  von  A  und  geht  durch  einen  von  S  verschiedenen  Punkt  der  C^ 
also  durch  T,  Für  die  Ebene  Xj  haben  wir  ein  einziges  der  Hyperboloide 
H*  erhalten;  da  aber  X|  beliebig  durch  g  gelegt  ist,  so  folgt  (vergl.  den 
S.Satz  S.262): 

„Durch  einen  die  Kugel  K*  von  aussen  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt C*  lassen  sich  stets  zwei  Kegel  und  unendlich  viele  einschalige 
Hyperboloide  legen,  welche  die  Af^  in  Kreisen  berühren;  die 
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kreise  bilden  das  Büschel,   dessen  Axe  die  Berflhmngssehne  der  C^  ist 
Zu  jedem  Berühmngskreise  gebort  indessen  nur  ein  solches  Hyperboloid. '^ 
Wir  gehen  nun  zur  Anwendung  der  letzten  Sätze  über.    Die  Pole  aller 
Kreise  Ä;,  welche  k^  und  A;,  unter  den  Winkeln  9>^  und  q)^  schneiden «  liegen 
auf  den  beiden  Kegelschnitten  C^gi  ^^  denen  sich  die  Hyperboloide  JT,  und 
H^  durchdringen.     Den  Punkten  einer  solchen  Curve   C^^  entspricht  eine 
Schaar  £  von  Kreisen,   welche  demjenigen  Bündel  angehören,  dessen  Cen- 
trum P  Pol  der  Ebene  y^,  von  C^^  ist;  die  Ebenen  der  Kreisschaar  £  um- 
hüllen eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung.  (Beweis  s.  S.261  Mitte.)  Jede  belie- 
bige Ebene  des  Raumes  hat  mit  der  (7,2  höchstens  zwei  Punkte  gemein,  und 
daher   enthält  ein  beliebiges  Kreisbündel  der  A"^  höchstens  zwei  Kreise  der 
Schaar  £,     Durch    die  C^^  können   wir  unendlich   viele  Berührungshyper- 
boloide  der  A"'  legen;   die  Ebenen  ihrer  Berührungskreise  gehen  durch  die 
Berührungssehne  der  C^g,  imd  jeder  dieser  Berührungskreise  wird  von  allen 
Kreisen  der  Schaar  £  unter-  gleichen  Winkeln  geschnitten.    Ausserdem  gehen 
durch  die  G^^  zwei  Berührungskegel  der  I^\  also  werden  die  Kreise  der  Schaar 
£  noch   von   zwei  Kreisen  berührt.     Zusammengefasst  giebt  dies  den  Satz: 
„Alle  Kreise  ky  welche  zwei  Kreise  k^  und  k^  unter  den  Winkeln  (p^ 
bezw.  9>2   schneiden,   liegen   in  zwei  Bündeln;  in  jedem  derselben  bilden 
sie  eine  Schaar  2J,  deren  Ebenen  eine  Kegelfläche  umhüllen,  und  welche 
mit  einem  beliebigen  Kreisbündel  der  K*  im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  Kreise  gemein  hat.     Die  Kreise  jeder  Schaar  £  wefden  von  jedem 
Kreise  des  Büschels  {k^ ,  k^)  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  und  von 
zwei  Kreisen  dieses  Büschels  berührt.^* 

Werden  mehrere  Kreise  dieses  Büschels  (Jk^k^)  von  einem  und  daher  von 
allen  Kreisen  k  der  Schaar  £  unter  demselben  Winkel  q>  geschnitten,   so 
liegen  ihre  Pole  auf  jedem  Hyperboloid  H^   welches  die  Ä'*  in  einem  sol- 
chen Kreise  k  berührt,  und  dessen  Strahlen  mit  den  sie  schneidendeu  Tan 
genten   von   k   den  Winkel   90*^  —  <p   bilden.      Ausserdem  liegen  ihre  Pole 
auf  g\  sie  sind  also  die  Schnittpunkte  von  g'  mit  H\     Nun  kann  g'  nicht 
ganz  auf  £r'  liegen,  denn  dann  würden  alle  Kreise,  deren  Pole  auf/  liegen, 
von  k  unter  demselben  Winkel  q>  geschnitten ,  und  das  trifft  für  die  beiden 
zuerst  angenommenen  Kreise  ki  und  k.^  jedenfalls  nicht  zu;  demnach  enthält 
g  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Punkte  von  H^,    Das  giebt  den  Satz: 
^Die  Kreise  jeder  der  beiden  im  letzten  Satze  genannten  Schaaren 
£  werden  im  Allgemeinen  und  höchstens  von  zwei  Kreisen  des  Büschels 
(^,  k^)  unter  demselben  gegebenen  Winkel  geschnitten.    Die  Ebenen  dieser 
beiden  Kreise  sind  durch  die  Mittelpunkte   der  beiden  Schaaren  £  har- 
monisch getrennt.*' 

Der  Beweis  des  Nachsatzes  wird  sich  weiter  unten   (s.  S.  269  u.)   in 
geeigneterem  Zusammenhange  ergeben. 
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um  alle  Kreise  zu  finden,  welche  drei  gegebene  k^^  Je^  und  h^  unter 
den  bezw.  Winkeln  9>,,  g>^  nnd  ip^  schneiden,  constmiren  wir  die  drei 
Hyperboloide  J7|,  H^  und  JJ,,  welche  die  E^  in  k^,  k^,  bezw.  k^  bertlhren, 
und  deren  Strahlen  mit  den  Tangenten  dieser  Kreise  die  Winkel  <Pj,  tp^ 
bezw.  9>3  bilden.  Durch  dieselbe  Betrachtung  wie  S.  261  zeigt  sich,  dass 
diese  drei  Hyperboloide  si^h  in  acht  Punkten  treffen,  welche  zu  zweien  auf 
vier  durch  den  Punkt  k^%^%^  gehenden  Oeraden  liegen.     Also: 

^Die  acht  Kugelkreise,  welche  drei  gegebene  Ä;^,  k^^  k^  unter  den 
Winkeln  9>|,  9,,  bezw.  9)3  schneiden,  liegen  zu  zweien  in  yier  Kreis- 
büscheln; die  Axen  dieser  Büschel  liegen  in  der  Ebene,  welche  die  Pole 
der  drei  gegebenen  Kreisebenen  verbindet.'' 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  drei  Winkel  g>^y  ^3,  g>^  gleich 
sind,  etwa  gleich  tp.  Seien  zunächst  die  beiden  Schaaren  von  Kreisen  k' 
und  k"  construirt,  welche  k^  und  A;,  unter  dem  Winkel  g>  schneiden;  wir 
wissen,  ihre  Pole  liegen  auf  zwei  Kegelschnitten  G'  und  C"^  ihre  Ebenen 
*'i  *'  gehen  also  jede  durch  den  Pol  P'  bezw.  /*"  der  Ebene  y'  von  C 
bezw,  /'  von  C".  Da  ein  beliebiger  dieser  Kreise  k  von  Äj  und  k^  unter 
demselben  Winkel  <p  geschnitten  wird ,  so  liegen  die  Pole  JT^  und  £C^  auf  dem 
Hyperboloid  H\  welches  die  K*  in  k  berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den 
sie  schneidenden  Tangenten  von  k  den  Winkel  90^—9  bilden;  ausserdem 
liegen  sie  auf  der  Oeraden  g\  welche  auch  den  Punkt  P'  enthält.  Dieser 
Punkt  P'  liegt  in  x,  hat  also  nach  dem  l.  Satze  S.  267  JbezQglich  des 
Hyperboloids  H*  dieselbe  Polarebene  wie  in  Bezug  auf  die  A^',  nämlich  /, 
also  sind  P'  und  /  und  daher  auch  die  beiden  Punkte  P'  und  0'=  yg 
durch  K^  und  K^  harmonisch  getrennt.  Sie  sind  femer  durch  die  K^  har- 
monisch getrennt,  also  müssen  sie,  wie  S.  261  nachgewiesen,  mit  den  beiden 
Kegelcentreu  von  k^  und  \  zusammenfallen.  Ebenso  müssen  auch  P"  und 
C^''=  y'g'  mit  den  beiden  Kegelcentren  identisch  sein,  d.  h.  P'  und  P"  sind 
die  Kegelcentra  von  \  und  k^.    Das  ist  der  Satz: 

„Zwei  einschalige  Hyperboloide,  welche  eine  Kugel  K^  in  Kreisen 
k^  und  \  berühren,  und  deren  Oeraden  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten von  \  und  k.^  denselben  Winkel  g>  bilden ,  schneiden  sich  in  Cur- 
ven  zweiter  Ordnung,  welche  die  K^  in  den  beiden  Punkten  (^lA;^)  be- 
rühren, und  deren  Ebenen  die  Kegelcentra  von  k^  und  k^  zu  Polen  haben.  ** 
Dieser  Satz  lautet  auf  unsere  Kreistheorie  übertragen: 

„Alle  Kreise,  welche  zwei  Kugelkreise  k^  und  k^  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  bilden  die  beiden  Kreisbündel,  deren  Mittelpunkte 
die  Kegelcentra  von  k^  und  k^  sind." 

Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  ist  der  S.  261  u.  genannte. 
Da   die  Kegelcentra  der  Kreise  ky^   und  k^  nach  dem  Satze  S.  261  0. 
durch  die  beiden  Kreisebenen  Xj  und  x,  harmonisch  getrennt  sind,  so  ist 
jetzt  auch  der  S.  268  erwähnte  Nachsatz  bewiesen.  /^^^r^T^ 
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Die  sechs  Kegelcentra,  welche  drei  Kreise  paarweise  bestimmen,  liegen 
zu   dreien  in  den  vier  Kegelaxen,  also  folgt  aus  dem  letzten  Satze  sofort : 
„Alle  Kreise,  welche  drei  Kugelkreise  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den, bilden  die  vier  Kreisbüsohel ,   deren  Axen  die  Kegelaxen  jener  drei 
Kreise  sind." 

in  diesen  beiden  letzten  Sätzen  war  von  der  Grösse  des  Winkels  fp  nichts 
vorausgesetzt;  sobald  derselbe  aber  eine  vorgegebene  Grösse  hat,  gelten  die 
Sätze  S.  268  und  S.  269  o.  Es  ist  daher  im  Allgemeinen  unmöglich,  einen 
Kreis  zu  construiren ,  welcher  vier  gegebene  unter  dem  bestimmten  Winkel 
(p  trifft ;  wohl  aber  ist  es  möglieb ,  Kreise  zu  finden ,  welche  vier  gegebene 
gleichwinklig  schneiden.  Vier  Kugelkreise  bestimmen  nämlich  zu  je  zweien 
zwölf  Kegelcentra,  und  da  die  sechs  Kegelcentra  dreier  Kreise  zu  dreien 
auf  vier  Geraden  liegen,  so  liegen  jene  zwölf  Kegelcentra  zu  dreien  auf 
4.4=16  Kegelaxen.  Weil  jedes  Kegelcentrum  zu  zwei  Kreistripeln  der 
vier  Kreise  gehört,  so  gehen  durch  jedes  Kegelcentrum  vier  Kegelaxen. 
Dieselben  lassen  sich  zu  je  zweien  durch  sechs  Ebenen  verbinden;  in  zwei 
dieser  Ebenen  liegen  die  vier  Kegelaxen  von  je  drei  Kreisen,  die  vier  an- 
deren wollen  wir  Kegelebenen  nennen.  In  jeder  solcher  Kegelebene  liegen 
auf  den  beiden  sie  bestimmenden  Kegelaxen  zusammen  fünf  Kegelcentren, 
von  denen  zwei  Paar  noch  durch  je  eine  Kegelaxe  verbunden  werden  können, 
so  dass  in  einer  Kegelebene  vier  Kegelaxen  liegen,  die  sich  in  sechs  Kegel- 
centren schneiden.  Durch  jedes  der  zwölf  Kegelcentren  legten  wir  vier 
Kegel  ebenen ;'  da  aber  jede  der  letzteren  sechs  Kegelcentren  enthält,  so  giebt 

12.4 
es   im   Ganzen  nur      /    =  8  Kegelebenen,     Die  sechs  Kegelcentren  einer 

Kegelebene  werden  durch  die  sechs  Combinationen  aller  vier  Kreise  zu  je 
zweien  erzeugt,  es  folgt  daher  aus  dem  letzten  Satze,  dass  die  vier  gegebe- 
nen Kreise  von  dem  in  der  Kegelebene  liegenden  unter  gleichen  Winkeln 
geschnitten  werden.     Also: 

^Es  giebt  im  Allgemeinen  acht  Kreise,  welche  vier  Kugelkreise 
gleichwinklig  schneiden;  sie  liegen  in  den  acht  Kegelebenen  der  letzteren.'' 
Wir  wollen  noch  dem  S.  265  aufgestellten  Satze  eine  allgemeinere 
Form  geben.  In  jeder  von  zwei  bezüglich  A'*  conjugirten  Ebenen  /  und 
y"  sei  eine  die  Ä"*  in  Punkten  von  yy"=g  doppelt  berührende  Curve 
zweiter  Ordnung  C  und  C"  angenommen.  Durch  wieviele,  die  Ä'*  in 
Kreisen  berührende  Hyperboloide  können  wir  beide  Curven  verbinden? 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  M  von  C"  gehen  von  jedem  der  gesuchten 
Hyperboloide  zwei  Geraden;  dieselben  sind  Tangenten  der  K*,  Da  nun 
durch  M  höchstens  vier  die  C  treffende  Tangenten  der  K*  gehen  —  es  sind 
die  Verbindungslinien  des  Punktes  M  mit  den  vier  Schnittpunkten  der  Curve 
C  und  des  Berührungskegels  M  — ,  so  gehen  durch  M  und  die  C  höch- 
stens zwei  Berührungshyperboloide  J?^  und  JET^;  sie  enthalten  nach  den' Sätzen 
S.  264  0.  und  267  u.  auch  die  C.  Sei  A;,  der  Berührungskreis  des  Hyperboloids 
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jET]  ,  nnd  mögen  die  Geraden  von  H^  mit  den  Tangenten  von  h^  den  Winkel 
(p  bilden,  so  entsprechen  den  Kegelschnitten  C  und  C"  zwei  Kreisschaaren, 
welche  \  anter  dem  Winkel  q>  schneiden.  Nach  dem  Satze  S.  268  u. 
können  wir  noch  einen  zweiten  Kreis  h^  construiren,  welcher  ebenfalls  von 
beiden  Kreisschaaren  unter  dem  Winkel  q>  geschnitten  wird.  Daher  geht 
nach  dem  2.  Satze  S.  269  durch  jene  beiden  C  und  C"  auch  dasjenige  Hyper- 
boloid, welches  die  K^  in  "k^  berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den  sie 
schneidenden  Tangenten  von  h^  den  Winkel  <p  bilden.  Dasselbe  muss  aber 
mit  H^  identisch  sein ,  da  wir  eben  nachgewiesen  haben ,  dass  durch  C'  und 
C"  nur  die  beiden  Hyperboloide  H^  und  H^  gehen.     Also: 

lyZwei  die  K^  doppelt  berührende  Kegelschnitte,  welche  in  conjugir- 
ten  Ebenen  liegen  und  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  zur  Berührungs- 
sehne haben,  lassen  sich  im  Allgemeinen  und  höchstens  durch  zwei  die 
K^  \u  Kreisen  berührende  einschalige  Hyperboloide  verbinden.  Die  Ge- 
raden dieser  beiden  Hyperboloide  bilden  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten der  Berührungskreise  alle  denselben  Winkel.^ 

Betrachtet  man  den  Kegel  als  Grenzfall  des  einschaligen  Hyperboloids, 
so  sieht  man,  wie  dieser  Satz  den  S.  265  gegebenen  als  speciellen  Fall 
enthält  Zwischen  den  Kegelschnitten,  welche  die  A'*  in  zwei  Punkten  einer 
Geraden  berühren  und  in  zwei  durch  diese  Geraden  gehenden,  bezüg- 
lich K^  conjugirten  Ebenen  liegen,  findet  also  auf  Grund  der  Sätze  S.  265 
und  271  folgende  Wechselbeziehung  statt:  Ein  beliebiger  solcher  Kegel- 
schnitt der  einen  Ebene  lässt  sich  mit  jedem  derartigen  Kegelschnitt  der 
andern  durch  zwei  die  K^  in  Kreisen  bei*ührende  einschalige  Hyperboloide 
verbinden,  aber  nur  mit  einem  derselben,  dessen  Construction  S.  265  an- 
gegeben ist,  durch  zwei  Berührungskegel  der  K^. 
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Ueber  das  System  der  Tangentialpiuikte  einer 
unicursalen  Flanourve  vierter.  Ordnung. 

Von 

Professor  Wilhelm  Binder 

in  Wiener -IfraiUdt. 


Hieran  Taf.  VIII. 


L 

1.  Jedes  Punktelement  einer  ebenen  Curve  yiertef  Ordnung,  ftLr  welcb 
das  Symbol  C^  angeschrieben  wird,  ist  bekanntlich  von  einem  Paare  Taq 
gentialpnnkte  begleitet,  dessen  Elemente  die  Schnitte  der  betreffenden  Cur 
yentangente  mit  der  Cnrve  sind.  Diese  Tangentialpunktenpaare  sind  a  priof 
mit  der  Plancnrve  C^*  angegeben,  weshalb  wir  sie  als  das  „absolute  Pank 
tenpaarsystem"  der  Curve  bezeichnen  könnten. 

2.  Das  Yorbezeichnete  System  spielt  eine  ausgezeichnete  Bolle,  weil 
in  seiner  die  einzelnen  Cunrenelemente  begleitenden  Beziehung  uns  Au 
schluss  giebt  ttber  die  zwei-  und  dreifachen  Elementencoincidenzen ,  welcli 
bekanntlich  als  Singularitäten  auf  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  stat 
finden.     Wir  geben  folgenden  Satz: 

„Die  Oesammtheit  der  Tangentialpunktenpaare  einer  Plan 
curve  Cß^  bildet  ein  symmetrisches  System  vierten  Orades.^ 

3.  Für  die  Betrachtung  dieses  Systems  denken  wir  uns  die  Plancun 
C^^  nach  den  Gesetzen  der  Doppelverhältnissgleichheit  [oder  nach  ein« 
Stein  er *8chen  (quadratischen)  Verwandtschaft  (Inversion)]  auf  einem  Kege 
schnitt  (Orundkegelschnitt)  transformirt  (abgebildet),  so  dass  auf  bekannt 
Weise  dem  Dreieck  der  drei  Doppelpunkte  der  Curve  ein  Hauptdreieck  0^  0^  i 
homolog  ist  und  dem  geometrischen  Punktenort  der  Plancurve  der  „Gram 
kegelschnitt"  k  entspricht. 

4.  Von  den  Fundamentalaufgaben,  welche  auf  dem  Grundkegelschnit 
in  Betracht  gezogen  werden  können,  ist  fCLr  unsere  Zwecke  diejenige  Haop 
Sache,  welche  zeigt,  wie  die  beiden  Schnittpunkte  erhalten  werden,  die  e 
Kegelschnitt,   der  den  Grundkegelschnitt  in   einem  belielng  angenommen 
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Punkte  X  einfach  berührt  and  dem  Hauptdreieck  O^O^O^  umschrieben  ist, 
mit  diesem  gemeinsam  hat.  Denn  es  ist  offenbar,  dass  ein  solcher  Kegel- 
schnitt nichts  Anderes  vorstellt,  als  das  Bild  jener  Tangente,  welche  die 
Plancnrve  C^*  in  dem  entsprechenden  Bildpunkte  X  berührt  und  in  den 
Bildern  jenes  Schnittpunktenpaares  trifft. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  benützen  wir  die  folgende  Construction.* 
Ist  X  der  auf  dem  Grundkegelschnitt  beliebig  gewählte  Punkt  (Fig.  1) 
so  projiciren  wir  die  .Hauptpunkte  O^,  0,,  0^  aus  X  auf  den  Grandkegel- 
schnitt nach  X|,  X^,  X^.  Das  derart  erhaltene  Punktentripel  bildet  ein 
Dreieck,  welches  mit  dem  Hauptdreieck  OjOgOj  im  Centrum  X  perspectivisch 
ist.  Die  Perspectivitätsaxe  x  schneidet  den  Grundkegelschnitt  in  den  Bildern 
X\  X^  der  gesuchten  Tangentialpunkte ,  welche  auf  der  Plancurve  C^  das 
Bild  X  des  auf  dem  Grundkegelschnitt  gewählten  Punktes  X  begleiten.  Die 
Construction  der  a;- Geraden  zeigt  nachstehendes  Schema: 
(|X,Z,|,  10,0,1)  =  «,,  (|Z,X,|,  |0,0,|)  =  |„  (|2,Z,|,  |0,0,|)  =  J,. 
Das  Punktentripel  li^l^  liegt  auf  der  bezeichneten  ä;- Geraden. 

5.  Verbindet  man  die  beiden  Punktenelemente  eines  X'X^'- Paares  durch 
eine  o;- Gerade,  so  erhält  man  ein  System  von  Strahlen;  deren  Enveloppe 
ist  die  Directionscurve  des  symmetrischen  Systems.  Da  dieses  System 
(2)  vom  vierten  Grade  ist,  so  ist**  die  Directionscurve  vierter  Classe 
mit  dem  vorläufigen  Symbol  D4. 

6.  um  über  das  Wesen  der  Directionscurve  klar  zu  werden,  müssen 
wir  die  ^-Geraden,  deren  Gesammtheit  wir  als  ,,Secantensystem*'  bezeichnen 
können,  weil  jede  o;- Gerade  für  den  Grundkegelschnitt  als  eine  Secante  gilt, 
näher  in  Betracht  ziehen.     (Fig.  2.) 

Die  o;- (Geraden  können  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  eigentliche 
und  uneigentliche  Secanten  sein,  je  nachdem  das  betreffende  X'X''- Punk- 
tenpaar reell  oder  imaginär  auftritt.  Geschieden  werden  beide  Secanten- 
hälften  durch  jene  Elemente,  für  welche  in  den  Punktenpaaren  Z'Z'^eine 
Coincidenz  eintritt,  so  dass  also  die  o;- Gerade  zur  Tangente  des  Grand- 
kegelschnitts wird.  Es  ist  einleuchtend,  dass  dieser  Fall  dann  eintritt, 
wenn  auf  der  Plancurve  C^  eine  Doppeltangente  stattfindet.  Den  Berühr- 
ungspunkten einer  Doppeltangente  der  Plancurve  entsprechen  aber  bekannt- 
lich die  Endpunkte  einer  Sehne  i?  des  Grundkegelschnitts,  in  welchen  End- 
punkten dieser  letztere  von  einem  Kegelschnitt  doppelt  berührt  wird,  der 
dem  Hauptdreieck  0^  0^  O3  umschrieben  ist  und  das  Bild  der  betreffenden 
Doppeltangente  ist.  Hieraus  folgt  der  Satz:  Jedem  Endpunkte  einer 
|7-Sehne  entspricht  im  Secantensystem  die  Tangente  im  andern 
Endpunkte  dieser  Sehne  des  Grundkegelschnitts  involutorisch. 


*  £.  Weyr,  Elemente  d.  projeet.  Geometrie,  II.  Heft  S.  ISO. 

•*  E,  Weyr,  Curvenlehre,  S.  14.  ^  j 
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Es  ist  bekannt,  dass  es  in  einer  Plancarve  C^  vier  Doppeltangenten 
giebt,  welchen  am  Orundkegelschnitt  vier  p- Seimen  entsprechen,  die  man 
linear  construiren  kann.* 

7.  Beachtet  man ,  dass  ein  Verzweignngsstrahl  eines  Doppelpunktes  der 
Plancurve  C^  eine  Cnrventangente  vorstellt,  bei  welcher  die  beiden  Tan- 
gentialpunkte sich  in  diesem  Doppelpunkte  vereinigen;  berücksichtigt  man 
weiter,  dass  das  Bild  des  betreffenden  Doppelpunktes  in  die  beiden  Nacb- 
barpunkte  A^  Ä  der  entsprechenden  Seite  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  zer- 
fällt ,  so  sieht  man  ohne  Schwierigkeit  ein ,  dass  jedem  der  beiden  Verzwei- 
gangspunkte  eines  Hauptpunktes  (d.  s.  die  Berührungspunkte  F,  V  der  aus 
diesem  Hauptpunkte  an  den  Grundkegelschnitt  gezogenen  Tangenten)  die  gegen- 
überliegende Seite  des  Dreiecks  O^O^O^  identisch  als  ein  Element  des  x-Be- 
cantensjstems  entspricht ,  woraus  der  Satz  folgt :  DieSeiten  des  Hanpt- 
dreiecks  OiO^O^  sind  Doppeltangenten  der  Directionscurve  2)4. 

8.  Man  kann  sehr  einfach  die  Berührungspunkte  B^  B'  dieser  als  Doppel- 
tangenten fungirenden  Seiten  des  Hauptdreiecks  0^  0^  0^  ermitteln.  Die  Modi- 
fication  der  Construction  in  (4)  drückt  sich  folgend  aus:  Projicirt  man  nSni- 
lieh  einen  Verzweigungspunkt  V  eines  Hauptpunktes  aus  den  beiden  anderen 
Hauptpunkten  abermals  in  den  Grundkegelschnitt,  so  schneidet  die  Verbin- 
dungslinie der  zwei  sich  ergebenden  Projectionspunkte  die  dem  bezüglichen 
Hauptpunkte  gegenüberliegende  Dreiecksseite  in  einem  Berührpunkte  der- 
selben mit  der  Directionscurve.  Analog  ist  die  Construction  für  den  zweiten 
Berührpunkt. 

9.  Weil  eine  Doppelpunktstangente  in  dem  Doppelpunkte  einen  der 
Nachbarpunkte  des  letzteren  mit  einem  der  Tangentialpunkte  der  ersteren 
vereinigt,  der  jedoch,  wie  bekannt,  auf  dem  andern  Cnrvenzweige •  sich 
befindet,  so  resultirt  der  Satz :  Die  Directionscurve  D4  durchsetzt  den 
Grundkegelschnitt  in  den  sechs  Durchschnittspunkten  Ä  der 
Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  und  des  Grundkegelschnitts. 

In  jedem  dieser  sechs  Durchschnittspunkte  Ä^  Ä\  welche  in  Paaren 
die  Bilder  der  Nachbarpunkte  der  Curvendoppelpunkte  sind ,  zieht  eine  Tan- 
gen t«  der  Directionscurve»  welche  als  Strahl  des  homologen  Hauptpunktes 
im  Dreiecke  O^O^O^  den  Grundkegelschnitt  zum  andern  Male  in  dem  Bilde 
des  Tangential  Punktes  der  betreffenden  Doppelpunktstangente  trifft. 
Denn  man  halte  sich  die  constructive  Beziehung  in  (4)  vor  Augen:  Wir 
suchen  die  ^-Secante  eines  der  beiden  Nachbarpunkte  Ä,  A';  eine  kurze 
üeberlegung  zeigt,  dass  die  Secante  die  Verbindungslinie  des  andern  Nachbar- 
punktes mit  dem  jener  Dreiecksseite,  welche  das  Paar  AÄ  aus  dem  Orund- 
kegelschnitt schneidet,  gegenüberliegenden  Hauptpunkte  sein  muss. 


*  Ueber  biquadratisohe  Involutionen  etc.  von  E.  Weyr.    Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien,  81.  Bd.  S.  1016.  ^  j 
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10.  Eine  Inflezionstangente  der  Plancarve  C^  reprttsentirt  eine  Coinci- 
denz  von  drei  Panktenelementen.  Am  Grandkegelschnitt  ist  bekanntlich  das 
Bild  einer  solchen  Wendetangente  jener  Kegelschnitt ,  der  den  ersteren  osca- 
lirend  in  dem  Bilde  des  Inflezionspnnktes  berührt  und  dem  Hauptdreieck 
umschrieben  ist,  wofür  es  sechs  Lösungen  giebt.*  Damach  ist  anzunehmen, 
dass,  weil  hier  ein  Zusammenfall  eines  der  beiden  Tangentialpunkte  mit 
dem  Berührpunkte  auf  der  Curve  statthat,  die  Directionscurve  den  Orund- 
kegelschnitt  (Fig.  4)  auch  in  diesem  Bilde  T  des  nicht  coincidirenden  andern 
Tangentialpunktes  der  Inflexionstangente  durchsetzen  muss  und  dass  wieder 
die  Tangente  %  in  diesem  Punkte,  als  ein  Element  des  o^-Secantensjstems,  den 
Grundkegelschnitt  in  einem  zweiten  Punkte  J  schneidet,  der  bildlich  den  Be- 
rührpunkt der  Inflexionstangente  mit  dem  andern  Tangentialpunkte  vereinigt. 
Dieser  letztere  Schnittpunkt  J  ist  somit  das  Bild  eines  Inflezionspunktes  der 
Plancunre  C^.  Das  Ergebniss  dieser  Untersuchung  folgert  den  Satz:  Die 
Directionscurve  durchsetzt  den  Gruhdkegelschnitt  in  weiteren 
sechs  Punkten,  welche  die  Bilder  der  Tangentialpunkte  von 
den  sechs  Inflezionstangenten  sind.  Die  Tangenten  in  diesen 
Schnittpunkten,  als  Elemente  des  x  Secantensystems,  treffen 
den  Grundkegelschnitt  in  den  Bildern  der  Berührungspunkte 
der  sechs  Inflezionstangenten  auf  der  Plancurve  vierter  Ord- 
nung. 

11«  Die  vorliegende  Directionscurve  D^  besitzt  nach  (7)  drei  Doppel- 
tangenten, weshalb  die  Ordnung  derselben  nach  der  bekannten  Steiner- 
schen  Formel  (Gesammelte  Werke  II,  S.  495)  als  die  Mazimalzahl  4(4—1) 
—  2.3=^6  resultirt  und  somit  allgemein  das  definitive  Symbol  dieser  Curve 
angeschrieben  wird:  D^. 

Das  gleiche  Resultat  in  Bezug  der  Ordnung  der  Directionscurve  findet 
sich  aber  auch,  wenn  wir  die  Ergebnisse  in  (9)  und  (10)  berücksichtigeD, 
wonach  diese  Curve  den  Grundkegelschnitt  in  zusammen  höchstens  zwölf 
Punkten  durchsetzt:  ^  =  6.** 

12.  Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  unserer  Directionscurve  ist  nach  den 
gepfiogenen  synthetischen  Untersuchungen  =3.  Da  die  Mazimalzahl  von' 
Doppelpunkten  in   einer  Plancurve  sechster  Ordnung  (Salmon-Fiedler, 

Höhere  ebene  Curven,  Art  42)  ^^ -^ ^  =  10  ist,  so  ergiebt  sich  das 

Geschlecht:   10—3  =  7,   d.  h.  die  Directionscurve  2)/  ist  keine  Unicursal- 
curve  (Cayley). 

1«S«  „Eine  Degeneration  der  Classenzahl  der  Directions 
curve  um  je  eine  Einheit  findet  für  jede  Berührung  einer  der 
Seiten  des  Hauptdreiecks  OiO^O^  mit  dem  Grundkegelschnitt 
statt.'' 


*  Plücker,  Algebr.  Curven,  S.  208. 

*•  Duröge,  Curven  dritter  Ordnung,  Art  188.  ^^^^r^T^ 
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Das  vorstehende  Gesetz  zeigt,  dass  insbesondere  fCLr  eine  ebene  Cnrre 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  vom  Symbol  C/ die Directionscurve  ein 
Kegelschnitt  ist;  weiter  ist  zn  ersehen,  dass  ftLr  eine  Plancnrve  C^ 
mit  drei  Spitzen  das  System  der  Tangentialpunkte  auf  ihr  eine  all- 
gemeine quadratische  Involution*  ist,  welche  sich  auf  dem  Orund- 
kegelschnitte  selbstverständlich  central  abbildet,  wo  ihr  Centrum  offenbar 
das  Bild  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  der  drei  Spitzentangenten  der 
Plancurve  C^  ist.  Es  ist  klar,  dass  diese  Involution  auf  der  Plancnrve 
durch  ein  Kegelschnittbüschel  erzeugt  wird,  dessen  vier  Basispunkte  die 
drei  Bttckkehrpunkte  der  Curve  und  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  drei 
Spitzentangenten  sind.  Jedes  Individuum  dieses  Büschels  hat  mit  der  Plan- 
curve vierter  Ordnung  bekanntlich  2.4  =  8  Punkte,  von  denen  jedoch  sechs 
durch  die  drei  Bückkehrpunkte  absorbirt  werden,  gemein;  somit  trifft  es 
die  Plancurve  C^  noch  in  einem  Elementenpaare  der  allgemeinen  quadra- 
tischen Involution  und  bildet  sich  auf  dem  Grundkegelschnitt  als  ein  Strahlen- 
element der  centralen  Involution  ab,  wo  es  als  Element  des  a;-Secanten- 
systems  (6)  das  Bild  jenes  Punktenpaares  der  allgemeinen  Involution  aus- 
schneidet. Eine  einfache  geometrische  üeberlegung  zeigt,  dass  diese  letztere 
Involution  auf  dem  Grundkegelschnitte  immer  elliptisch  sein  muss,  also 
keine  reellen  Doppelelemente  aufweisen  kann.  Wir  kommen  spftter  auf  den 
ersteren  Fall  nochmals  zurück. 

14,  Wenn  man  eine  Directionscurve  B^  des  absoluten  symmetrischen 
Systems  der  Tangentialpunkte  von  einer  ebenen  Curve  C^  voraussetzt,  so 
kann  man  immerhin  die  polarreciproke  Curve  B^  constniiren.  Dieselbe 
stellt  sich  (Fig.  3  u.  5)  als  geometrischer  Ort  der  Pole  der  einzelnen  a>Secanten 
(6)  heraus.  Dual  den  Eigenschaften  der  Curve  B^  stehen  jene  der  Curve 
B^  gegenüber  und  insbesondere  werden  die  Pole  (o  der  Seiten  des  Haupt- 
dreiecks O^O^O^  als  Doppelpunkte  der  letzteren  Curve  auftreten  müssen. 
Der  Construction  der  Berührungspunkte  J?,  JB^  einer  Doppeltangente  der  Curve 
B^  nach  (8)  wird  jene  der  Doppelpunktstangenten  fe,  V  der  Curve  B^  polar 
gegenüberstehen :  Wir  brauchen  nur  den  Pol  a  der  Verbindungslinie  der  beiden 
bezeichneten  Projectionspunkte  eines  Verzweigungspunktes  V  zu  ermitteln ,  so 
zieht  durch  den  diesem  Verzweigungspunkte  zugeordneten  Doppelpunkt  der 
Curve  B^  dessen  eine  Tangente  h  etc. 

15.  Aus  den  gesammten  bisher  angestellten  Untersuchungen  erhftlt  der 
nachstehende  Satz  als  Ergebniss  derselben  seine  Sanction  (Fig.  2— 5): 

Die  Directionscurve  D/  als  Die  Directionscurve  D^j^  als 
Enveloppe  des  absoluten  sym-  Ort  des  absoluten  symmetri- 
metrischen  Punktensystems  sehen  Tangentensystems  vier- 
vierten Grades  einer  Plan-  ten  Grades  einer  Plancurve 
curve    vierter    Ordnung,    wel-  vierter  Ordnung,   welches  Sj- 


*  E.  Weyr,  Ueber  biquadratisohe  Involutionen  etc.,  S.  102pr^  j 
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cheB  System  auf  einem  Grand- 
kegelschnitte abgebildet  er* 
scheint,  ist  höchstens  vierter 
Classe  nnd  sechster  Ordnung; 

sie  hat  mit  dem  Grandkegel- 
schnitte acht  gemeinschaftliche 
Tangenten,  welche  diesen  in 
Doppelelem^nten  erster  Art 
berühren  and  die  Bilder  der 
Berührungspunkte  der  vier 
Doppeltangenten  der  Plan- 
enrye  sind; 

sie  hat  mit  dem  Grund kegel- 
schnitte  sechs  gemeinschaft- 
liche Punkte,  welche  die  Ver- 
zweigungselemente  der  Dop- 
pelpunkte zweiter  Art  sind; 
diese  letzteren  selbst  ergeben 
sich  als  Schnittpunkte  jener 
Sehnen,  die  in  den  Verzwei- 
gungspunkten die  Directions- 
curve  tangiren,  den  Grund- 
kegelschnitt zum  andern  Male 
schneiden,  und  sie  sind  die 
Bilder  der  sechs  Inflezions- 
punkte  der  Plancurve,  wäh- 
rend die  Verzweigungspunkte 
die  Tangentialpunkte  der  ent- 
sprechenden Inflezionstangen- 
ten  aut  dem  Grunkegelschnitte 
abbilden;* 


sie  hat  weiter  noch  die  sechs 
Punkte  der  drei  NachbarpuiLk- 
tenpaare,  welche  als  Bilder  der 
Doppelpunkte  der  Plancurve 
das  Hauptdreieck  O^O^O^  auf 
dem  Grundkegelschnitte  her- 
ausschneidet, mit  diesem  ge- 
meinschaftlich    und     wird     in 


stem  auf  einem  Grundkegel- 
Bchnitte  abgebildet  erscheint, 
ist  höchstens  vierter  Ordnung 
und  sechster  Classe; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 
schnitte acht  gemeinschaftliche 
Punkte,  welche  die  Doppelele- 
mente erster  Art  sind  und  die 
Berührungspunkte  der  vier 
Doppeltangenten  der  Plan- 
curve abbilden; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 
schnitte sechs  gemeinschaft- 
liche Tangenten,  welche  ihn  in 
den  Verzweigungselementen 
der'Doppelpunkte  zweiter  Art 
berühren;  diese  letzteren 
selbst  ergeben  sich  alsBerühr- 
ungspunkte  jener  Tangenten, 
die  von  demBerührungspunkte 
einer  Verzweigungstangente 
auf  der  Directionscurve  zum 
andern  Male  an  den  Grund* 
kegelschnitt  ziehen,  und  sie 
sind  die  Bilder  der  sechs  In- 
flexionspunkte  auf  der  Plan- 
curve, während  die  Berühr- 
ungspunkte der  Verzweigungs- 
tangenten die  Tangential- 
punkte der  entsprechenden 
Inflexionstangenten  auf  dem 
Grundkegelschnitte  abbilden; 

sie  hat  weiter  noch  die  sechs 
Tangenten  der  drei  Nachbar- 
punktenpaare,  welche  als  Bil- 
der derDoppelpunkte  derPlan- 
curve  das  Hauptdreieck  O^O^O^ 
auf  dem  Grundkegelschnitte 
herausschneidet,  mit  diesem 
gemeinschaftlich  und  wird  von 


*  Vergl.  hierüber  E.  Weyr's  Curvenlehre,  S.  18. 
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diesen  Punkten  von  Geraden  diesen  Tangenten  in  Punkten 
berührt,  die  als  Sehnen  des  berührt,  von  welchen  zum  an- 
Grundkegelschnitts  zum  an*  dern  Male  an  den  Orundkegel- 
dern  Male  das  Bild  des  einer  schnitt  eine  Tangente  zieht, 
Doppelpunktstangente  ange-  die  auf  ihm  das  Bild  des  einer 
hörigen  Tangentialpunktes  an-  Doppelpunktstangente  ange- 
geben.                                         *  hörigen  Tangentialpunktes  an- 

giebt. 

n. 

lainearoonBtmotion  der  Inflezionselemeiite  einer  TJniourtial-FlanoiirTe 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Büokkehrpunkten. 

16.  Es  ist  bekannt,  dass  eine  ebene  Curve  vorbezeichneter  Art  vierter 
Classe  ist  und  das  Symbol  C^  erhält.  Man  weiss  aber  auch ,  dass  die  Ab- 
bildung einer  solchen  Curve  auf  einem  Orundkegelschnitt  geschieht,  der  die 
Eigenschaft  hat,  dass  zwei  Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  ihn  berühren. 
Schneidet  die  dritte  Seite  des  Hauptdreiecks  den  Grundkegelschnitt  nicht,  so 
ist  der  entsprechende  Doppelpunkt  der  Plancurve  G^*^  ein ,, Einsiedler^  (isolirter 
Punkt)  und  diese  Curve  besitzt  dann  nur  ein  Paar  reelle  Inflexionen. 

In  (13)  haben  wir  nachgewiesen ,  dass  das  System  der  Tangentialpunkte 
auf  dem  Grundkegelschnitt  als  ein  symmetrisches  Elementensystem 
zweiten  Grades  abgebildet  wird  und  demnach  dessen  Directionscurve  als 
ein  Kegelschnitt  erscheint,  den  wir  den  Directionskegelschnitt  nennen. 

17«  Die  Construction  in  (6)  iSsst  uns  immer  fünf  beliebige  Bestimmungs- 
stücke des  Directionskegelschnitts  finden,  mit  deren  Hilfe  dieser  als  voU- 
kommen  bestimmt  erscheint,  und  nach  einer  bekannten  Construction*  lassen 
sich  dann  die  beiden  einzig  reellen  Schnittpunkte  T,  T\  welche 
zwischen  dem  Grund-  und  dem  Directionskegelschnitt  stattfinden,  linear 
ermitteln.  Die  Punkte  T,  T'  sind  aber  nach  dem  Hauptsatze  (15)  links  die 
Bilder  der  Tangentialpunkte  von  den  beiden  Inflexionstangenten  der  Plan- 
curve (7/,  deren  Berührungspunkte  man  nach  diesem  Satze  bekommt,  wenn 
man  in  den  Punkten  jT,  T'  die  Tangenten  an  den  Directionskegelschnitt 
construirt,  welche  als  Elemente  des  fl;-Secantensystems  (6)  die  Bilder  dieser 
Berührungs-  (Infiexions-)  Punkte  auf  dem  Grundkegelschnitt  in  JJ'  heraus- 
schneiden. 

18.  Vermöge  der  Beziehung  in  (7),  dass  die  Seiten  des  Hauptdreiecks 
Oi  Oj  O3  die  allgemeine  Directionscurve  als  Doppeltangenten  berühren,  erhalten 
wir  die  betreffenden  Seiten  0^03  (Fig.  6),  die  wir  als  jene  den  Grundkegel- 
schnitt  in  F,,  V^  tangirenden  der  Voraussetzung  gemäss  annehmen,  wie 
leicht  eingesehen  wird,  als  einfache  Tangenten  des  Directionskegelschnitts. 


*  H.  Schröter,  Theorie  der  Eegelschnitte  ete.,  S.  375. 
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Die  Berührnngspunkie  B^,  B^  des  Hauptseitenpaares  OiO^  ergiebt  die  Con- 
straction  in  (8). 

19«  Bekanntlicfa  befinden  sich  coaziaL.  auf  der  Dreiecksseite  o,*  welcbe 
die  Hauptpunkte  Oj,  O3  enthSlt,  zwei  Involutionen,  deren  eine  durch  die 
Punkte  0, ,  0^  als  Asymptotenelemente  und  deren  andere  durch  den  Grund- 
kegelschnitt herTorg*6rufen  werden.  Bestimmen  wir  die  gemeinsamen  Asjmp- 
totenelemente  ^,  i\  dieser  beiden  Involutionen.*  Die  Verbindungslinie  \0^^\ 
ist,  wie  man  sich  ohne  Schwierigkeit  überzeugen  wird,  eine  gemeinschaft- 
liche Polare  und  der  Punkt  i\  ein  gemeinschaftlicher  Pol  der  beiden  Kegel- 
schnitte: Grund-  und  Directionskegelscbnitt.  Durch  den  Pol  i\  ziehen  die 
beiden  Verbindungslinien  |  T^jg  F^  | ,  |  ^|  ^3 1 . 

20.  Gelegentlich  der  Construction  des  Berührungspunktenpaares  ^1^3 
in  (18)  mussten  die  Verzweigungspnnkte  V\^  V\  der  Hauptpunkte  O^,  O3 
aus  dem  dritten  Hauptpunkte  0^  nach  V\^^  F'23  auf  den  Grundkegelschnitt 
projicirt  werden.  Zieht  man  in  diesen  Projectionspunkten  die  Tangenten 
an  den  Grundkegelschnitt,  so  schneidet  sich  die  Tangente  in  V\^  mit  der 
Geraden  1 0,  V^^  \  in  einem  Punkte  M  und  ebenso  erhält  man  einen  zweiten 
Punkt  N  ans  dem  Schnitte  der  Tangente  in  V\^  mit  der  Geraden  |  O3  F,,  |. 

Die  Verbindungslinie  |ilf^|  geht  durch  den  Pol  i\  und  ist  eine  ge- 
meinschaftliche Secante  der  beiden  betrachteten  Kegelschnitte.  Aus 
diesem  Grande  sind  die  Schnittpunkte  T,  T\  welche  die  Gerade  |^iV|  auf  dem 
Grundkegelschnitt  hervorbringt,  das  in  (17)  bezeichnete  Bildpunktenpaar  der 
Tangentialpunkte  von  den  zwei  reellen  Inflexionstangenten  der  Plancurve  C^^. 

21«  Die  Construction  der  Tangenten  in  den  gefundenen  Punkten  T,  T' 
an  den  Directionskegelscbnitt  kann  auf  bekannte  Weise**  linear  durchgeführt 
werden.  HOchst  einfach  aber  erhalten  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  J,  J* 
dieser  Tangenten  mit  dem  Grundkegelschnitte  folgendermassen : 

Die  Verzweigungstangenten  1 0,  F'j  | ,  |  O3  F'g  |  treffen  die  gegenüber- 
liegenden Dreiecksseiten  o^o,  in  dem  Punktepaare  X1X3.     Sucht  man  den 

^^°^"^  (|AX.,|.  1X3F^|)  =  0. 

80  gehört  derselbe  der  gemeinschaftlichen  Polaren  l^^i^l  als  Punktelement 
an.  Nun  treffen  die  Verbindungslinien  \T0\  und  |T'0|  den  Grund- 
kegelschnitt in  den  Bildern  J\  J  der  beiden  Inflexionspunkte 
der  Raumcurve  C7/.  Die  Verbindungslinien  |  T/| ,  |TV|  sind  die  Tangenten 
des  Directionskegelschnitts  in  den  Punkten  T,  T'  und  treffen  sich  gemeinsam 
auf  der  Polaren  |03^|  als  Elemente  des  a^-Secantensjstems.  Gleichzeitig  ist  zu 
bemerken  dass  die  Verbindungslinie  \JJ'\  ebenfalls  durch  den  Pol  ^^  geht. 
22.  Wir  haben  in  dem  bisher  betrachteten  Falle  eine  Curve  C^*  vor- 
ausgesetzt, in  welcher  die  beiden  Rückkehrpunkte  als  solche  angenommen 
wurden,   dass  die  Plancurve  „Spitzen*'   bildet.     Es  ist  aber  auch  der  Fall 

*  Th.  Beye,  Geometrie  der  Lage  I,  S.  141. 
♦*  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  8.  100.  ^  j 
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bemerkbar,  wo  einer  der  BQckkehrpiiiikte  einen  Berühr ungs knoten  vor- 
stellt und  die  Curve  einen  „Schnabel**  formirt.*  Um  die  Beziehungen  dies- 
falls vorzustellen,  muss  das  Hauptdreieck  des  Orundkegelschnitts  eine  ent- 
sprechende Transformation  erfahren. 

Denken  wir  uns  (Fig.  7)  etwa  die  beiden  Seiten  o,,  O3  des  Haupt- 
dreiecks O^O^O^  im  Zusammenfall,  so  muss  offenbar  die  dritte  Seite  0^  in 
dem  Coincidenzhauptpunkte  Oj,  hindurchgehen ,  während  die  Hauptseite  0,3 
die  beiden  Hauptpunkte  O^^O^  enthält.  Der  Hauptpunkt  0,  bildet  dann 
als  homologer  Punkt  des  Hauptpunktes  0^^  in  der  Plancurve  vierter  Ordnung 
im  allgemeinen  Falle  einen  Berührungsknoten,  welcher,  sofern  derselbe 
Bückkehrpunkt  ist,  in  der  Plancurve  einen  Schnabel  formt.  Dieser  Fall 
tritt  ein,  sobald  der  Grundkegelschnitt  die  Gerade  0^3  berührt.  Ist  gleich- 
zeitig eine  Tangention  der  Geraden  0,  am  Grundkegelschnitt  vorhanden,  so 
wird  die  Plancurve  eine  solche  vom  Symbol  C7/  mit  einem  Schnabel  in  0^ 
und  einer  Spitze  in  0,3  • 

23,  Die  Frage  nach  den  Inflexionen  der  Plancurve  C/  kann  nur  wieder 
durch  die  diesbetreffende  Directionscurve  des  auf  dem  Grundkegelschnitt 
abgebildeten  Tangentialpunktensystems  erledigt  werden.  Behufs  dessen  haben 
wir  zunächst  die  Modification  zu  studiren,  welche  die  Construction  in  (4) 
erföhrt. 

Ein  beliebiger  Punkt  X  des  Grundkegelschnitts  wird  aus  den  beiden 
Hauptpunkten  0^3,  0^  nach  Z,,,  X^  |)rojicirt  Da  in  Xi^  ein  Pnnktenpaar 
in  Coincidenz  ist,  so  ist  die  Verbindungslinie  seiner  Elemente  offenbar  Tan- 
gente an  den  Grundkegelschnitt,  welche  die  Hauptseite  o^  in  I3  trifft. 
Ebenso  vereinigt  die  Verbindungslinie  IXjgJE^I  zwei  zusammenfallende  Ge- 
raden |Zj2^|,  |JS^JX3|,  welche  die  Coincidenzhauptseite  0^3  in  dem  Coinci- 
denzpunkte  I13  trifft.  Die  Verbindungslinie  |lis^|=^  ist  nun  ein  Element 
des  Secantensystems  (6)  und  trifft  den  Grundkegelschnitt  in  dem  Punkten- 
paare X'X'\ 

Wir  müssen  uns  somit  einen  Kegelschnitt  vorstellen ,  welcher  den  Grund- 
kegelschnitt im  Punkte  X  einfach  berührt  und  in  den  Punkten  X\  X"  durch- 
schneidet, der  überdies  die  Hauptpunkte  0^^,  0^  enthält,  und  weil  0^3  eine  Co- 
incidenz bildet,  so  wird  dieser  Kegelscbnitt  in  diesem  Punkte  von  der  Haupt- 
seite O2  berührt.  Das  Bild  dieses  Kegelschnittes  ist  eine  Tangente 
der  Plancurve  0/,  deren  Berührungspunkt  das  Bild  des  Punktes  Z  und 
deren  Tangentialpunkte  die  Bilder  der  gefundenen  Punkte  X',  X"  sind. 

24.  Auch  in  dem  vorgelegten  Falle  bilden  die  Paare  X\  Z",  wie  in 
(16),  ein  symmetrisches  Elementensystem  zweiten  Grades,  welchen  als  Um- 
hüllte der  a;-Geraden  ein  Directionskegelschnitt  zugehOrt.  Dieser 
Kegelschnitt  hat  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  er  den  Gnmdkegel- 
schnitt  in  seinem  dreifachen  Verzweigungspunkte  V^^  der  Hauptlinie  O13 


•  Salmon-Fiedler,  Höhere  Plancurven,  S. 65.  ^  j 
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osculiri     Hieraus  muss  gefolgert  werden,  dass  die  betreffende  Plancarve 
(7/  nur  eine  einzige  Inflexion  aufweist. 

25.  Für  die  Fixirung  des  Directionskegelschnittes  durch  fünf  Elemente 
ist  nach  dem  Vorhergegangenen  genügendes  Material  vorhanden.  Erstlich 
kennen  wir  den  Osculationspunkt  F^jg  und  dessen  Tangente,  die  Hauptlinie 
0,3;  ausserdem  wissen  wir  nach  (18),  dass  die  Hauptlinie  o^  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  ist,  deren  Berührungspunkt  üf  gefunden  wird,  wenn  man 
den  Verzweigungspnnkt  V^  des  Hauptpunktes  0^  aus  dem  Hauptpunkte  0^^ 
nach  W  aaf  den  Grundkegelschnitt  projicirt,  dessen  Tangente  dann  die 
Hauptlinie  0^  in  M  trifft  etc. 

Der  Punkt  T,  welcher  dem  Orund  -  sowie   dem  Directionskegelschnitt . 
gemeinschaftlich  ist,  kann  also  jedenfalls*  linear  construirt  werden.     Am 
einfachsten  wird  jedoch  derselbe  nachfolgend  erhalten: 

„Die  vorhin  gedachte  Tangente  \WM\  und  die  Verbindungs- 
linie IO9F13I  haben  einen  Punkt  0  gemeinsam;  die  Gerade  l^ijs^l 
trifft  den  Grundkegelschnitt  in  jT.** 

26«  Nach  den  bisherigen  Erläuterungen  und  mit  Bezug  insbesondere 
des  Hauptsatzes  in  (15)  ist  der  Punkt  T  das  Bild  des  Tangentialpunktes  der 
einzigen  Inflexionstangente  auf  der  Plancurve  (7/.  Es  handelt  sich  also 
nur  noch  um  die  Fixirung  des  Bildes  /  von  jenem  Punkte,  in  welchem  die 
Wendetangente  die  Plancurve  berührt.  Hierzu  verwenden  wir  einfachst  die 
von  Schröter**  angegebene  Construction : 

Die  Verbindungslinie  |Tilf|  schneidet  0^3  in  G\  die  Linie  iF^ggOl  trifft 
o^  in  einem  Punkte  F\  nun  suche  man  den  Schnitt: 

(l^ffl,  |7,„Jlf|)  =  Ä 

Die  Gerade  \HT\  erzeugt  zum  andern  Male  auf  dem  Grundkegelschnitt 
den  verlangten  7 -Punkt.  Dass  die  Gerade  ein  Element  des  d;-Secanten- 
Systems  sein  muss,  ist  unschwer  einzusehen. 

27.  Die  vorstehenden  Constructionen  der  beiden  zuletzt  behandelten 
Aufgaben  sind  vollständig  linear  durchgeführt,  ohne  dass  also  die  betref- 
fende Directionscurve  eingezeichnet  werden  muss. 

Unseres  Wissens  ist  eine  Linearconstruction  von  Inflexionselementen 
einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  bisher  nicht  publicirt  worden. 


*  Staudigl,  Neuere  Geometrie,  S.  213. 
**  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  101. 
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Ueber  die  Osoulationskreise  bei  Kegelsohnittexi. 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

in  Zftrioh. 


merza  Taf.  IX. 


Dritte  Hittlieilniig. 

15.  Ist  der  beliebige  Kegelschnitt  k^  durch  den  Punkt  P  seiner  Tan- 
gente t  und  ( ie  drei  weiteren  Punkte  A^  B^  0  gegeben ,  so  lassen  sich 
seine  Axen  in  folgender  Weise  finden.  Man  construire  nach  Nr.  2  mit 
Fig.  7  den  Osculationskreis  p^  bei  P  und  schneide  denselben  mit  den  6e 
raden  FA^  PB  in  A\  B^.  Indem  man  den  Schnittpunkt  von  AB  mit  A'J^ 
mit  P  verbindet,  entsteht  eine  gewisse  Gerade  Sq.  Nach  Nr.  1a)  sind  die 
Halbirungslinien  g^  h  der  von  den  beiden  Geraden  t  und  s^  gebildeten  Winkel 
mit  den  Axen  von  7c*  parallel  (und  es  schneiden  sich  p^  und  Sq  in  den 
Punkten  P  und  P^),  Die  nicht  in  P  fallenden  Schnittpunkte  von  g  und  Ä 
mit  p\  Or'  und  fl"',  sind  die  Mitten  der  zwei  durch  P  und  P^  begrenzten  Bogen 
von  j9*.  Ihnen  entsprechen  bezüglich  der  zwischen  p*  und  W  bestehenden 
Perspectivität  vom  Centrum  P  und  der  Axe  5q  die  (zweiten)  Schnittpunkte 
(?,  B^  von  g^  h  mit  k\  Hierauf  sind  die  Axen  x^  y  die  Mittelsenkrechten 
der  Strecken  PQ^  FH\  der  x  und  y  gemeinsame  Punkt  ist  der  Mittelpunkt 
M  von  Ar*. 

um  die  in  die  Axe  x  (oder  y)  fallenden  Scheitel  des  Kegelschnittes 
Ic*  zu  erhalten,  schneide  man  x  mit  ^  in  jT  und  fftUe  aus  P  auf  o;  die  Senk- 
rechte (^,  bezüglich  h)  vom  Fusspunkte  P'.  Dann  sind  M  der  Mittelpunkt 
und  P'  mit  T  ein  Paar  derjenigen  Punktinvolution  in  »,  deren  Doppel- 
punkte Xj,  X^  die  gesuchten  Scheitel  sind. 

16.  Ein  specieller  Fall  der  allgemeinen  in  Nr.  6  mit  Fig.  14  gegebenen 
Construction  ist  die  von  Steiner  (Werke  II,  S.  341;  Crelle's  Journal 
XXX,  S.  271,  1845)  erwähnte. 

Der  Kegelschnitt  Iz*  werde  als  Ellipse  vorausgesetzt  und  es  seien 
dessen  vier  Tangenten  ^,  a,  5,  o,  welche  ein  Rechteck  bilden  sollen,  be- 
kannt.    Der  Berührungspunkt  der  Tangente  t  sei  P,  n  die  Normale  dieses 
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Punktes  (Fig.  25).  Die  Schnittpunkte  der  parallelen  Tangenten  a,  h  mit  t 
seien  Ä'\  jff\  ebenso  mögen  a,  5  die  mit  t  parallele  Tangente  o  in  A^  B 
schneiden.  Die  Senkrechten  Cj,  5,  aus  J.",  5"  auf  PA,  PB  gefällt,  wer- 
den n  in  den  zwei  Punkten  A^'j  S"  treffen.     Darauf  sind  in  gewohnter 

Bezeichnung  Ä\  B!\  P  in  ^  und  Ä'\  JS'\  -^  in  w  ähnliche  Reihen;   der 

Punkt  -^  ist  die  Mijkte  zwischen  P  und   dem  Centrum  K  des  Osculations- 

kreises  p'. 

Bezeichnet   man   die  Längen   der  Strecken  PA",   PB'\  AÄ'^^BB" 

durch   die  Buchstaben    a,  /J,   y,    so   findet   man   P-<df'"=  — »    PÄ"'=  ~> 

K      aß  ^  ^ 

P^=  —  •   —  Fällt  man  aus  A"  auf  PB  die  Senkrechte,  so  wird  sie  n 

in  einem   Punkte  N  schneiden,   welcher  von    P  um  die  Länge  PN=  — 

y 

entfernt  ist.  Derselbe  Punkt  N  entsteht  auch  als  Schnittpunkt  von  n  mit 
der  aus  B"  auf  PA  gefällten  Senkrechten.  —  Die  so  construirten  Pankte 

-^  und  N  der  Normalen  n  liegen  orthogonal -symmetrisch  zu  der  Tangente  t. 

Der  dem  Rechteck  ABÄ'Pl'  umschriebene  Kreis  vom  Centrum  M  ist 
der  Ort  derjenigen  Punkte,  aus  welchen  an  die  Ellipse  rechtwinklige  Tan- 
gentenpaare gelegt  werden  können,  um  "N  beschreibe  man  den  durch  P 
gehenden  Kreis ;  derselbe  wird  den  Kegelschnitt  1?  in  P  berühren  und  einen 

Radius  von  der  Länge  —  haben.     Es  zeigt  sich,  dass  für  diese  Kreise  M 

und  iV  das  Quadrat  der  Centrallinie  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der 
Radien,  dass  sich  somit  die  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden. 

Der  Kreis  'S  hat  auf  n  die  Strecke  PD  zum  Durchmesser.  Dabei 
steht  jB"D  auf  der  Verbindungslinie  von  P  mit  der  Mitte  A^  von  AA" 
senkrecht.  Aus  der  für  die  Kreise  M  und  "N  nachgewiesenen  Eigenschaft; 
folgt,  dass  die  Punkte  P  und  D  in  Bezug  auf  den  Kreis  M  conjugirt  sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  1^  eine  Hyperbel,  welche  umschriebene  Recht- 
ecke besitzt,  so  hat  man  in  Fig.  25  den  Punkt  P  in  ^  ausserhalb  der  Strecke 
Ä'P^'  vorauszusetzen  u.  s.  f.  —  Es  kann  ferner  das  hier  befolgte  Beweis- 
verfahren in  der  Weise  abgeändert  werden ,  dass  o  als  die  eine  auf  i  senk  • 
rechte  und  etwa  a  als  die  mit  i  parallele  Tangente  gewählt  wird.     Die  zu- 

gehörige  Parabel  o^  (Nr.  6),  welche  n  in   ö*  berührt,   hat   AP  zm.  ihrer 

a  * 

Directriz  und  tangirt  i  bei  B'\  Errichtet  man  deshalb  in  P  auf  AP  die 
Senkrechte,  welche  man  mit  t  in  J^j  schneidet,  so  ist  die  Verbindungslinie 

K 

Bi  -^  mit  t  parallel.    Fällt  man  aus  B"  auf  J.P  die  Senkrechte,  so  schneidet 

sie  n  in  "N,  Der  Beweis,  dass  der  um  'S  mit  "NP  als  Radius  beschriebene 
Kreis  den  dem  Rechteck  ioab  umschriebenen  Kreis  rechtwinklig  schneidet, 
geschieht  hierauf  wie  bei  Fig.  25. 
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17.  Die  Osculationskreise  in  den  Endpunkten  zweier  conjngirten  Durch- 
messer der  Ellipse  lassen  sich  leicht  coi^strairen ,  ohne  dass  weitere  Ele- 
mente benutzt  werden  müssen. 

Die  gegebenen  Durchmesser  seien  PC  und  AB^  M  der  Mittelpunkt 
(Fig.  26).  Tangente  und  Normale  in  P  sind  mit  ty  n  bezeichnet  Bei  der 
angestrebten  Construction  darf  man  die  Ellipse  J(?  durch  eine  andere  k^* 
ersetzen,  welche  folgendermassen  entsteht.  In  der  Normale  n  liegt  ihre 
eine  Axe  PC,,  der  Scheitel  C,  ist  die  Orthogonalprojection  des  Punktes  C 
auf  die  Normale  n.  Die  zweite  Axe  Ä^B^  und  der  Durchmesser  AB  liegen 
auf  demselben  Träger  und  haben  dieselbe  Länge.  Unter  diesen  Voraus« 
Setzungen  haben  le^^  und  i^  in  dem  gemeinsamen  Punkte  P  denselben  ( )8cu- 
lationskreis ,  beide  Ellipsen  osculiren  in  Py  sie  sind  nämlich  affine  Gebilde, 
wobei  die  Affinitätsaxe  die  gemeinsame  Tangente  t  ist  und  die  Affinitäts- 
strahlen mit  der  Axe  parallel  laufen.*  —  um  nun  F  zu  finden,  fälle  man 
aus  dem  Schnittpunkte  J^^"^  der  Tangenten  in  den  Scheiteln  P  und  J?,  auf 
FB^  die  Senkrechte,  so  schneidet  diese  n  in  A^  (Nr.  4  mit  Fig.  11;  wenn 
man  w  mit  den  Senkrechten  aus  Ay^^=-A*^  auf  TA  und  aus  B^^=B*  auf 
PB  schneidet,  so  wird  K  in  der  Mitte  dieser  beiden  Schnittpunkte  liegen). 
Um  für  die  eben  hergeleitete  Construction  des  Punktes  K  eine  bequemere 
Ausdrucksweise  zu  erhalten,  beschreibe  man  den  Kreis  vom  Durchmesser 
A^By^  mit  dem  Centrum  P^  sein  Radius  ist  gleich  der  Hälfte  des  Durch- 
messers AB,  Bezüglich  dieses  Hilfskreises  hat  B^  als  Pol  die  Linie  B^K 
zur  Polaren.  Daraus  folgt,  dass  K  der  Pol  der  Geraden  AB  ist:  Be- 
schreibt man  um  P  mit  dem  halben  conjugirten  Durchmesser 
als  Radius  einen  Kreis,  so  ist  der  Pol  des  Trägers  jenes  con- 
jugirten Durchmessers  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt K,  (um  beispielsweise  in  Fig.  26  die  Axenrich- 
tungen  der  Ellipse  h^  einzutragen,  schneide  man  nach  Nr.  15  den  Oscula- 
tionskreis  p^  mit  FC  in  1 ,  lege  daselbst  die  Tangente  an  p*,  welche  von 
CCi  in  2  geschnitten  wird;  die  Axenrichtungen  halbiren  die  von  den  Ge- 
raden t  und  P2  gebildeten  Winkel  und  der  Schnittpunkt  3  von  P2  mit  p* 
ist  der  vierte  j9*  und  Ä*  gemeinsame  Punkt.) 

Die  in  P  osculirenden  Kegelschnitte  Ä*,  h^  können  als  Parallelprojec- 
tionen  desselben  räumlichen  Kegelschnittes  Icr^  angesehen  werden.  Dabei 
sei  beispielsweise  M  eine  Ellipse,  welche  t  m  P  berührt  und  Iz^  zu  ihrer 
Orthogonalprojection  auf  die  Zeichnungsebene  P  hat.  Darauf  lässt  sich  leicht 
eine  Projectionsrichtung  p^  angeben,  bezüglich  deren  1^  das  Bild  von  Äv*  ist 
Die  Richtung  p^  ist  so  gelegen,  dass  ihr  kürzester  Abstand  von  der  Spur  i 


*  Die  Ellipsen  %'  und  Xi*  sind  noch  auf  eine  zweite  Art  centrisch- affin  fiir 
dieselbe  Richtung  der  Affinitätsstrahlen.  Die  zweite  Axe  geht  durch  P  und  den 
einzelnen  Schnittpunkt  von  Jfi  mit  k^^  sie  halbirt  die  Strecken  ABy^  BA^,  MM^ 
nnd  CC|.  ^  j 
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in  die  Ebene  P  Mit,  dass  also  die  Fluchtlinien  mit  t  parallel  und  die  beiden 
Projectionen  k*  und  \^  flächengleich  sind.* 

18.  üeber  die  Anwendung  der  Affinität  auf  osculirende  Kegelschnitte 
möge  noch  der  folgenden  Beispiele  erwähnt  werden. 

a)  Eine  Parabel  k^  ist  durch  die  zwei  Punkte  P,  B  mit  ihren  Tan- 
genten t,  h  bestimmt  (Fig.  27).  Soll  ihr  Osculationskreis  j>^  in  dem  Punkte  P 
conatmirt  werden,  so  darf  man  k^  durch  eine  andere  Parabel  A;|^  ersetzen. 
Hierbei  müssen  k*  und  k^^  centrisch  -  affine  Gebilde  sein ,  wobei  t  die  Affini- 
tätsaxe  ist  und  die  Affinitätstrahlen  zu  dieser  Axe  parallel  sind.  Man  wähle 
die  h  entsprechende  Tangente  h^  in  senkrechter  Lage  zu  t,  Bi  wird  alsdann 
auf  &j  und  auf  dem  Affinitätsstrahle  s  des  Punktes  B  liegen.  Für  diese 
durch  P,  t]  j&i,  5^  bestimmte  Parabel  findet  man  nach  Nr.  11  mit  Fig.  18 

den  Punkt  -^»   wenn  man  die  Normale  n  mit  dem  aus  B'\=  B"  auf  PB^ 

gefällten  Perpendikel  schneidet.     Die  letzteren  Hilfslinien  schneiden  sich  in 

dem  Brennpunkte  P|  der  Parabel  k^  und  es  stimmt  der  Punkt  -^  mit  dem 

K 

gesuchten  Punkte  -^^  überein.  —  Beschreibt  man  um  den  Punkt  P  mit  PB" 

K 
als  Radius  einen  Kreis ,  so  ist  ersichtlich  -^  der  Pol  des  Affinitätsstrahles  s 

(des  Punktes  ß)  bezüglich  dieses  Kreises.  —  Bei  dem  Punkte  P  osculiren 
nnendlich  viele  Parabeln  Ä;^  k^^  k^^  . . . ;  je  zwei  derselben  sind  in  bekannter 
Weise  centrisch  -  affin.  Auf  jeder  mit  i  parallelen  Linie  s  haben  diese  Pa- 
rabeln sämmtlich  gleichlange  Sehnen.  Die  Parabeln  (welche  eine  Kegel- 
scbnittschaar  bilden)  sind  die  schiefen  Parallelprojectionen  einer  räumlichen 
Parabel  k^  auf  die  Zeichnungsfläche  P,  wobei  jedoch  die  auftretenden  Flucht- 
linien mit  i  parallel  sein  müssen.  Dabei  ist  k^  irgend  eine  räumliche  Pa- 
rabel ,  welche  i  m  P  berührt  und  eine  beliebige  der  Parabeln  A;',  k^^  k^^  . . , 
zn  ihrer  Orthogonalprojection  hat.  (Um  k^  zu  finden,  hätte  man  somit 
durch  eine  der  Parabeln  der  Schaar  einen  aufrechten  parabolischen  Cjlinder 
zu  legen  und  denselben  mit  einer  durch  i  gelegten  Ebene  zu  schneiden.) 

h)  Die  Parabel  Ä;'  sei  fernerhin  durch  die  Elemente  P^  t^  a,  h  be- 
stimmt (Fig.  28).  Dann  lässt  sich  leicht  eine  affine  Parabel  A^j'  finden,  für 
welche  P  der  Scheitel  ist;  sie  besitzt  die  Elemente  P,  i^  a^,  5^ .  Um 
aj,  &|  zu  finden,  zieht  man  durch  den  Schnitt  JD  von  a  mit  &  den  Affini- 
tätsstrahl 5,  darauf  Al'A^  parallel  mit  n  bis  nach  A^  in  8j  so  wird  fr,  mit 
TAq  parallel  sein;  ebenso  könnte  man  zu  Bl'  den  Punkt  B^  in  s  finden, 
wobei  PjBq  parallel  mit  a^  wäre.  Errichtet  man  in  A!\  V  bezüglich  auf  a^ ,  5, 
die  Senkrechten,  so  schneiden  sie  n  in  dem  Brennpunkte  JF\  von  k^^   also 

K      K 
in  dem  Ä*  und  k^  „gemeinsamen''  Punkte  -^==  — •    Die  einfache  Construc- 

*  Vergl.  Parallelprojectionen  und  Axonometrie  (Leipzig  1889,  bei 
B.  G.  Teubner),  insbesondere  Nr.  36,  S.  98  und  Nr.  38,  S.  100,  ferner  nachfolgend 
Nr.  18a;. 
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tion  von  -^  (bezüglicb  If  oder  P^  t^  a,  h)  bestebt  somit  darin,  dass  man 

J?' -^  senkrecht  zu  P-Aq»  oder  Ä"  -^  senkrecht  auf  PBq  zieht  —  Hier  ist 

die  Bestimmung  des  Osculationskreises  in  einem  Punkte  P  einer  Parabel 
auf  die  Bestimmung  des  Brennpunktes  einer  gewissen  affinen  Parabel ,  welche 
P  zum  Scheitel  hat,  zurückgeführt.  (Von  den  mit  Ä*  affinen  Parabeln  der 
obenerwähnten  Schaar  ist  hier  diejenige  benutzt  worden,  welche  bei  P  am 
randesten  ist.) 

c)  Wendet  man  dieses  soeben  für  die  Parabel  und  auch  bei  den  Figuren 
26  und  30  befolgte  Verfahren  auf  einen  Kegelschnitt  an,  von  welchem 
ein  umschriebenes  Parallelogramm  und  der  Berührungspunkt  einer  Seite 
bekannt  sind,  so  findet  sich  folgendes  Resultat:  Sind  A,  By  C,  D  die 
aufeinanderfolgenden  Ecken  eines  einem  Kegelschnitte  k^  um- 
schriebenen Parallelogramms,  P  der  Berührungspunkt  der 
Seite  AB  mit  A:',  n  die  Normale  dieses  Punktes,  so  bilden  A^ 
B  und  der  Schnittpunkt  Q  von  n  mit  CD  ein  Dreieck»  dessen 

Höhenschnitt  der  in  gewohnter  Weise  mit  -^  bezeichnete  Punkt 

(bezüglich  des  Osculationskreises  jf  des  Punktes  P)  ist. 

19.  Sind  P,  A^  B^  0  die  vier  (reellen)  Grundpunkte  eines  Kegel- 
Schnittbüschels,  so  wird  jeder  einzelne  dieser  Kegelschnitte  durch  die 
Angabe  der  Tangente  t  oder  der  Normalen  n  in  P  bestimmt  Nach  Nr.  2 
mit  Fig.  7  findet  man  auf  jeder  Normalen  n  einen  Punkt  L  und  durch 
Halbiren  der  Strecke  PL  den  Mittelpunkt  A^  des  Osculationskreises  p^  im 
Punkte  P  für  den  durch  P^  t,  n^  A,  Bj  0  bestimmten  Kegelschnitt.  Bei 
der  Drehung  von  t  und  w  um  P  beschreiben  L  und  £C  zwei  ähnliche  Curven 
l  und  kj  welche  von  der  dritten  Ordnung  sind.  Ihre  Asymptoten  stehen 
auf  PA^  PB,  PO  senkrecht,  denn  die  in  PA  mit  OB,  PB  mit  0.^,  PO 
mit  AB  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels  haben  in  P  unendlich  grosse 
ICrümmungsradien.  Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Grundpunkte 
A,  B,  0  mit  P  unendlich  benachbart  sei. 

Die  Curve  l  (ebenso  k)  hat  P  zum  isolirten  Doppelpunkte.  Auf  jeder 
durch  P  gezogenen  Linie  n  liegt  nämlich  nur  ein  Punkt  L  und  für  zwei 
Lagen  von  n  fällt  L  in  P,  Diese  ausgezeichneten  Linien  Mj,  n^  verbinden 
P  mit  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  des  Büschels. 
Sie  sind  als  solche  Linien  aufzufassen,  welche  mit  den  zugehörigen  Tan- 
genten tij  t^  zusammenfallen,  nämlich  als  imaginäre  Linien ,  welche  auf  sich 
selbst  senkrecht  stehen.  Denkt  man  für  ^x  =  n,  oder  für  ^^s^fig  die  in 
Fig.  7  dargestellte  Construction  ausgeführt,  so  werden  sich  A"  mit  A''', 
B"  mit  B"'  und  somit  auch  P  mit  L  decken.  Es  folgt,  dass  die  Tangenten 
der  Curven  l  und  k  in  dem  isolirten  Doppelpunkte  P  die  imaginären  Linien 
sind»  welche  auf  sich  selbst  senkrecht  stehen.  ^^ 
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Eine  Folgerung  des  Satzes ,  dass  k  nnd  l  von  der  dritten  Ordnung  sind, 
ist,  dass  je  sechs  reelle  oder  imaginäre  Kegelschnitte  eines  Büschels  in  dem- 
selben Grundpunkte  gleiche  Krümmungsradien  haben. 

20.  Eine  Kegel schnittsch aar  habe  die  vier  Linien  <,  a,  5,  o  zu 
Grandtangenten.  Jeden  Punkt  P  der  Tangente  t  kann  man  als  den  Be- 
rührungspunkt eines  der  Kegelschnitte  ansehen  und  für  diesen  Kegelschnitt 

in  P  nach  Nr.  6  mit  Fig.  14  den  Funkt  -^y  bezüglich  K  construiren.    Lässt 

K 
man  P  die  Tangente  t  durchlaufen,    so  werden  die  Punkte  ^  und  K  zwei 

orthogonal  centrisch  -  affine  Curven  beschreiben.  Letztere  Curven  sollen  nach- 
folgend in  dem  allgemeinsten  Falle  und  in  einigen  speciellen  Fällen  angegeben 
werden;  es  treten  dabei  einige  Specialfälle  früherer  Constructionen  auf.  — 

Die  von  -^  und  von  JiC  beschriebenen  Curven  bleiben  dieselben,  wenn  man 

die  Figur  t^  a,  5,  o  durch  eine  damit  centrisch -affine  ^t^i,  &j,  0|  ersetzt, 
wobei  t  die  Axe  ist  und  die  Affinitätsstrahlen  mit  t  parallel  sind. 

a)  Wird   t  von  a^  h,  o  im  Endlichen  geschnitten,   so  ist  der  geome- 

Ä  k 

trische  Ort  der  Punkte  -^  eine  Curve  dritter  Ordnung  -j^ »  welche  t  in  den 

Schnittpunkten  Ta,  t'b^  t'o  schneidet.  Die  Schaar  enthält  drei  Kegel- 
schnitte, welche  in  zwei  Büschel  zerfallen,  und  für  jeden  von  ihnen  wird 
der  Krümmungsradius  in  P,  nämlich  in  einem  der  eben  genannten  drei 
Punkte,   zu    Null.      Auf  jeder   Normalen   n  zm  t  liegt  im  Endlichen  nur 

ein  Punkt  -^^  der  allen  Normalen  gemeinsame  unendlich  ferne  Punkt  ist 

k 
ein  Doppelpunkt  der  Curve  -^*     Letztere  geht  mit  nur  einem  Ast  in  das 

Unendliche,  sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  unendlich  ferner  Spitze 
und  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Spitzentangente.     In  Bezug  auf  i 

als  Abscissenaze  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  besitzt  die  Curve 

k 

-j^  die  Gleichungsform  y  ^^a  +  ftic  +  Cic^  +  da:'  (sie  ist  eine  Parabel  dritter 

Ordnung).  —  Sechs  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  in  ihren  Berührungs- 
punkten mit  i  gleiche  Krümmungsradien  und  ein  längs  i  rollender  oder 
gleitender  Kreis  ist  je  dreimal  der  Osculationskreis  eines  der  Kegelschnitte. 
h)  Wenn  t  mit  einer  der  übrigen  Grundtangenten  parallel  ist,  so  be- 
zeichne man  diese  mit  o,  die  verbleibenden  mit  a,  &.  Es  sei  zunächst  o 
im  Endlichen   gelegen.     Gegenüber  dem   allgemeinen  Falle  d)  rückt  einer 

k 
der  Schnittpunkte  der  Curve  -^  mit  der  Grundtangente  i  unendlich   fern, 

k 
weshalb  hier  die  Curve  -5-  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  eine  Parabel 

^  k 

zerfällt.     Letztere,  welche  nun  einfach  als   die  Curve  -^  bezeichnet  wird, 

geht  durch  die  Schnittpunkte  Ta,  Vb  und  hat  eine  zu  i  senkrechte  Azen- 
richtuBg.     Um  ihren  Scheitel  zu  finden ,  wähle  man ,  wie  in  Fig.  2^  P  m  ^ 
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der  Mitte  der  Punkte  t'a  oder  Ä"  und  t'b  oder  B^\  bestimme  somit  für  n 
als  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  Ä^B"  den  zugehörigen  Punkt  -^^  die 

Mitte  der  Strecke  Ä" B"'  oder  die  Mitte  des  auf  n  z?nschen  a,  und  5,  ge- 

K      K 

legenen  Abschnittes.     Macht  man  P-^^-^8,   so   ist  8  der  Scheitel  der 

Parabel  X;,  des  Ortes  der  Erümmungsmittelpunkte.  Diese  Parabel  'k^  durch 
Ä\  ^'  und  8  gehend,  besitzt  n  als  Axe  und  es  schneiden  sich  ihre  Tan- 
genten von  den  Berührungspunkten  A[\  B"  in  L  auf  n,  wobei  P8^8L, 
—  Die  Osculationskreise  der  Kegelschnitte  der  Schaar,  in  den  Berührungs- 
punkten mit  tf  haben  ihre  Centra  auf  der  in  Fig.  29  verzeichneten  Pa- 
rabel ä;.  Alle  diese  Osculationskreise  berühren  somit  t  und  den 
dem  Dreieck  A" B" L  umschriebenen  Kreis,  dessen  Centrum  im 
Brennpunkt  F  der  Parabel  Ic  liegt. 

Bilden  die  Tangenten  <,  a,  &,  o  ein  Parallelogramm,  so  sind  dessen 
Diagonalen  für  jeden  Kegelschnitt  zwei  conjugirte  Durchmesser.  Geht  das 
Parallelogramm  in  einen  Bhombns  über,  so  haben  die  Axen  der  Kegel- 
schnitte dieselben  Träger.  In  diesem  letzteren  Specialfalle  könnte  die  am 
Schlüsse  von  Nr.  3  behandelte  Steiner'sche  Construction  (Cranz,  8.21) 
benutzt  werden. 

Die  Grundtangente  o  kann  unendlich  fem  liegen;  die  Schaar  abo  aus 
den  Parabeln  mit  den  drei  gemeinsamen  Tangenten  f,  a,  b  bestehen.  Als- 
dann wird  man  die  in  Fig.  29  enthaltenen  Hilfslinien  a, ,  \  durch  die  in 
A'\  B!'  auf  a,  "b  errichteten  Senkrechten  ersetzen  (Nr.  10). 

c)  Von  den  Grundtangenten  a^h^  o  können  zwei  unendlich  benachbart 
und  mit  t  parallel  sein ;  man  bezeichne  sie  mit  o,  a  (Fig.  30).  Die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  berühren  i  und  &,  femer  a  bei  A.     Will  man  für  den 

K 
t  in  dem  beliebigen  Punkte  P  berührenden  Kegelschnitt  den  Punkt  -^  con- 

strairen,  so  hat  man  den  Berührungspunkt  von  n  mit  derjenigen  Parabel 
zu  bestimmen,  welche  die  Linien  ^,  n,  B" B"'  berührt  und  PÄ  zu  ihrer 

Directrix  hat  (nach  Nr.  6).     Macht  man  darauf  P'a='^^j  ^^  ^^  ^  ^^ 

Centrnm  des  einzelnen  Osculationskreises ;  die  Centra  der  übrigen  Oscula- 
tionskreise erfüllen   die  Linie  iCB"  u.  s.  f.  ~  In  bequemerer  Weise  wird 

man,  um  -^  zu  finden ,  den  Kegelschnitt  P,  t^  A,  a,  h  durch  einen  affinen 

ersetzen,  welcher  P  zum  Scheitel  hat  Für  den  letzteren  hat  man,  wie  in 
Fig.  30  angegeben  ist,  aus  B"  (eigentlich  ß'\)  auf  Pßi  eine  Senkrechte  zu 
fällen  und  damit  n  =:  d|  zu  schneiden. 

Liegen  die  vereinigten  Linien  o,  a  unendlich  fem,  so  handelt  es  sich 
um  eine  Schaar  von  Parabeln  von  gleicher  Axenrichtung,  welche  t  und  b 
berühren.  Die  Centra  ihrer  Osculationskreise  in  den  Berühmngspunkten 
mit  t  bilden  eine  durch  den  Punkt  t'b==  B''  gehende  Gerade.  Der  Ueber- 
gang  zu  diesem  speciellen  Falle  lässt  sich  bei  Fig.  30  leicht  über8eheiu> 


Von  Dr.  A.  Weiler.  289 

d)  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  drei  Gnindtangenten  a^b^  o  der 
Schaar  aufeinanderfolgende,  mit  t  parallele  Tangenten  sind.  Die  Kegelschnitte 
dieser  Scbaar  berühren  t  und  oscnliren  in  einem  Punkte  j4j  in  welchem  ihre 
gemeinsame  Tangente  mit  t  parallel  ist.  Da  für  jeden  der  Kegelschnitte  A 
und  P  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  so  ist  jedesmal  der  Oscu- 

lationskreis  bei  P  gleich  demjenigen  bei  ^;  die  Oerter  der  Punkte  -^  und 

K  sind  mit  t  parallele  gerade  Linien. 

Liegen  der  Punkt  A  und  die  vereinigte  Linie  a  =  h  =  o  unendlich 
fem,  so  besteht  die  Kegelschnittschaar  aus  congruenten  Parabeln  in  paral- 
leler Lage. 

Die  Curre  k^  welche  erst  Ton  der  dritten  Ordnung  war,  reducirt  sich 
in  den  Fällen  b),  c),  d)  bezüglich  auf  die  Parabel  (von  der  Gleichung) 
y=-.  a+ftoj  +  CÄ*,  die  Gerade  y  =  a  +  5aj,  endlich  auf  die  mit  t  parallele 
Gerade  y=ia.  Hierbei  tritt  von  Fall  zu  Fall  die  unendlich  ferne  Gerade 
als  Bestcurve  auf. 
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C.  Gorrespondenzen,  welche  durch  das  orfhogonale  Viereck 
vermittelt  werden. 

17. 

Wir  untersueben  nun  orthogonale  Vierecke  ABCJ  einer  Ebene  und 
setzen  voraus,  dass  diese  Vierecke  die  äusseren  Ecken  A^  B  gemeinsam 
haben  und  dass  die  Potenz  der  inneren  Ecke  J  die  nämliche  ist.  Wir 
fuhren  diese  Untersuchung  mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung,  welche 
wir  anter  3  entwickelten.  Sind  A  und  B  Ecken  der  Vierecke,  so  wer- 
den von  A  und  B  aus  die  Punkte  00*  unter  rechtem  Winkel  gesehen. 
Also  ist  der  Ort  von  00*^  eine  Kugel  AT*,  welche  AB  zn  einem  Durch- 
messer hat.  Sollen  die  inneren  Ecken  des  Vierecks  die  nämliche  Potenz  — jpi* 
haben,  so  müssen  die  Punkte  00^  um  +pi  von  der  Ebene  B  des  Vierecks 
entfernt  sein.  Folglich  liegen  sie  in  zwei  Ebenen  E,  E*,  welche  um 
+  Pi  von  B  abstehen.  Diese  Ebenen  schneiden  K*  in  zwei  Kreisen  K^^  E^*^^ 
welche  die  bei  unserer  Untersuchung  in  Betracht  kommenden  Punkte  0,  O* 
enthalten.  Projiciren  wir  diese  in  orthogonaler  Richtung  auf  B ,  so  gelangen 
wir  zu  einem  Kreise  A^^^,  welcher  die  inneren  Ecken  der  gesuchten  Vierecke 
enthält. 

Aus  dieser  Ableitung  von  JSfj*  folgt,  dass  JT^  zu  dem  Kreise  E^e*  con- 
centrisch  ist,  welcher  AB  zvl  einem  Durchmesser  hat.  Die  Sehne  von  AV« 
welche  Jun  pi  vom  Mittelpunkte  absteht,  ist  gleich  dem  Durchmesser  von  A"«^. 

Mit  Hilfe  von  A^^^  bestimmen  wir  den  Ort  der  dritten  Ecke  C,  Wir 
ziehen  durch  A  eine  beliebige  Oerade  b.  Aus  B  fällen  wir  auf  b  die  Nor- 
male b^.  Sie  schneidet  Et^  in  zwei  Punkten.  Durch  diese  ziehen  wir  die 
Senkrechten  c^  zur  Linie  AB,  Sie  treffen  b  in  zwei  der  gesuchten  Punkte  C, 
Dabei  werden  jeder  Lage  von  b  zwei  Lagen  von  e^  zugeordnet.  Oehen  wir 
von  einer  Lage  von  c^  aus,  so  können  wir  zeigen,  dass  ihr  zwei  Lagen 
von  b  entsprechen,     c^  schneidet  nämlich  A^,^  in  zwei  Punkten.     Diese  ver- 
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binden  wir  mit  B.  Dann  fUllen  wir  ans  A  auf  die  Verbindungslinien  die 
Senkrechten  h.  Sie  schneiden  c^  in  zwei  Punkten  C.  Es  stehen  daher  sowohl 
die  Linien  h  zu  c^,  als  auch  die  Linien  c^  zu  b  in  einer  zweideutigen  Be- 
ziehung. Polglich  schneiden  sich  die  entsprechenden  Geraden  c^ ,  ft  in  einer 
Curve  vierter  Ordnung  (7*.  Dieselbe  hat  A  und  die  Richtung  von  Cj  zu 
Doppelpunkten.  Dieselbe  Curve  erhalten  wir,  indem  wir  von  den  Geraden  a 
darch  B  ausgehen  und  ihnen  vermittelst  der  Construction  der  Punkte  C  die 
Linien  c^  zweideutig  zuordnen.  Daraus  folgt,  dass  auch  B  ein  Doppel- 
punkt von  (7*  ist.     Wir  schliessen  daher: 

Sota  XLL  Die  inneren  Ecken  aller  orthogonalen  Vierecke, 
welche  zwei  äussere  Ecken  und  die  Potenz  der  in- 
neren Ecken  gemeinsam  haben,  liegen  auf  einem 
Kreise.  Derselbe  ist  concentrisch  zu  dem  Kreise^ 
welcher  die  gemeinsamen  äusseren  Ecken  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  hat.  Der  Ort  der  drit- 
ten äusseren  Ecke  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten.  Zwei  von  ihnen  sind  die 
gemeinsamen  äusseren  Ecken.  Der  dritte  ist  die 
Normalrichtung  zu  ihrer  Verbindungslinie. 

18. 
Wir  untersuchen  jetzt  die  orthogonalen  Vierecke,   welche  iwei  Ecken 
y^,  B  gemeinsam  haben,  und  setzen  voraus ,  dass  die  dritte  Ecke  einen  Ort 
durchlaufe.    Wir  fragen  nach  dem  Orte  der  vierten  Ecke. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  der  Ort  der  dritten  Ecke  eine  Curve  der 
i}ten  Ordnung  C  sei ,  welche  mit  der  Geraden  AB  in  einer  Ebene  B  liege. 
Dann  construiren  wir  aus  C"  den  Ort  der  vierten  Ecke  in  gleicher  Weise, 
wie  wir  in  17  die  Curve  C*  aus  i^i*   ableiteten.     Bei  dieser  Construction 
werden  jeder  Geraden  durch  A  oder  B  n  Senkrechte  Cj  zur  Linie  AB  zu- 
geordnet    Entsprechende  Gerade  schneiden   sich  im  gesuchten  Orte.     Der- 
selbe ist  folglich  von  der  Ordnung  2n.     A,  B,   sowie  die  Normalrichtung 
zn  AB  sind  n- fache  Punkte  des  Ortes.     Wir  schliessen  daher: 
Sat0  XLIL  AUe    orthogonalen   Vierecke    einer    Ebene,    welche 
zwei  Ecken  gemeinsam  haben  und  deren  dritte  Ecke 
eine    Curve    n^*'    Ordnung    durchläuft,    haben    ihre 
vierten  Ecken  auf  einer  Curve  von  der  Ordnung  2n. 
Die  festen  Ecken  und  die  Normalrichtung  zu  ihrer 
Verbindungslinie  sind  n-fache  Punkte  der  Curve, 
Wir  können  ffXr  C^^  noch  eine  andere  Interpretation  geben.    Beschrei- 
ben wir  über  i^£  als  Durchmesser  einen  Kreis  A^e^  so  sind  nach  Satz  XXX VI il 
die  dritten  und  vierten  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke  in  Bezug  auf  K^ 
zueinander  conjugirt.     C*"  ist  also  der  Ort  von  conjugirten  Punkten  von  6'". 
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SaUf  XLIIL  c  und  g  seien  zwei  sich  schneidende  Gerade.     Lie- 
gen auf  der  einen  von  ihnen  —  etwa  auf  c  —  zwei 
Ecken  von   orthogonalen  Vierecken,  deren  dritte 
Ecke  die  andere  Gerade  g  durchläuft,   so  bewegt 
sich    die   vierte  Ecke  auf  einer  Hyperbel  fl"*.     Sie 
geht  durch   die  festen   Ecken.     Die  Normale   zu  c 
giebt  eine  Asymptotenrichtung  der  Hyperbel  an. 
Wir  fügen  diesem  Satze  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Construc- 
tion  von  H^  bei.    (Taf.  VI  Fig.  5.)     Die  Asymptote  e  von  H^t  welche  zu 
c  senkrecht  steht,  geht  durch  den  Schnittpunkt  S  von  c  und  g.    Die  zweite 
Asymptotenrichtung  von  H*  steht  zu  g  senkrecht.     H*  enthält  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  A"«'.     Erzeugen  wir  H^  durch  projectivische  Büschel  aus 
/4  und  B,  so  correspondiren  in  denselben  dem  Strahle  AB  die  Tangenten 
in  A  und   B  an  HK     Wir   erhalten   daher  diese  Tangenten   in   folgender 
Weise:   Wir    ziehen   die  Normalen  in  A  und  B  zu  c  und  bestimmen  ihre 
Schnittpunkte  A*^  B*  mit  g.    Dann  steht  die  Tangente  in  A  zu  ji*B  und 
die  Tangente  in  B  zu  B*A  senkrecht. 

Construiren  wir  H^  als  Ort  der  conjugirten  zu  den  Punkten  von  g^  so 
benützen  wir  das  Büschel  ihrer  Polaren  in  Bezug  auf  Ä"«^  und  ordnen  dies 
den  Geraden  c^  zu.  Dabei  schliessen  wir,  dass  S*  durch  den  Scheitel  des 
ersteren  Büschels ,  d.  h.  durch  den  Pol  Q  von  g  geht.  Weiter  ergiebt  sich 
aus  dieser  Zuordnung ,  dass  8G  in  G  die  Hyperbel  H*  berührt. 

19. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  dritte  Ecke  der  orthogonalen  Vier- 
ecke mit  den  gemeinsamen  Ecken  A^  B  eine  Baumcurve  oder  eine  ebene 
Curve  n**^  Ordnung  C»  durchlaufe,  deren  Ebene  die  Verbindungslinie  c  der 
Ecken  A^  B  nicht  enthalte.  Wir  fragen  nach  dem  Orte  C*'  der  vierten 
Ecke. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beschreiben  wir  ttber  i^jB  als  Durch- 
messer eine  Kugel  K*.  Dann  projiciren  wir  aus  A  und  B  die  Curve  C^. 
Hierdurch  erhalten  wir  zwei  Kegel  Ka^,  Ki,^  der  ♦»*•"  Ordnung.  ÜTo"  durch 
dringt  K^  in  einer  Curve  von  der  Ordnung  2n.  Sie  ist  der  Ort  von  Diago- 
nalpunkten £|  der  Vierecke.  Projiciren  wir  diese  Punkte  aus  B,  so  erhalten 
wir  Linien  b^,  auf  denen  die  vierten  Ecken  der  Vierecke  liegen.  Die  Ge- 
sammtheit  der  Linien  hj  erfüllt  einen  Kegel  K^"  von  der  Ordnung  2n. 

Den  analogen  Gedankengang  führen  wir  durch,  indem  wir  von  dem 
Kegel  Ül^"  ausgehen.  Dieser  Kegel  durchdringt  K*  in  einer  Curve  von  der 
2n*^  Ordnung,  welche  die  Diagonalpunkte  A^  enthält.  Dieselben  werden 
von  A  aus  durch  einen  Kegel  2w**'  Ordnung  Ül^"  projicirt.  Seine  Erzeu- 
genden enthalten  ebenfalls  die  vierten  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke. 

Durch  jeden  Punkt  C  von  C^  geht  eine  Gerade  h  nach  ji  und  eine 
Gerade  a  nach  B.     Auf  b  liegt  ein  Punkt  A^^  auf  a  ein  Punkt  B^^i  B^B, 
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A^A  sind  Erzeagende  b,,  a^  der  Kegel  E|",  E?"  und  schneideo  sich  in 
einem  Punkte  von  C*,  Somit  sind  die  Erzeugenden  der  letzteren  Kegel 
durch  die  Punkte  von  C"  einander  eindeutig  zugeordnet.  Wir  können  be- 
weisen, dass  diese  zugeordneten  Erzeugenden  sieh  in  einer  Curve  Sn^*^ 
Ordnung  schneiden.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  die  Projection  yon 
C*  aus  irgend  einem  Punkte  X  des  Baumes  auf  eine  beliebige  Ebene  E  von 
der  3«*^  Ordnung  ist.     Wir  machen  also  diese  Projection.  ■ 

A\  B'  seien  die  Projectionen  der  Punkte  A^  B  aus  X  auf  E.     Darch 
Ai  ziehen  wir  in  E  eine  beliebige  Oerade  a\ .    Die  Ebene  Xa\  schneidet  K^^ 
in  2n  Erzeugenden  a^,  denen  2  n  Gerade  b^  entsprechen.    Ihre  Projectionen 
treffen  a\  in  n  Punkten  der  Projection  yon  C*,     Ziehen  wir  durch  jB'  in  E 
eine  beliebige  Gerade  b'j ,  so  schneidet  die  Ebene  Xh\  aus  Kl"*  2n  Erzeugende 
&j,   denen  2n  Gerade  a^  entsprechen.     Ihre  Projectionen  treffen  h\  in  2n 
Punkten  der  Projection  von  C*.     Letztere  wird  somit  durch  zwei  Strahlen- 
bttschel  aus  A'  und  B'  hervorgebracht,  bei  denen  jedem  Strahle  des  einen 
Büschels   2n  Strahlen   des   andern  entsprechen.     Im   Allgemeinen   ist   das 
Erzeugniss  von  zwei  solchen  Büscheln  eine  Curve  von   der  Ordnung  4n. 
Die  Scheitel  der  Büschel  sind  2n- fache  Punkte.     In  unserem  speciellen 
Falle  aber  schneidet  die  Ebene  XAB  aus  C"  n  Punkte,  denen  n  Geraden- 
paare  &|,   a^  dieser  Ebene   zugeordnet  sind.     Folglich  liegen   in  der  Pro- 
jection c   von  ^jB  die  Projectionen  von  n  Geraden  paaren  V^^  a\.    Daher 
ist  c  eine  n- fache  Gerade  der  Projection  von  C*.     Mithin  reducirt  sich  ihre 
Ordnung  um  n  und  A\  B'  sind  n- fache  Paukte  der  Projection.     Damit  ist 
der  angekündete  Beweis  geleistet  und  wir  schliessen: 
iSa^j?  XZJF.  Halten   wir   zwei   Ecken   eines  orthogonalen  Vier- 
ecks fest,  während  die  dritte  Ecke  eine  Raumcurve 
«*•'  Ordnung  odet  eine  ebene  Curve  n^*'  Ordnung 
durchläuft,    deren   Ebene   die   zwei   festen    Punkte 
nicht  enthält,  so  bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf 
einer  Baumcurve  C^^  von  der  Ordnung  3n.     Diese 
hat  die  festen  Ecken  zu  n-fachen  Punkten. 
Wir  knüpfen  an  diesen  Satz  einige  Bemerkungen  über  C^". 
a)  Wir  erhalten   die  Tangenten  in  den  n- fachen  Punkten  A^  B  von 
6^'",  indem  wir  in  der  besprochenen  Correspondenz  der  Erzeugenden  Oj,  h^ 
die  entsprechenden  Geraden  zur  Linie  AB  suchen.     Zu  diesem  Zwecke  con- 
struiren  wir  in  A  die  Tangentialebene  an  K^,   welche  C"  in  den  Punkten 
Tj,   ...,   Tu    schneide.      Verbinden    wir    diese    mit  A^    so    schneiden    die 
Verbindungslinien  in  ^  aas  Ül^  n  Punkte  B^,     Also  fallen  in  ^jB  n  Ge- 
rade  5j  zusammen.      Ihre   entsprechenden   a^   berühren   folglich   in  A    die 
Curve    6'".     Wir    gelangen   somit  zu  diesen   Tangenten,    indem    wir   die 
Linien  T,jB,  ...,  TnB  ziehen,  ihre  zweiten  Schnittpunkte  mit  Ä*  zeichnen 
und  diese  mit  A  verbinden.     In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Tangen- 
ten in  B. 
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h)  Liegt  ein  Punkt  von  C"  auf  K\  so  muss  er  auch  auf  C"  liegen. 

c)  Nach  Satz  XXXYIII  lässt  sich  die  Constmction  yon  C'"  auch  so 
ausdrücken:  Wir  zeichnen  zu  einem  Punkte  C  von  C"  die  Polarebene  in 
Bezug  auf  K^,  Eine  Oerade  durch  C,  welche  AB  trifft  und  zu  dieser  Linie 
senkrecht  steht,  schneidet  aus  der  Polarebene  einen  Punkt  von  C". 

20. 
Wir  machen  von  Satz  XLIII  eine  specielle  Anwendung.  Wir  halten 
zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vierecks  fest  und  lassen  die  dritte  Ecke  eine 
Gerade  g  durchlaufen,  welche  zur  Verbindungslinie  c  der  festen  Ecken  wind- 
schief ist.  Dann  bewegt  sich  nach  Satz  XLIII  die  vierte  Ecke  auf  einer 
Curve  C^  der  dritten  Ordnung.  Sie  geht  durch  die  festen  Ecken  A^  B  und 
durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  K^,  Schneiden  die  Ebenen,  welche  in 
A  und  £  zu  c  senkrecht  stehen,  aus  g  die  Punkte  Ta,  Thy  so  ist  die  Tan- 
gente in  A  die  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TaAB.  Die  Tangente 
in  £  an  C^  ist  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ThBA  (nach  19a). 

Wir  können  nun  beweisen,  dass  C^  durch  die  zwei  imaginären  Kreis- 
punkte  /p  /g  geht;  in  denen  die  Normalstellung  n^  zur  Geraden  c  die 
Kugel  K^  schneidet.  Wir  bemerken  nSmlich,  dass  C^  die  Durchdringungs- 
ounre  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  Ka^^  Kt^  ist,  welche  A^  B  vsx 
Spitzen  haben.  Schnitte  dieser  Kegel  sind  die  resp.  Kreise ,  die  von  den 
Ebenen  Bg^  Ag  aus  der  Kugel  K^  geschnitten  werden.  Projiciren  wir  den 
ersteren  Kreis  aus  A^  so  erhalten  wir  den  Kegel  Ka^>  Schneiden  wir  den- 
selben mit  der  Ebene  Ta,  welche  in  B  die  Kugel  K^  berührt,  so  ist  dieser 
Schnitt  die  stereographiscbe  Projection  des  zuletzt  erwähnten  Kngelkreises 
aus  Ay  also  auch  ein  Kreis.  In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  die 
Ebene  T«,  welche  E^  in  A  berührt,  aus  K^t^^  einen  Kreis  schneidet.  Folg- 
lich ist  die  Stellung  der  Ebenen  T«,  T^,  d.  h.  n„  für  die  Kegel  Ji?«,,  K\ 
eine  Stellung  von  Kreisschnittebenen.  Daher  haben  diese  Ebenen  die  ima- 
ginären Kreispunkte  von  n^g,  gemeinsam.  Dieselben  liegen  somit  auch  auf 
C^  und  wir  schliessen: 

Satz  XLV.  Halten    wir    zwei   Ecken   eines   orthogonalen   Vier- 
ecks fest,   während  die   dritte  Ecke  sich  auf  einer 
Geraden  bewegt,    welche  zu  der  Verbindungslinie  c 
der  festen  Ecken  windschief  ist,   so  durchläuft  die 
vierte  Ecke  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung.     Sie 
enthält    die    imaginären   Kreispunkte   der   Normal- 
stellung von  c. 
Geben  wir  jetzt  g  alle  möglichen  Lagen,  so  entspricht  jeder  derselben 
eine  C.     Alle  diese  Curven  gehen  durch  ABJ^J^.     Je  zwei  weitere  Punkte 
bestimmen  eine  solche  Curve.     Sie  schneidet  K^  ausser  in  ABJ^J^  noch  in 
zwei  Punkten.     Durch  diese  geht  eine  Gerade  g.     Fassen  wir  g  als  Ort  von 
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vierten  Ecken   der   orthogonalen  Yiereche   durch  AB  auf,   so  müssen  die 
dritten  Ecken  auf  der  angenommenen  C  liegen.     Daher  folgt: 
Satz  XL VL  Halten  wir  zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vierecks 
fest|  während  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung  bewegt,   welche  jene  zwei  festen 
Ecken  und  die  imaginären  Ereispunkte  der  Normal- 
stellung ihrer  Verbindungslinie  enthält,  so  durch- 
läuft die  vierte  Ecke  eine  Gerade.    Diese  geht  durch 
die  zwei  Punkte,  in  denen  dieCnrye  dritter  Ordnung 
noch  die  Kugel  schneidet,  welche  die  festen  Ecken 
zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat. 
Der  Satz  XLIV  erleidet  eine  Modification ,  wenn  g  und  n«  sich  schnei- 
den, d.  h.  wenn  g  und  c  sich  rechtwinklig  kreuzen.    Dann  zerfällt  die  Curve 
C^  in  die  Gerade  c  und  einen  Kreis  C*.     Seine  Ebene  hat  die  Stellung  n«. 
C^  geht  durch  den  Punkt  (7|,  in  dem  c  diese  Ebene  trifft;  denn  dieser  Punkt 
ist   conjugirt   zu   dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g.     Ferner  enthält  C* 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Kugel  KK     Folglich  ist  die  Gerade  d  durch 
6^1,  welche  zu  g  senkrecht  steht,  ein  Durchmesser  von  C\  Er  schneidet  C*  ein 
zweites  Mal  in  dem  Punkte ,  welcher  zum  Schnittpunkte  von  d  und  g  in  Bezug 
auf  die  Kugel  K^  conjugirt  ist«     Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  folgender: 
Satg  KLVIL  c  und  g    seien  zwei  sich  rechtwinklig   kreuzende 
Gerade.     Durchläuft  eine  Ecke  eines  orthogona- 
len Vierecks  die  eine  dieser  Geraden —  etwa^ — , 
während  zwei  andere  Eckend,  J3  auf  c  liegen  und 
fest  bleiben,    so  bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf 
einem  Kreise.    Seine  Ebene  geht  durch  g  und  steht 
zu  c  senkrecht.     Ein  Durchmesser  d  des  Kreises 
ist  die  gemeinsame  Normale  zu^  und  c.    Ein  Punkt 
des  Kreises   liegt  im   Schnitte  von  c  und  g.     Ein 
zweiter  Punkt  auf  d  ist  zu  dem  Schnitte  von  d  und 
g  in  Bezug  auf  die  Kugel  über  AB  conjugirt. 
Kehren    wir   diesen  Satz   um,   so  erhalten  wir  eine  Modification  von 
Satz  XLV. 

21. 

Zum  Schlüsse  dieser  Gedankenreihe  fragen  wir  nach  der  Fläche ,  welche 
die  vierte  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks  mit  zwei  festen  Ecken  durch- 
läuft, wenn  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer  Fläche  F"  von  der  n*^  Ordnung 
bewegt.  Wir  erhalten  die  Ordnungszahl  'der  Fläche,  indem  wir  die  Zahl 
ihrer  Punkte  ermitteln,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  liegen.  Zu 
diesem  Zwecke  lassen  wir  die  dritten  Ecken  der  Vierecke  g  durchlaufen. 
Dann  bewegen  sich  die  vierten  Ecken  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C^. 
Diese  bat  mit  F"   3n  Punkte  gemeinsam.     Ihnen  entsprechen  3n  Punkte         t 
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von  Qy  welche  auf  der  zu  nntersnchenden  Fl&che  liegen.    Also  ist  diese  von 
der  Ordnung  3fi  and  wir  schliessen: 

Säte  XLVIIL  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks   auf   einer   Flttche    n**^  Ordnung,    während 
zwei  Ecken  fest  bleiben,  so  durchläuft  die  vierte 
Ecke  eine  Fläche  von  der  Ordnung  3n. 
Setzen  wir  fi=l,  so  folgt: 
Satz  XLIX.  Bewegt   sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks auf  einer  Ebene  E,   während  zwei  Ecken,  die 
nicht  in  E  liegen,  fest  bleiben,   so  durchläuft  die 
vierte  Ecke  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F*. 
Indem   wir   die  Ueberlegungen  von   18  —  20  fllr  n  =  l   specialisiren, 
können  wir  einige  Eigenschaften   der  nach  Satz  XLIX  abgeleite- 
ten F'  aufstellen. 

a)  Auf  F^  liegt  der  Kreis  Xe^  den  die  Ebene  E  aus  der  Kugel  K^ 
schneidet. 

h)  Drehen  wir  um  c  eine  Ebene,  so  schneidet  jede  ihrer  Lagen  aus  E 
eine  Gerade  ^,  welche  c  trifft.  Ihr  correspondirt  (Satz  XLIII)  eine  Hyper- 
bel H\  deren  Asymptotenrichtungen  zu  c  und  g  senkrecht  stehen.  Alle 
diese  Hyperbeln  liegen  auf  F'.  Von  ihren  Asymptotenrichtungen  erfüllen 
diejenigen,  welche  zu  c  senkrecht  stehen,  die  Gerade  ngo-  Also  liegt  n^ 
auf  F^  Die  Richtungen  der  anderen  Asymptoten  erhalten  wir,  indem  wir 
aus  einem  beliebigen  Punkte  P  von  c  auf  die  Geraden  g  Senkrechte  flQlen. 
Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einem  Kreise.  Derselbe  wird  durch  die  Ebene 
E  aus  einer  Kugel  geschnitten,  welche  P  und  den  Schnittpunkt  8  von  E 
und  c  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat.  Also  erfüllen  die  Senk- 
rechten einen  Kegel  zweiten  Grades  £a*,  dessen  Schnitt  K%  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene  der  Fläche  F'  angehört. 

c)  Die  Tangenten  im  Punkte  A  an  die  Kegelschnitte  H*  werden  in  fol- 
gender Weise  gefunden :.  Wir  construiren  in  ^  die  Tangentialebene  an  £^ 
Sie  schneidet  aus  E  eine  Gerade  a*.  Die  Ebene  Ba*  trifft  f  in  einem 
Kreise.  Der  Kegel,  welcher  A  zur  Spitze  und  diesen  Kreis  zur  Leitearve 
hat,  stellt  uns  den  Ort  der  gesuchten  Tangenten  vor.  In  analoger  Weise 
zeigen  wir,  dass  auch  die  Tangenten  in  J3  an  F'  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllen. 

d)  Die  Ebenen  N  von  der  Stellung  n^g,  schneiden  E  in  Geraden,  welche 
e  rechtwinklig  kreuzen.  Diesen  Geraden  entsprechen  (Satz  XLVII)  Kreise. 
Folglich  schneidet  jede  Ebene  N  aus  F  ^  einen  Kreis  Kn^.  Alle  diese  Kreise 
treffen  c    Also  liegt  c  auf  F^ 

Jeder  Kreis  K^*  hat  mit  K^*  zwei  Punkte  gemeinsam.  Indem  wir  die 
Mitte  zwischen  diesen  Punkten  mit  demjenigen  Punkte  von  Kn*  verbinden, 
der  in  e  liegt,  erhalten  wir  einen  Durchmesser  d  von  £.*.  Er  schneidet  K^^ 
ein  zweites  Mal  in  der  vierten  Ecke  des  orthogonalen  Vierecks,  für  welches 
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Ay  B  nnd  die  erwähnte  Mitte  drei  Ecken  sind.  Nnn  ist  der  Ort  dieser  Mitten 
eine  Qerade  g^ ,  welche  die  Orthogonalprojection  der  Linie  c  auf  die  Ebene  E 
ist.  g^  schneidet  c.  Mithin  correspondirt  der  Linie  g^  eine  Hyperbel  H^. 
Sie  enthält  die  zweiten  Endpunkte  der  Durchmesser  d.  Wir  kOnnenuns 
daher  die  Fläche  F^  durch  einen  beweglichen  Kreis  K^?  erzeugt 
denken,  welcher  längs  c  und  H^  gleitet.  Seine  Ebene  steht  zu 
c  senkrecht  und  schneidet  aus  c  und  H^  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  (Taf.  VI  Fig.  5). 

e)  Zeichnen  wir  zu  den  Linien  g  in  den  Ebenen  durch  c  die  Pole  Q 
in  Bezug  auf  die  Kreise  K^  (Satz  XLIII),  so  liegen  diese  Pole  auf  den 
resp.  Hyperbeln  HK  Ferner  befinden  sich  diese  Pole  auf  der  Polarebene 
N,  des  Punktes  8  in  Bezug  auf  £*.  Diese  Polarebene  steht  zu  e  senkrecht. 
Also  schneidet  sie  F'  in  einem  Kreise  Kg^.  Derselbe  ist  der  Ort  der  er- 
wähnten Pole.  Nun  berührt  in  jedem  Punkte  Q  eine  Gerade  8G  eine 
Hyperbel  H\  Folglich  berühren  die  Tangenten  aus  fi^  an  F^  diese  Fläche 
im  Kreise  K^^, 

f)  In  der  Ebene  E  muss  ausser  K^  noch  eine  Gerade  e  der  F^  liegen. 
Sie  ist  die  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte,  in  denen  die  Geraden  c  und 
n»  die  Ebene  E  treffen.  Folglich  schneidet  die  Ebene,  welche  in  «S  zu  c 
senkrecht  steht;  aus  E  die  Gerade  e  (Taf.  VI  Fig.  5).* 

g)  Die  Ebene  ec  steht  zur  Ebene  c^|  senkrecht  In  letzterer  liegen 
die  Durchmesser  d  der  Kreise  K^?  und  sind  zu  c  normal.  Also  muss  die 
Ebene  ec  diese  Kreise  berühren.  Sie  ist  daher  eine  Tangentialebene  von 
F'  längs  der  Geraden  c. 

Aus  diesen  Eigenschaften  von  F'  kOnnen  wir  uns  ein  Bild  der  Fläche 
machen.  Indem  wir  von  der  einen  oder  andern  Eigenschaft  ausgehen ,  erhal- 
ten wir  yerschiedene  Erzeugungsweisen  der  Fläche.  Durch  coUineare  Trans- 
formation gelangen  wir  zu  ihren  allgemeinen  Formen.  Wir  unterlassen  es, 
hier  darauf  weiter  einzutreten. 

üeberblicken  wir  nochmals  die  Entwickelungen  von  18 — 21,  so  finden 
wir  als  das  Gemeinsame,  dass  bei  den  orthogonalen  Vierecken  mit  zwei 
festen  Ecken  die  dritte  und  vierte  Ecke  in  einer  involutorischen  Correspon- 
denz  stehen,  deren  Grundzüge  in  den  Sätzen  XLII— XLIX  niedergelegt  sind. 

22. 

Wir  wenden  uns  zu  den  orthogonalen  Vierecken  ABCJy  welche  zwei 
äussere  Seiten  —  etwa  a,  &  —  gemeinsam  haben  und  für  welche  die  Po- 
tenz der  inneren  Ecke  die  nämliche  ist.  Wir  fragen  nach  dem  Orte  der 
inneren  Ecke  und  nach  der  Enveloppe  der  dritten  äusseren  Seite. 

Wir  beantworten  diese  Frage  mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung  von  3. 
Zunächst  suchen  wir  den  Ort  aller  Punkte  0,  0*  für  die  Vierecke,  welche 

*  In  Fig.  5  (Taf.  VI)  ist  die  Ebene  ec  als  Qrundriss  und  die  Ebene  cgx  als 
Aufrisitebene  gedacht.  ^  t 
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a  und  b  zu  äusseren  Seiten  haben.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  a 
eine  beliebige  Ebene  E«.  Zu  ihr  construiren  wir  durch  h  die  Normalebene  E^. 
Beide  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  Pe^  welche  dem  gesuchten 
Orte  angehört.  Jetzt  drehen  wir  Ea  um  a  und  zeichnen  zu  jeder  Lage  von 
Ea  die  Normalebene  E^.  Hierdurch  erhalten  wir  zwei  projectivische  Ebenen- 
büschel, welche  a,  &  zu  Scheitelkanten  haben  und  einen  orthogonalen  Kegel 
Kq*  erzeugen.     Er  ist  Ort  der  Punkte  0,  0*. 

Sollen  die  inneren  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke  dieselbe  Potenz 
—Pi*  haben,  so  verlangt  diese  Bedingung,  dass  die  Punkte  0,  0*  in  zwei 
Ebenen  E,  E'*'  liegen,  welche  um  +Pi  von  der  Ebene  B  der  Vierecke 
abstehen.  Diese  Ebenen  schneiden  Kq^  in  zwei  Curven.  Ihre  Orthogonal- 
projectionen  auf  B  sind  die  inneren  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke. 
Aus  dieser  Darstellung  folgt  ^  dass  die  inneren  Ecken  auf  einer  Hyperbel 
Hi*  liegen,  welche  a,  &  zu  Asymptoten  hat. 

Jetzt  construiren  wir  die  dritten  Susseren  Seiten  c  der  Vierecke.  Sei 
B  ein  Punkt  von  a,  so  föUen  wir  aus  jB  die  Normale  &|  zu  h.  Sie  schnei- 
det Hi*  in  zwei  Punkten,  welche  innere  Ecken  von  zweien  der  gesuchten 
Vierecke  sind.  Durch  diese  Ecken  fällen  wir  die  Senkrechten  Oj  zu  a.  Sie 
treffen  h  in  zwei  Punkten  A.  Ihre  Verbindungslinien  mit  B  sind  die  Ge- 
raden c  durch  B.  In  analoger  Weise  construiren  wir  durch  jeden  Punkt  Jl 
von  b  zwei  Linien  c.  Sollen  endlich  die  Geraden  c  gefunden  werden,  welche 
eine  gegebene  Richtung  haben,  so  ziehen  wir  zu  ihr  durch  C  die  Normale 
C|,  welche  Hi*  in  zwei  inneren  Punkten  tri£ft.  Aus  ihnen  fällen  wir  die 
Senkrechten  auf  a.  Sie  schneiden  b  in  zwei  Ponkten,  durch  welche  die 
Geraden  e  der  vorgeschriebenen  Bichtung  gehen. 

Aus  diesen  drei  Constructionen  der  c  ergiebt  sich,  dass  durch  diese 
Geraden  die  Punktreihen  auf  a,  b  und  der  unendlich  fernen  Geraden  ein- 
ander zweideutig  zugeordnet  sind.  Die  c  erscheinen  als  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  Reihen.  Also  ist  die  Enveloppe  der  c  von 
der  vierten  Classe  und  hat  a,  b,  sowie  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Dop- 
peltangenten.   Wir  schliessen  daher: 

8at0  L,  Der  Ort  der  inneren  Ecken  von  orthogonalen  Vierecken, 
welche  zwei  äussere  Seiten  a,  b  und  die  Potenz  der  in- 
neren Ecke  gemein  haben,  ist  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  a,  b  sind.  Die  Enveloppe  der  dritten  äusse- 
ren Seiten  ist  von  der  vierten  Classe  und  hat  a,  &,  sowie 
die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Doppeltangenten. 

23. 

Wir  betrachten  jetzt  die  orthogonalen  Vierecke  einer  Ebene,  denen 
zwei  Seiten  ^,,  g^  gemeinsam  sind,  und  setzen  voraus,  dass  die  Ecke  C 
der  Vierecke ,  welche  nicht  auf  jenen  Seiten  liegt ,  eine  Curve  n^'  Ordnung 
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C"  durchlaufe.     Wir  fragen  nach  der  Curve,  welche  die  Verbindungslinie  c 
der  anderen  Ecken  umhüllt. 

Construiren  wir  die  Geraden  c  aus  g^  ^,,  C"  und  der  unendlich 
fernen  Geraden  g^  in  gleicher  Weise  wie  in  22)  aus  a,  6,  Hi*  und  ^„,  so 
erhalten  wir  auf  g^,  g^^  g^  Punktreihen,  welche  durch  die  Linien  c  in 
n- deutige  Correspondenz  gesetzt  werden.  Also  liegen  did  c  auf  einer  Curve 
2«**»  Classe,  welche  g^,  g^y  g^»  zu  w- fachen  Tangenten  hat.  Wir  schliessen 
daher: 

Sats  LL  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
auf  einer  Curve  n**'  Ordnung,  während  eine  zweite 
Ecke  und  zwei  durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben, 
so  umhüllt  die  Verbindungslinie  der  übrigen  zwei 
Ecken  eine  Curve  der  2n*^"  Classe.  Sie  hat  die  festen 
Seiten  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  n-facben 
Tangenten. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  zwei  festen  Seiten  für  die  orthogonalen 
Vierecke  sowohl  äussere,  als  innere  Seiten  werden  können.  Es  hängt  dies 
von  der  Lage  des  Punktes  C  ab.  Errichten  wir  im  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden g^g^  zu  ihnen  die  resp.  Normalen  P|,  p^^  so  können  wir  diese  Ab- 
hängigkeit in  folgender  Weise  aussprechen:  Liegt  C  in  dem  Räume,  welchen 
der  spitze  Winkel  g^g^  einschliesst,  so  sind^|,  ^,  zwei  äussere  Seiten ,  C  ist 
eine  innere  Ecke  des  Vierecks.  Liegt  C  in  dem  Winkelraume  des  spitzen 
Winkels  p^'^p^y  ^^  ßi^<^  9x9  9%  zwei  innere  Seiten  des  Vierecks.  Für  jede 
andere  Lage  von  C  ist  eine  der  Seiten  g^^  g^  eine  äussere  und  die  andere 
eine  innere. 

Auf  jeder  Seite  c  liegt  ein  Diagonalpunkt  (7,  der  betrachteten  Vierecke. 
Wir  ermitteln  die  Ordnungszahl  des  Ortes  dieser  Diagonalpunkte.  Sie  ist 
gleich  der  Zahl  seiner  Punkte,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  liegen. 
Ist  X  ein  Punkt  von  g^  so  gehen  durch  ihn  an  C%^  2n  Tangenten.  Auf 
sie  fällen  wir  aus  dem  Schnittpunkte  Q-  von  g^g^  die  Normalen  C|.  Sie 
treffen  ^  in  2n  Punkten  T,  Verbinden  wir  einen  Punkt  T  mit  ff,  so 
können  wir  n  Tangenten  an  6*2 „  legen,  welche  zu  Y&  senkrecht  stehen. 
Sie  schneiden  aus  g  n  Punkte  X,  Durch  diese  Constructionen  werden  jedem 
Punkte  X  von  g  2n  Punkte  F  zugeordnet  und  jedem  Punkte  T  n  Punkte  X, 
So  oft  ein  Punkt  X  mit  seinem  entsprechenden  Punkte  T  zusammenfällt, 
haben  wir  einen  Punkt  des  gesuchten  Ortes.  Nach  der  angedeuteten  Zu- 
ordnung der  Punkte  X,  T  wird  dies  3m- mal  geschehen.  Also  liegen  die 
6^1  auf  einer  Curve  Cj^".  Um  die  Punkte  von  C^^^  zu  erhalten ^  welche  sich 
auf  einer  Geraden  q  durch  Q  befinden ,  construiren  wir  die  zu  dieser  Geraden 
senkrechten  Tangenten  an  Ca».  Ihre  Zahl  ist  n.  Folglich  enthält  q  n  Punkte 
von  <7j'".  Mithin  ist  6-  ein  2«-facher  Punkt  von  C^^".  Wir  schliessen 
daher : 
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Sat0  LH.  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
auf  einer  Curve  n**'  Ordnung,  während  eine  zweite 
Ecke  und  zwei  durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben, 
so  durchläuft  der  Diagonalpunkt,  welcher  auf  der 
Verbindungslinie  der  beweglichen  und  der  festen 
Ecke  liegt,  eine  Curve  von  der  Ordnung  3n,  fttr 
welche  die  feste  Ecke  ein  2fi-facher  Punkt  ist 

Wir  fügen  diesem  Satze  einige  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang 
von  C",  C2„,  (?i'»  bei. 

a)  Sei  D  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  construiren  wir  einen 
Kreis  ÜT«',  der  6rD  zu  einem  Durchmesser  hat.  Dieser  Kreis  wird  von  den 
Tangenten,  welche  aus  D  an  C2n  gezogen  werden  können,  in  2n  Punkten 
von  C7|^"  geschnitten.  Setzen  wir  voraus,  dass  D  ein  Punkt  von  C^n  sei, 
so  trifft  die  Gerade,  welche  in  D  (%„  berührt,  den  Kreis  Kx^  in  zwei  be- 
nachbEirten  Punkten  von  C^^^,  Daraus  folgt:  Beschreiben  wir  über  G  und 
einem  Punkte  D  von  Can  als  Endpunkten  eines  Durchmessers  einen  Kreis, 
so  berührt  dieser  C^^ ".  Der  Berührungspunkt  liegt  auf  der  Geraden ,  welche 
in  D  Tangente  an  63  „  ist. 

Weiter  nehmen  wir  an,  dass  D  ein  Brennpunkt  von  Cjn,  d.  h.  ein  im 
Endlichen  gelegener  Schnittpunkt  der  Tangenten  sei,  welche  aus  den  ima- 
ginären Kreispunkten  an  (7}»  sich  ziehen  lassen.  Dann  schneidet  der  Kreis, 
welcher  6rD  zu  einem  Durchmesser  hat,  zwei  der  Tangenten  durch  D  an 
C'2n  in  den  imaginären  Kreispunkten.  Diese  liegen  also  auf  C|'".  Nun  gehen 
durch  jeden  imaginären  Kreispunkt  n  Tangenten  an  Csn-  Mithin  sind  diese 
Punkte  fttr  Ci«"  «-fach. 

Nach  dem  Gesagten  besteht  die  Gesammtheit  der  Punkte,  welche  ein 
Kreis  K^*  durch  &  mit  C^^"  gemein  hat,  aus  dem  2 n- fachen  Punkte  G, 
den  zwei  ti-fach  zu  zählenden  imaginären  Kreispnnkten  und  weiteren  n 
Punkten  C, .  Durch  jeden  der  letzteren  geht  eine  Tangente  an  C72n,  welche 
den  Kreis  K^^  auf  einem  Durchmesser  schneidet,  der  G  enthält. 

h)  Construiren  wir  einen  beliebigen  Kreis  durch  G  und  einen  Punkt  C\ 
von  Cj^^  und  schneide  der  durch  G  gehende  Durchmesser  diesen  Kreis  ein 
zweites  Mal  in  D,  so  ist  C^D  eine  Tangente  von  C^n-  Zeichnen  wir  jetzt 
den  Kreis  durch  ©,  welcher  Ci^"  in  C^  berührt,  so  'stellt  C^D  zwei  benach- 
barte Tangenten  von  dn  vor  und  D  ist  ein  Punkt  dieser  Curve.  Wir 
sagen  daher:  Ein  Kreis  durch  Gy  welcher  C^^"  berührt,  schneidet  ans  seineoi 
durch  G  gehenden  Durchmesser  einen  Punkt  von  C^n-  Seine  Tangente  ent- 
hält den  Berührungspunkt  des  Kreises  an  C^^". 

c)  Die  Tangenten  von  (%„,  welche  zu  ^|  und  g^  senkrecht  stehen, 
schneiden  diese  Linien  resp.  in  Punkten  von  C,^". 

ä)  Die  n  unendlich  fernen  Punkte  von  C  liegen  auch  auf  C^'*. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  C.  B»yel.  301 


24. 

Sei  in  Satz  LI  nnd  LH  n  =  1,  so  folgt: 
Sat0  LIIL  DarchlSuft  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
eine  Gerade  g^   während  eine   zweite  Ecke  und  zwei 
durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben,   so  umhüllen 
die  Verbindungslinien  der  übrigen  zwei  Ecken  eine 
Parabel  /^*,   welche  die   zwei  festen  Seiten  berührt. 
Die  Diagonalpunkte  der  Verbindungslinien  bewegen 
sich  auf  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  C, 
welche    die    feste    Ecke    der  Vierecke    zum    Doppel- 
punkte hat. 
Seien    wieder  pj,  g^    die    gemeinsamen   Seiten   der  Vierecke.      G   sei 
Schnittpunkt  von  ^i ,  ^2  •    ^1 «  ^2  ^^^^^  ^^^  Punkte ,  in  denen  g  die  resp.  Ge- 
raden ^|,  g^  trifft.     Dann  errichten  wir  in  G^,  G^  die  resp.  Normalen  Mj, 
tij  auf  gi,  g^-    Diese  sind  Tangenten  von  PK    Desgleichen  die  Linien  g^  g^. 
Folglich  ist  g  die  Directrix  von  P^. 

Lassen  wir  jetzt  die  Gerade  g  die  Ebene  der  Vierecke  durchlaufen ,  so 

gehört  zu  jeder  Lage  von  g  eine  Parabel  P\   welche  g^^  g^  berührt    Die 

Gesammtheit  dieser  Parabeln   bildet   also   eine   Schaarschaar.     Sie   enthält 

ebensoviele  Parabeln ,  als  Gerade  g  in  der  ^bene  liegen.    Es  entspricht  jeder 

dieser  Parabeln  auch  eine  Gerade  g.     Wir  schliessen  daher: 

Sabs  LIV.  Halten  wir  zwei  Seiten  eines  orthogonalen  Vierecks 

fest,  während  die  dritte  Seite  eine  Parabel  umhüllt, 

welche   die  zwei   festen   Seiten  berührt,    so  bewegt 

sich  die  vierte  Ecke  des  Vierecks  auf  der  Directrix 

der  Parabel. 

25. 

Wir  erweitem  nun  Satz  LIV.  Wir  untersuchen  die  orthogonalen  Vier- 
ecke, welche  zwei  Seiten  gemeinsam  haben,  und  setzen  voraus,  dass  eine 
dritte  Seite  eine  Curve  n^^  Classe  €„  umhüllt.  Wir  fragen  nach  dem  Orte 
der  vierten  Ecko. 

ffii  9%  s®^®°  ^^^  gemeinsamen  Seiten  der  Vierecke.  G^  sei  ein  Punkt 
von  g^.  Durch  ihn  gehen  n  Tangenten  c  an  Cr.  Sie  treffen^,  in  n  Punk- 
ten G^,  Fällen  \nr  aus  ihnen  die  Senkrechten  auf  ^j,  so  schneiden  diese 
die  Gerade  n^  drirch  G^^  welche  zu  g^  normal  steht,  in  n  Punkten  C  des 
gesuchten  Orte^.  Wir  erhalten  diese  Punkte  G  auch,  indem  wir  aus  dem 
Schnittpunkte  G  von  g^^  g^  auf  die  n  Tangenten  c  die  Senkrechten  f&Uen 
und  sie  mit  n^  zum  Schnitte  bringen.  Zu  einer  dritten  Construction  der 
Punkte  C  gelangen  wir,  indem  wir  von  einem  Punkte  G^  von  g^  ausgehen 
nnd  aus  ihm  die  Normale  n^  zu  g^  und  die  n  Tangenten  an  Cn  ziehen. 
Ans  den  Schnittpunkten  der  letzteren  mit  g^  fällen  wir  die  Senkrechten  auf  ^,. 
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Sie  treffen  ti^  in  n  Punkten  C.  Bei  jeder  dieser  Gonstrnctionen  ist  der  Ort 
der  Punkte  C  ein  Erzeugniss  von  Büscheln,  deren  Strahlen  einander 
n- deutig  zugeordnet  sind.  Die  Scheitel  der  Büschel  sind  die  Normalrich- 
tungen zu  g^g^  und  der  Punkt  Q.  Folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  C  von 
der  2n*^  Ordnung  und  hat  diese  Scheitel  zu  n- fachen  Punkten.  Wir 
schliessen  daher: 

Sat0  LV.   Umhüllt  eine  Seite  eines  orthogonalen  Vierecks  eine 
Curve  «*•'  Classe,  wShrend  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
so  bewegt  sich  die   vierte  Ecke  auf  einer  Curve  von 
der  Ordnung  2n,    für   welche   die  Normalrichtnngen 
zu   den  festen  Seiten  und  der  Schnittpunkt  der  letz- 
teren n-fache  Punkte  sind. 
Sei  n=  1,  so  folgt: 
Sat0  LVI,   Dreht  sich  eine   Seite  eines  orthogonalen  Vierecks 
um  einen  Punkt /^,  wShrend  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
so  durchlauft  die  vierte  Ecke  eine  Hyperbel  JT^    Sie 
geht  durch  den  Schnittpunkt  der  festen  Seiten  und 
die  Asymptoten  stehen  zu  den  festen  Seiten  senk- 
recht 
Lassen  wir  P  die  Ebene  der  Vierecke  durchlaufen,  so  erhalten  wir  zu 
jeder  Lage  von  P  eine  Hyperbel  'durch  G,  deren  Asymptoten  zu  g^  resp.  g^ 
senkrecht  stehen.     Diese  Hyperbeln  bilden   eine  Schaarschaar.     Jeder  von 
ihnen  ist  ein  Punkt  P  zugeordnet     Wir  sagen  daher: 
Säte  LVII.  Durchläuft  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
eine  Hyperbel,   während   zwei  Seiten  fest  bleiben, 
zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  senkrecht  stehen 
und  sich  in  einem  Punkte  der  Hyperbel  schneiden, 
so  dreht  sich  die  Verbindungslinie  der  übrigen  zwei 
Ecken  um  einen  Punkt 
Dieser  Satz  ist  eine  Modification  von  Satz  LI. 

üeberblicken  wir  die  Entwickelungen  von  23 — 25,  so  finden  wir,  dass 
durch  dieselben  zwei  Beciprocitäten  vermittelt  werden.  Bei  beiden  gehen 
wir  von  orthogonalen  Vierecken  aus ,  welche  zwei  gemeinsame  Seiten  haben. 
Bei  der  ersten  Beciprocität  ordnen  wir  eine  Ecke  einer  Seite  zu.  Der  Ge- 
raden entspricht  eine  Parabel,  der  Curve  n^^  Ordnung  eine  solche  von  der 
Classe  2n.  Bei  der  zweiten  Beciprocität  gehen  wir  von  der  Seite  eines 
Vierecks  ans  und  ordnen  ihr  eine  Ecke  zu.  Dem  Punkte  entspricht  eine 
Hyperbel,  der  Curve  von  der  w*^  Classe  eine  solche  von  der  2 n****  Ordnung. 
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Xym  Heber  die  Doppelpimkte  der  Xoppelonrve. 

Bei  der  Bewegung  eines  Kurbelgetriebes  beschreibt  jeder  Punkt  der 
mit  der  Koppel  verbundenen  Ebene  in  Bezug  auf  den  Steg  eine  Gurve 
sechster  Ordnung,  die  von  Burmester*  als  Koppelcurye  bezeichnet 
worden  ist.  Dieselbe  geht  dreimal  durch  die  imaginftren  Kreispunkte  und 
besitzt  überdies  im  Allgemeinen  —  d.  h.  vom  speciellen  Falle  des  durch- 
schlagenden Kurbelgetriebes  abgesehen  —  drei  endliche  Doppelpunkte.  Im 
Folgenden  soll  die  Frage  nach  der  Realität  derselben  behandelt  werden. 

1.  In  nebenstehender  Fi- 
gur stellt  das  Viereck  ABffO 
ein  Kurbelgetriebe  dar  mit  dem 
Stege  oder  dem  festen  Gliede 
OOf  und  der  Koppel  oder  dem 
beweglichen  Oliede  AB\  mit 
AB  ist  der  Punkt  C  starr 
verbunden.     Wir   setzen   mit 

Roberts  0  ^' 

Oa=^y,  OA^T,  0'B  =  s,  AB^e,  BC=a,  JC=h,  LACB  =  C. 
Befindet  sich  dann  in  der  Figur  der  Sjstempunkt  C  in  einem  Doppelpunkte 
seiner  Bahncurve,  so  ist  bekanntlich 

LOCa^LACB,  also  auch  LACO=^LBC(/. 

Nun  ist  für  OC=q,   0'C=p' 

2aQ        ' 


CO8AC0:=^ 


folglich 
oder 


2lQ 


cosBC(/z 


64  +  6(a»-st,*.._l_a(*.)*_o(l.»-f»)4j  =  a 


*  Bnrmeater,  Lehrbnch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  296flgg.  Yergl.  auch 
Bobertg,  On  Three-bar  motion  in  Plane  Space,  Proceedings  of  the  London  Ma- 
themotical  Sodety,  vol.  VII  p.  14,  ond  Cayley,  On  Three-bar  Motion,  ibid.  p^86.       i 

Jigitized  by  VjOOQIC 


304  lOeinere  Mitiheilungen. 


Es  ist  femer 

also 

Setzen  wir  daher 

y«  =  p«  +  p'»  — 2p/00Sa, 


so  geht  Gleichung  1)  über  in 

fey«.u  +  6(a«-5*)u(tt«  +  l-2ttCO5(7)-ay«.u«-a(6»-r«)(u«  +  l-2ttawC)  =  0 

oder 

6(a«-s«)u3-{ay«  +  a(6«-r«)  +  26(a«~s«)a)sC7}u« 

Hierbei  ist  «  .  x«       9 

a*  +  6*  — r 

^^=        2ab       ' 
wir  erhalten  also  znr  Bestimmung  von  u  die  Gleichung  dritten  Grades 

Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 

c*-y*  +  r«  +  s*  =  m«, 

80  ergiebt  sich  die  Discriminante  dieser  Gleichung  in  der  Form 

3)  ^  =  27a*6*(a«-5«)«(6«-r«)« 

+  4a«(a«-s*)(2a«6«+&*-r*a«-m«6»  +  r*cV 

-18a«M(a«-5«)(6«-r«)(a*H-2a«6»-m«a«-5«&«+5«c«)(2a«6»H-6*-r«a«-m«6»  +  r«0 

Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Koppelcurve  ist  also  der  eine  immer 
reell;  die  beiden  anderen  sind  reell  und  verschieden,  oder  vereinigt,  oder 
imaginär,  je  nachdem  ^^0  ist. 

2.  Betrachten  wir  a  und  h  als  veränderlich,  so  bestimmt  die  Gleichung 
Js=0  den  Ort  aller  derjenigen  Sjstempunkte  C7,  welche  in  dem 
gegebenen  Kurbelgetriebe  ÄBC/O  Eoppelüurven  mit  zwei  zu- 
sammenfallenden Doppelpunkten  beschreiben.  Wir  bezeichnen 
diesen  Ort  als  die  Uebergangscurve  der  bewegten  Ebene.  Sie  theilt 
die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  so  dass  den  Sjstempunkten  des  einen  Gebietes 
Eoppelcurven  mit  drei  reellen  Doppelpunkten,  denen  des  andern  solche  mit 
nur  einem  reellen  Doppelpunkte  entsprechen. 

Die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  a'  und  h^  liefert  J  in  der  Form 

hierbei  bezeichnet  v^^^  eine  homogene  Function  h^*^  Gitules  von  a*  und  b\ 
insbesondere  ist 
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Sind  x^  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  C  in  Bezug  auf  A  als 
Anfangspunkt  und  AB  als  ^-Axe,  so  ist 

und  dann  geht  v^  in  eine  Function  zehnten  Grades  von  x  und  ^  über.  Die 
üebergangscurve  ist  daher  von  der  zehnten  Ordnung,  und  zwar, 
wie  aus  der  Form  ihrer  Gleichung  sofort  folgt,  mit  vierfachen  Punk- 
ten in  den  imaginären  Kreispunkten. 

Für  &*  =  0  liefert  die  Gleichung  z/  =  0  zweimal  den  Werth  a^z=ic\ 
d.  h.  die  Üebergangscurve  hat  die  Endpunkte  Ä  und  B  der 
Koppel  zu  Doppelpunkten. 

Entwickeln  wir  J  nach  Potenzen  von  x  und  y  in  der  Foml 

J  z=i(^m  +fo{9)  + ...  +  ^2)^ 

so  ergiebt  sich 

Der  Punkt  Ä  ist  also  ein  Knotenpunkt  für  r>y  und  ein 

isolirter  Punkt  für  r<y.     Für  r=y  wird  in*  =  c*+5',  also  id<*>  =  0, 

und  dann  geht  fc^^  über  in 

ii;<3)  =  32f^c5(c«-s«)a58. 

In  diesem  Falle  ist  also  Ä  ein   dreifacher  Punkt  mit  der  einzigen 

Tangente  x  =  0.  n    o   xyrr 

Dr.  R.  Müller, 

Prof.  %.  d.  teolm.  Hoohtohute  in  Branniohwelg. 


XIX.  Die  Krümmungsradien  der  Polbahnen. 

In  seiner  Mittheilung:  „ Bemerkungen  zu  der  Grübler'schen  Bestimmung 
der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  eines  ebenen  Systems''  (diese 
Zeitschrift,  Bd.  XXXIII,  2.  Heft  S.  117)  machte  Herr  Dr.  Buka  in  dan- 
kenswerther  Weise  darauf  aufmerksam,  dass  die  von  mir  gegebene  Gon- 
struction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  (diese  Zeitschrift, 
Bd.  XXIX  S.  212  u.  382)  nur  giltig  ist  ftlr  solche  Punkte  des  bewegten 
ebenen  Systems,  welche  augenblicklich  Bahnen  mit  stationärer  Krümmung 
durchlaufen.  Obgleich  nun  die  Allgemeinheit  dieser  Construction  hierdurch 
insofern  nicht  beeinträchtigt  wird,  als  im  Allgemeinen  in  jedem  irgendwie 
bewegten  starren  ebenen  System  unendlich  viele  solcher  Punkte  existiren, 
80  besitzen  doch  die  an  citirter  Stelle  gegebenen  Entwickelungen  der  Aus- 
drücke für  die  Krümmungsradien  der  Polbahnen  nicht  die  ihnen  dort  irr- 
thümlicb  beigelegte  Allgemeinheit  und  dies  veranlasst  mich,  dieselben  hier 
nochmals  aufzunehmen. 
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Die  Bewegung  des  starren  ebenen  Systems  werde  ganz  allgemein  da- 
durch erzeugt,  dass  die  im  bewegten  System  liegenden  Httllcnrren  y^  und 
y^  Ittngs  der  im  ruhenden  System  befindlichen  Hüllbahnen  c^  und  c^  gleiten 
(s.  Figur).     Befindet  sich  das  bewegte  System  momentan  in  der  Lage  I, 


so  bestimmt  die  unendlich  benachbarte  Lage  II  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten der  Hüllcurven  und  -bahnen,  folglich  auch  die  gemeinsamen  Nor- 
malen in  den  Berührungspunkten  B^  und  B^  der  Curvenpaare.  Diese  Nor- 
malen, die  sogenannten  Berührungsnormalen;  schneiden  sich,  wie  liekannt, 
im  Momentancentrum  oder  Pol  P  der  unendlich  kleinen  Bewegung  des 
Systems  aus  der  Lage  I  in  die  Lage  11.  Die  der  Lage  II  folgende  unend- 
lich benachbarte  Lage  III  des  Systems  bestimmt  die  unendlich  benachbarten 
Berührungsnormalen  der  Curvenpaare ,  somit  einerseits  die  EjiUnmungsmittel- 
punkte  C||  (7^,  Vi  und  f,  der  HttUbahnen  und  -curven,  welche  den  mo- 
mentanen Berührungspunkten  B^  und  B^  zugehören,  andererseits  den  unend- 
lich benachbarten  Pol  P\  bez.  die  Polbahntangente  PT,  welche  bekanntlioh 
aus  den  genannten  Erümmungsmittelpunkten  mittels  der  Bobillier'schen 
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Constraction   gefanden    werden    kann.     Es    ordnen   sich    sonach  den  vier 
Punkten  C|,  C^y  V^y  V^  drei   unendlich   benachbarte  Lagen  des  bewegten 
Sjrstems  nnd  damit  die  Polbahnnormale  PD  zn.     Denken  wir  uns  noch  eine 
zu  ni  unendlich  benachbarte  Lage  lY  des  Systems  hinzu,  so  ordnen  sich 
den  drei  Lagen  II,  III  nnd  IV  die  den  Punkten  C^,  C,,  f^,  f,  unendlich 
benachbarten    Erttmmungsmittelpunkte  C\^  C\y   fj,   T^    (letztere   beiden 
Punkte  sind  nicht  in  die  Figur  aufgenommen  worden ,  um  dieselbe  nicht  zu 
undeutlich  zu  machen)  zu,  welche  auf  den  Bertthrungsnormalen  S^^P'  bez. 
S^P'  liegen.     Durch  diese  vier  Punkte   wird,  wie  vorheri  die  Tangente 
P'T'  und  Normale  P'B'  im  Punkte  P'  der  festen  Polbahn  p  bestimmt; 
die  beiden  Normalen  in  den  Punkten  P  und  P'  der  letzteren  Curve  schnei- 
den sich  im  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  Cp  derselben.    Es  wird  sonach 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  ruhenden  Polbahn  durch  vier  unendlich  be- 
nachbarte Lagen  des  bewegten   Systems  bestimmt  und  ordnen  sich  diese 
letzteren  den  Krümmungsmittelpunkten   A^, ,  K^^  K^,  K^  der  Evoluten  der 
Hüllbahnen  und  -curven  zu,  welche  den  Punkten  B^  und  B^  entsprechen. 
Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erkennen,  haben  wir  nur  zu  be- 
achten,   dass  dem  Krümmungsmittelpunkte   C^  die  drei  Lagen  I,  II,  III, 
dem  Krümmungsmittelpunkte  C\  die  drei  Lagen  II,  III,  lY  des  bewegten 
Systems  sich  zuordnen;  da  nun  die  Normalen  B^C^  und  B\C\  der  Curve 
c,  zugleich  Tangenten  der  Evolute  e^  sind,  so  werden  durch  jene  vier  Lagen 
die  Normalen  in  den  Punkten  C^  und  C\  der  Evolute  e^  fixirt,  die  sich  in 
dem  Krümmungsmittelpunkte  K^  der  Evolute  e^  schneiden  und  folglich  letz- 
teren bestimmen.     Analoges   gilt  für   die  übrigen  Curven  c^,  y^  und  y,, 
bez.  für  deren  Evoluten  e,,  f|  und  e,.     Zugleich  geht  aus  dieser  Betrach- 
tang hervor,   dass  bei  einer  Bewegung  des  Systems  aus  der  Lage  I.in  die 
Lage  IV  die  beiden  Punkte  K^  und   K^  ihre  Lage  in  der  ruhenden  Ebene 
nicht  ftndem,  weshalb  wir  die  Richtungen  sämmtlicher  ihre  Lage  ändernden 
Geraden  auf  die  Verbindungslinie  K^K^  beziehen. 

Bezeichnet  qp^=CpP  den  Krümmungsradius,  ds=PP'  das  Curven- 
dement  und  dn  =  LPCpP'  (s.  Figur)  den  Contingenzwinkel  der  festen 
Polbahn  p.  so  ist  ^         , 

1)  --Ts- 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  ^ 

LC^PD  =  ^^    LC^PD^tp^,    LPDir,=n 
und  bezeichnen  mit  n,   bez.  n^  die  Winkel  zwischen   den  Berührungsnor- 
malen  PB^  bez.  PB^  und  der  Oeraden  ^i^^^  im  gleichen  Sinne  wie  n  ge- 
messen,  so  bestehen  ftlr  die  letzten  beiden  Winkel   als  Aussenwinkel  von 

Dreiecken  die  Relationen 

Wi  =  (Pi  +  n,     na  =  <3P,  +  n; 

&^  denselben  folgt  unter  Benutzung  von  I) 

ov  ^^1  -.  ^!?i_  J.T      ^^8       ^^i L. 

ds  "  ds      ^p '       ds        ds      Qp 

20*  ^  1 
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Diese  beiden  Beziehungen  benutzen  wir  in  folgender  Weise  zur  Ermittelung 
von  Qp. 

Der  Durchmesser  W  des  Wendekreises  der  Bewegung  des  Systems  aus 
der  Lage  I  in  die  Lage  III  ergiebt  sich  bekanntlich  aus  der  Gleichung 


w=(i-a 


COStPi, 


in  welcher  zur  Abkürzung  PT^^Qi,  FC^=^r^  gesetzt  wurde.  Bei  der 
Bewegung  des  Systems  aus  der  Lage  II  in  IV  Sndern  sich  alle  vier  in 
dieser  Gleichung  auftretenden  Grössen  und  zwar  um  Werthe,  zwischen  denen 
die  folgende  Gleichung  besteht: 

Die  hierin  auftretenden  Elemente  lassen  sich  aber  durch  gegebene  Grössen 
und  das  Element  ds  der  ruhenden  Polbahn  jp  ausdrücken.  Es  ist  z.  B. 
(s.  Figur)  ^^  ^  ^^^  ^  p.^.^  ^  p,j^,^  ^  ^,^  ^^  ^  ^^  ^.^ 

worin  \  =  K^ C^  den  Krümmungsradius  und  dn^=^LC^K^ C\  =^LB^C^ ^, 
den  Contingenzwinkel  der  Evolute  e^  im  Punkte  Cj  bedeutet;  folglich  er- 
giebt sich 

Ganz  analog  finden  wir 

hierin  bezeichnet  %^=zY,^V^  den  Krümmungsradius  und  dv^  den  Contingenz- 
winkel der  Evolute  e^  im  Paukte  fj.  Bekanntlich  besteht  aber  zwischen 
dV|,  dn^  und  dem  Drehwinkel  di^  des  bewegten  Systems  die  Beziehung 

dt/^  =  dn|  +  d^, 
auf  Grund  deren  wir  erhalten 

d^i  =  ds  .mqpi  +  Xj  (dwi  +  dt/;). 
Die.  Werthe  für  dp^  und  dr^^  sowie  denjenigen  für  d^^  aus  2)  in  4) 
eingesetzt,  ergeben  nach  einigen  Beductionen 

n^cosq>^{dn^      dt/;\      h^cosq)^  dwj 
Pi«      Kds'^  ds)^     V      ^" 
iNun  ist,  wie  aus  der  Figur  unmittelbar  hervorgeht, 

PP\^d3.003(p^^ 

PP\^r,.dn^, 


andererseits  aber 
folglich 


dn^  ^co8q>^ 
'dl^TT' 


femer  bekanntlich 
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ds      TT* 
womit  obige  Gleichung  ttbergeht  in 

Durch  entsprechende  Benutzung  der  Oleichang  3)  erhalten  wir  schliesslich 

d8\w)''W.Qp      \Pi      r,y     W  ^1»      "^       r,8 

Vertauschen  wir  hierin  den  Index  1  mit  2,  so  ergiebt  sich  ein  zweiter 
Ausdruck  für  den  links  stehenden  Differentialquotienten;  die  Gleichsetzung 
beider  Ausdrücke  liefert  die  zur  Berechnung  von  Qp  dienende  Gleichung, 
welcher  wir  die  folgende  Gestalt  geben: 

I)     i- «  =  (--+-jww<p  -<      +--JÄingt»2 


X^COS^q)^       k^COS^tPi        k^C08^(pA 


Der  £[rümmungsradius  Qn  =  f^Cn  der  beweglichen  Polbahn  n  findet  sich 
durch  die  gleiche  Entwickelung  für  die  umgekehrte  Bewegung.  Wir  haben 
folglich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  einfach  die  Grössen  q  und  n 
bez.  X  und  k  miteinander  zu  vertauschen ,  um  die  entsprechende  Gleichung 
für  Qr  zu  erhalten.  Hierbei  ist  aber  noch  Eines  zu  beachten.  Führen  wir 
nftmlich  diese  Vertauschung  in  der  Ausgangsgleichung  3)  durchs  so  geht 
dieselbe  über  in  die  Gleichung 


/l       1\  1 


Diese  Gleichung  ist  unmöglich,  falls  q>i  denselben  Winkel  wie  früher  be- 
zeichnet und  unter  r^,  g^  und  W  absolute  Werthe  verstanden  werden^  weil 
ja  hier  r^  >  ^|  ist.  um  die  Gleichung  richtig  zu  machen,  müssen  wir  noch 
W  mit  ^  W  vertauschen ,  was  ja  auch  mit  dem  Umstände  in  Einklang 
steht,  dass  die  Wendekreise  der  umgekehrten  und  der  ursprünglichen  Be- 
wegung zur  Polbahntangente  symmetrisch  liegen.  Diese  üeberlegung  zeigt, 
dass  wir  in  Gleichung  I)  W  ebenfalls  mit  —  TT  vertauschen  müssen,  sobald 
vrir  dieselbe  für  die  umgekehrte  Bewegung  aufstellen  und  dabei  unter  g>^ 
und  q>2  dieselben  Winkel  verstehen  wie  bei  der  ursprünglichen  Bewegung. 
Mittels  der  angeführten  Vertauschungen  finden  wir  aus  I)  ohne  Weiteres 
die  Gleichung 

II)  ^ ^=1 — ^  — jiwn^i  — (  — -I-— l«wg)j 

_  Ai  cos^Vi  _  fegccw^g^g  ^  X,  C08^q>^      Xg  cos^q>^\  ^  — 
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Subirahiren  wir  I)  von  II),  so  heben  sich  auf  der  rechten  Seite  die 
mit  W  multiplicirten  Glieder  ganz  fort,  und  es  bleibt 

(te«^.-<a»<p,)(l-i-)  =  (i-i)mv,-(l-i)«nv,. 

unter  Benutzung  der  Relation  3)  und. der  folgenden 


(---) 


^ö«<P«=^ 


ergiebt  sich  daraus,  wie  erforderlich,  die  Beziehung 

Der  Einfluss,  welchen  die  Lskge  der  Punkte  £^i,  A",,  K|  und  K,  auf 
die  Form  der  Ausdrücke  I)  und  II)  hat,  wird  ans  der  Entwickelung  der 
Gleichung  I)  unmittelbar  ersichtlich.  Liegt  z.  B.  £^^  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite  der  Berührungsnormalen  B^Cij  so  ist  in  dem  Ausdrucke  für 
r^  +  dr^  das  Glied  C^C\  negativ;  in  der  Gleichung  I)  würde  sonach  das 
Glied  mit  dem  Factor  k^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten.  Wir 
können  folglich  die  Abweichungen  in  der  Li^e  der  Punkte  i:"! ,  A^^«  ^t  ^^^ 
Kg  von  der  in  der  Figur  angenommenen  in  den  Gleichungen  I)  und  II) 
dadurch  berücksichtigen,  dass  wir  die  Krümmungsradien  der  Evoluten  mit 
dem  negativen  Vorzeichen  einführen. 

Sind  einzelne  der  HüUcurven  und  -Bahnen  Kreise  oder  Punkte,  so  hat 
man  einfach  in  den  Gleichungen  I)  und  II)  die  entsprechenden  Krümmungs- 
radien der  Evoluten  gleich  Null  zu  setzen;  sind  sie  Gerade,  so  verschwin- 
den in  jenen  Gleichungen  ausserdem  die  Glieder  !:(>,  bez.  lir,* 

Die  GleichuDgen  I)  und  II)  lassen  ähnliche  Umformungen  zu,  wie  sie 
zum  Zwecke  der  geometrischen  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte 
beider  Polbahnen  in  der  früheren  Arbeit  angegeben  wurden;  jedoch  sollen 
dieselben  hier  nicht  weiter  berührt  werden,  weil  ich  in  einer  bald  folgenden 
Mittheilung  die  erwähnte  Construction  unter  Benutzung  der  Punkte  statio- 
närer Krümmung  näher  auszuftihren  beabsichtige. 


*  Herr  Dr.  Buka  acheint  nicht  zu  unterscheiden  zwischen  speciellen  Be- 
wegungen und  speciellen  Erzeugungsweisen  von  Bewegungen,  sonst  würde 
er  wohl  schwerlich  die  nicht  zutreffende  Anmerkung  **  auf  S.  117  aufgenommen 
haben,  zu  welcher  kein  Wort  meiner  Arbeit  ihm  Anlass  bietet 

Riga,  November  1888.  Prof.  M.  Grübler. 
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XX.  Der  Simson'solie  Sati  vom  Dreieck  nnd  dessen  Erweiterung. 

L  „Fällt  man  aus  jedem  Punkte  des  einem  Dreieck  umbeschriebenen 
Kreises  Perpendikel  auf  die  drei  Seiten,  so  liegen  deren  Fusspunkte 
auf  einer  Geraden.*** 

Wendet  man  auf  die  so  entstehenden  Geraden  den  Transversalensatz 
des  Menelaos  an,  so  ergeben  sich  einige  besondere  Sätze.  Errichtet  man 
allgemein  in  den  Schnittpunkten  einer  beliebigen  Transversalen  durch  das 
Dreieck  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte,  so  werden  sich  dieselben 
in  drei  Punkten  schneiden ,  die  die  Ecken  eines  dem  ursprünglichen  Dreieck 
ähnlichen  Dreiecks  sind,  das  gewissen  Bedingungen  unterworfen  ist,  die 
hier  nicht  näher  untersucht  werden  sollen.  Fallen  nun  die  drei  Punkte  in 
einen  zusammen  (oder  wird  das  Dreieck  gleich  Null) ,  so  haben  wir  es  mit 
der  Umkehrung  des  obigen  Satzes  zu  thun,  d.  h.  der  Punkt  ist  ein  Punkt 
der  Peripherie  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  In  diesem  Falle 
giebt  uns  die  Anwendung  des  Satzes  des  Menelaos  folgende  bemerkens- 
werthen  Resultate. 

Es  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck,  P  der  Punkt  auf  der  Peripherie 
A^J  ^],  Gl  die  Fusspunkte  der  Senkrechten  resp.  auf  BC^  CÄy  AB. 

1)  PA.Pji^  ^PB.PB^^  PC, PC^  =  K, 

Für  die  drei  Fälle,  dass  P  \n  A,  B  oder  C  liegt,  ist  A'^O: 
I)  Pin^,     PA=^0,    PB^^O,    PCi  =  0; 

II)  PinB,    PA.^O,    P^  =  0,    P6^i  =  0; 

ni)  PmC,    P^i^O,  />£?,  =  0,     />C=0. 

2)  (Ä^,-C^,)a  +  (C£f,--^^i)&  +  (^6\+/y6\)c  =  0 
oder 

(5^1«- C>^,«)  +  (C  V -  ^  V)  +  M^i*- ^^1^  =  0 


oder 
oder 


BA,^  +  CBi^  +  ACi*  =  CAi^  +  ABi*+BC\\ 


{BA^  -  CAi)(BAi  +  CA^)  +  {CBi^A  B^)  {CB^+A  B^) 

+  (^C|  -  ^  C,)  {AC^  +  BC^)  =  0. 

Es   liege  Pin  A,  so   wird   ABi=0,    ^(7i  =  0,    C^,  =  &,    BC\  =  c, 
also 

{BA^ - CA^){BA,  +  CAj)  +  C B^^-- BC^^^O, 

{BAi-'CA{)a+V-<?=^0   oder    BA^-CA^^^ » 

also,  da  BA.^  +  CA^  =  a  ist, 

^  2a  ^  2a 


*  Dieser  Satz  wird  B.  Simson  zugeschrieben  von  Servois  Gerg.  Ann.  4  S.  250- 
Vergl.  Gerg.  Add«  U  8.28  u.  280;  Poneelet,  Propr.  proj.  468.  Baltser,  Ele- 
mente n,  S.  26. 
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Die  beiden  S&tze  heissen  in  Worten: 

1.  y,  Fällt  man  von  einem  Punkte  der  Peripherie  des  einem  Dreieck  um- 
beschriebeuen  Kreises  Senkrechte  auf  die  drei  Seiten,  so  sind  die  Producte 
der  Abstände  des  Punktes  von  den  drei  Ecken  in  die  Senkrechten  auf  die 
Gegenseiten  gleich **,  und  umgekehrt: 

1.  a)  „Errichtet  man  in  den  Durchschnittspunkten  einer  Transversalen 
auf  den  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte  und  sind  die  Producte  aus  den 
Abständen  der  Schnittpunkte  je  zweier  von  den  Ecken  und  den  Senkrechten 
gleich,  so  schneiden  sich  die  drei  Senkrechten  in  einem  Punkte,  der  auf 
der  Peripherie  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  liegt.  ^ 

2.  „Die  Summe  der  Quadrate  dreier  nicht  aneinanderstossenden  Ab- 
schnitte ist  fiLr  eine  S i ms on 'sehe  Transversale  gleich  der  Summe  der  Qua. 
drate  der  drei  anderen  Abschnitte",  und  umgekehrt: 

2.  a)  „Ist  die  Summe  der  Quadrate  dreier  nicht  aneinanderliegender 
Abschnitte  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  anderen  Abschnitte,  so 
liegen  die  drei  Theilpunkte  auf  einer  Geraden.  Diese  Gerade  ist  eine 
Sims on 'sehe  Gerade,  d.  h.  die  in  den  Durchschnittspunkten  auf  den  Seiten 
errichteten  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der  auf  der  Peri- 
pherie des  dem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  liegt." 

II.  Der  Simson*sche  Satz  ist  nur  ein  Specialfall  eines  allgemeineren: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  des  einem  Dreieck  umbeschriebe- 
nen Kreises  unter  beliebigem,   aber  gleichem  Winkel  Strahlen  nach 
den  drei  Seiten,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  auf  einer  Geraden.' 
Da  man,  wenn  der  Winkel  kein  rechter  ist,  unter  demselben  Winkel 
zwei  Strahlen   nach  jeder  Geraden  ziehen  kann,   so  muss  präcisirt  werden, 
dass  die  drei  Durchschnittspunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  vom  Fuss- 
punkte   der  Senkrechten   nach  derselben  Bichtung   liegen.     In   diesem   all- 
gemeinen Falle   ergeben  sich  also  zwei  Gerade,  die  ftlr  den  Specialfall  des 
rechten  Winkels  in  die  Simson*sche  Gerade  zusammenfallen. 

Nach  Steiner*  ist  die  Simson'sche  Gerade  die  Einhüllende  einer 
Cuive  dritten  Grades  und  vierter  Ordnung.  (7qo  ist  ideelle  Doppeltangente 
der  Curve,  die  drei  Bückkehrpunkte  hat.  Die  drei  Bückkehrtangenten 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Die  Corvo  berührt  die  Seiten  und  Höhen 
des  Dreiecks.** 

Ganz  analog  sind  die  Enveloppen  der  beiden  für  die  allgemeine  Vor- 
aussetzung resultirenden  Geraden  dreieckige  Hypocykloiden ,  da  je  zwei 
zweien  Gegenpunkten  im  umschriebenen  Kreise  entsprechende  Gerade  senk- 
recht aufeinander  stehen,  also  ein  sogenanntes  Paar  bilden.     Wir  erhalten 


•  Crelle'8  Journal,  Bd.  53  8.  23^. 

**  Vergl.  Schotten,  Ueber  einige  bemerkenswerthe  Gattungen  der  Hypo- 
cykloiden.    Inaug.-Diss.  Marburg  1883.  ^  j 
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also  jetzt  zwei  dreieckige  Hypocjkloiden ,  deren  Lage  und  Grösse  von  der 
Grösse  des  beliebig  gewählten  Winkels  abhängig  sind.  Es  ergeben  sich  hier 
ähnliche  Beziehungen  wie  zwischen  der  Fusspunktscurve  und  den  beiden 
Scheitelpunktscurven.* 

Die  Durchschnittspunkte  zweier  ein  „Paar*'  bildenden  Geraden  liegen 
nicht,  wie  beim  Specialfall  des  rechten  Winkels,  auf  dem  Feuerbach- 
sehen  Kreise. 

Hersfeld.  Dr.  H.  Schotten. 


XXL  Znm  Problem  der  BrachiBtochrone. 

In  der  Variationsrechnung  wird  gezeigt,  dass  die  Curve,  welche  ein 
fallender  Punkt  verfolgen  muss,  um  von  einem  gegebenen  Punkte  zu  einem 
andern  gegebenen  Punkte  in  möglichst  kurzer  Zeit  zu  gelangen  —  die  so- 
genannte Brach istochrone  — ,  eine  Cykloide  ist,  indem  die  Berücksichtigung 
der  angegebenen  Forderung  auf  die  Differentialgleichung  dieser  Curve  führt. 
Da  aber  Bämmtliche  Lehrbücher  der  genannten  Theorie,  soweit  sie  wenig- 
stens dem  Schreiber  dieser  Zeilen  bekannt  sind,  mit  einer  einzigen,  weiter 
unten  näher  berührten ,  sich  auf  einen  Specialfall  beziehenden  Ausnahme  sich 
sodann  auf  die  Bemerkung  beschränken,  „die  beiden  in  dem  Integral  jener 
Differentialgleichung  noch  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  würden  durch 
die  Bedingung  bestimmt ,  dass  die  Curve  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
gehen  müsse  ^,  ohne  über  die  Ausführung  dieser  Bestimmung  oder  auch  nur 
deren  Möglichkeit  Etwas  auszusagen,  so  dürfte  der  Beweis  nicht  über- 
flüssig sein,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte,  welche  nicht  auf 
verschiedenen  Seiten  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegen, 
stets  ein  Cjkloidenbogen  gelegt  werden  kann,  dessen  erzeu- 
gender Kreis  auf  jener  Geraden  rollt. 

Liegen  beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Geraden  selbst,  so  bedarf  es 
keiner  Erörterung,  dass  durch  sie  ein  Cykloidenbogen  gelegt  werden  kann, 
dessen  Anfangs-  und  Endpunkt  eben  jene  Punkte  sind.  Es  werde  daher 
angenommen,  dass  mindestens  einer  der  beiden  Punkte  nicht  auf  der  Ge- 
raden liege. 

Legt   man   ein   rechtwinkliges  •Coordinatensjstem   zu  Grunde,    dessen 

a;-Axe   die  gegebene  Gerade  und  dessen  Anfangspunkt  auf  dieser  beliebig 

ist,   und   nennt  man  die  Coordinaten  der  zwei  gegebenen  Punkte  x^y^  und 

^8^8«   80  darf  offenbar  unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen  werden 

a^>a?i  und  y8>yi>0. 

Die  Gleichungen  einer  jeden  Cykloide,  deren  erzeugender  Kreis  den 
Radius  r  hat  und  von  dem  Punkte  a;  =  §  aus  in  der  positiven  Richtung  der 


•  Vergl.  Schotten,  Ueber  Fusspunktscurven.    Progc  Hersfeld,  Oste: 
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X'A.xe  auf  dieser  rollt,  sind  alsdann  bekanntlich,  wenn  der  in  d?=7$  mit 
dem  Werthe  Null  beginnende  Wälzongswinkel  mit  q>  bezeichnet  wird, 

Unser  Beweis  wird  nun;  wie  sich  durch  eine  nachträglich  anzugebende 
Stetigkeitsbetrachtung  zeigen  wird,  allgemein  erbracht  sein,  wenn  er  ftlr 
die  beiden  folgenden  besonderen  Lagen  des  gegebenen  Punktepaares  ge- 
führt ist: 

a)  der  eine  Punkt  liegt  beliebig  auf  der  Oeraden,  der  andere  beliebig 
ausserhalb  derselben  [(x^yO)  und  (^»y«)]; 

h)  beide  Punkte  liegen  in  gleicher  Entfernung  von  der  Geraden,  be- 
liebig weit  von  dieser  und  voneinander  [(»i,yg)  und  («2»y«)]' 

Diese  Fälle  mögen  daher  zunächst  erörtert  werden. 

Bezeichnet  man  bei  allen  durch  {x^^y^)  gehenden  Cykloiden  den  zu 
diesem  Punkte  gehörigen  Werth  des  Wälzungswinkels  mit  go,,  den  Radius 
des  erzeugenden  Kreises  mit  r,  so  besteht  zwischen  diesen  beiden  von  Cyk- 
loide  zu  Cykloide  stetig  sich  ändernden  Grössen  die  Gleichung 

2)  r(l-a>59>8)=y,. 

Bei  jeder  dieser  Cykloiden  gehört  zu  der  Abscisse  x^  eine  gewisse  Ordinate, 
die  wir  mit  u^  bezeichnen  wollen  und  die,  wenn  <p^  den  jedesmal  zu  jTj 
gehörigen  Werth  des  Wälzungswinkels  bezeichnet,  gegeben  wird  durch 

3)  Wi=r(l-a>sg»i). 
Dabei  besteht  zwischen  q)^  und  (p^  noch  die  Gleichung 

4)  r(g),  — gpj  — m<p,  +  «ng>i)  =  iB,— 0?,, 
aus  welcher  r  durch  Gleichung  2)  eliminirt  werden  kann. 

a)  In  dem  ersten   der  zu  behandelnden  Fälle  muss  u^  verschwinden 
dadurch,  dass  9>i=0  ist     Es  ist  daher  zu  untersuchen,  ob  q>^  aus  2)  und 
4)  demgemäss  bestimmt  werden  kann,  d.  h.  ob  die  Gleichung 
5\  <Pg  —  5myg  __  ^8  —  g| 

1-OMg),  y, 

für  einen  zwischen  0  und  2n  liegenden  Werth  von   g>^  erfüllt  wird.     Da 

X  ^"^  X 

— als  gegebene  Grösse  jeden  beliebigen  positiven  Werth  haben  kann, 

ist  also  zu  zeigen,  dass  die  linke  Seite  von  5)  alle  Werthe  von  0  bis  oo 
durchläuft,  während  (p^  von  0  bis  2?^  geht.  Dies  ist  aber  der  Fall;  denn 
für  9>,s=0  ist  der  Ausdruck  Null,  wovon  man  sich  durch  Einsetzen  der 
Beihen  für  sing>^  und  cosq)^  überzeugt,  und  für  q>^  =  2n  wird  der  Bruch 
unendlich.  Da  er  aber  eine  stetige  Function  von  go,  zwischen  diesen  Grenzen 
ist,  so  nimmt  er  auch  alle  Werthe  zwischen  0  und  oo  an. 

Hiermit  ist  zunächst  gezeigt,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf 
der  gegebenen  Geraden  und  einen  beliebigen  Punkt,  der  nicht  auf  ihr  liegt, 
stets  ein  Gykloidenbogen  zu  legen  ist     Für  diesen  Specialfall<-kat  übrigens 
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auch  Sturm  (Conrs  d'analjse,  tu,  6»«  6dit.,  Paris  1880,  p.  321)  eine 
Consimction  des  Radius  des  die  Cykloide  erzeugenden  Kreises  angegeben. 

h)  Damit  ^1=^2   ^^^^^o  ^^^  durch  (x^^y^)  und  (x^^y^)   derselbe 
Cjkloidenbogen  hindurchgehe,  muss  zwischen  g>i  und  q>^  die  Relation  be- 
stehen 
6)  9i  +  g?,  =  2«. 

Eliminirt  man  mit  Hilfe  derselben  aus  4)  und  den  beiden  identisch  gewor- 
denen Gleichungen  2)  und  3)  einen  der  beiden  Winkel,  z.  B.  g>^,  so  ist  also 
nur  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung 

-.  n  —  fPi  +^^1  _  1  a?>— flg| 

durch  einen  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth  von  g)|  zu  befriedigen  ist, 
—  zwischen  0  und  n;  denn  ^|  muss  ja  ^  tp^  sein,  und  die  Summe  beider 
ist  29C.  Da  aber  die  rechte  Seite  in-  7)  wieder  jeden  beliebigen  positiven 
Werth  haben  kann,  so  ist  zu  zeigen,  dass  die  Function  von  qt^  auf  der 
Linken  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchläuft,  während  g>,  von  0  bis  n  geht. 
In  der  That  ist  fär  9i  =  0  der  Ausdruck  unendlich  und  für  9>|=>»  Null, 
und  wegen  der  Stetigkeit  nimmt  er  dann  auch  alle  Zwischenwerthe  an. 

Damit  ist  auch  der  Beweis  erbracht  ^  dass  durch  zwei  gleichweit  von 
der  gegebenen  Geraden  entfernte  Paukte  stets  ein  Cjkloidenbogen  gelegt 
werden  kann.  Auch  dieser  letztere  Beweis  kann  übrigens  durch  eine  der 
angeführten,  von  Sturm  herrührenden  ähnliche  Construction  ersetzt  werden. 
Sind  nSmlich  zwei  gleichweit  von  der  gegebenen  Geraden  entfernte  Punkte 

Ä  (oder  x^^y^)  und  B  (oder  x^^y^)  gegeben,   so   ist  '^  ^    '   oder  C  der 

Mittelpunkt  der  Grundlinie  der  durch  A  und  B  zu  legenden  Cykloide.  Con- 
struirt  man  nun  irgend  eine  Cykloide,  für  die  C  ebenfalls  Mittelpunkt  der 
Grundlinie  ist,  so  mögen  CA  und  CB  diese  Cykloide  in  den  Punkten  A 
und  B^  schneiden,  und  man  findet  leicht,  dass  alsdann  die  Proportionen 
bestehen 

CACB_      r_ 

wenn  r  und  r  die  Radien  der  die  beiden  Cykloiden  erzeugenden  Kreise  sind. 
Hierdurch  findet  man  also  den  Radius  r  der  gesuchten  durch  A  und  B  zu 
legenden  Cykloide  auf  dem  Wege  der  Construction. 

Es  ist  jetzt  noch  nachzutragen,  dass  durch  die  Erledigung  der  beiden 
Specialflllle  d)  und  &)  thatsächlich  auch  der  allgemeine  Beweis  erbracht  ist, 
dass  durch  zwei  Punkte  {^i^^y^  und  («1^1),  wo  O^yj^yg,  ein  Cykloiden- 
bogen  zu  legen  ist  Der  nach  &)  vorhandene,  durch  (^jy^)  und  (d^y^) 
gehende  Cykloidenbogen  schneidet  auf  der  a;-Aze  einen  Punkt  x^  aus,  wo 
Xq'<X|.  Nach  a)  geht  nun  durch  {^^y^  und  jeden  Punkt  zwischen  x^ 
und  x^  ebenfalls  ein  Cykloidenbogen.  Jeder  derselben  schneidet  daher  die 
auf  der  ^-Axe  in  Xy^  senkrecht  siehende  Gerade,   und  die  auf  diesem  ab-     ^ 
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geschnittenen  Stücke  werden  durch  den  Ausdruck  ftLr  ti^  in  Gleichung  3) 
gegeben.  Da  aber  u^  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  2)  und  4)  eine 
stetige  Function  von  g>^  ist  und  für  zwei  bestimmte  Werthe  von  q>^  bezw. 
die  Werthe  0  und  y^  annimmt,  wie  unter  ä)  und  h)  gezeigt  ist,  so 
kann  es  auf  der  Senkrechten  zwischen  (x^O)  und  (Xiff^)  auch  nicht  einen 
Punkt  geben,  welcher  nicht  von  einem  jener  Gykloidenbogen  geschnitten 
würde. 

Hiermit  aber  ist  unser  Beweis  veryollstKndigt. 

Gi essen.  Dr.  L.  Hefftbr. 

XXYI.  ITeber  Beihentheoreme. 
1. 

-4o  > -4i  > -^2  >  ••  • -4r  >-4r+l  , 

SO  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Beihe 

sowie  ihre  sttmmtlichen  Differentialquotienten  convergent  bleiben.  Unter 
dieser  Voraussetzung  gilt  folgende  allgemeine  Beziehung: 


,=|,..-|„„-„.|; 


Diese  Gleichung  schliesst,  wie  wir  zeigen  wollen,  als  speciellen  Fall  die 
Bür  mann 'sehe  Reihenentwickelung  in  sich. 

Sie  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Functionentheorie  sofort;  wir  ziehen  es 
jedoch  vor,  sie  unter  der  obigen  Voraussetzung  auf  eine  eigenthümliche 
Weise  zu  begründen. 

Es  sei  allgemein 


^^      da' 


Wir  bilden 


A  =  i^-^  jf*^'     '"^^"^'""'^^■^-VÄ^^^'' 


addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt,  wenn 

1  1       A-1 


;i-l!      k\.       X\ 


=  wi,i 


gesetzt  wird, 
Es  ist  aber  auch 
Setzt  man  daher 
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80  folgt  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen 


Äq==  ßo-  ccßi+tni^ißjoc^ -^ nh^iAi  t^. 


So  fortÜEihrend  erhält  man,  wenn 


—  w»,i  =  w»4.i,i 


(i-t-l)! 
gesetzt  wird,  so  dass 

_(A-1)(A-2)...(A-.) 

•^'^ »MTi 

und 

1 
»»»,»+1  = 


(v+l)! 
Wird :  __ 

A=y(-i)'^+(-i/^~..iA.^- 


if+(-.)-^. 


Nach  der  Voraussetzung  wird 

1  =  00 

also 


genau  so  ergiebt  sich: 

und  damit  ist  unsere  Formel  bewiesen. 

Um  sie  für  einen  speciellen  Fall  in  Anwendung  zu  bringen,  verlangen 
wir  die  Entwickelung  von 


Sei 


^/5»_i       ,, 


so  wird 


«')-^^:|(-»'^f*- 


(I)' 


80   folgt 


Kann  unbeschadet  der  Convergenz  £  so  gewählt  werden,  dass 

?>(l)«=o, 


f(*)=|;^*-(i), 


die  bekannte  Bür  mann 'sehe  Beihe.    Im  Allgemeinen  muss  der  Werth  von  | 
so  bestimmt  werden,  dass  ^-^  ^ 
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U,»ß)>tp.+i({),    ^j^O, 
dann  werden  die  Reihen  sicher  convergent  nnd  es  gilt  die  Gleichung 


2. 

Die  Entwiokelung  einer  Function  nach  steigenden  Potenzen  einer  andern 
Function  wird  bewirkt  wie  folgt: 
Sei  gegeben 

/•(«)  = -^0  +  ^1  9>(aj)  + ^ig>(«)*+--- 
Man  setze 

df{x) 


dx 


•V(»)  =  ^i(«)i 


80  wird 


^*^:„'(«)  =  ^.(^). 


^,{x)  =  '^K{*-l)...(»-n+l)A,<p{xY-' 
und  demzufolge  .  . 

wenn  a  ein  solcher  Werth  von  d?  ist.  für  den 

<p{a)=0. 
Es  erscheint  manchmal  aber  wünschens werth,  von  der  Auflösung  der 
Gleichung  ,  ^      ^ 

frei  zu  sein.     Dies  kann  auf  folgende  Art  geschehen.  | 

Sei  I 

wo   Tf   eine  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Zahl  bezeichnen  mag.     Dann 
ist  offenbar  pp 

n 

oder  anders  geschrieben 
Daraus  ergiebt  sich  leioht: 


oder 


Br 
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Nun  ergiebt  sich  ans  1) 

Sabätitoirt  man  diese  Oleichang  in  die  vorhergehende,  so  ergiebt  sich 

Setzen  wir  nun 

'  x\      x  +  l! 

so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Ali: 

^-  =  ^-«^'  +  «>k(l)(«+l)(«+2)^.+2«» 


+^,,,(,+l)(!^±i+!0]^,^,^.«.+, 


Nan  ist 

<J>,(l)(«+l)(«+2)^,+,«» 

also,  wenn  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  addirt: 


Setzt  man 


X ^j ^«4.2+,«»+^ 


so  wird 


(PoW=a>iW  =  i, 

'^         xl      x  +  1! 

*.w=A<p.(i)-*«(»+i). 


4»»(«)  =  ^<P»-i(l)-«'«-i  («+!), 
A=J|'(-1)»<I>.(1)|=««. 


Wird  nnn  ri  so  gewählt,  dass  diese  Beihe  convergirt,  so  ist 

fix)  ^^^vixr'^i-iyiPua)  ^««. 

Eine    weitere  Betrachtung  dieser   Reihe,   sowie    die  Bestimmung  des 
Restgliedes  behalte  ich  mir  für  eine  spätere  Publication  vor. 

Prag.  Dr.  W.  Läka, 
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XXnL   Zur  Nennerprobe. 

Die  Bemerkung  auf  S.  117  des  laufenden  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift 
bezüglich  beschrankter  Anwendbarkeit  der  Neunerprobe  bei  der  Division 
beruht  wohl  auf  einem  Irrthum.  Die  Probe  besteht  ja  darin ,  dass  man  die 
reducirten  Quersummen  des  Quotienten  und  des  Divisors  ermittelt,  beide 
Zahlen  multiplicirt  und  die  reducirte  Quersumme  des  Productes  mit  der 
reducirten  Quersumme  des  Dividenden  vergleicht.  Z.  B. 
15  =  6,    4  =  4,    6.4  =  6  =  60. 

\uch  bei  Divisionen,  welche  nicht  aufgehen,  erweist  sich  die  Neuner- 
probe als  höchst  praktisch.     Z.  B. 

1889:75  =  25  (Rest  14) 
389 
14 
75  =  3,    25  =  7,    14  =  5, 
3.7  +  5  =  8=1889. 
Mülheim  a.  d.  B.  A.  Emmerich. 
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Zur  Invariantentheorie. 

Von 

Dr.  Veltmann 

in  Poppelldorf- Bonn. 


In  Bd.  XXII  dieser  Zeitschrift  habe  ich  einen  Beweis  zu  geben  ver- 
sncht  ftlr  einen  von  Aronhold  aufgestellten,  aber  in  ganz  verfehlter  Weise 
hergeleiteten  Satz  über  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  ganze  homo- 
gene Functionen  ineinander  durch  lineare  Substitution  transformirt  werden 
können.  Es  ist  nun  mir  gegenüber  die  Ansicht  geftnssert  worden,  dass 
nicht  blos  der  Aronhold*sche  Beweis  (auf  die  Fehler  desselben  hatte  auch 
Clebsch  aufmerksam  gemacht),  sondern  der  Satz  selbst  unrichtig  sei,  wo- 
nach dann  der  von  mir  geführte  Beweis  ebenfalls  fehlerhaft  sein  würde.  Bei 
näherer  Prüfung  finde  ich  nun  in  der  That,  dass  durch  denselben  nur  die 
Nothwendigkeit,  nicht  die  Zulttnglichkeit  der  betreffenden  Transformations- 
bedingungen dargethan  ist.  Der  Satz  ist  jedoch  richtig  und  der  von  mir 
eingeschlagene  Weg  geeignet,  zu  einem  einwurfsfreien  Beweise  desselben  zu 
führen.  Die  von  mir  gegebene  Herleitung  bedarf  blos  noch  einer  allerdings 
sehr  wesentlichen  Ergänzung  und  im  Einzelnen  strengerer  Begründung.  In 
letzterer  Beziehung  sind  namentlich  verschiedene  besondere  Fälle  auszu- 
schliessen,  welche  in  der  früheren  Abhandlung  nicht  berücksichtigt  oder 
wenigstens  nicht  ausdrücklich  ausgeschlossen  waren.  Im  Folgenden  soll  der 
voUständige  Beweis  mit  jedesmaliger  Angabe  der  auszusohliessenden  Biugu« 
laritäten  gegeben  werden. 

L 

Mit  JF^(a,aj),  F^{h,x)^  ...  wird  eine  ganze  homogene  Function  p*^' 
Ordnung  von  x^...Xn  bezeichnet.  Die  Glieder  werden  so  geordnet,  dass 
diejenigen  mit  nachstehenden  Benennungen  den  Anfang  machen: 

rcf-'.a?,,    xiP'Kx^j    »P^«s»    •••»    ^f"^«»; 

jx  a^J""*.«!!    «P'.«8.    ^"'^•«B»   •••»  a?""*.aVi; 

5 

0^-*.«,,     «J"^««,     »2"^«8»     •••1     «?"^-««- 

Die  übrigen  mögen  dann  etwa  in  Gruppen  nach  den  Potenzen  von  o?«,  jede 
Gruppe  nach  den  Potenzen  von  d?«.!  u.  s.  w.  geordnet  sein.     In  dieser         j 
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Reihenfolge  wird   der  die  (reellen  oder  imaginären)  Coefficienten  bezeich- 
nende Buchstabe  (a,  6  u.  s.  w.)  mit  den  Indices  1,  2,  ...,  m  versehen,  wo 

also   fn=[w(n  +  l)...(n+P  — 1)]--(1.2 p)   ist.     Durch  lineare  Sub- 

stitution  wird  eine  Function  F^[{a,x)  in  eine  Function  F^cip.x)^  eine  Co- 
efficientenreihe  a^  ,*.  Om  in  ein©  Coefficientenreihe  tj . . .  hm  transformirt. 
Zwei  Coefficientenreihen,  welche  ineinander  transformirbar  sind,  heissen 
coUinear.  Alle  Coefficientenreihen,  welche  aus  einer  bestimmten  durch 
lineare  Substitution  entstehen  können,  bilden  ein  coUineares  Gebiet. 
Aus  der  Reihe  a^  .».Gm  möge  durch  die  Substitution 

2)  «<(=)«« «1-1 ha^iia?»= /^  «<i% 

[wo  also  das  Zeichen  (=)  „ersetzt  durch*'  bedeutet]  die  Reihe  J>i,».hm  ent- 
stehen.    Die  hl,.,  hm  seien  in  den  ai...am  und  den^atj  dargestellt  durch 
die  Gleichungen 
^i)  &1       =«1       «iH !-«;,      am, 

3«)  b^        =«7       öiH---H-«^      «m, 


3»«)  bnn        =«i"        ^1  +  '"  +  ^       ««»» 


wo  die  aj  Functionen  der  aij  vom'jp**'*  Grade  sind.  ;||  Es^  ist  hier  yoraus- 
gesetzt,  dass  die  Anzahl  m  der  Glieder  der  Function  grösser  als  nn,  dasa 
also  jp>>2  und,  wenn  jpsS,  n^2  ist.  Die  Benennungen  1)  sind  dann 
sftmmtlich  voneinander  verschieden. 

Die  Gleichungen^  3i)2bis  3m)  bleiben^bestehen,'  wenn  man  sftmmtliche 
Uij  mit  irgend  einer  jp^^  Wurzel  aus  1  multiplicirt.  Löst  man  also  diese 
Gleichungen  oder  einen  Theil  derselben  in  Bezug  auf  aij  auf,  so  erhftlt 
man  mindestens  jp  verschiedene  Lösungen. 


In  den  Gleichungen  3|)  bis  3m)  sind,  besondere  Fälle  ausgenommen, 
bei  Constanten  a^,.,am  und  hi,..bnn  die  Grössen  atj  und  somit  auch  die 
bnn-i-i  '»'bm  uicht  stetig  veränderlich. 

Beweis.  Angenommen,  die  Substitution  2)  lasse  sich  unendlich  wenig 
so  variiren,  dass  aus  den  früheren  ai...am  durch  die  Gleichungen  SJ  bis 
Sun)  wieder  die  früheren  ft^ ...  6„„  hervorgehen.    Die  variirte  Substitution  sei 


^)  ^i  (=)  yn  a^i  +  •  •  •  +  YinXn. 
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Es  möge  eine  Substitution 


5)  *^(=^^^^ 


SO  bestimmt  werden,  dass  4)  durch  Composition  von  2)  mit  5)  entsteht. 
Die  resoltirende  Substitution  wird  erhalten,  indem  man  aus  5)  den  Aus- 
druck ffir  Xj  in  2)  einsetzt;  sie  ist  also 

6)  ^i  (=)  ^  «O  ^1  ßjkXk 

oder 

ür=ii 

7)  Xi  (=)  ^  («n  ft  jfc+  ••  •  +  Oin  ßnk)  Xk. 

Soll  dies  mit  4)  übereinstimmen,  so  muss 

yiA  =  «ll  ßik  +  '**  +  f^\nßnki 

8)  

ymk=Onlßik  +'*'  +  Onnßnk 

sein,  woraus  sich  ergiebt,  wenn  die  Determinante  der  Substitution  2)  mitii, 
ihre  ünterdeterminanten  mit  Aij  bezeichnet  werden: 


ßik=  2 . 

9) 

Ä       _  rikÄin  +  '*'  +  ymkÄnn 
Pnk—  ^ 

Da  die  y  Ton  den  a  nur  unendlich  wenig  Terschieden  sind,  so  kann 
die  Substitution 

10)  , 

aJn  (==)  /?« I  a?!  +  •  •  •  +  ftin  «n 

dargestellt  werden  durch 

«1  (=)  (1  +  ln  ^)^i  +          ^\t  ^  ««  +  •••+  5i»  '  ««I 
...•, 

»ii(=)  Snl*«i+  |n2*aJiH Kl  +  InnÄ)««, 

WO  die  §  endliche  OrOssen  sind,  d  unendlich  klein  ist. 

Da  die  mit  der  Substitution  a  zusammengesetzte  Substitution  ß  den 
Coefficienten  \»,,'bnn  dieselben  Werthe  giebt,  wie  die  Substitution  a  alleint 
so  müssen,  wenn  man  auf  die  Reihe  \...'bm  die  Substitution  10)  =  11) 
anwendet,  die  5|...&nn  ungettndert  bleiben.  Die  Aenderung,  welche  die 
Function  Izijb.x)  durch  die  Substitution  11)  erfährt,  ist  nun 
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12)  "^dx^^^^^^  "^ )rhnX„)ö 

dF 
+  ^(l»iaJi  +  •••  +  S««a;„)  5. 

In  dieser  Summe  müssen  also  die  Glieder  mit  den  Benennungen  1)  8=  0  sein. 
Zur  Bestimmung  der  |  erhält  man  somit  eine  Anzahl  =nn  Gleichungen, 
welche  in  den  §  homogen  vom  ersten  Grade  sind  und  in  welchen  die  ^  mit 
linearen  Functionen  der  Coefficienten  b  der  Function  F^{h,x)  multiplicirt 
sind.  Die  Determinante  (vom  nn^^'^  Grade)  dieser  Gleichungen,  welche  mit 
X  bezeichnet  werden  möge,  ist  nicht  identisch  c=0;  denn  wenn  man  z.  B. 
I^  (6,  x)  die  besondere  Function 

X^P  +  XZ  +  '-'  +  Xn^ 

sein  l&sst,  so  ist  die  Variation  derselben  = 

P^l"*  (Sil  Xi+'"  +  hnXn)Ö 
+  PiP?" *  (S21  «1  H h  S2n  Xn)  Ö 

+  P  a^ ~ '  (Sn  1  a?j  H h  San  ÄJ/i)  ^. 

In  diesem  Ausdruck  kommen  nur  die  Benennungen  1)  vor  und  mit  Weg- 
lassung des  gemeinsamen  Factors  jp  sind  die  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  I  diese:  ;, Jedes  |  =  0.^  Die  Determinante  dieser  nn  Gleichungen 
ist  =1. 

Wenn  demnach  in  dem  Ausdruck  12)  die  Glieder  mit  den  Benennungen 
1)  =0  gesetzt  werden,  so  ist  das  Verschwinden  der  Determinante  der 
Gleichungen,  welche  man  hierdurch  zur  Bestimmung  der  ^  erhält,  als  Sin- 
gularität zu  betrachten  und  kann  daher  ausgeschlossen  werden.  Im  All- 
gemeinen ist  diese  Determinante  nicht  =0  und  ergeben  sich  deshalb  für 
sämmtliche  $  die  Werthe  Null.  Die  Substitution  kann  also  nicht  so  variirt 
werden,  dass  aus  denselben  a^^-^üm  dieselben  5|...5nn  hervorgehen. 

Hierbei  möge  bemerkt  werden,  dass  es  collineare  Gebiete  giebt,  in 
welchen  die  Determinante  X  durchweg  =  0  ist.  Wenn  nämlich  eine  Func- 
tion die  Eigenschaft  hat,  durch  eine  stetig  variable  Substitution,  deren  De- 
terminante nicht  gleich  Null  ist,  in  sich  selbst  transformirt  werden  zu 
können,  so  hat  jede  zu  derselben  collineare  Function  die  nämliche  Eigen- 
schaft. Wenn  also  die  a^...ami  ^^...l^m  in  den  Gleichungen  3)  einem 
solchen  Gebiete  angehören ,  so  können  die  atj  variirt  werden ,  während  nicht 
blos  die  &i...&nn,  sondern  sämmtliche  h  ungeändert  bleiben.  In  solchem 
Falle  gilt  also  obige  Ausschliessung  für  das  ganze  betreffende  collinearB 
Gebiet. 
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In  den  Gleichungen  Sj)  bis  5m)  möge  aas  einem  bestimmten  coUinearen 
Gebiete  die  Beihe  &i  ...&m  so  angenommen  werden,  dass  die  Determinante 
X  nicht  =  0  ist.  Durch  eine  lineare  Substitution ,  deren  Determinante  von 
0  verschieden  ist,  werde  dieselbe  in  eine  Beihe  ai.^.Om  transformirt.  Kehrt 
man  die  angewandte  Substitution  um ,  so  erhält  man  Substitutionscoefficien- 
ten  Oij  and  für  diese,  wenn  man  sie  in  den  Gleichungen  3|)  bis  3m)  an 
die  Stelle  der  atj  setzt,  und  für  die  beiden  Reihen  &| ...  &m  and  a^  ...Chm 
gelten  dann  die  Gleichungen  Sj)  bis  3m). 

Jetzt  betrachte  man  in  den  Gleichungen  3J  bis  3nn)  die  Grössen 
^{•••^fin  und  sSmmtliche  a  als  gegeben,  die  nn  Grössen  Oij  als  zu  be- 
stimmende unbekannte.  Die  vorhin  bestimmten  besonderen  Werthe  a'ij 
stellen  dann  eine  Lösung  dieser  Gleichungen  dar,  welche  nach  II  nicht 
variirt  werden  kann.  Andere  Lösungen  erhält  man,  indem  man  die  atj 
mit  einer  p^^  Wurzel  aus  1  multiplicirt.  Diese  können  ebenfalls  nicht 
variirt  werden,  weil  sie  nicht  blos  für  h^...hnni  sondern  für  sämmtliche  & 
die  nämlichen  Werthe  liefern,  wie  die  atj,  die  Determinante  X  also  für 
alle  diese  Lösungen  nicht  =0  wird. 

Sollte  ausserdem  noch  irgend  eine  Lösung  a\j  existiren,  so  ist  diese 
ebenfalls  nicht  variabel.    Denn  angenommen,  sie  wäre  es.    Wenn  man  dann 

die  Substitution  Uij  umkehrt,  so  erhält  man  die  Substitution  -4^»  welche 

^1 ...  &«i.&nfi+t  •••  &«n  in  ai.,.(im  trausformirt.  Componirt  man  dieselbe 
mit  a'ij^  welche  letztere  ai...am  in  ^j ...  ^nn^'nu+i -•.  &"m  verwandelt, 
so  transformirt  die  Resultante  die  Beihe  &| ...  ^nn^/m+i  •••  Z>m  in  hi..,h„n 
^' nn+i  •••  ^"mi  lässt  also  &|...5ntB  ungeäudert  Die  Besultante  ist  aber 
variabel,  weil  eine  der  Componenten  variabel  ist.  Die  Beihe  Z>| ...  ^nn  ^nn+i 
...hm  würde  also  durch  eine  variable  Substitution  so  transformirt  werden 
können,  dass  die  ^^ ...  &nn  unverändert  bleiben,  was  nicht  möglich  ist,  weil 
die  Determinante  X  nicht  =0  ist.  Variable  Auflösungen  der  Gleichungen  3|) 
bis  3nn)  existiren  also  nicht;  man  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen 
nach  den  atj  eine  bestimmte  Anzahl  Werthsysteme  dieser  Grössen.  Ferner 
liefern  dann  die  Gleichungen  Snn+i)  bis  3m)  ebenso  viele  Werthsysteme  der 
Grössen  ^nn+i  bis  &m* 

IV. 

In  den  Gleichungen  3^)  bis  3m)  mögen  die  Grössen  h^  ...hnn  die  unter 
III  angenommenen ,  bestimmten  numerischen  Werthe  behalten.  Die  ai...am 
seien  ebenfalls  als  gegebene  Grössen  betrachtet,  deren  Werthe  jedoch  noch 
willkürlich  angenommen  werden  können.  Die  5„„4.i...5mi  sowie  die  Oij 
werden  als  zu  bestimmende  Unbekannte  betrachtet. 

Die  nn  Gleichungen  3|)  bis  3nn)  enthalten  nur  die  nn  Unbekannten 
aij,     Eliminirt  man  in  der  Weise,   dass  man  aus  der  Gleichung  3|f)^den  _t^ 
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Wei-th  von  a^j  in  die  übrigen,  dann  ans  3,)  den  Werth  von  «,,  in  die  fol- 
genden n.  s.  w.  setzt  (ob  dies  ausführbar  ist  oder  nicht,  ist  hier  gleichgiltig), 
so  kann  der  Fall  nicht  eintreten ,  dass  irgend  einmal  sSrnrnÜiche  o  heraus- 
fallen ,  also  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  ai...am  erhalten  werden. 
Denn  dann  würden,  wenn  dieselben  erfüllt  wären,  fClr  die  a  sich  stetig 
variable  Lösungen  ergeben.  Die  Oj ...  Om  würden  also  nicht  so  angenommen 
werden  können,  dass  man  nichtvariable  Lösungen  erhält,  was  mit  III  im 
Widerspruche  steht.  Ebenso  ist  es  nicht  möglich ,  dass  ausser  sämmtlichen 
o  auch  sämmtliche  a  herausfallen ;  denn  in  diesem  Falle  würde  man  für  be- 
liebige a  variable  Lösungen  erhalten,  ebenfalls  im  Widerspruche  mit  Früherem. 
Nur  in  besonderen  Fällen,  bei  bestimmten  Beziehungen  zwischen  den 
ai...am  kann  es  also  eintreten,  dass  die  Gleichungen  3^)  bis  3«)  keine  oder 
variable  Lösungen  haben,  um  diese  Beziehungen  zu  erhalten,  würde  man 
durch  rationale  Elimination,  etwa  nach  dem  Verfahren  der  Kettenbrucheni- 
Wickelung  unter  Anwendung  des  Satzes  von  Labatie,  das  System  von 
Oleichungen  auf  eine  oder  mehrere  Gruppen  reduciren  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  in  jeder  Gruppe  die  erste  Gleichung  sämmtliche  Unbekannte,  die 
zweite  eine  weniger  u.  s.  w.  enthält.  Hierbei  würde  man  durch  Ausschliessung 
bestimmter  Beziehungen  zwischen  den  a  erreichen  können,  dass  diese  Eli- 
mination sich  in  einer  bestimmten  Weise  allgemein  ausführen  Hesse.  Ob 
diese  Ausschliessungen  für  obigen  Zweck  alle  nothwendig  sind  oder  nicht, 
ist  gleichgiltig;  es  handelt  sich  hier  nur  um  den  Nachweis,  dass  eine  end- 
liche Anzahl  von  Beziehungen  existirt,  deren  Ausschliessung  für  diesen 
Zweck  genügt. 

V. 

In  den  Gleichungen  S^)  bis  3nn)  mögen  &i...&nn  wieder  die  früheren 
numerischen  Werthe  haben  und  die  a  so  gewählt  sein,  dass  die  unter  IV 
nachgewiesenen  Bedingungen  bestimmter  Lösungen  stattfinden.  Löst  man  also 
die  Gleichungen  nach  den  a,y  auf,  so  ergeben  sich  bestimmte  Werthsjsteme 
dieser  Grössen.  Setzt  man  jedes  derselben  in  die  Gleichung  3nn+i)  ein,  so 
ergeben  sich  aus  dieser  ebenso  viele  Werthe  von  ^nn+i«  wobei  es  dahin- 
gestellt bleibt,  ob  diese  Werthe  alle  verschieden  sind  oder  nicht  Diese 
Werthe  mögen  ^^„.p  ^„ft+p«««  genannt  werden.  Wenn  also  die  Gleichung 
3nn4-i)  n&ch  Einsetzung  der  atj  wieder  rational  gemacht,  d.  h.  wenn  die 
ttij  aus  den  Gleichungen  3nn-fi)  und  3^)  bis  Snn)  eliminirt  werden ,  so  wird 
die  resultirende  Gleichung  fttr  6n«+i  ^i©  Werthe  l>i„  .  p  ^*„j.i  ^'  ß-  ^• 
liefern.  Fälle,  wo  diese  Gleichung  infolge  besonderer  Werth  Verhältnisse  der 
Grössen  ai..,am  in  Bezug  auf  ^«114.1  mehrfache  Wurzeln  hat,  können  aus- 
geschlossen   werden.      Sollten    aber   solche   mehrfache   Wurzeln   allgemein 

existiren,  so   kann  durch  einen  rationalen  Factor  dividirt  werden  derart. 

1.  2 

dass  jede  der  Grössen  &„„  •  p  ^„„4.1  n.  s.  w.  nur  einmal  als  Wurzel  darin 

vorkommt.    In  dieser  Form  möge  die  Gleichung  sein         ^^  , 
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wo  die  g>  Functionen  von  a^...am  sind.  Die  Coefficienten  dieser  Functionen 
bestimmen  sich  ans  den  angenommenen  numerischen  Werthen  der  5^ . . .  &»«• 
Die  Gleichung  liefert  [unter  Ausschliessung  besonderer  Werthe  der  a,  für 
welche  9)^ (a)  =  0]  eine  Anzahl  =h  verschiedene  Werthe  von  hnu+i» 

Auf  gleiche  Weise  erhSlt  man  durch  Elimination  der  Oij  aus  den 
Gleichungen  3^)  bis  3|,fi)  und  Sq^^s)  eine  Gleichung 

13,)  9'J(a)  +  ?.;-(o).l>.«+2  +  --+9.;(a).6*,+j  =  0, 

aus  welcher  sich  eine  Anzahl  =k  yerschiedene  Werthe  von  Z>na+3  be- 
stimmen. 

ü.  s.  w.     Die  letzte  der  so  erhaltenen  Gleichungen  sei 

13«-„„)     g>- (a)  +  g>-, (a) .  6„,  +  •  •  •  +  <p, (a)  .h^^O. 

Die  Anzahl  der  aus  den  Gleichungen  3^)  bis  3»«)  erhaltenen  Werth- 
sjsteme  der  Oij  möge  mit  q  bezeichnet  werden.  Zu  jedem  derselben  liefert 
die  Gleichung  3„n4.i)  und  somit  auch  13j)  einen  Werth  von  &nn+ii  die 
Gleichung  13^)  einen  Werth  von  5na+2  u.  s.  w.,  die  Gleichungen  13^)  bis 
13in_iiii)  also  ein  Werthsjstem  der  h„n-\-i  bis  bm»  Man  erhält  somit 
Werthsjsteme  der  letzteren  Grössen,  deren  Anzahl  höchstens  =9  ist  Jedes 
dieser  Werthsjsteme  und  kein  anderes  System  von  Werthen  der  hnn+i  bis 
hm  stellt  mit  &i...&nn  zusammen  eine  zu  a^.,,am  collineare  Beihe  dar. 
Transformirt  man  also  die  Beihe  ai...am  durch  eine  beliebige  Substitution 

Xi  (=3)  ^n  a?i  +  •  •  •  +  'in  a^n» 
deren  Determinante  nicht  =0  ist  und  die  auch  irgendwelche  andere  oben 
ausgeschlossene  Singularitäten  nicht  zur  Folge  hat,  in  eine  Beihe  a\...am 
und  setzt  diese  in  den  Gleichungen  3^)  bis  3m)  9  sowie  13|)  bis  13OT-iin) 
an  die  Stelle  von  Oi-^-amy  so  erhält  man  ebenfalls  alle  diejenigen  Werth" 
Systeme  "bnn+i  bis  bm  und  nur  diese,  welche  mit  5| . . .  ^an  eine  zu  a\...  a'm 
collineare  Beihe  bilden.  Da  aber  eine  zu  a\... am  collineare  Beihe  es  auch 
zu  ai...am  ist  und  umgekehrt,  so  müssen  genau  dieselben  Werthsjsteme 
(nn^-i  bis  bm  erhalten  werden,  wie  früher  zu  a^ ...  am .  Die  Gleichung  13^) 
wird  daher  dieselben  voneinander  verschiedenen  Werthe  von  bnn+i  in  <ler 
Anzahl  =^,  13^)  dieselben  Werthe  von  bnn+2  in  der  Anzahl  =k  liefern 
u.  8.  w. 

In  der  Gleichung  13)  müssen  somit  die  Quotienten 

1         1 
14J  — p,  -j-,  ••• 

in  der  Gleichung  13^)  die  Quotienten 
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14») 


2  3 

n     vT 


u.  8.  w.,  in  der  Gleichung  ISm-nn)  die  Quotienten 

m  m 

lim-nn)  -"S" '     "Y'     •' 

fttr  beide  Reihen  a^.-.Om  nnd  a j . •  •  o'm  dieselben  Werthe  haben.  Die 
hierans  hervorgehenden  Gleichungen  zwischen  den  ai...am  nnd  den  a', . . .  a'm 
mögen  in  folgender  Weise  angedeutet  werden: 


15) 


Vö(«) 

n(«) 

V'i  (o) 
«»iCa) 

v;(») 

9>;(o') 
VA(a) 

... 

0>^(o) 

wo  die  Ausdrucke  auf  den  rechten  Seiten  in  derselben  Weise  die  a\ . . .  a'm 
enthalten,  wie  diejenigen  auf  den  linken  Seiten  die  a^^^^am' 

VI 

Das  unter  Y  erhaltene  Resultat,  dass  für  zwei  collineare  Reihen  ai,,,<i^ 
und  a\... a'm  die  Gleichungen  15)  stattfinden ,  iSsst  sich  in  folgender  Weise 
umkehren. 

Eine  Reihe  a\...  am  mOge  so  beschaffen  sein ,  dass  sie ,  statt  a^.,.am 
in  die  Gleichungen  3,)  bis  3«»)  eingesetzt,  für  die  aij  bestimmte  nicht 
variable  Werthsysteme  liefert.  Femer  mögen  die  a'i . . .  a'm  die  Eigenschaft 
haben,  dass  sie,  statt  der  a^,.,am  in  die  Quotienten  14)  eingesetzt,  diesen 
dieselben  Werthe  geben,  wie  die  Reihe  ay^.^.am*  Dann  sind  a\  . . .  a'm  and 
a^.^.am  coUinear. 

Beweis.  Setzt  man  die  a'^,,,a'm  in  die  Gleichungen  3|)  bis  3»)  ein 
und  eliminirt  zur  Bestimmung  der  &An+i***^m  in  der  früheren  Weise,  so 
erhält  man  Gleichungen,  welche  aus  den  Gleichungen  13i)  bis  13«.«.) 
dadurch  entstehen,  dass  in  denselben  die  a|...am  durch  a'^...am  ersetzt 
werden.  Nach  der  für  die  a\,.» a'm  in  Bezug  auf  die  Quotienten  14)  ge- 
machten Voraussetzung  bestimmen  sich  also  die  &nn+i-*-&in  aus  Gleich- 
ungen,  welche  mit  den  früheren  13)  identisch  sind.  Die  GrGssen  5«  «4.1 
bis  hm  erhalten  daher  einzeln  dieselben  Werthe,  wie  früher. 
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Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Werthe  auch  in  derselben 
Weise  zusammengehören^  dass  also  für  die  beiden  Reihen  a|...aM  und 
(^\'"CCm  dieselben  Werthsjsteme  der  &an+i«*»Z^m  erhalten  werden.  Setzt 
man  in  den  Gleichungen  15)  statt  der  a\,..am  die  ai...am,  so  wird  den- 
selben genügt.  Da  die  Gleichungen  algebraische  sind,  so  kann  man  auf 
unendlich  vielfache  Weise  die  Reihe  a\ . . . am  stetig  so  in  a^.,, Gm  über- 
gehen lassen,  dass  den  Gleichungen  beständig  genügt  wird  und  zugleich 
keine  der  ausgeschlossenen  besonderen  Fälle  stattfinden.  Die  aus  den  Gleich- 
ungen 13|)  bis  ISm^an)  hervorgehenden  Werthe  von  ^nn-fi  bis  ^^  bleiben 
dann  ungeändert,  weil  die  Quotienten  14)  sich  nicht  ändern.  Hieraus  folgt 
aber  ohne  Weiteres,  dass  diese  Werthe  .auch  stets  in  derselben  Weise  zu- 
sammengehören ,  dass  man  also  für  beide  Reihen  a| . . .  am  und  a'| . . .  a'm 
die  nämlichen  Werthsjsteme  der  h  erhält.  Da  dieselben  zu  den  letzteren 
coUinear  sind,  sind  sie  auch  unter  sich  collinear. 

vn. 

Nach  y  ist  es  eine  nothwendige,  nach  YI  eine  genügende  Bedingung 
für  die  Collinearität  zweier  Reihen  ai...am  and  a\..,am^  dass  die  Gleich- 
ungen 15)  stattfinden,  in  welchen  auf  der  linken  Seite  eine  Function  der 
^1  •  •  •  ^  >  &uf  der  rechten  dieselbe  Function  der  a\..,  am  steht  Wie  aus 
diesen  gebrochenen  absoluten  Invarianten  relativ  invariante  ganze  Functionen 
der  Coefficienten  abgeleitet  werden,  ist  in  Bd.  XXII  gezeigt  worden. 

Die  Gleichungen  15)  werden  nicht  alle  voneinander  unabhängig  sein. 
Da  aus  den  Gleichungen  3^)  bis  3,„)  durch  Elimination  der  a^j  eine  Anzahl 
=  m  — fifi  Gleichungen  erhalten  werden  und  diese  die  CoUineationsbeding- 
ungen  (in  anderer  Form)  für  die  beiden  Reihen  ai,,.(hn  und  &^ ... 5m  dar- 
stellen, so  muss  auch  die  Zahl  der  auf  obige  Weise  erhaltenen  voneinander 
unabhängigen  Gleichungen  =fn  — nn  sein. 

Der  Satz  kann  auf  ein  System  von  mehreren  Functionen  ausgedehnt 
werden.  Jedoch  müssen  hinsichtlich  der  Auflösbarkeit  der  den  Gleichungen 
3|)  bis  3m)  entsprechenden  Gleichungen  ähnliche  Bedingungen  stattfinden, 
wie  in  dem  hier  behandelten  Falle  ^er  Function.  Dies  ist  u.  A.  dann  der 
Fall,  wenn  das  System  wenigstens  eine  Function  enthält,  für  welche,  wenn 
sie  allein  transformirt  werden  sollte,  die  obigem  Beweise  zu  Grunde  liegen- 
den Voraussetzungen  gelten,  weil  dann  der  Beweis  ohne  Weiteres  auch  auf 
das  System  anwendbar  ist. 

Die  bei  dem  Beweise  ausgeschlossenen  besonderen  Fälle  sind  nicht 
nothwendig  auch  sämmtlich  von  dem  Satze  auszuschliessen.  Bei  stetiger 
Annäherung  an  einen  besondern  Fall  bleibt  der  Satz  giltig,  und  wenn  hierbei 
die  zu  bestimmenden  Substitutionscoefficienten  nicht  unendlich  gross  werden, 
so  gilt  der  Satz  auch  in  der  Grenze. 

In  Fällen,  wo  die  ursprünglichen  Transformationsgleichungen  in  Bezug 
auf  die  Substitutionscoefficienten  nur  unter  besonderen  Bedingungen->auf-      t 
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lösbar  sind  und  dann  nur  stetig  variable  Lösungen  liefern,  ist  obiges  Ver- 
fahren, die  Transformationsbedingungen  herzuleiten,  nicht  anwendbar.  Ein 
solcher  Fall  ist  z.  B.  derjenige  der  gleichzeitigen  Transformation  zweier 
bilinearen  Formen,  welchen  Herr  Weierstrass  (Berliner  Monatsberichte 
1868)  und  Herr  Kronecker  behandelt  haben.  Zwischen  den  Weier- 
strass'schen  und  den  A  ronhold 'sehen  Transformationsbedingnngen  besteht 
überdies  der  Unterschied ,  dass  erstere  sSmmtliche  besondere  Fälle  umfassen. 
Lftsst  man  diejenigen,  welche  sich  auf  die  besonderen  Fälle  beziehen,  fort, 
so  sind  die  übrigbleibenden  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  die  A ron- 
hold'sehen.  In  den  mit  [PQ]  nnd  [P'Q]  bezeichneten  Determinanten 
müssen  nämlich  die  Coefficienten  der  p*^"''  gleiche  Verhältnisse  haben, 
woraus  sich  n  Gleichungen  zwischen  absoluten  Invarianten  ergeben« 
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XIX. 

Bestiinmung  der  Fotenüalfanction  eines  homogenen 

Ellipsoids. 

Von 

Dr.  Jahnke. 


Nachdem  schon  die  Herren  Weingarten*  nnd  Scheibner*  die  Theorie 
des  Foarier'schen  Doppelintegrals  angewandt  hatten,  um  die  Laplace- 
Poisson'sche  Differentialgleichung  resp.  fttr  die  Masfien-  nnd  FlRchenpoten- 
tialfunctionen  herzuleiten,  hat  Roch*  mit  Benutzung  derselben  Theorie  und 
unter  Voraussetzung  jener  Differentialgleichung  für  die  Potentialfunction 
eines  Körpers  folgenden  Ausdruck  aufgestellt: 


i>  ^=i/y^(-) 


da. 


wo  M{x)  die  Schwere  der  zur  x-Aze  normalen  und  durch  den  angezogenen 
Punkt  gelegten  Ebene  bezeichnet  und  die  x-  Linie  durch  die  Winkel  ^  und 
^  bestimmt  ist,  wenn 

da^sinifd^d^. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Normalen  sämmtlich  nach  einer  Seite  zu 
ziehen  sind,  womit  zusammenhängt,  dass  in  Vi  die  Grenzen  der  Integration 
0  und  TS  sind,  während  in  Va  der  Kegel,  welchen  die  NornHJen  der  vom 
angezogenen  Punkt  an  den  Körper  gelegten  Tangentialebenen  bilden,  die 
Wertbe  von  if;  und  «d*  angiebt,  innerhalb  deren  die  M  endlich  sind. 

Im  Folgenden  soll  Boch's  Ausdruck  zur  Berechnung  der  Potential- 
function eines  homogenen  Ellipsoids  angewendet  werden.  Dabei  werde  die 
Dichtigkeit  der  Einheit  gleich  gewählt.  Die  zu  einem  Querschnitt  des  El- 
lipsoids   

2)  g)=     ^    a,ifcSiSifc  =  l  {aik  =  aki) 

gehörige  Normale  l  habe  die  Bichtungscosinus  A^,  A^,  A^.  Neben  dem  im 
Baume  festen  Coordinatensjstem  (li,  ^,  ^)  werde  ein  zweites  {Xi^x^^x^) 
eingeführt,  das  mit  jenem  durch  die  Beziehungen  verbunden  ist: 

^=^iSiii  +  liiX^  +  viX^  (i=l,  3, 3), 

•  Crelle's  Joum.  Bd.  49,  64,  68,  nr^r^n]o 
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60  dass  die  Richtung  der  d?|-Axe  mit  derjenigen  von  l  übereinstimmt. 
2)  geht  durch  diese  Substitution  über  in 

WO 

(!,*  =  1,2,8)  ITXi  (W 

gesetzt  ist.  Die  weiteren  Entwickelungen  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn 
die  neun  Bichtungscosinns  noch  einer  Bedingung  unterworfen  werden,  was 
gestattet  ist,  da  wohl  die  o;, -Axe  durch  A^,  A,,  A3  bestimmt,  dagegen  die 
Lage  der  o^-  (oder  x^-)  Axe  in  der  ^^o^g -Ebene  noch  willkürlich  geblieben 
ist,  indem  sich  bekanntlich  die  neun  Bichtungscosinns  als  Functionen  dreier 
unabhängigen  Winkel  ausdrücken  lassen.     Die  Bedingung  laute: 

Aus  der  so  transformirten  Gleichung  des  Ellipsoids  wird  diejenige  des 
ellipsoidischen  Schnittes  erhalten ,  wenn  an  Stelle  von  Xi  die  Normale  l  sub- 
stituirt  wird,  wobei  nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie 

3)  l^^U^i. 

^=1,2,8 

unter  {a^y  a,,  03)  den  angezogenen  Punkt  verst-anden.  Mithin  ergiebt  sich 
als  Gleichung  des  ellipsoidischen  Querschnittes: 


oder 
Demnach  ist 


oder  mit  Benutzung  der  bekannten  Belation: 

^1 1  ^8*  +  ^2«  ^81*  +  ^83  ^12*  =  ^11  ^22  ^33  —  ^ » 
wo  ^  die  Determinante  der  quadratischen  Form  tp  bezeichnet, 

und  dabei  ist: 

M,3  1,2,8 

^22^88  =^  (^'  ^kk  —  a,k*)  ^1?  +  2^  {ahkOik-akiakk)  A*  k     (Ä  ^ « ^  A;), 

zf  =  a,i  a^  ajj  +  2a^^a^^a^^  —  a^,  a^g*  —  a^  a^j^  —  a^a^^*. 

Betrachtet  man  parallel  zu  dem  ellipsoidischen  Schnitte  von  den  beiden 
möglichen  Tangentialebenen  an  das  Ellipsoid  die  demselben  am  nächsten 
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gelegene,  so  ist  die  zugehörige  Normale  der  Badins  vector  der  Fusspank- 
tenfläche  des  Ellipsoids  und  hat  die  Länge: 


Da  nun  stets  P  <  ti',   so  Iftsst  sich  dem  Ausdruck  fOr  I£  die  einfache 
Gestalt  geben:  .  , 

faUs  ^ 

eingeführt  wird.     Hiernach  wird 


WO 

1.2,3 


und 

Chi- 


n*  = /^  Ch  i  h  h  {CAi  =  Cih) 


A 
Ohkaik  —  akiükk 


{h^i^k). 


A 
Die  Orenzen  sind  0  und  n  oder  durch  die  Ungleichung 

^^^^ 
bedingt,    je    nachdem    (aj,  a^,  n^   ein   innerer   oder   äusserer   Punkt   des 
Ellipsoids  ist. 

Im  ersteren  Falle  lässt  sich  das  Doppelintegral  leicht  auf  ein  einfaches 
zurückführen.     Betrachten  wir  zunächst 

yAj j  ^ 

0    0 
Durch  Anwendung  einer  linearen  orthogonalen  Substitution  werde  v?  auf 
die  Form  3 

i  =  l 

gebracht  und  nun  mit  Jacobi* 


gesetzt,  dann  geht  Ö*)  über  in 


n    n 
0    0 


*  Jacobi,  De  transformatioue  et  determinatione integralium  duplicium  com. 
tertia,  Ges.  Werke  Bd.  3.  (^  \ 
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und  dieses  Doppelintegral  verwandelt  sich  einer  Jacob  loschen  Formel  zn- 
folge  in 


6) 


0 
wo 


rds 

7^' 


gesetzt  ist.  Infolge  des  zwischen  den  e  und  d  bestehenden  Zusammen- 
hanges wird 

7)  D  =  ^5»  +  J8^^  Ckk  +  ds^  ^kh  +  ^^. 

wenn  //die  Determinante  der  quadratischen  Form  ffi  und  ^hh  deren  zu  Ckh 
gehörige  Unterdeterminante  bezeichnet,  und  bei  Bücksicht  auf  die  Bedeu- 
tung der  Grössen  c: 

wo  ^hh  analoge  Bedeutung  wie  /fhh  besitzt,  nämlich 

^hk  =  Oiiakk  —  Oik*  (^  ^  *  ^  *)• 

Die  übrigen  in  5)  enthaltenen  Doppelintegrale  lassen  sich  durch  par- 
tielle Differentiation  von  ö*)  reduciren.     Der  Coefficient  von  a^^  ist: 

0    0  0  0 

wo 

OChh 

gesetzt  ist,  und  der  Coefficient  von  2ah€ti{h'^i)  ist: 

0    0  0 

wo 

BD 

OChi 

gesetzt  ist.  Hiernach  nimmt  die  Potentialfunction  des  EUipsoids  in  Bezug 
auf  einen  inneren  Punkt  die  Gestalt  an: 

00 

8)  v,=^nja{s)^. 

b 
wo 
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gesetzt  ist;*  nnd  dieser  Ausdruck  gilt  fttr  eine  beliebige  Bichtnng  der  Co- 
ordinatenaxen ,  wenn  nur  der  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  gewählt  wird.** 
Der  Fall  eines  äusseren  Punktes  lässt  sieb  durch  einen  einfachen  Ge- 
danken auf  den  eben  behandelten  zurückführen.    Es  ist  nämlich 

Da  also  die  Potentialfunction  —  wenn  den  hier  auftretenden  Wurzel- 
grossen  das  positive  Zeichen  beigelegt  wird  —  positiv  sein  muss,  so  ist 
Va^  wie  man  auch  sagen  kann,  gleich  dem  positiven  Theil  von 


0    0 


0    0 
oder  von 

0 

Dieses  Integral  ist  aber  nur  so  lange  positiv,  als  G{8)  positiv  bleibt.   Wird 
daher  die  positive  Wurzel  von 


^^*^-^       J{8  +  d,){s  +  d^{s  +  d,)       ^ 


9)  ^-"/^('^^ 


mit  0  bezeichnet,  so  wird 

F-  =  «  ladt]     _ 

6 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  noch  in  anderen  Fällen ,  wie  beim  Kreis- 
ringe und  anderen  Botationskörpem  mit  Erfolg  einschlagen,  wie  ich  bei 
einer  nächsten  Gelegenheit  zu  zeigen  gedenke. 

Schlussbemerkung.  Die  Formel  5)  —  welche  u.  a.  die  Potential- 
function des  homogenen  Ellipsoids  für  den  Fall  eines  inneren  Punktes  als 
ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  der  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes  darstellt,  wobei  die  Coefficienten  Doppelintegrale  sind  —  kann  auch 
benutzt  werden ,  um  Eigenschaften  der  Anziehungskräfte  inhomogener  EUip- 
soide  zu  erkennen. 


*  Die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ist  zulässig,  denn  einmal 
stellt  der  Ausdruck  unter  demselben  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  eine  stetige 
Function  von  s  dar,  da  er  unstetig  nur  für  die  Wurzeln  von  2>=0  werden  kOnute, 
welche  aber  negativ  sind;  andererseits  ist  er  fOr  einen  bestimmten  Werth  von  8 
auch  stetig  in  Bezug  auf  den  Parameter  Chh  resp.  Ck$ ,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt. 

**  Vergl.  Mertens,  Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  Ellipsoids, 
Crelle's  J.  Bd.  70. 
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NKmlich  bei  der  Herleitnng  von  5)  ist  allerdings  die  Dichtigkeit  gleich 
Eins  angenommen  worden;  die  Entwickelang  bleibt  jedoch  genau  dieselbe, 
wenn  ein  Ellipsoid  mit  beliebiger  Massenvertheilung  gewShlt  wird;  nur  ist 
dann  JcM  dku  Stelle  von  M  zu  setzen,  wo  h  den  mittleren  Werth  der  auf 
einem  Querschnitte  herrschenden  Dichtigkeit  bezeichnet. 

Nehmen  wir  nun  etwa 

wo  die  analytische  Function  fnnr  von  dem  Verhältniss  —  abhftngt,  so  stellt 

sich  die  Potentialfunction  des  auf  seine  Hauptaxen  bezogenen  Ellipsoids  dar 
in  der  Form: 

oder,  wenn  die  Jacobi'sche  Substitution  wieder  angewendet  wird: 

WO 

gesetzt  ist.     Dabei  bleiben  die  Integrationsgrenzen  dieselben  wie  oben. 

Für  p  =  2  behält  der  Ausdruck  von  V  den  gleichen  Werth  bei  allen 
EUipsoiden ,  die  in  den  Grössen  or,  j/ce^  (v  ==  1,  2 ,  3)  übereinstimmen. 

Denken  wir  uns  also  ein  Ellipsoid  aus  unendlich  dünnen  ellipsoidischen 
Schalen  bestehend  und  diese  von  EUipsoiden  begrenzt,  welche  dem  gegebe- 
nen ähnlich  sind  und  zu  ihm  ähnlich  liegen,  und  denken  wir  uns  femer 
die  Dichtigkeit  so  vertheilt,  dass  ihr  mittlerer  Werth  in  den  dieselbe  Schale 
berührenden  Querschnitten  n"^  proportional,  d.  h.  dem  Quadrate  des  zu- 
gehörigen Radius  vectors  der  Fnsspunktenfläche  umgekehrt  proportional  ist, 
so  besteht  der  Satz:  Ein  solches  Ellipsoid  übt  auf  einen  inneren  oder  äus- 
seren Punkt  dieselbe  Anziehung  aus  wie  ein  ähnliches  und  ähnlich  liegendes 
Ellipsoid,  dessen  Dichtigkeit  demselben  Gesetz  unterworfen  ist,  auf  den 
correspondirenden  Punkt  (im  Ivory 'sehen  Sinne).  Für  den  Fall  einer 
Kugel,  wo  fi  =  r,  lautet  der  Satz  einfacher  so:  Eine  Kugel,  in  welcher  die 
Dichtigkeit  derart  vertheilt  ist,  dass  ihr  Mittel  werth  in  allen  Querschnitten, 
welche  Tangentialebenen  an  dieselbe  (zur  gegebenen  Kugel  concentrische) 
Kugelschale  bilden,  der  gleiche  ist,  übt  dieselbe  Anziehung  aus  wie  eine 
concentrische  Kugel  mit  der  gleichen  Massenvertheilung  auf  den  correspon- 
direnden Punkt.  Wird  |)  =  — 1  gewählt,  so  verhalten  sich  die  auf  zwei 
correspondirende  innere  oder  äussere  Punkte  bezogenen  Potentialfunctionen 
der  beiden  oben  genannten  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  EUipsoide,  wie 
die  Massen  der  mit  derselben  constanten  Dichtigkeit  erfüllt  gedachten 
Körper. 
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Für 

h^n-P  (P  =  0,  1,  ...) 

iSsst   sich   die  auf  einen  beliebigen  Punkt  bezogene  Potentialfnnction  noch 
als  einfaches  elliptisches  Integral,  und  für 

k^n-^y  (p=l,  ...), 

sowie  für 

Ic^n^P^^  (p  =  l,  ...) 

in  endlicher  Form  darstellen ,  wie  man  leicht  unter  Benutzung  der  auf  das 
Doppelintegral  bezüglichen  Jacobi'schen*  Formeln  erkennt. 


*  Jacobi,  1.  c. 


Zettiehrift  f.  M athenatik  n.  Physik  XXXIV.  tt. 
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XX. 
Ueber  Kreisfusspunktourven. 

Von 

Dr.  Otto  Richter 

in  Leipjsig. 


Hierzu  Taf.  X. 


Gegeben  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M^  und  in  ihm  ein  Durch- 
messer A^A^.  Fällt  man  von  irgend  einem  auf  dem  Radius  MA^  (bez. 
dessen  Verlängerung  über  A^  hinaus)  gelegenen  Punkte  N  Lothe  auf  alle 
Tangenten  des  Kreises,  so  bilden  die  Fusspunkte  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung („Pascarsche  Schnecke"),  welche  ich  im  Folgenden  Kreisfusspunkt- 
curve  der  ersten,  zweiten,  dritten  Art  nenne,  je  nachdem  MN<^,  =,  >  Jtf  J, 
ist.  Die  Kreisfusspunktcurve  zweiter  Art  ist  also  die  Cardioide  (mit  Spitze 
in  N),  Jenen  Kreis  nenne  ich  den  erzeugenden  Kreis  der  Curve;  der 
Radius  desselben  sei  mit  r,  die  Entfernung  des  Poles  oder  Doppelpunktes  JN^ 
vom  Mittelpunkte  M  mit  e  bezeichnet:  r  =  MAj  =  MA^,  e^MN.  Bei 
den  Curven  erster  Art*  ist  N  isolirter  Doppelpunkt;  diese  Curven  sind 
ganz  convex   oder  mit  einer  hohlen  Einbiegung  (und   also  dann  mit  zwei 

f  T 

reellen  Wendepunkten)  versehen,  je  nachdem  e<^  oder  >-jr-  ist;  für  e  =  -n 

ergiebt  sich  eine  Curve  mit  Flachpunkt  (Hjperosculationspunkt  mit  unend- 
lich grossem  Krümmungsradius).  —  Bekanntlich  ist  jede  solche  Curve  in 
zweierlei  Hinsicht  Rollcurve  (Epicjkloide  und  Hjpocjkloide);  auch  kann  sie 
dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  von  N  aus  alle  Strahlen  NU  nach  der 
Peripherie  des  über  NM  als  Durchmesser  errichteten  Kreises  zieht  und  von 
U  aus  auf  NU  eine  constante  Strecke  (r  =  MA^  =  MA^  =  UP^ ,  Fig.  2)  abtrSgt 
Es  werde  aber  hier  gleich  noch  eine  (ebenfalls  nicht  neue)  Erzeugungsweise, 
des  Folgenden  wegen ,  erwähnt  (Fig.  1  a).  Sind  Cj ,  Oj  die  Mitten  von  NAi , 
NA^,  0  die  Mitte  von  NM^  und  wird  der  Kreis  um  0  gezeichnet,  welcher 
durch  C, ,  Cj  geht;  ist  ferner  P,  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  schneidet 
NPi  den  vorhin  genannten  Kreis,  welcher  jyjlf  zum  Durchmesser  hat,  in  U; 
wird  in  dem  Kreise,  wovon  ein  Durchmesser  CjOg  ist,  der  Radius  OJINP^ 

•  Die  Figuren  sind  für  Curven  erster  Art  entworfen,  mit  AusDahtne   der 

Digitized  by  VjOOQIC 


Tafel  JC. 


^,33^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by 


Google 


Ueber  Kreisfusspunktcurven.     Von  Dr.  0.  Richter.  339 


gezogen,  in  /  die  Tangente  gelegt  und  diese  mit  NP^  zum  Schnitte  (ff) 
gebracht;  ist  endlich  MH  das  Loth  von  M  auf  jene  Tangente,  so  folgt  aus 
der  Un Veränderlichkeit  der  Länge  PP,  (=  MÄ^  =  ^AiÄ^  =  C^C^  =  2ÖJ 
=  NG  +  MH=:NG+ÜG)  sofort  NG  =  GF^,  mithin  JP^=JN  (so  dass 
also   der  Kreis   um  /  durch  P^   auch  durch  N  gehen  muss,   wobei  für  den 

OJ      r 
Kreis  0,  auf  welchem  J  liegt,  das  Verhältniss  — — :  =  —  ist).     Also  hat  man 

NO      e 

den  Satz: 

a)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  (/)  auf  einem  gegebenen  Kreise 
(Durchmesser  (7,02)  liegen  und  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  (A') 
gehen,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  ein,  deren  Doppelpunkt  iV,  und 
welche  von  der  ersten ,  zweiten ,  dritten  Art  ist ,  je  nachdem  N  in ,  auf  dem 
Kreise  oder  ausserhalb  desselben  gelegen  ist. 

Diese  Kreise  kann  man  als  doppelt  berührende  bezeichnen,  inso- 
fern man  den  Durchgang  durch  den  Doppelpunkt  als  Berührung  auffassen  , 
darf.  Ist  P  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  TV,  Cj,  C^  (iV,  P  einander 
zugeordnet),  und  schneidet  PJ  die  durch  Ä^  und  N  parallel  C^J  gezogenen 
Geraden  (oder,  was  dasselbe  ist,  die  Parallelen  zu  C^J  durch  iV,  A^)  in  F^, 
JPj )  80  gehören  diese  beiden  Punkte  bez.  den  durch  iV,  Ai  und  N,  A^  gehen- 
den Kreisen  an,  deren  Mittelpunkte  Cj,  C^  sind;  überdies  liegen  sie  auf 
dem  Kreise  J  selbst,  und  die  Radien  der  Kreise  J,  0,  oder  cT",  C^  verhalten 
sich   ebenso   zu    einander,    wie   die  Entfernungen  ihrer  Mittelpunkte  von  P, 

d.  h.  der  Quotient  ^  ist  constant,  und  zwar  =— =  — •     Hieraus  folgt: 

h)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  für  welche  das  Verhältniss  des  Radius  zum  Abstände  des  Mittelpunktes 
von  einem  gegebenen  Punkte  constant ,  und  zwar  ebenso  gross  wie  das  Ver- 
hältniss des  Radius  des  gegebenen  Kreises  zum  Abstände  seines  Mittelpunktes 
vom  gegebenen  Punkte  ist,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  erster,  zweiter, 
dritter  Art  ein,  je  nachdem  jenes  Verhältniss  ^1  ist. 

Man  beweist  ferner  (Fig.  Ib),  dass,  wenn  J'  ein  Punkt  des  Kreises 
NM  ist,  JP'j,  jP'j  die  Schnittpunkte  von  NJ'  mit  den  Kreisen  C,,  Cg; 
P\^  P\  die  Schnitte  des  Kreises  um  J' durch  F\,  F\  mit  der  Parallelen 
zu  CjF'i  und  Cgl^'a  durch  P,  dann  P\  und  P\  Punkte  der  Kreisfusspunkt- 
curve sind,  und  zwar  der  Kreis  J'  dieselbe  in  ihnen  berührt     Dabei  ist 

J'P'  r 

auch  das  Verhältniss    ... ./   constant,  und  zwar  =—-•     Also: 

N  J  e 

c)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  fUr  welche  das  Verhältniss  des  Radius  zum  Abstände  des  Mittelpunktes     " 
Yon  einem  auf  dem  gegebenen  Kreise  liegenden  gegebenen  Punkte  constant 
ist,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  erster,  zweiter,  dritter  Art  ein,  je  nach- 
dem dieses  Vsrhältniss  ^1  ist. 
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Die  Normale  der  Curve  in  einem  Punkte  P^  geht  durch  die  Mitte  von 
NQ^^  wenn  Q^  denjenigen  Punkt  des  erzeugenden  Kreises  bedeutet,  dessen 
Tangente  den  Punkt  P,  liefert  (JVP,  ||  itf §j  J_  Pj  ^,).  Q^  mag  der  erzeu- 
gende Punkt  von  P^  heissen. 

Die  Punkte  P  und  JV  sind  Brennpunkte  der  Kreisfusspunktlinie, 
und  zwar  N  bekanntlich  ein  Doppelbrennpunkt. 

Mit  Bezug  auf  jeden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  N  ist,  ist  der  Curve 
ein  Kegelschnitt  kreisverwandt  (Fig.  2).  Die  Kegelschnitte  sind  bez. 
Ellipsen,  Parabeln,  Hyperbeln  bei  den  Curven  erster,  zweiter,  dritter  Art. 
unter  ihnen  ist  jedesmal  einer  besonders  ausgezeichnet,  nämlich  derjenige, 
wovon  der  eine  Brennpunkt  mit  N  zusammenfällt  und  die  zugehörige  Leit- 
linie das  Mittelloth  von  A^A^  (in  M)  ist.  Der  Grundkreis  dieser  Kreis- 
verwandtschaft hat  offenbar  NM  als  Radius.  Bezeichnet  man  den  andern 
Brennpunkt  des  ausgezeichneten  Kegelschnittes  mit  N,  seinen  Mittelpunkt 
mit  M,  so  entsprechen  den  Punkten  N,  M  vermöge  der  Kreisverwandtscbaft 
zwei  Punkte  P,  ö,  welche  dei-art  liegen,  dass  0,  Ny  A^y  A^  harmonische 
Punkte  sind  (ö,  N  einander  zugeordnet),  und  P  die  Mitte  von  NQ  ist, 
wobei  dieser  Punkt  P  mit  dem  auf  S.  338  und  339  genannten  identisch 
ist,  und  die  Beziehung  PA^.PA^^^  PN  besteht.  Den  Hauptscheiteln  Aj ,  Äj 
des  in  Rede  stehenden  Kegelschnittes  entsprechen  die  Punkte  A^^  A^y  den 
Nebenscheiteln  B, ,  Bj  aber  zwei  Punkte  5, ,  J^g  der  Curve,  welche  (ausser- 
halb  der  Axe  A^A^  gelegene)   Hyperosculationspunkte  sein  müssen. 

Durch  üebertragung  einfacher  Kegelschnittss&tze  vermittelst  der  Kreis- 
verwandtschaft ergiebt  sich  Folgendes: 

1.  Es  giebt  eine  Schaar  von  Kreisen,  von  welchen  jeder  die  Kreis- 
fusspunktcurve  in  zwei  Punkten  P|,  P^  berührt;  dies  sind  die  Kreise  f 
(Fig.  Ib),  welche  im  Satze  c)  S.  339  erwähnt  sind  [sie  entsprechen 
den  Berührungskreisen  des  Kegelschnittes,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
Nebenaxe  desselben  liegen.*  Die  Kreise  J  (Fig.  la),  Satz  a)  und  6) 
S.  338  und  339,  entsprechen  den  Tangenten  des  Kegelschnittes]; 

2.  solche  zwei  Punkte  P|,  P^  liegen  mit  P  in  gerader  Linie  (hierzu 
-    und  zu  Folgendem  vergl.  Fig.  3)  ,** 


*  Des  Späteren  wegen  sei  bemerkt,  dass  ein  solcher  Berührkreis  eines 
Kegelschnittes  eine  Hauptscheiteltangente  in  demjenigen  Punkte  schneidet, 
welcher  mit  dem  zugehörigen  Brennpunkte  und  dem  Ereiscentrum  in  gerader  Linie 
liegt,  was  zuerst  Quetelet  bemerkt  hat  (Nouv.  M^m.  de  TAcad.  de  Bruxelles, 
t.  y,  pag.  25).  üebrigens  liegen  die  Berührpunkte  selbst  auf  der  Parallelen  zur 
Hanptaxe  durch  denjenigen  Punkt,  in  welchem  die  zum  genannten  Brennpunkte 
gehörige  Leitlinie  des  Eegelschnittes  von  der  eben  erwähnten  geraden  Linie  ge- 
schnitten wird. 

**  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  die  Tangenten  von  P  an  die  Curve  dieselbe 
gerade  in  den  Hyperosculationspunkten  berühren. 
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3.  werden  auch  ausgeschnitten  von  einem  Kreise,  welcher  die  Axe 
A^A^  in  N  berührt,  und 

4.  von  einem  durch  A^^  -äg  gehenden  Kreise. 

Durch  einfache  Betrachtungen  folgt  hieraus  weiter,  dass,  wie  schon 
erwähnt, 

5.  die  Mittelpunkte  B  (in  Fig.  1  b  J'  genannt)  jener  BertthrKreise 
auf  dem  über  NM  als  Durchmesser  errichteten  Kreise  liegen,  dass 

6.  die  Verbindungslinie  der  beiden  erzeugenden  Punkte  von  Pj,  /^g, 
nämlich  £),,  Q^,  stets  durch  den  Punkt  N  läuft,  weiter 

7.  deren  Leitstrahlen  von  N  aus,  NQ^^  N0%  unter  entgegengesetzt 
gleichen  Winkeln  gegen  die  Axe  A^A^  der  Curve  geneigt  sind,  und 

8.  der  durch  N  gehende  Durchmesser  ^lÄ^  eines  Berührkreises 
derart  beschaffen  ist,  ^2k^^  A^A ^\A^AW'M.B  ist,  überdies  A\A^\Q^Q^ 
und  NL  JuQxQ%^  wenn  L  der  Schnitt  von  P^ Q^  mit  P^ P^  ist ,  und  also 
PL  =  PN.  Insbesondere  hat  man  aber  den  Secantensatz  PP^.PP^ 
=  const.  =  PA^.PA^^  PN^  (auf  diesen  Satz  hat  wohl  zuerst  Chasles 
aufmerksam  gemacht).*     Hiernach  und  wegen  5  hat  man  den  Satz: 

Berühren  sich  zwei  Kreise  ff|,  S^  lu  ^9  so  hüllen  alle 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  ^^  liegen,  und  welche  S^  recht- 
winklig schneiden,  eine  Kreisfusspunktcurve  ein;  dieselbe  ist 
vou  der  ersten  oder  dritten  Art;  je  nachdem  $2  ausserhalb 
oder  innerhalb  ft|  liegt;  N  ist  ihr  Doppelpunkt. 

Der  durch  Zusammenfassung  von  1,  5,  8  entstehende  Satz  ist  aber 
nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  für  alle  Fasspnnktonrven 
giltigen  Satzes,  welchen  ich  bereits  vor  langer  Zeit  gefunden  habe,  ohne 
in  der  Literatur  eine  Spur  davon  zu  entdecken,  ausgenommen  eine  neuer- 
dings erschienene  Arbeit  von  H.  6.  L.  Schotten,*  wo  sich  eine  Andeutung, 
sowie  der  (freilich  analytische)  Beweis  für  den  speciellen  Fall  der  Car- 
dioide  findet.  Es  wäre  aber  seltsam,  wenn  jener  an  und  für  sich 
sehr  einfache  Satz  so  lange  sollte  verborgen  geblieben  sein.  Jedenfalls 
dürfte  der  hier  gegebene  Beweis,  vielleicht  auch  die  Fassung  des  Satzes 
neu  sein,  um  den  Satz  bequem  aussprechen  zu  können ,  schicke  ich  einige 
Bemerkungen  voraus. 

Es  sei  eine  beliebige  Curve  @  gegeben.  Die  Fusspunktcurve  derselben 
mit  Bezug  auf  einen  beliebigen,  aber  fest  gewählten  Pol  G  bezeichne  ich 
luit  %yty  diejenige  Curve  aber,  welche  entsteht,  wenn  man  von  C  aus  nicht 

T 
unter    rechtem,    sondern    einem    beliebigen    constanten   Winkel   ^ 


•  Daher  ist  die  Entfernung  der  HyperoBCulationEpunkte  (JB,,  JB»,  Fig.  2)  von 
P  gleich  PN. 

^*  WiBsenschafbl.  Beilage  zum  Progr.  d.  Königl.  Gymnas.  etc.  zu  Hersfeld 
1887:  „Ueber  Puaspunktcurven",  von  Dr.  H.  G.  L.  Schotten. 
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Strahlen  nach  den  Tangenten  von  €  zieht,  mit  %^.*  Dabei  kann  man 
voraussetzen ,  dass  unter  allen  Umständen  die  Bedingung  0  <  tj;  <  ti  erfüllt 
sei,  weil  offenbar  i$«-f^  mit  %^,  identisch  ist. 

Sind  weiter  Qq^  S'  zwei  einander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Cur- 
yen,  C  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunkt,  und  wird  die  kleinere  Curye  S' 
aus  ihrer  Lage  um  C  soweit  gedreht,   bis  der  cos  des  Winkels  zweier 

entsprechender  Strahlen  p,  Pq  der  Curven   6',  g^  gleich   —   ist, 

und  wird  in  dieser  Lage  6  mit  6  bezeichnet,  so  soll  gesagt  werden,  dass 
sich  die  Curven  (Sq  und  €  in  gedreht-ähnlicher  Lage  befinden;  ge- 
nauer, wenn  der  Winkel  zweier  entsprechender  Strahlen  (z.  B.  von  p  gegen 
Pq)  q>  genannt,  und  entsprechend  6  durch  (J^  ersetzt  wird:**  dass  sich 
die  Curve  ^g»  in  gedreht -ähnlicher  Lage  gegen  @o  mit  Bezug  auf  q>  als 
Drehungswinkel  und  C  als  Aehnlichkeitspunkt  befindet.  Betrachtet  man 
alle  Curven  (5^  (entsprechend  den  verschiedenen  Werthen  von  9),  so  soll 
dieses  Curvensjstem  ein  System  von  Curven  in  gedreht-ähnlicher 
Lage  heissen.  Dabei  liegen  entsprechende  Punkte  der  Curven  6^^,  welche 
einem  Punkte  i^  von  Sg  entsprechen,  jedesmal  auf  einem  Kreise  durch  r, 
und  zwar  dem  Kreise,   wovon  ein  Durchmesser  P^C  ist.     Dem  Winkel   tp 

muss  man  dabei  die  Spielräume  von  0  bis  -^  und  von   7p  bis  23jc  geben. 

Falls  So  sich  nicht  ins  unendliche  erstreckt,  ist  6ir  oder  {S,zn  identisch  mit 

2  T 

dem  Punkte  C;  ausserdem  ist  €2^-9  =  @- 7«     ^s  mag  festgesetzt  werden, 

dasB  q>  nur  von  0  bis  -^  variiren  soll,  dagegen  für  einen  Winkel  q>'  zwi- 
schen \n  und  2 TS,  welcher  =2;r  — ^  ist,  6(p'  =  62ir— 9  durch  (S~ 9  ersetzt 
werden  soll. 

Der  in  Rede  stehende  allgemeine  Satz  lautet  dann  so: 

Die    Fusspunktcurve   ^n    irgend    einer    gegebenen   Grnnd- 

curve  @o  mit  Bezug  auf  einen  gegebenen  Pol  N  ist  zugleich 
^n         n^it  Bezug  auf  S»  als  Grundcurve,   welche  sich  gegen  So 

in  Bezug  auf  N  als  Aehnlichkeitspunkt  und  q>  als  Drehwinkel 
in  gedreht-ähnlicher  Lage  befindet.  Die  Fusspunktcurve  wird 
dabei  von  der  Schaar  der  Curven  6^^  eingehüllt,  während  an- 
dererseits jede  Schaar  entsprechender  Tangenten  der  (einander 
ähnlichen)  Curven  (S^  einen  Punkt  der  Fusspunktcurve  als  ge- 
meinsamen Punkt  hat,   so  dass  auch  umgekehrt  jedem  Punkte 

*  Die  Zweideutigkeit,  welche  entsteht  (da  man  von  N  aus  zwei  Strahlen 
unter  dem  Winkel  t^j  gegen  eine  Gerade  ziehen  kann),  wird  durch  Festsetzung 
eines  bestimmten  Drehnngssinnes  des  Winkels,  von  der  Tangente  zum  Strahle 
gerechnet,  beseitigt.    Die  andere  Curve  ist  dann  als  ^n—'^p  zu  bezeichnen. 

**  Wieder  mit  Festselzuag  eines  bestimmten  Drehung8sinne87>  j 
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der  Fusspanktcurye  sein  Strahlbüscbel  als  Schaar  entspre- 
chender Tangenten  der  einhüllenden  Curven  @^  zugeordnet  ist. 

So  wird  z.  6.  die  Lemniscate  von  allen  den  gleichseitigen  Hyperbeln 
eingehüllt,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Lemniscatenmittelpunkt  zusammen- 
fallen; und  deren  Scheitel  auf  den  Kreisen  liegen,  die  über  den  beiden 
Halbaxen  der  Lemniscate  als  Durchmessern  errichtet  sind;  und  entsprechende 
Tangenten  dieser  Hyperbeln  schneiden  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  der 
Lemniscate. 

Einen  analytischen  Beweis  für  diesen  Satz  zu  geben»  scheint  wenig 
angemessen,  da  die  analytische  Behandlung  solcher  Aufgaben  die  inneren 
Beziehungen  der  betrachteten  geometrischen  Gebilde  eher  zu  verdunkeln  als 
aufzuhellen  pflegt.     Mir  scheint  der  folgende  Beweis  am  einfachsten  zu  sein. 

Beweis.*  Man  denke  sich  drei  Kreise,  die  sich  in  einem  Punkte  N 
schneiden.  Ihre  anderen  Schnittpunkte  seien  jd,  J3,  C,  Ein  Dreieck  SaS^Sc^ 
dessen  Ecken  8a  ^  S^^  8e  bez.  auf  den  drei  durch  J3(7,  0^,  j^B  gehenden 
Kreisen  laufen,  während  die  Seiten  8tSc,  8cSay  8a8i  sich  bez.  um  ^,  B,  C 
drehen ,  wird  bestfindig  sich  selber  ähnlich  bleiben.  Die  Seiten  des  grössten 
dieser  Dreiecke  sind  parallel  den  Centralen  der  drei  Kreise;  das  kleinste 
fUllt  mit  N  selbst  zusammen  (Maximaldreieck  —  Nulldreieck).  Indem  man 
alle  diese  einander  ähnlichen  Dreiecke  ins  Auge  fasst  und  eine  beliebige 
Figur  ®  in  den  Lagen  der  verschiedenen  Dreiecke  betrachtet  (so  dass  ®q 
zum  grössten  Dreiecke  SJ^Sb^Sj^  dieselbe  Lage  hat  wie  ®^  zum  beliebigen 
Dreieck  Sa^S^^Se^^  welches  um  q>  gegen  das  Maximaldreieck  iS^a^S^^iSc®  ge- 
dreht ist,  und  also  die  Figuren  (S^Sj^SiflSjf  und  ®Q8a^St^So^  einander 
ähnlich  sind),  so  kann  man  auch  von  einer  Bewegung  der  Figur  @  bei 
der  Drehung  des  Dreiecks  8aSb8c  reden.  Ist  z.B.  @  ein  Punkt  $,  so 
bewegt  sich  $  auf  dem  Kreise,  wovon  ein  Durchmesser  N^q  ist,  so  dass 
das  System  der  Figuren  ®  stets  ein  System  in  gedreht-ähn- 
licher Lage  mit  Bezug  auf  N  als  Drehpunkt  darstellt,  und  zwar 
eine  Figur  ®(p  gegen  ®q  sich  mit  Bezug  auf  (p  als  Drehwinkel  in  gedreht- 
ähnlicher Lage  befindet.  Ist  ®  eine  gerade  Linie  9t,  so  wird  sich,  wenn 
wieder  die  Lage  von  91  im  grössten  Dreieck  mit  9lo  bezeichnet  wird ,  91  um 
einen  festen  Punkt  D  drehen ,  welcher  als  Pusspunkt  des  Lothes  von  N  auf 
9io  gefunden  wird,  indem  man  vom  grössten  Dreieck  8a^SipSe^  ausgeht; 
oder,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Dreieck  Sa^Sb^Sc^  ausgeht,  indem 

7t 

man  von   iV  aus  nach  9i<p  die  Gerade  unter  dem  Winkel  -^—g>  zieht** 
(Fig.  4).     Aus  diesen  Betrachtungen,   die  eigentlich  selbstverständlich  sind, 


*  Yergl.  hierzu  etwa  J.  Petersen,  Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung 
geo metrischer  Gonstructioneaufgaben ,  deutsch  von  Fischer-Benzon,  S.  79 ügg, 

**  Die  Zweideutigkeit  ist  wieder  durch  Festsetzung  eines  bestimmten  Dreh- 
nngseinnes  zu  beseitigen.  Der  Winkel  tp  von  Sa^^Sb^  gegen  Sa^St^  z.  B.,  von  letz- 
terer Geraden  nach  der  ersteren  hin  gerechnet,  muss  denselben  Drehungs^inn 
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ergiebt  sich  bereits  der  zu  beweisende  Satz,  wenn  man  jetzt  nach  der  Be- 
wegung der  Tangenten  einer  Ourve  (S  fragt,  die  sich  mit  dem  Dreieck 
SaS^Sc  bewegt.  Jede  einzelne  Tangente  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt, 
und  die  verschiedenen  Lagen  einer  bestimmten  Taugente  (entsprechend  den 
verschiedenen  Lagen  des  Dreiecks  SaS^Sc,  d.  i.  den  verschiedenen  Drei- 
ecken Sa^Sö^Sc^)  sind  entsprechende  Tangenten  der  verschiedenen  Lagen 
von  6  oder  der  verschiedenen  Curven  (5q,  ,  wobei ,  wie  bemerkt  wurde ,  6<p 
sich  in  gedreht- ähnlicher  Lage  gegen  (Sq  befindet.  Ausgehend  von  irgend 
einer  Lage  @(p,  findet  man  nach  dem  vorhin  Gesagten  die  Drehpunkte  D  der 

Tangenten  von  6 ,  indem  man  von  N  die  Geraden  unter  dem  Winkel  7^  —  9 

gegen  die  Tangenten  von  @^qp  zieht;   d.  h.  mit  früherer  Bezeichnungsweise, 

die  Drehpunkte  D   bilden  die  g«         von   6y,   insbesondere   (^  =  0)  auch 

die  g,  von  60 .  ^ 

2 
Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.     Jede  6<p  berührt  die  Drehpunktscurve 

(oder  Pusspunktcurve  von  ©q)  in  ebensovielen  Punkten ,  als  sich  Tangenten 
von  einem  gegebenen  Punkte  an  die  gegebene  Curve  S  ziehen  lassen.  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  diese  Berührpunkte  von  vornherein  in  gewisser 
Anzahl  paarweise  conjugirt  imaginär  sein  oder  es  im  Verlaufe  der  geschil- 
derten Bewegung  werden  können.  So  werden  z.  B.  bei  einer  Ereisfusspunkt- 
curve  der  ersten  Art  die  Berührpunkte  des  Berührkreises  {J'  Fig.  Ib, 
B  Fig.  3)  von  zwei  bestimmten  Stellen  an  (B^ ,  B^  Fig.  2) ,  wo  sie  zusam- 
menfallen (so  dass  diese  beiden  Kreise  Hjperosculationskreise  sind, 
s.  S.  340),  conjugirt  imaginär. 

Aber  selbst  der  Satz  S.  342  ist  wiederum  nur  einem  weit  umfassen- 
deren Satze  untergeordnet.  Es  liegt  ihm  (vergl.  seinen  Beweis)  die  Betrach- 
tung einer  Curve  K  zu  Grunde,  welche  sich  von  einer  gegebenen  Curve  (Sq 
aus  derart  verändert,  dass  sie  L  der  letzteren  beständig  ähnlich  bleibt  und 
dass  IL  jeder  ihrer  Punkte  P  denjenigen  Kreis  beschreibt,  dessen  Durch- 
messer NPq  ist,  wenn  unter  P^  der  dem  Punkte  P  von  6  entsprechende 
Punkt  von  S^  verstanden  wird.  Der  Satz  sagt  alsdann  aus,  dass  die 
Gebilde,  welche  die  sämmtlichen  Schaaren  entsprechender 
Tangenten  der  Curven  6  hervorbringen  (nämlich  die  Schnittpunkte 
der  Tangenten),  dieselbe  Curve  erzeugen,  wie  die  Curvenschaar 
6  selbst.  Dies  ist  die  Form  des  Satzes  S.  343,  in  welcher  er  sich  ver- 
allgemeinern lässt.  Da  eine  nähere  Erörterung  dieses  umfassenderen 
Satzes,  welcher  der  bequemen  Anführung  wegen  der  Satz  (%)  genannt 
werden  möge,  nicht  hierher  gehört,  so  möge  er  Mos  durch  einige  Beispiele 
erläutert   werden,    welche   sich  auf  die  Kegelschnitte  und   Kreisfusspunkt- 


haben,  wie  der  Winkel  q>  von  dtq»  gegen  dtot  derselbe  von  fRo  nach  ^tp  hin  ge- 
rechnet.   Dann  iet  bei  demselben 
von  fft(p  gegen  ND  zu  rechnen. 


rechnet.    Dann  iet  bei  demselben  Drehungssiune  der  oben  genannte  Winkel  ~  —  7 
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curven  beziehen.  Vorher  sei  noch  bemerkt^  dass  die  in  Rede  stehende  Ver- 
allgemeinerung im  Wesentlichen  auf  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffes 
der  „gedreht -ähnlichen  Lage**  hinauskommt  (S.  342),  indem  man  festsetzt, 
dass  die  Function,  welche  das  Verhältniss  zweier  entsprechender  Strecken 
der  betrachteten  ähnlichen  Figuren  angiebt,  nicht  der  cos  ihres  Winkels  zu 
sein  braucht,  sondern  eine  beliebige  Function  sein  kann.  Zu  jedem  defi- 
nirten  System  in  „gedreht -ähnlicher  Lage^  gehört  dann  eine  bestimmte 
Winkel function ,  und  umgekehrt  wird  bei  derselben  Ausgangsfigur  6^  und 
demselben  Aehnlichkeitscentrum  C  jeder  eindeutigen  Winkelfunction  ein  ganz 
bestimmtes  System  (S  in  gedreht -ähnlicher  Lage  entsprechen.  In  diesem 
Sinne  kann  man  z.  B.  sagen,  dass  auch  die  Kreise  J  (Fig.  1  a)  sich  in  ge- 
dreht-ähnlicher Lage  befinden,  und  zwar  [auf  Grund  der  Sätze  ä)  und  h) 
S.  339]  sowohl  mit  Bezug  auf  N  als  mit  Bezug  auf  P  als  Aehnlichkeits- 
centrum,  —  Es  mögen  nun  drei  Specialfälle  des  Satzes  (91)  folgen,  welche 
also  dem  Satze  S.  342  nebengeordnet  sind. 

1.  Setzt  man  an  Stelle  der  obigen  Bedingung  II  die  folgende:  dass 
jeder  Punkt  P  diejenige  Gerade  beschreibt,  welche  in  Pq  auf  NP^  senkrecht 
steht)  80  lautet  der  hieraus  sich  ergebende  Specialfall  des  Satzes  (91),  weil 
alsdann  eine  Gerade  91  diejenige  Parabel  umhüllt,  welche  C  zum  Brenn- 
punkte und  9^0  zur  Scheiteltangente  hat,  folgendermassen : 

Verändert  sich  eine  Curve  6  von  einer  gegebenen  Curve  Gq 
aus  derart,  dass  sie  beständig  (S^  ähnlich  bleibt,  und  jeder 
Punkt  P  diejenige  Gerade  beschreibt,  welche  in  Pq  (dem  ent- 
sprechenden Punkte  von  ^q)  auf  CPq  senkrecht  steht  (unter  C 
das  gegebene  Aehnlichkeitscentrum  verstanden),  so  wird  die 
Einhüllnngscurve  von  (S  zugleich  eingehüllt  werden  von  allen 
Parabeln,  welche  C  zum  Brennpunkte  und  die  Tangente  von  6^q 
zu  Scheiteltangenten  haben.  Jede  Schaar  entsprechender  Tan- 
genten der  Curven  6  hüllt  eine  der  Parabeln  ein. 

Insbesondere,  wenn  (Sq  ein  Kreis  ist  (wobei  die  (S  einen  Kegelschnitt 
einhüllen ,  vergl.  die  Anmerkung  S.  340) : 

Jeder  Kegelschnitt  wird  eingehüllt  von  den  Parabeln, 
welche  einen  der  beiden  Brennpunkte  zum  gemeinsamen  Brenn- 
punkte, und  die  Tangenten  desjenigen  Kreises,  welcher  den 
Kegelschnitt  in  den  Hauptscheiteln  berührt,  zu  Scheiteltan- 
genten haben.*    Oder,  was  genau  dasselbe  ist:  Alle  Parabeln,  welche 


*  Dieser  Satz  ist  ebenso,  wie  die  folgenden,  auch  leicht  direct  nachzuweisen. 
Der  Berührpunkt  einer  eolcheu  Parabel  mit  dem  EegeUchnitte  liegt  auf  demjeni» 
gen  Strahle,  der  vom  andern  Brennpunkte  des  letzteren  aus  zur  Parabelaxe  parallel 
gezogen  ist,  wenn  man  die  Parabelaxe  in  der  Richtung  vom  Parabel brennpunkte 
zum  Scheitel  rechnet.  Durch  Anwendung  der  Kreisyerwandtschaft  ergiebt  sich 
aus  dem  obigen  Satze  ein  interessanter  Satz  über  Ereisfusspunktcurven.  —  Uebrigens 
befinden  sich  auch  die  Berührkreise  eines  Kegelschnittes,  die  ihre  Mittelpunkte         ^ 
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den  Doppelpunkt  einer  Kreisfusspunktcurve  zum  Brennpunkte 
und  die  Punkte  dieser  Curve  zu  Scheiteln  haben,  hüllen  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ein,  je  nachdem  die  Kreisfusspunktcurve 
von  der  ersten  oder  dritten  Art  ist. 

2.  Die  Bedingung  II  (S.  344)  möge  durch  diese  ersetzt  werden:  dass 
jeder  Punkt  P  den  durch  Pq  gehenden  zu  CP^  symmetrisch  gelegenen  Kreis 
beschreibt,  für  welchen  das  Verhaltniss  CP\\CPq  —  X  einen  gegebenen 
Werth  hat  (wo  P'q  seinen  andern  Schnitt  mit  CP^  bezeichnet),  so  wird  eine 
Gerade  91  einen  Kegelschnitt  beschreiben.  Nimmt  man  gleichzeitig  fQr  gg 
einen  Kreis,  welchem  dasselbe  Verhftliniss  X  zukommt  (so  dass,  wenn  die 
Enden  seines  durch  C  geheuden  Durchmessers  Pq^  P'q  sind,  CP'qiCPq^X 
ist),  so  wird  derselbe  (oder  die  Kreisschaar  6)  eine  Kreisfusspunktcurve* 
einhüllen.     Daher  hat  man  auf  Grund  des  Satzes  (%)  (vergl.  Fig.  la): 

Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  den  Kegelschnitten 
eingehüllt,  welche  P  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Paare  ent- 
sprechender (paralleler)  Tangenten**  der  Kreise  C^,  C^  zu  Haupt- 
scheiteltangenten (oder  die  Tangenten  des  Kreises  C,Cj  zu  Nebenaxen) 
haben.  Diese  Kegelschnitte  sind  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  je 
nachdem  die  Curve  von  der  ersten  oder  dritten  Art  ist.  Jeder 
dieser  (in  gedreht  -  ähnlicher  Lage  befindlichen)  Kegelschnitte  wird 
von  einem  System  entsprechender  Tangenten  der  Kreise  /  (mit 
P  als  Aehnlichkeitscent.ru m)  eingehüllt.  Man  übersieht  sehr  leicht»  dass 
diese  Kegelschnitte  alle  durch  den  Doppelpunkt  N  laufen,  und  der 
andere  BerUhrpunkt  jedesmal  auf  der  Parallelen  durch  N  zur  Hauptaze  des 
Kegelschnittes  liegt.     Man  kann  also  auch  sagen: 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt,  w&hrend  seine  Peri- 
pherie beständig  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so  hüllt 
er  eine  Kreisfusspunktcurve  erster  oder  dritter  Art  ein,  je 
nachdem  er  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist.  Der  Brennpunkt 
ist  zugleich  Doppelpunkt  der  Eingehüllten.  Die  numerische  Ex- 
centricität der  Kegelschnitte  ist  offenbar  gleich  —  (s.  S.  338). 

3.  Berücksichtigt  man ,  dass  die  Kreise  /  sich  auch  mit  Bezug  anf  N 
als  Aehnlichkeitscentrum  in  gedreht  ähnlicher  Lage  befinden  [vergL  Satz  a), 
S.  339] ,  so  erhält  man  genau  wie  bei  2 : 

Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  den  Kegelschnitten  ein- 
gehüllt,  welche  N  zum  Brennpunkte  und  die  Paare  entspre- 

auf  der  Nebenaxe  haben,  in  gedreht -ähnlicher  Lage,  nämlich  mit  Bezug  auf  jeden 
der  imaginären  Brennpunkte. 

*  Vergl.  den  Satz  b)  S.  339,  wobei  also  P  (Fig.  la)  das  Aehnlichkeitscentram 
der  in  gedreht -ähnlicher  Lage  befindlichen  Kreise  J  ist. 

**  Entsprechend  mit  Bezug  auf  P  als  Aehnlichkeitspunkt. 
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chender  Tangenten  der  Kreise  C^,  C^*  zu  Hanptscheiteltan- 
genten  (oder  die  Tangenten  des  Kreises  NM  zu  Nebenaxen)  haben. 
Jeder  dieser  (in  gedreht  -  ähnlicher  Lage  befindlichen)  Kegelschnitte 
wird  von  einem  System  entsprechender  Tangenten  der  Kreise 
J  eingehüllt,  und  seine  Berührpankte  liegen  auf  der  Paral- 
lelen zu  seiner  Hauptaxe  durch  P.     Oder,  was  dasselbe  ist: 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt  iV,  während  seine  Neben- 
axe  beständig  einen  durch  N  hindurchgehenden  gegebenen 
Kreis  berührt,  so  wird  er  eine  Kreisfusspunktcurve  (mit  N  als 
Doppelpunkt)  einhüllen,  welche  von  der  ersten  oder  dritten  Art 
ist,  je  nachdem  er  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.     Die  nume- 

rische  Excentricität  ist  gleich  ~ 

Die  Sätze  2  und  3  können  folgendermassen  zusammengefasst  werden: 
^ede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  zwei  Systemen  doppelt 
berührender  Kegelschnitte  in  gedreht  -  ähnlicher  Lage  ein- 
gehüllt; das  eine  besteht  stets  aus  Hyperbeln,  das  andere  aus 
Ellipsen.  Das  eine  System  hat  P^  das  andere  N  als  Aehnlich- 
keitscentrum  und  gemeinsamen  Brennpunkt,  und  zwar  besteht 
das  erste  aus  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  das  zweite  umgekehrt 
aus  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem  die  Curve  von  der 
ersten  oder  dritten  Art  ist.  Die  numerische  Excentricität  deS 
einen  Systems  ist  dasReciproke  von  der  des  andern.  Die  Mittel- 
punkte des  ersten  Systems  liegen  auf  einer  Kreisfusspunktcurve  dritter  oder 
erster  Art,  die  des  zweiten  auf  einer  solchen  zweiter  Art.  Unter  den  Hyper- 
beln befinden  sich  stets  zwei  zerfallende,  nämlich  die,  deren  Mittelpunkte  bei 
der  Curve  erster  Art  P,  bei  der  dritten  Art  N  sind ;  die  ersteren  bestehen 
ans  der  Axe  PN  und  einer  der  von  P  an  die  Curve  gehenden  Tangenten,  die 
letzteren ,  welche  zusammenfallen ,  aus  den  beiden  Doppelpunktstangenten. 

Es  mögen  nun  die  Betrachtungen  S.  340  fortgesetzt  werden.  Ist  (Fig.  3) 
der  erzeugende  Kreis  M^  der  Doppelpunkt  N  und  auf  dem  Kreise  NM  der 
Mittelpunkt  J?  eines  Berührkreises  gegeben,  so  findet  man  die  Berührpunkte 
F^y  P^  desselben  nach  den  Sätzen  S.340  u.  341.  Ein  ganz  anderes  Verfahren 
ergiebt  sich  aber  auf  Grund  des  Satzes  S.  342  (vergl.  namentlich  den 
Beweis  desselben) :  man  ziehe  (Fig.  3)  durch  J\  oder  A'^  die  Parallele  zur 
Axe  und  zeichue  den  Hilfskreis,  welcher  mit  dem  Berührkreise  B  concentrisch 
ist  und  jene  Parallele  berührt  —  die  Tangenten  von  N  aus  an  diesen  Hilfs- 
kreis werden  die  Punkte  P^,  P^  ausschneiden.** 

•  Entsprechendnatürlichjetzt  mitBezug  aufmale  Aehniichkeitspunkt;  s.Fig.lb. 

♦*  Alle  diese  Hilfskreiße  hüllen  eine  Curve  ein,  welche  sowohl  zur  Axe  NMy 

als  auch  zu  einer  darauf  senkrechten  Axe  symmetrisch  ist.    Im  Falle  der  Cardioide 

ist  es  eine  zweispitzige  Cjkloide,  wie  man  sofort  einsieht. 
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Aus  den  bereits  angeführten  Sätzen  folgt  weiter ,  dass  der  Winkel  von 
ÖÖ1P2  gögen  die  Axe  (Fig.  3)  gleich  dem  Winkel  NQ^M=:^NQ^M,  femer, 
dass,  wenn  R^  den  Fasspunkt  des  Xothes  von  iV  auf  MQ^  bedeutet,  dann 
P^Q^R^NL  ein  Kreisfünfeck  ist.  Trifft  also  das  Loth  von  P,  auf  die  Axe 
die  letztere  m  8^^  so  ist  demnach  P^Q^S^B^NL  ein  Ereissechseck,  folglich 

L8,P^L^  LS^OiO=^j  -  LO^OS^==  j  --  L  NO,M  :=  L  P^  Q^N,    anderer- 

seits  LP^S^N^LP^OiN-,  mithin  LS^P^P^^  L  P^S^P^  d.h.  PP^S^  ist  ein 
gleichschenkliges  Dreieck,  also 

PP^  =  P8^  =  PM  +  Wq[,cos  L  P^NA^ 
=  PM+r,cosLP,NA,. 
Wird  der  andere  Punkt»  in  welchem  N P^   die  Curve  trifft,   mit  P\ 
bezeichnet,  so  hat  man  ebenso 

PP\  =  PM  +  r.cosLP\N^^ 
^PM  —  r.casLP^Nj^i; 

nennt  man  also  die  Leitstrahlen  PP,,  PP\  zweier  Curvenpunkte  P,,  P'j, 
welche  mit  dem  Doppelpunkte  N  in  gerader  Linie  liegen,  w  nnd  tci\  so  ist 

w  +  ui=  const.  ^2.PM^ 

wahrend  sich  P^  P\  um  N  dreht  Weil  aber  auch  die  Länge  Pj  P\  con- 
stant  =2r  ist,  so  entspringt  hieraus  der  folgende  merkwürdige  Satz 
(s.  Fig.  5a): 

Der  Mittelpunkt  und  der  eine  Nebenscheitel  einer  Ellipse 
seien  mit  91  und  ^  bezeichnet,  die  Punkte,  auf  welcheSlund  $ 
fallen,  wenn  man  die  Ellipse  auf  eine  Ebene  legt,  mit  iVund  P. 
Dreht  man  dann  in  der  Ebene  die  Ellipse  so,  dass  beständig 
ihre  Hauptaxe  durch  N  und  ihre  Peripherie  durch  P  geht,  so 
beschreiben  ihre  Brennpunkte  eine  Ereisfusspunktcurve,  deren 
Doppelpunkt  N  ist. 

Von  der  Ausgangslage  der  Ellipse  aus  lässt  sich  diese  Fusspunktcnnre 
sehr  leicht  punktweise  zeichnen.  Ist  nämlich  in  dieser  Lage  (Fig.  5a) 
P'  irgend  ein  Peripheriepunkt,  etwa  in  der  Nachbarschaft  von  P,  so 
braucht  man  nur  um  P'  als  Mittelpunkt,  den  Ereis  zu  schlagen,  dessen 
Radius  gleich  PN  ist;  schneidet  derselbe  die  Hauptaxe  der  Ellipse  in 
A'^  und  bedeutet  H  den  Hauptscheitel,  welcher  mit  P  den  Ellipsen- 
quadranten  einschliesst ,  in  welchem  P'  nicht  liegt,  so  trage  man  an 
PN  in  N  den  Winkel  PNK^P'N'H  ab  und  mache  H'N  =  HN'; 
dann  wird  H'  die  Lage  von  H  sein,  die  derjenigen  Lage  der  Ellipse 
entspricht,  in  welcher  P'  nach  P  gekommen  ist  Da  jedoch  jener  EUlfs- 
kreis  um  P'  die  Hauptaxe  in  zwei  Punkten  N\  N"  schneidet,  so  ent- 
sprechen dem  Punkte  P'  auch  zwei  Lagen  von  H\  und  also  zwei  Lagen 
der  Ellipse  überhaupt.  D.  h. :  von  der  Anfangslage  aus  lässt  sich  die  Ellipse 
auf  zwei  Arten  in  der  S.  347  geforderten  Weise  bewegen,  oi^d  also  können 
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die  Brennpunkte  auch  £rt(7ßi  Kreis fusspunktcuryen  beschreiben,  welche 
N  als  gemeinsamen  Doppelpunkt  und  auch  P  gemeinsam  haben,  d.  h.  mit 
einem  Worte  confocal  sind.  Man  beweist  leicht  direct,  dass  die  beiden 
Richtungen,  in  welchen  sich  jeder  Brennpunkt  von  der  Anfangslage  aus  ver- 
schieben lässt,  aufeinander  senkrecht  stehen.  Auch  in  den  beiden  anderen 
Punkten,  in  welchen  sich  die  beiden  Ejreisfusspunktcurven  durchsetzen, 
müssen  sie  sich  daher  rechtwinklig  schneiden;  dies  folgt  aus  dem  Secanten- 
satze  S.  340,  ebenso  wie,  dass  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  mit  P  in 
gerader  Linie  liegen.  Die  beiden  ersten  Schnittpunkte  entsprechen  den 
beiden  äusseren,  die  beiden  anderen  den  inneren  gemeinsamen  Tangenten 
der  erzeugenden  Kreise  {M\  M"  Fig.  5a).  Dass  sich  die  beiden  Curven 
überall  rechtwinklig  schneiden,  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  schon 
daraus ,  dass  sie  confocal  sind.  Stets  ist  übrigens  die  eine  der  beiden  Cur- 
ven von  der  ersten ^  die  andere  von  der  dritten  Art;  stets  sind  ihre  beiden 
erzeugenden  Kreise  gleich  gross  und  liegen  symmetrisch  zu  P,  weshalb  auch, 

wenn  man  für  die  zwei  Curven  das  Verhältniss   —  (s,  S.  338)  mit  g'  •  ff" 

bezeichnet,   g'.g"=l   ist.  —  Aus  der  Erzeugungs weise  der  Kreisfusspunkt- 
curven   durch  Abtragen  einer  constanten  Strecke  mittels  des  Kreises  über 
NM  als  Durchmesser  (S.  338)  folgt  sofort  weiter,  dass  jeder  Punkt  des 
Axenkreuzes   der  Ellipse   (nicht  blos   die  Brennpunkte!)  zwei  Kreis- 
fnsspunktcurven  beschreibt;  denn  die  Strecke  8\8\^  wenn  zwei  Punkte  der 
Kreisfnsspunktcurve ,  welche  mit  N  in  gerader  Linie  liegen,  so  bezeichnet 
werden  (Fig.  5  a),  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  und 
wird  durch  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  desselben  halbirt,  so  dass  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse  zwei  Kreise  beschreibt,  je  zwei  gleich 
weit  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  abstehende  Punkte  (Punktepaar)  einer 
Ellipsenaxe  aber  jedesmal  dasselbe  Curvenpaar,   und  zwar  zwei  Punkte  der 
Nebenaxe  jedesmal  ein  Paar  sich  doppelt  berührender  Curven,  dagegen  ein 
Punktepaar   der   Hauptaxe    ein    Paar   von    Curven,    welche    die    Brenn- 
punkte    gemein    haben.       Mit  Festhaltung    der    Punkte    N^    P   (Fig.  5a) 
werden  sich  alle  möglichen  Ellipsen  mit  verschiedenen  Hauptaxen  2a,  aber 
mit   derselben  Nebenaxe  2&  =  2.JVP  in  der  S.  348  angegebenen  Weise  be- 
wegen   lassen.     Dann  werden  die  Brennpunkte  jeder  Ellipse  ein  confocales 
Curvenpaar  beschreiben ,  und  alle  diese  Curvenpaare  sind  wiederum  mitein- 
ander confocal:  es  entsteht  also  ein  Doppelorthogonalsjstem  von  Kreis- 
fusspnnktcurven*  (Fig.  5  b).     Jedem  Curvenpaare  entspricht  umgekehrt  eine 
Ellipse  mit  bestimmter  Halbaxe  a,  die  „erzeugende*'  Ellipse.     Unter  diesen 
Gurvenpaaren  sind  drei  hervorzuheben :  die  beiden  extremen ,  sowie  ein  mitt- 
lerer.    Die  beiden  extremen  sind:  1.  a  =  &  (erzeugende  Ellipse  ein  Kreis): 
die  Curve  erster  Art  dieses  Paares  ist  der  Punkt  iV  selbst,  die  Curve  dritter 


*  Denkt  man  sich  in  dieser  Figur  den  Punkt  N  ins  unendliche  gerückt,  so 
entsteht  ein  Doppelsjstem  confocaler  Parabeln. 
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Art  der  Kreis  durch  iV  um  P,  doppelt  gezShlt.*  2.  a  =  Qo  (Ellipse  be. 
stehend  aus  zwei  Parallelen):  die  Curye  erster  Art  ist  die  YerlftDgerung 
von  PN  über  P  hinaus,  die  dritter  Art  aber  PN  sammt  Verlängerung  dieser 
Strecke  über  N  hinaus.     3.  a  =  |&;  die  Brennpunkte  dieser  Ellipse  beschrei- 

ben  zwei  Curven ,  für  welche  das  Verhßltniss  —  (S.  338)  bez.  2  und  1  ist; 

e 

d.  h.  die  Curve  erster  Art  dieses  Paares  ist  eine  solche  mit  Flachpunkt 
(s.  S.  338) ,  welche  gerade  in  der  Mitte  steht  zwischen  den  Curven  erster  Art 
mit  Einbiegung  und  den  ganz  convexen  Curven  erster  Art. 

Jeder  andere  Punkt  einer  so  sich  bewegenden  Ellipse  durchläuft  aber 
eine  Curve  vierter  Ordnung  anderer  Art,  und  diese  Curven  sind  augen- 
scheinlich dieselben,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  von  einem  Punkte  iV 
eines  Kreises  Leitstrahlen  zieht  und  von  deren  Endpunkten  nicht  auf  den 
Strahlen  selbst,  sondern  unter  einem  constanten  Winkel  gegen  sie  geneigt 
eine  constante  Strecke  abträgt. 

Es  liegt  sehr  nahe,  zu  fragen,  was  dabei  eine  derart  bewegte  Ellipse 
einh.üllt?     Man  kommt  zu  folgendem  Satze: 

Gegeben  sei  ein  Kreis  (Mittelpunkt  £^) ,  und  eine  Ellipse,  fflr 
welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Halbaxen  gleich  dem 
Durchmesser  des  Kreises  ist.  Bewegt  sich  dann  die  Ellipse 
so,  dass  ihre  beiden  Axen  beständig  durch  zwei  Gegenpunkte 
des  Kreises  K,  M^  und  üfg,  gehen,  so  wird  ihre  Peripherie 
durch  einen  festen  Punkt  N  auf  M^M^  laufen  und  eine  Kreis- 
fusspunktcurve  dritter  oder  erster  Art  einhüllen,  welche  N 
zum  Doppelpunkte  hat.  Die  Berührpunkte  je  zweier  parallel- 
axiger  Ellipsen  dieses  einhüllenden  Systems  werden  von  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  durch  die  Brennpunkte  der  eingehüll- 
ten Curve  ausgeschnitten^  deren  Asymptoten  den  Axen  der 
beiden  Ellipsen  parallel  sind,  und  die  durch  deren  Mittel- 
punkte hindurchgeht.     Setzt  man  die  Strecke  NK^=^2m^  und  sind  o, 

6  die  Halbaxen  der  Ellipse,   so  ist  —  =  —  +  —.  —  Vergl.  Fig.  5c. 

m       h  —  a 

Eine  übergrosse  Menge  von  Folgerungen  lässt  sich  aus  diesen  Betrach- 
tungen noch  ziehen ;  jedoch  kann  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden.*^ 

Vielmehr  sollen  noch  aus  der  Kreisverwandtschaft  (S.  339)  einige  Eigen- 
schaften der  Kreisfusspunktcurve  abgeleitet  werden,  die  sich  wesentlich  auf 
die  Krümmung  beziehen. 


*  Dieser  Ereil  hat  auf  Grund  früherer  Sätze  die  Eigenschaft,  durch  die  ausser- 
halb der  Axe  gelegenen  Hyperosculationspunkte  aller  Curven  erster  Art  des  Systems 
zu  gehen;  s.  Anm.  *  S.  341.  ~ 

**  Nachträgliche  Anmerkung.  Es  ist  mir  gelungen,  den  letzten  Satz 
auf  die  allgemeinen  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung  zu  übertragen, 
und  dabei  bin  ich  za  höchst  überraschenden  Ergebnissen  gelangt.  Die  betre£fende 
Abhandlung  wird  nächstens  erscheinen.    October  1889. 
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Es  sei  (Fig.  6)  P^  ein  beliebiger  Punkt  der  Carve,  Q^  sein  erzeugender 
Punkt;  ein  beliebiger,  sie  in  Pi  berührender  Kreis  ^  schneide  sie  noch  in 
E  und  Fj  deren  erzeugende  Punkte  G,  H  seien;  endlich  sei  J  der  Schnitt 
von  GE  mit  HF.  Die  so  festgestellte  Figur  denke  man  sich  mit  Hilfe 
der  oben  angegebenen  ausgezeichneten  Kreisverwandtschaft  transformirt. 
Dann  verwandelt  sich  P^  in  einen  Punkt  TT|  des  Kegelschnittes ,  JS  in  einen 
den  letzteren  in  TJ^  berührenden  Kreis  $',  E,  F  in  die  beiden  anderen 
Schnittpunkte  E,  <l>  von  Ä'  mit  dem  Kegelschnitte;  die  Geraden  GE^  HF^ 
weil  sie  auf  NE  bez.  NF  senkrecht  stehen,  in  die  Kreise  über  NE  bez. 
iVct>  als  Durchmessern,  und  ihr  Schnittpunkt  J  in  den  zweiten  Schnittpunkt  I 
dieser  beiden  Kreise ,  deren  Mittelpunkte  E',  <!>'  genannt  werden  mögen.  Da 
N  der  eine  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  ist,  so  wird  demnach  E'^'!iE<l>  " 
sein.  Bekanntlich  ist  aber  die  Kegelschnittsnormale  in  TT|  unter  demselben 
Winkel  gegen  die  Axe  geneigt,  wie  irgend  eine  Senkrechte  auf  E<t>  oder 
(da  E'<I>'!1E<I>)  wie  irgend  ein  Loth  auf  E'0',  z.  B.  M;  denn  diese  Gerade 
steht  in  der  That  senkrecht  auf  E'<t>'  als  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  E',  <t>'  sind.  Wandert  also  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  St\  während  dieser  den  Kegelschnitt  immer  in  ITj  berührt,  auf  der 
Normalen  dieses  Punktes,  so  läuft  I  auf  der  Geraden  AI,  deren  Richtung 
gegen  die  Axe  unverändert  bleibt.  Dieses  Ergebniss ,  wieder  rückwärts  auf 
die  Kreisfusspunktcurve  übertragen,  bedeutet:  dass  der  Punkt  J  auf  eiher 
festen,  von  N  ausgehenden  Geraden  NJ  wandert,  wenn  der  die  Curve  in  P^ 
berührende  Kreis  seine  Grösse  ändert.  Es  ist  aber  GH  die  Polare  von  / 
in  Bezug  auf  den  Kreis  M\  und  da,  wie  eben  bewiesen  wurde,  bei  jeder 
Veränderung  von  ft  der  Pol  J  eine  Gerade  durchläuft,  so  muss  sich  dabei 
GH  um  einen  Punkt  0^  drehen,  welcher  der  Pol  von  NJ  sein  wird. 
Da  der  Pol  jeder  durch  0^  gehenden  Geraden  also  auf  NJ  liegt,  so  gilt 
dies  auch  von  dem  Pole  des  Lothes  von  0^  auf  die  Axe;  dieser  liegt  aber 
auf  der  Axe  selbst,  fällt  also  mit  N  zusammen.  Der  Fusspunkt  X  jenes 
Lothes  ist  also  der  zu  iV  gehörige  vierte  harmonische  Punkt  von  N^  A^^  A^y 
d.  h.  (s.  S.  340)  er  ist  mit  Q  identisch. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  der  Kreis  fi  die  Curve  zum  zweiten 
Male  berührt,  also  E  und  F  zu  P^  zusammenfallen,  vereinigen  sich  G,  H 
und  J  zu  dem  erzeugenden  Punkte  von  P^^  nämlich  Q^\  also  geht  die  Ge- 
rade NJ  durch  Q^,  ist  also  unter  einem  Winkel  gegen  die  Axe  geneigt, 
welcher  dem  von  NQ^^  gegen  die  Axe  entgegengesetzt  gleich  ist  (s.  S.  340); 
und  da  0^  der  Pol  dieser  Geraden  ist ,  so  folgt  hieraus ,  dass  die  Tangente 
in  &2*  ^*  ^*  ^%0%^  durch  0^  geht,  und  ebenso  das  Spiegelbild  von  P^Q^  in 
Bezug  auf  die  Axe. 

Alles  zusammengefasst  giebt  den  Satz  (Fig.  6): 

Es  sei  /\  ein  beliebiger  Punkt  der  Kreisfusspunktcurve  und 
tt  ein  veränderlicher  Kreis,  der  aber  beständig  die  Curve  in  P^ 
berührt  und  ausserdem  in  den  (veränderlichen)  Punkten  JS^  F 

Digitized  by  VjOOQIC 


352  Ueber  Kreisfusspunktcurven. 

schneidet.  Alsdann  wird  sich  die  Verbindungslinie  der  erzen- 
genden Punkte  von  JS7,  F  um  einen  Punkt  0^  drehen,  welcher 
der  Schnittpunkt  des  in  Q  (s.  S.  339)  auf  der  Axe  errichteten 
Lothes  mit  dem  Spiegelbilde  der  Geraden  f\Q^  (unter  Q^  den 
erzeugenden  Punkt  von  P^  verstanden)  mit  Bezug  auf  die  Axe 
und  zugleich  der  Pol  von  NQ^  (dem  Spiegelbilde  von  iVPj)  mit  Bezug 
auf  den  erzeugenden  Kreis  M  ist. 

Hieraus  ergiebt  »ich  noch,  dass  der  auf  dieselbe  Weise  dem 
Curvenpunkte  P^  zugehörige  Drehpunkt  0^  das  Spiegelbild  von 
0^  in  Bezug  auf  die  Axe  ist. 

Aus  diesem  Satze  leitet  man  sofort  die  folgende  Construction  des 
zu  Pj  gehörigen  Krümmungsmittelpunktes  K^  der  Curve  ab 
(Fig.  6): 

Man  suche  den  erzeugenden  Punkt  Q^  von  P,,  zeichne  das 
Spiegelbild  von  P^  Q^^  mit  Bezug  auf  die  Axe  und  bringe  es  zum 
Schnitte  mit  dem  auf  der  Axe  in  Q  errichteten  Lothe;  diesen 
Schnittpunkt  0^  verbinde  man  mit  Oj  und  zeichne  den  zum 
zweiten  Schnittpunkte  von  O^Q^  mit  dem  erzeugenden  Kreise 
Q\  gehörigen  Curvenpunkt  P\\  derselbe  ist  ein  Punkt  des  ge- 
suchten Krümmungskreises,  so  dass  das  Mittelloth  von  Pi^ i 
die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkte  Ky  trifft 

Diese  Construction  ist  zwar  etwas  weitläufig ,  aber  es  folgt  aus  ihr  eine 
sehr  einfache  andere. 

Da  die  Winkel  O^P^N  und  O^QN  rechte  sind,  so  geht  der  Kreis  über 
0]  N  als  Durchmesser  durch  Q  und  P^ ;  bedeutet  Xj  den  andern  Schnitt  von 
P^LP  mit  diesem  Kreise,  so  ist  also  LyP.F2P  =  NP.0P  =  PN\  da  aber 
auch  PyP.P^P=:  PN'^  ist  (S.  340),  so  ist  Xj  P  =  PP^ .  Auf  Grund  des  soeben 
nachgewiesenen  Verfahrens ,  den  Krümmungsmittelpunkt  ZiTi  zu  finden,  lässt 
sich  nun  leicht  weiter  zeigen,  dass  der  zu  /\  gehörige  vierte  harmonische 
Punkt  C  von  L^,  X,  P^  derart  liegt,  dass  das  Loth  in  C  auf  PP^  die 
Normale  des  Punktes  P^  in  dem  zweiten  Schnitte  des  KrOmmungskreises 
mit  der  letzteren  trifft.  Da  L  auf  dem  um  P  mit  dem  Halbmesser  PN 
beschriebenen  Kreise  liegt  (welcher,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Schaar 
der  doppelt  berührenden  Kreise  rechtwinklig  durchsetzt),  so  hat  man  fol- 
gende zierliche  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes,  der 
zu  Py  gehört: 

Man  ziehe  PP|  und  suche  den  Schnitt  X  dieses  Leitstrahles 
mit  dem  Kreise  über  C^iVals  Durchmesser;  auch  verlängere  man 
PyP  über  P  hinaus  um  sich  selbst,  wodurch  man  einen  Punkt 
Xj  erhält;  dann  construire  man  den  vierten  harmonischen  Punkt 
C  zu  Xj,  X,  Pj,    welcher   P^    zugeordnet  ist;    so  wird  das  Mit- 
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telloth  Von  CP^  die  Normale  im  Erümmungsmittelpnnkte 
schneiden.* 

Bei  der  Cardioide  fallen  iV,  J^,  P,  Q  in  die  Spitze  zusammen.     Da 

nach  der  vorliegenden  Construction  ^CP^  =     '    ''   ^    ist,  so  erhält  man 

■^iPi  +  J^Pi 

für  die  Cardioide,  wenn  man  den  Leitstrahl  NP^  mit  w  bezeichnet,  ^CP^^^w. 
Dies  ist  ein  bekannter  Satz,  welcher  anssagt,  dass,  wenn  das  Loth  in  N 
aufJ^Pj  die  Normale  in  D  trifft,  der  Krümmungshalbmesser  q  =  ^P^D  ist. 
Uebrigens  ist  nach  früheren  Sätzen  klar,  dass  für  die  E[rümmungskreise 
zweier  durch  Kreisbertihrung  zugeordneter  Punkte  P^ ,  P^  stets  P  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  ist,  dass  also  z.  B.  die  beiden  zugehörigen  Krümmungs- 
mittelpunkte Ä'],  A'g  auf  einer  Geraden  durch  P  liegen  und  die  Strecken 
PK^  und  PK2  sich  verhalten  wie  die  Krümmungsradien  P| £| ,  P^K^^  dass 
z.  B.  auch  der  Krümmungskreis  desjenigen  Curvenpunktes ,  der  mit  einem 
Wendepunkte  W^  in  gerader  Linie  liegt,  durch  P  selbst  geht,  der 
Krümmungsmittelpunkt  selbst  aber  auf  dem  Lothe  von  P  auf  die  Wende- 
taugente  liegt.     Für  einen  Wendepunkt   W^  selbst  muss  nach  der  letzten 

PN 

Construction  PTT,  =  -5-  sein.     Denn  der  vierte  harmonische  Punkt  C  liegt 

dann  in  unendlichen,  also  W^  in  der  Mitte  zwischen  L  und  X^;  demnach 
ist  PL,  =  2PWi  (=  2WiL)  =  PL-PW^^PN-PW,,  d.  h.  PW^^^PN. 
Die  Wendepunkte  werden  also  durch  einen  Kreis  um  P  mit  dem  Radius 
iPM  ausgeschnitten.  Den  erzeugenden  Punkt  Z,  eines  Wendepunktes  IF^ 
findet  man  nach  einem  Weyr 'sehen  Satze,**  indem  man  eine  Strecke  aß 
gleich  r  in  ^^  halbirt,  den  Halbkreis  über  ay  zeichnet  und  um  ß  einen  Kreis 
mit  dem  Badius  8ß  gleich  e  schlägt,  welcher  jenen  in  8  trifft;  zieht  man  als- 
dann im  erzeugenden  Kreise  M  der  Kreisfusspunktcurve  den  Badius  MZ^ 
80,  dass  LZ^MA^  (Fig.  2,  3)  =Z.  6/3 y  ist,  so  wird  Z,  der  gesuchte  Punkt 
sein,  welcher  den  Wendepunkt  TF,  liefert.  Denn  im  Punkte  Z^  muss  der 
erzeugende  Kreis  M  von  einer  Parabel  osculirt  werden  können,  welche  N 
zum  Brennpunkte  hat. 

Man  wird  bemerkt  haben,  dass  für  die  vorliegenden  Entwickelungen 
namentlich  solche  Sätze  benutzt  worden  sind ,  hinsichtlich  welcher  die  Kreis- 
fasspunktcurven  als  specielle  Fälle  der  sogenannten  Cartesischen  Ovale  (apla- 
netischen  Linien)   aufzufassen   sind.     Diese  Curven  haben   bekanntlich  drei 


*  Ueber  ein  für  alle  Bollcurven,  also  auch  für  die  EreiBfusspunktcurven  gil- 
tiges Verfahren  s.  Hennig,  Grelle 's  Journ.  Bd.  65,  S.  63  flgg.  Auch  vergl.  die 
schöne  Constraction ,  welche  Wejr  für  alle  Fusspunktcurven  angegeben  hat  (Sitz- 
QDgsber.  d.  mathem.-naturwies.  Classe  d.  kaiserl.  Akad.  in  Wien ,  L1X.  Bd.,  Abth.  IT 
Jahrg.  1869,  S.  169  flgg).  Für  die  EreiBfusspunktcurven  findet  sich  noch  ein  an- 
deres Verfahren,  bei  W.  Dahl,  ,,  Beitrag  zur  Theorie  der  Epizykeln''  (Dissert.), 
Jena  1868. 

*•  ^Veyr   1.  c.       *  /^~^  T 
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im  Endlichen  gelegene  Axenbrennpnnkte  *  nnd  werden  von  drei  Systemen 
doppelt  berttbrender  Kreise  eingehüllt,  die  nach  unserer  Sprechweise  sich 
in  gedreht -ähnlicher  Lage  befinden,**  und  zwar  jedes  System  mit  Bezng 
auf  zwei  von  den  Brennpunkten  als  Aehnlichkeitscentren.  Hieraus  folgt 
sofort  [zufolge  des  Satzes  (91),  S.  344]  eine  Verallgemeinerung  der 
Sätze  2,  3,  S.  346,  347  für  die  Cartesischen  Ovale  (indem  man  in 
2,  S.  346  nicht  einen  Kreis  für  S^  wählt,  welchem  dasselbe  l  zukommt, 
sondern  einen  ganz  beliebigen  Kreis): 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt,  während  beständig  seine 
Nebenaxe  einen  gegebenen  Kreis  berührt,  so  hüllt  er  eine 
Cartesische  Curve  ein,  für  welche  der  genannte  Brennpunkt 
auch  Brennpunkt  ist.  Jede  derartige  Curve  wird  von  sechs 
solchen  Systemen  doppelt  berührender  Kegelschnitte  in  ge- 
dreht ähnlicher  Lage  eingehüllt,  indem  jeder  Brennpunkt 
Aehnlichkeitscentrum  für  zwei  Systeme  ist.  Selbstverständ- 
lich sind  die  numerischen  Excentricitäten  dieser  sechs  Kegel- 
schnittssysteme nicht  alle  unabhängig,  vielmehr  sind  nur  zwei 
unabhängige  darunter.  Bezeichnet  man  nämlich  die  nume- 
rischen Excentricitäten  irgend  zweier  Systeme  mit  e,  17,  so  sind 

die  der  vier  übrigen  gegeben  durch  — »  — >  — »  — >  sodass  stets 

e       fi      ri      s 

drei  Systeme  aus  Ellipsen  und  die  anderen  drei  aus  Hyperbeln 
bestehen.  Nennt  man  in  leicht  verständlicher  Weise  die  drei 
Brennpunkte  der  Curve  den  äusseren,  mittleren,  inneren 
Brennpunkt,  so  entsprechen  dem  äusseren  Brennpunkte  zwei 
Systeme  Hyperbeln,  dem  inneren  zwei  Systeme  Ellipsen,  dem 
mittleren  ein  System  Hyperbeln  und  ein  System  Ellipsen.  — 
Die  Berührpunkte  aller  Kegelschnitte  eines  Systems  liegen 
allemal  in  gerader  Linie  mit  einem  Brennpunkte  der  Curve, 
und  diese  Geraden  sind  parallel  den  Axen  der  Kegelschnitte.*** 

*  Für  jeden  von  ihnen  besteht  ein  Secantensatz. 

**  Ich  bemerke,  dass  deswegen  jede  solche  Curve  (entsprechend  dem  Satze 
S.  341)  folgendermassen  definirt  werden  kann :  Eine  Carteüsohe  Linie  wird  ein- 
gehüllt von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  welche  einen  andern  gegebenen  Kreis  rechtwinklig  schneiden.  Und:  eine  solche 
Curve  wird  eingehüllt  von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen 
Kreise  liegen  und  welche  einen  andern  gegebenen  Kreis  anter  einem  Durchmesser 
schneiden.  —  In  der  ersteren  Weise  wird  jede  Curve  auf  zweierlei  verschiedene 
Arten  erzeugt. 

***  Es  ist  hier  nur  von  solchen  Cartesischen  Curven  die  Bede,  welche  drei 
reelle  Azenbrennpunkte  haben.  Sind  zwei  davon  imaginär,  so  bedarf  der  Satz 
einer  Abänderung. 

Leipzig,  October  1888.  « 
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Darstellung  der  hyperelliptischen  Integrale  zweiter  und 

dritter  Gattung  und  erster  Ordnung  durch  Integrale 

erster  Gattung. 

Von 

Dr.  G.  SCHIRDEWAHN 
in  Braalan. 


Einleitung. 

In  vorliegender  Arbeit  soll  die  in  meiner  Dissertation:  „üeber  das 
ümkehrproblem  der  hyperelliptischen  Integrale  dritter  Gattung^  für  Inte- 
grale dritter  Gattung  bereits  im  Resultat  gegebene  allgemeine  Darstellung 
durch  Integrale  erster  Gattung  zugleich  mit  der  entsprechenden  Darstellung 
der  Integrale  zweiter  Gktttung  behandelt  werden.  Die  Methode  ist  wesent- 
lich eine  Verallgemeinerung  des  von  Jaoobi  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Integrale  eingeschlagenen  Verfahrens*  und  von  Herrn  0.  Staude  fOr  einen 
speciellen  Fall  bereits  angewandt.**  Der  in  letzterer  Arbeit  in  §  6  aus- 
gesprochene Hinweis  auf  die  (an  die  Theorie  der  Thetacharakteristiken  sich  an- 
schliessende) Gruppirung  der  Integrale  in  Bezug  auf  die  sechs  Verzweigungs- 
punkte des  hyperelliptischen  Gebildes  erhält  hiermit  seine  pr&cisirte  Fassung. 
Auf  Grund  der  von  Herrn  Staude***  eingeführten  Ein-  und  Drei-Indices- 
bezeichnung  gelingt  die  Aufstellung  einer  Thetaformel,  welche  die  Darstel- 
lung der  Integrale  für  gleiche  untere  Grenzen  liefert;  der  üebergang  zu 
ungleichen  Grenzen  geschieht  durch  eine  Verbindung  des  Resultats  mit  eben- 
derselben Thetaformel.  Endlich  zeigt  sich,  dass  die  Darstellung  der  Inte- 
grale zweiten  Grades  auch  aus  derjenigen  der  Integrale  dritten  Grades  durch 
Differentiation  nach  dem  ünstetigkeitspunkte  unter  nachherigem  Gleichsetzen 
desselben  mit  einem  Verzweigungspunkte  hervorgeht. 


*  Jacobi,  Ges.  Werke,  herausgegeben  v.  Weierstrass,  Bd.  l  S.  626flgg., 
538  flgg. 

•*  Staude,  üeber  hyperellipt.  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.    Acta 
math.  Bd.  8  S.  81  flgg. 

••*  Staude,  üeber  die  algebraischen  Charakteristiken  der  hyperellipt.  Theta- 
fanctionen.    Math.  Ann.  Bd.  XXV. 
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Gapitel  I. 
Gestalt  und  Umformung  der  Inteprale. 

Das  byperelliptische  Gebilde,  welches  wir  zu  Grunde  legen,  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

Die  Of  sind  Verzweigungspunkte,  und  eine  variable  Stelle  der  zugehörigen 
doppelblättrigen  Bie  mann 'sehen  Flftche  ist  bestimmt  durch  }  und  s  als  2,5. 
Als  Form  der  Integrale  erster  Gattung  wtthlen  wir: 

2)     ^i^ßii-ii)^+fii^-%i)^^^    »  =  1>2,    Si^yVi^). 

Die  ünstetigkeitsstelle  des  Integrals  dritter  Gattung  ist  as»,  wo  5«,  =  ^r((»). 
Zu  a>  gehören  zwei  Parameterintegrale 


2^)  ^'=/!^-fl^)£5     »=1,2. 


Die  ünstetigkeitsstelle  des  Integrals  zweiter  Gattung  sei  der  Yerzweigangs- 
punkt  ax^' 

Die  darzustellenden  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  sind: 


JlDl 


\i,   '  («z.-»)-K-«>) 

3b)  hSi  uh 

Die  von  den  Constanten  befreiten  Integrale   werden   wir  dabei  unter  der 
Bezeichnung 

»i«t  Ali, 

zusammenfassen  können,  was  eine  gemeinsame  Umformung  beider  Integrale 
erlaubt 
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Zuerst  zeigt  die  Identität: 

-(8-9i)(j-92)(«i,-«i,)(«i,-ö;ioK«ao-"«X|) 
,  =  («X,  -  «i,)  («;i«  -  9i)  (»Xo  -  Ö2)  (J  -  «Xi)  (J  -  «x.) 

^  +(%-öio)K-9i)(öx,-92)(j-öx,)(j-öXo) 

+  (öXo"«^Höi,-9i)(«x.-92)(»-«XoHj-öx,)' 

dass   jedes    Differential    ^  ^  ^  '  ^ — 2I .  _1    durch    solche    von    der    Form 

_          _  '""^ 
^ ^«n-   darstellbar  ist,  wofern  nur  aj..=|=ai„,   dass  mithin  die 

Formen  E  und  77  die  nöthige  Allgemeinheit  besitzen.     Femer  giebt 

*'^ (a>-gX,)'(<»'flXt)-Ux"«X,)'(g"«Xt) 

~(«xr«X,)(ö-öXi)(a-«X,)+(8.--öX,K5x-aXi)(«-«X,)"(i.--«X,)(8x-ax,)(«-«X^ 
1  identisch : 

'  a»-ö  ^    a<— «Xi-Sx-qx^     a^-^x^-ax-^x, 

%— »x,-«-»Xi    öXi-»x,-«-öx, 

Folglich  ist  nach  Multiplication  mit  0^  und  Addition 

_ar^.a2-«x,  iJi-«*,,,  ^^^"''^•^J  ai-ax,>a2-ax,th"ax,,  J^^%^,. 


u  j    ai-öxrS2-öx^  ai-öXt-»2-»Xt 


Da  femer.   g-q,  ^^"•^^'^^-g«^:^^^^'^')^^^-^^^"^^''^^^^^^^«^),  so  ist 
^  81-92  9i-92 

^*i  ^*a       9i  — 92  9«  — 9i 

Aasserdem  gilt  ftlr  ungleiche  Xq,  X^,  X,  die  Identitttt: 

4")  i^  ^wh^^Xp-h      gX|-ai'gx^~a2      <»x,-ii'^x,-a2 

«X,-  «Xo •  «X,-  «Xo      «X,-  «Xi  •  «Xo-  «Xi      «Xo-  »X,  •  «X,-  «X, 
Dieselbe  gestaltet  den  Nenner  fQr  a  =  ai    in 
7a)  ^-k'^^Xp-h 

«Xi-«Xo-«X,-öXo 
und  für  a  =  (D  in 

K-%%-ait-»-<*l,     %-%-ax,-%-'»-ait     «i,-«i,-<»ir''ii.-*'-«V 
um.    Damit  erhalten  die  beiden  Differentiale  die  Formen:         oigitizedbyGoOQlc 
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8a)  df]ihiiUi= -^ 


8  b)  dj^i 


(OHM  =  • 


g(^) 


«  — Öl  .CO— a;Ljj 


,^Ar^^'^"^Xt>«>-^a, 


'0i-9>  9»"9i        i    %-(^l^'^-%'^'HMi-Üi  9i-p8 


«xr^Äo'^v^^'"^'"^   öV^i|-^^"^^r®""^^    »v^^-^v^^-^-^^ 

Die  einzige  Bedingung,  welcher  diese  in  {UiU^)  symmetrische  Darstel- 
lung unterliegt,  ist  die  Ungleichheit  der  drei  Indices  Iq,  il|,  A,.  Dieselbe 
ist  für  Differentiale  zweiter  Gattung  von  selbst  erfüllt,  schliesst  aber  für  die 
untere  Grenze  des  zum  Integral  dritter  Gattung  gehörigen  Parameterinte- 
grals V  die  Werthe  ai  ,  a^^  vorläufig  aus ;  jedoch  gelingt  es ,  sich  auch 
von  dieser  Beschränkung  frei  zu  machen  (vergl.  Cap.  III,  Ende). 


Capitel  IL 

Darstellung  des  Integrals  zweiter  Gattung  mit  gleichen  unteren 

Giemen. 

Für  die  Sigmafunctionen  *  gilt  folgendes  Additionsiheorem ,  in  dem  die 
^0'  ^1«  ^1  ^8)  Ki  ^ö  ^^^  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  5  in  beliebiger  Reihenfolge 
bedeuten,  so  zwar,  dass  A,'4=Ajb. 

Die  partielle  Differentiation  Ton  A)  nach  Wk  (A=l,  2)  giebt,  wenn 
gleichzeitig  Wj/Wg  =  0/0  gesetzt  und  mit  öj^^  (u+ r)  cj^  {u)  '^i^i  i^  (0)  dividirt 
wird: 


*  Ueber  den  Zusammenhang  der  6  mit  den  0  Tergl.  Staude,  Parameter- 
daztieUung  eto.    Math.  Ann.  Bd.  XXIV. 
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A') 


X 


"^^  ffl,  («)  %  («)  gl.  («* + f)  -  "i!  %  (m)  %  (V)  %  (« + V) 


') 


Eine  zweite  partielle  Differentiation  nach  e^  (i  =  1 , 2)  giebt  fttr  v,  /v,  =  0/0 : 


worin  oC*>  (m)  =  -^^ ;  o«*)  =  { «<»'  («)  U=o 

«7  »4 


+  K-«;t.)K-«OK-«Oj  „»^(^)  j- 

Mit  resp.   af^dui  und  ^  oVdui   multiplicirt    und    addirt    geben   die 
vier  Formeln  von  A") 

,    -K-.)i«^(|i;)-<'<S)( 


=  i%-<»Oi<'l-%){ox,-%)\^^i< 


/ü'^-^'Z^'HK'^Häu.  +  o^äu,) 


Nach  der  Parameterdarstellung*  ist  für  gleiche  untere  Grenzen 


.{ („)K' ""-«'" ''lC)K'«*«i+«^^- 


Damit  nimmt  die  rechte  Seite  Ton  1)  genau  die  Form  von  dEi^o^ii^   ab- 
gesehen von  einem  constanten  Factor  {ai-'CtjL)  an»  so  dass 

.^».,...-ii"^-"'°'"""+'%--"g'i 


*  Staude  a.a.O.  S.  269. 
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Bezeichnen  wir  ^^ ^      ,  . ^^ ^— -  mit  L(u).  so  wird: 

ö{u) 
iia,  (1)  (2) 

E)  £j{iohii)  =  £^ (u)  -  Uj  J[y(o)  —  ug  ^(0). 

X  X  Ao  Ag  A|  X^  Xq  A|  X^ 

Capitel  III. 
Darstellnng  des  Integrals  dritter  Gattung  mit  gleichen  unteren  Orensen. 

Ausgang  der  Darstellung  ist  Formel  A')  in  Cap.  IL  Dazu  ist  üi  (v)  =  0 
zu  berücksichtigen,  so  dass 

Subtrabirt  man  beide  Formeln  und  berttcksichtigt,  dass  für  beliebiges  u  und 
ffi  (»)  =  0  die  Gleichung 

besteht:  ^ 

Jr=  (oi^-o;^)  «i_^  (m)  o^l^ijC«') 

+  {<%-  aO  (ai,-  «ij  («i.-  %)  I  «4  («)  «4  W  -  "i^  («)  «i,  (»)  I . 
und  eine  ebensolche  Ai  ,  die  aus   Ai     durch  Vertauschung  der  il, ,  A^  im 
Zähler  hervorgeht,  so  wird: 

Die  Parameterdarstellung  giebt  aber: 

«l(»)  =  (»  -  «!,)  •  /«!,-  » •  «1  -  «1, 1 


3)        ff;i,l,;i,  =  -/ai^-««>-öl,-«>az,-»  «i^-ai,-ai_,-ai^.a;^-ai^, 
und 
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Die  Eintragang  dieser  Werthe  3)  in  die  Formel  2)  giebt  nach  Maltiplica- 
tion  mit  dux  und  Addition: 

mithin  ist  unter  Berücksichtigung  der  Integrationsconstanten : 

Hierin  soll  die  Beschränkung  ilo=l=Aj  oder  X^  beseitigt  werden.  Dazu  dient 
die  Periodenrelation:  ^^ 

wo  Xq  irgend  einer  der  16  Indices,  Xq^jX^  der  aus  x^x^xj  componirte  Index 
ist.  Die  Composition  geschieht,  nachdem  drei  ungleiche  Indices  xA^  be- 
liebig ausgezeichnet  sind,  nach  dem  Gesetz: 

Die  fj,  fj  haben  den  Werth  0  oder  —1  und  hängen  lediglich  yon  den 
x^,  Xg  ab. 

Ist  nun  t;'  =  t;  — t;^,    t;  =  t;'+v^,   so  wird: 

Diese  Darstellung  füllt  der  Form  nach  unter  die  Formel  il),  da  für  Xq'^^i 
Aj,AiA,  =  Aj.  Es  gilt  also  11)  auch  für  solche  untere  Grenzen  des  Parameter- 
infcegrals  v,  die  einem  der  beiden  bevorzugten  Yerzweigungspunkte  des  Inte- 
grals n  gleich  sind,   d.  h.  11)  gilt  allgemein  für  gleiche  untere  Grenzen 

MM 

der  n  und  Ui, 

Capital  IV. 
Allgemeine  Darstellung  der  Integrale  mit  beliebigen  unteren  Orenzen. 

8i9«      8t  ib     ^1*9 


Es  ist  allgemein  J=zJ—J^   folglich  geben  Cap.  II  und  III: 

XiXa      XX        XX 

,a)  fr'"=-?^-^-«'M^-t^! 
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jjf- 


Die  Formel  A) ,  Cap.  II,  giebt  fDr  w  =  v,  t>  =  w,  »  =  — u*'"*  =  «x  ,^: 
^  ''^„(f -«*)•%(« +  «**'"')  ^  tf|o».».(»-(«-«'*"^)) 

Entsprechend  giebt  die  Formel  A'),  Cap.  II,  für  w  — t;  =  u*«**,  u  =  Uy 

Daher  ist,  da  u  —  w*«  *«  =  wj^^^J^  =  17,  nunmehr  allgemein 

».»•  ^  0)  (2) 

E)      jßcM.^  =  /;({/) -f/,t(0)-l^,£(0). 

Das  Theorem  der  Darstellung  lautet  somit  in  ezpliciter  Form: 


Theorem. 

Sind    }|5|    und   ^^s^   zwei   variable  Stellen   des  durch 

^  =  »'(i)  =  öo— J-«i""a-02-8«8  — a-Ö4-a-«6-"a  deflnirten  hj- 
perelliptischen  Gebildes  und 

Integrale  erster  Gattung  (mit  Yerzweigungspunkten  als  unteren 
Grenzen),  so  wird  die  Darstellung  der  Integrale  zweiter 
und  dritter  Gattung: 


AXt  OX» 
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it 


in  denen  ai    und  <o,  ±,s^  je  die  ünstetigkeitsstellen  sind, 
durch  folgende  Formeln  gegeben: 


(h-  9i)  ^Ui^  («*iM)  +  in-  82)  ^^^''.^  (wi/««) 

MiftM» 1 fiHtH$ 


JT-'''^°*^.I'::(.,+.,/..+^+?"'är.^ai:"-^°-'' 


*'*^  l"l/'l/'i 


fiifA^fig  sind  dabei  die  in  der  Reibe  012345  zu  A^XiK^  ge- 

^  Xiltt 

hörigen    übrigen    Ziffern;    ferner    geht    „1^     für    l^fi 
in  X  über. 

Es  erübrigt  noch  zu  zeigen ,  dass  die  Darstellung  der  Integrale  zweiten 
Grades  direct  durch  Differentiation  nach  o»  und  Oleichsetzung  yon  cd  mit  a^ 
ans  der  Darstellung  der  Integrale   dritten  Grades  herleitbar  ist.     Zu  dem 
Ende  multiplicirt  man  (77)  mit  s^  und  erhält: 

Die  Differentiation  giebt: 

CO  =  ai    giebt: 

Mit  Rücksicht  hierauf  nehmen  die  Darstellungen  der  Integrale  E  und  IJ 
wenn 

%  «Hill  («./««)  =  •^Xl^  (Wl  /«j) 

gesetzt  wird  ^folgende  Gestalt  an: 

(*) 
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*'  (lü)  (24) 

Die  Gmppining  der  Integrale  zu  den  Verzweigungsponktgruppen  ist 
ans  der  Gestalt  der  Darstellungen  beim  blossen  Hinblick  ersichtlich;  die 
Art  der  Unstetigkeitspunkte  und  der  unteren  Grenzen  bestimmen  jeweilig 
den  ersten  Theil  der  Darstellung  bezüglich  des  Index  der  Z- Function, 
während  die  Nullpunkte  der  quadratischen  Zählerfunction  der  Integrale  in 
Verbindung  mit  den  Unstetigkeitsstellen  dasselbe  bezüglich  des  zweiten 
Theiles  leisten.  Es  sei  auch  darauf  hingewiesen,  dass  stets  X^lil^  drei 
ungleiche  Indices  vorstellen,  mithin  -^^*\  =<^2*J^  (0)  als  zweite  Differential- 
quotienten einer  geraden  Function  einen  festen^  bestimmten  Werth  beeitzen, 
der  sich,  wie  die  entsprechende  Constante  der  Jacobi'schen  Darstellung, 
durch  Integrale  zwischen  Verzweigungspunkt  und  Periodicitätsmoduln  leicht 
darstellen  iSsst. 

Breslau,  Januar  1889. 
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üeber  eine  Anwendung  der  Symbolik  bei  einer  Aufgabe 
aus  der  Theorie  der  Kegelsclinitte. 

Von 

Dr.  Carl  Schmidt 

aas  Gletion. 


1.  Bestimmung  der  Schnittpunkte  der  Oeraden  Ux  =  u^x^^  u^x^  +  u^x^ 
=  0  mit  dem  Kegelschnitt  f(x,  x)  =  £aikXiXk=0, 

Ist  rC|,  x^^  x^  ein  Punkt  der  Geraden  u,  und  v  eine  beliebige  Gerade 
durch  denselben,  so  ist 

u,  =  0,    t;.  =  0, 
daher  kann  man  setzen 

Setzt  man  diese  Werthe  in  f{x ,  x)  ein ,  so  erhält  man  bei  gegebenen  U| , 
Ug,  1/3  eine  quadratische  Form  von  v^y  v^^  tig,  die  gleich  Null  gesetzt  das 
Panktepaar  darstellt,  in  welchem  die  Gerade  u  den  Kegelschnitt  f=Q 
schneidet. 

Man  kann  nun  diese  reducible  Form  in  derselben  Weise  in  ihre  linearen 
Factoren  zerlegen,  wie  es  Clebsch  in  seinen  Vorlesungen  über  Geometrie 
mit  der  Form  ZancXtXk  gethan  hat.  Dort  ist  nämlich  Folgendes  gezeigt: 
Ist  SüikXiXk  reducibel,  und  bezeichnet  man  mit  ^iX^ -{•  ot%x^  + ot^x^  den 
einen  Factor,  so  verhält  sich  a^ :  crg :  a^  wie 

«11         '<^i%  +  V-^9A''^iz-V-^ 


=  «81  +  V—  <'22  •  «32  -  V—  «U  •  «33. 

FOr  den  andern  linearen  Factor  hat  man  den  Quadratwurzeln  überall  die 
entgegengesetzten  Werthe  beizulegen. 

Um  dies  auf  unsem  Fall  anzuwenden,  muss  man  die  Coefficienten 
unserer  quadratischen  Form  und  ihrer  adjungirten  Form  berechnen,  und  zu 
diesem  Zwecke  bedient  man  sich   mit  Vortheil  der  Methode  der  Symbolik. 

Wir  setzen  symbolisch 
3)  fix,  x)  =  {a^x^  +  a^x^  +  a^x^f  =  {\x^  +  \x^  +  l^x^^. 

Dann  wird,  wie  man  sich  leicht  durch  Ausrechnen  überzeugt,  die  adjungirte 
Form  symbolisch  durch  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


366 


XTeber  eine  Anwendung  der  Symbolik  etc. 


4)  9(t*,ti)  =  4(a,6,u)« 

dargestellt  y  wobei  (a^h^u)  die  Determinante 

»1  »8  «8 
h  ^2  ^8 
^1      «*2      «8 

bedeutet.     Macht  man  nun  in  3)  die  Substitutionen  1),  so  erhSlt  man 

8 


5) 


/= 


«2      «8 
«2      ^8 


t^l  Va 


=  [(08«8  -  «8^2)  ^1  +  (»8«*1  -  «1  «•8^  «'2  +  (Ol ^2  -  «i^l)  «'8l*- 

Daher  ist  der  Coefficient  von  »j*  gleich: 

(agWj-a,U8)«  =  aj«V+«8*V-2aga8ti,Mj, 
oder,  wenn  man  die  Symbole  dnrch  ihre  Werthe  ersetzt,  gleich 
a22V  +  a88V-2a»u,tis. 
Analoge  AnsdrUcke  findet  man  für  die  Coefficienten  von  t;)^  nnd  v^K 
Der  Coefficient  von  2v^v^  ist  gleich 

Nun  ist  symbolisch 

=  ((^«3  -  ^«*2)  «'i  +  (h^i  -  ^  «'s)  «^2  +  (^  **«  -  ^^i)  «'s)** 
Bezeichnet  man  in  der  Determinante 

«1       «2       «8 

^1     &«     ft« 

t*|       «2      M3 

die  Adjuncten  der  Elemente  der  ersten  bezw.  zweiten  Zeile  mit 

«1     «2     «8» 

ßi     ß%     ft» 
so  ist 

/•=  («^  «1  +  «8^2  +  «8  «'s)*  =  (ft  «^1  +  ß2^i  +  ßs^sf- 

Daher  ist  die  adjangirte  Form  mit  den  Variablen  y^^  y^»  ^s  gleich 
Nun  ist  nach  einem  bekannten  Determinantensatz 

«^sft— «8ft='«*l(ö»^**)i 
«s/'i  — «lA  =  **2(ö»^'«*)» 
«lA  — «2ft  =  ««8(«i^**)t 

folglich  ist  die  gesachte  adjnngirte  Form  gleich 

oder,  wenn  man  die  Symbole  dorch  ihre  Werthe  ersetzt,  gleich 
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Die  adjungirte  Form  ist  also^  wie  es  bei  redncibeln  Formen  noth wendig  ist, 
ein  Yollst&ndiges  Quadrat  und  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gerade  u  dar. 
Bezeichnet  man  nun  mit  li»  ^,  §3  die  Coordinaten  des  einen  gesuchten 
Schnittpunktes,  so  ist 

:  <»8i  ^s^8  +  «a«^8^i  -  «la  V  -  <»88  ^i  «8  +  ^s  V-  V  (^>  ^) 
7)  :anV-2ai3UiW3  +  a33V 

'  »18^1^8  +  gi8^i^8  -  fl«8^i'  -  fl^ii^a^8+ ^1 V-  y  (ty^) 

Die  Coordiuaten  des  andern  Schnittpunktes  erhält  man ,  indem  man  in  diesen 
Formeln  der  Quadratwurzel  überall  den  entgegengesetzten  Werth  beilegt. 
Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  u  mit  dem  Kegelschnitt  /*=0  sind 
real,  wenn  g>{u^u)  negativ  ist, 
imaginär,  wenn  g>{UjU)  positiv  ist; 
sie  fallen  zusammen,  d.h.  u  ist  Taugente,  wenn  q>[%^u)^0  ist. 

Man   kann   die  Coefficienten   der  reducibeln  Form  5)  und  somit  auch 
die  rationalen  Bestandtheile  von  ^^^  €99  £3  in  einer  andern  Form  darstellen. 
Bezeichnet  man  nämlich 

j\  o  o 

so  ist  bekanntlich 


M,    U2  M3 

Vi      «•      Va 


9i(tt)  9^8  (w)  g>^(u) 

<)Pl(»)    9>2i^)     93(^) 


«1        «a        a?8 

9j(t*)    98  W    93  W 
VlW     ^PsW     9>8W 


mit  Benutzung  der  Gleichuugen  1).     Nun  ist 


t*i   Wj  W3 

r,    i'»  p« 


«88    «88 


WO  /d=\aik\  die  Determinante  von  /*  ist. 
Mithin  ist 


oder 


Daher  ist 


f{x,  0?)  =  —  (9  (w,  u)  q>{v,  v)  -  9)(w,  r)«). 
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5i  =  5|:l8  =  ^KiV-Vi*)  :;^(«i2  9-9i9>2)  +  W3/--^ 


•-rCais^P-Vi^'s)  — <*8/-9» 


8) 


=  ;j  («1»  <P  —  9^1 9?«)  —  W3 /--^ '•  ;j  («22^  —  9»«*) 


'  J  («23  V  -  (Pi<Ps)+^l  V-  V 

=  ;^(«18<P— ViV8)  +  <*2/— V.;^(«m9?  — <P2  9>s)  — **i/-V 

Man  kann  für  das  YerbSltniss  || :  I2  -  Is  ^<><^^  ^^^^  °^^^  Formeln  finden, 
indem  man  die  Elemente  der  ersten  Zeile  mit  ad ,  die  der  zweiten  Zeile 
mit  ai2  nnd  die  der  dritten  Zeile  mit  atz  mnltiplicirt  (i=l,2,3),  und 
dann  colonnenweise  addiri     Da 

9)  an  q>i  {u)  +  a,i  tp^  (w)  +  Oiz  93  (**)  =  ^^ 
ist,  so  erhftlt  man 

li:l2-^3  =  9>-  9>iWi  -  (öi2<*8-öi8**2)  V-^ 

=   -  yi«2  -  («82^3  -  <H8^2)  ^^^  y 

10)  :  9  -  9,^2  -  (agg  Wj  —  a,,  M3)  ^-  g> 

'       -  <P8**2  -  («21  <*2  -  «22  «*l)  /-^ 

=  -  ^i  W3  -  (032^3  -  «35  u^)  y—ip 

:       —  <P2  %  -  (<3^33«*1  -  <3t3i  U3)  j/^tp 
••  <P  -  9>3«8  -  («81  «2  —  «82  «*l)  V—  <P' 

2.  Die  Aufgabe,  die  Tangenten  zu  bestimmen,  welcbe  von  dem  Punkte 
X  an  den  Eegelscbnitt  /*=0  gehen,  ist  der  vorigen  polar -reciprok. 
Bekanntlich  ist  die  Gleichung  des  Tangentenpaares 

11)  m'>)fip,y)-m!f)*  =  o 

oder 

12)  9'(«,«)  =  0, 
wenn  man  setzt 

13)  w,  =  «2y8-«8y2>  ^i=^syi-^iyi^  ««s =«1^2 -«2^1- 

Die  adjungirte  Form  von  (p{u,u)  ist  J.f{x^x), 

Auf  dieselbe  Weise ,  wie  bei  der  ersten  Aufgabe  unter  6) ,  ergiebt  sich 
als  adjungirte  Form  von  11)  mit  den  Variablen  fj,  02«  f>^: 

14)  ^'f{x,x).{x^v^+x^r^  +  x^v>i\ 

Sie  ist  ein  vollständiges  Quadrat  und  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  den  Pankt 
X  doppelt  dar.  ^  , 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  C.  Schmidt.  369 


Bezeichnet  man  nun  mit  a^,  o^,  a^  die  Coordinaten  der  einen  Tangente, 
so  verhSlt  sich  a^ia^ia^  wie 

Dasselbe  Resultat,    auf  andere  Weise   abgeleitet,   findet  sich  in  den 
Vorlesungen  über  Geometrie  von  Clebsch. 
Daraus  ergiebt  sich: 

Der  Punkt  x  liegt  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wenn  Jf{x^x) 
negativ  ist,   innerhalb  des  Kegelschnitts,  wenn  Jf{x,x)  positiv  ist, 
und  auf  dem  Kegelschnitt,  wenn  df{XfX)^  also  f{x,x)^0  ist. 
Man  kann  die  Coordinaten  o^,  a^,  03  der  Tangente  auch  in  ähnlicher 
Form,  wie  unter  7)  und  10)  darstellen,  wenn  man  statt 
dik,    Ui,     q>{u,u),        q>i{u) 

setzt.  ^®^^'  "' * '     ^ '     ^  •  A^»  ^)  >     ^  •  fi  (^) 

3,  Die  Aufgabe ,  die  Tangenten  zu  bestimmen ,  welche  den  Kegelschnitt 
/*=0  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  ^,  =  0  berühren,  kann  nun 
sowohl  auf  die  erste ,  als  auch  auf  die  zweite  Aufgabe  zurückgeführt  werden. 

Der  Pol  der  Geraden  u  hat  die  Coordinaten  q>i{u),  <]e>s(u),  q>^(u).  Von 
diesem  gehen  die  beiden  Tangenten  aus,  also  hat  man  in  der  Lösung  der 
Aufgabe  2  statt  Xi  überall  q>i{u)  einzusetzen. 

Nun  wird 

fi  W  =  öl  I  <Pi  («*)  +  ö<2  g>i{u)  +  atz  <pa  («*)  =  ^t*i . 
also 

f{x,  x)  =  ZXifi  {x)  =:£q>i (u)  /lUi  ^Aq>{u,  u). 

Daher  geht  die  Gleichung  11)  des  Tangentenpaares  über  in  folgende: 

J  (9  (w,  u)  f{if,  y)  -  // V)  =  0. 

Die  adjungirte  Form  der  linken  Seite  14)  ist 

Nimmt  man  als  Gleichung  des  Tangentenpaares 

16)  <p(u,w)r(y,y)-^V  =  0> 
so  wird  die  adjungirte  Form  der  linken  Seite 

17)  q>  (q>i  v^  +  (p^v^  +  93»»)*  =  0. 

Demnach  verhalten  sich  die  Coordinaten  cru  «s,  «^s  ^^^  ®^°^^  Tangente,  wie 
aii<p  — /^u,*  :a,2<p  — -^WiUg  +  <pj/^^ 
:  «18  9>  -  ^^i^  —  9>2  V—  <P 

lajjcp  — ^«sttj  +  cpi/— «p 
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Unter  8)  haben  wir  die  Coordinaten  Sj,  £j,  Is  des  einen  Schnittpunktes 
der  Geraden  u  mit  dem  Kegelschnitt  f=0  bestimmt.  Daraus  ergeben  sich 
aber  auch  sofort  die  Coordinaten  or^,  a^,  a^  der  Tangente;  denn  es  ist 

«8  =  Ö3iSi  +  «m5» +  083^81 

daher  ergiebt  sich 

«, :  a, :  flfg  =  <3P  —  q)i  Wi  +  {a^^u^  —  a^^u^)  /^ 

:     -Vi«8  +  (fl82«*8-Ö8S*«»)/— ^ 
19)  <P  -  9>«  Wj  +  (flas«*!  -  0,1  W3)  ^/^ 

-  9>lW8  +  («88^1  -  «81^3)  V-^ 

=    -  9^8  ^1  +  («11  «*i  -  a,2W|)  y-<P 

V — n^s  +  («si  «*«  -  «32<*i)  Z-^- 

Genau  dieselben  Formeln  findet  man  aus  18),  wenn  man  dort  die  Ele- 
mente der  drei  Zeilen  bezw.  mit  an,  cr^2,  Ois  (f=  1,2,3)  multiplicirt  und 
dann  colonnenweise  addirt.     Man  hat  dabei  zu  beachten,  dass  z.  B. 

«18      «12«*! +  «22^2  + «38  Wj 
«18      «lS«*l  +  «23^  +  «88<*8 


=  ^a^3U,  — z/a,,«. 


«12  9^8  ""«18^2 

ist. 

4.  Der  Aufgabe  3  polarreciprok  ist  folgende: 

Die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  zu  bestimmen,  welche 
von  dem  Punkte  x  an  den  Kegelschnitt  fs=0  gehen. 

Die  Polare  des  Punktes  x  hat  die  Coordinaten  fi{x)^  faC^)»  A(^)>  ^^^ 
diese  schneidet  den  Kegelschnitt  in  den  gesuchten  Berührungspunkten.  Wir 
haben  daher  in  der  Gleichung  des  Punktepaares 

—  (<p(u,  u)  <p(p,  v)  -<p(w,»)2)  =  0 

Ui  durch  fi{x)  zu  ersetzen. 
Dann  wird 

9i  (m)  =  «a  /i  (a?)  +  ««  /i  («)  +  or<s  ^8  («)  =  ^^ 
und 

9» (u,  w)  =  2ui q>i (w)  ^2fi{x)/iXi=^J  f{x,  x). 

Folglich  hebst  die  Gleichung  des  Punktepaares 

20)  M«,«)9K»)-  ^(«i«'i  +  «2»8  +  af8»8)*  =  0. 

Die  adjungirte  Form  der  linken  Seite  ist 

21)  Ma'.«)-(Ay.+r.y«+/3ys)»- 

Daher  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  des  einen  Berührungspunktes 
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22)  =-^i%f-^^i^''fij/-^f'»22f-'^^' 


(t^f-^x^x^^f^y^-TJf 


=  «is/"-  ^^i^z  +  f%  V—^f'*  «23/"-  ^^%^-fi  V-^f 

unter  15)  haben  wir  die  Coordinaten  a^,  a^,  a,  der  Tangente  bestimmt, 
welche  von  dem  Pankte  x  an  den  Kegelschnitt  geht  Daraus  können  wir 
wieder  die  Coordinaten  £1,  ^^i  ^s  ^^^  Berührungspunktes  finden,  denn  es  ist 

5l  =  «n«l+«ll«2  +  «l3«3l 

l2=«81«l+«2S«2  +  «28«8> 

^,  •   U4      •   U  S5=«81«l  +  «W«2  +  «38«3- 

Daher  ergiebt  sich 


I, :  g, :  I3  =  ^Z-- ^ /l  a?j  +  («i,a?3  «  «,3«,) /^/ 

:       -^/ia?2  +  (of„a?s-«23^8)/72^ 
:       -  /if^x^  +  (a3ga?3  -  «330:3)  ^^^f 

=       -  ^/i^i  +  («13^1  -  «11^3) /-^/^ 

23)  :  Af-^  AU%^  +  (a33iCi  -  or»fl?8)/~^/' 

:       -  ^^^3a?3  +  («33^;^  -  gg,  gg)  V—  Af 

=        -  ^^3«,  +  («iii»,  -  «jjiCj)  J/--J/ 
•  —  ^/i «2  +  («'21  «2  —  «22^1 )  V—^f 

:Af^Af^x^  +  (a3i  x^  -  «g,  a?i)  ^^^^^Z/". 
Dieselben  Formeln  findet  man  aber  auch  aus  22),    indem   man  dort  die 
Elemente   der   ersten,    zweiten   und   dritten   Zeile  bezw.  mit  an,  a,2,  a<-3 
(i=l,2,  3)  multiplicirt  und  dann  colonnen weise  addirt.     Man  hat  dabei  zu 
beachten ,  dass  z.  B. 

a     f^a^f^     ^»      «81«'l  + 022^2 +  028«3 

ist. 

Es  ist  klar,  dass  diese  rechnerische  Erledigung  des  Problems,  von  den 
Thetarelationen  aus,  nur  solche  Endresultate  liefern  konnte,  welche  aus 
den  Formeln  der  allgemeinen  Theorie*  durch  geeignete  Specialisirung  her- 
leitbar sind.  Rechnerische  Gründe  empfehlen  zudem  die  Beschreibung  auf 
Integrale  mit  entgegengesetzten  ünstetigkeitsstellen,  ohne  dass  dadurch  der 
Allgemeinheit  Eintrag  ^ethan  würde,  da  die  Herstellung  weiterer  Formeln 
sich  blos  als  Anwendung  der  Additionstheoreme  der  Thetafuncfcionen  dar- 
stellt, ähnlich  der  Methode,  welche  im  Anfang  des  Cap.  IV  befolgt  ist. 


*  Vergl.  F.  Klein,  Ueber  hjper elliptische  Sigmafunctionen.    Math.  Annalen 
Bd.  XXVI  und  XXXU. 

Heppenheim  a.  d.  Bergs tr.,  im  Februar  1889. 
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XXIY.  lieber  die  Doppelpunkte  der  Koppelonrve.* 

(Hierzu  Taf.  XL) 

Die  Untersuchung  des  Formenwandels  der  Eoppelcurven,  welche  in 
einem  beliebig  gegebenen  Kurbelgetriebe  von  den  sSmmtlichen  Sjstempunkten 
beschrieben  werden,  führt  auf  eine  gewisse  Curve  zehnter  Ordnung,  die  wir 
als  die  üebergangscarve  der  bewegten  Ebene  bezeichnet  haben.  Die- 
selbe ist  der  Ort  derjenigen  S jstempunkte ,  welche  Eoppelcurven  mit  zwei 
zusammenfallenden  Doppelpunkten  erzeugen.  Sie  geht  viermal  durch  die 
imaginären  Kreispunkte  und  hat  die  Endpunkte  der  Koppel  im  Allgemeinen 
zu  Doppelpunkten.  —  Im  Folgenden  soll  die  üebergangscurve  weiter  dis- 
cutirt  werden. 

1.  In  Fig.  1  wird,  wie  früher,  durch  das  Viereck  00' BÄ  ein  Kurbel- 
getriebe mit  dem  Stege  00'  dargestellt.    Setzen  wir  wieder  OO'^^y,  AB^e^  ^ 
OA^!=r^  OB  =8^  c*— y*  +  r*  +  5*=»n*  und  bezeichnen  die  Abstfinde  eines 
beliebigen  Punktes  der  bewegten  Ebene  von  A  und  B  beziehungsweise  mit  -v 
&  und  a,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  üebergangscurve 

1)  27a*l)Ma'-«V(&*-*^)'  ^ 

-18a«5«{a«-.5«)(5'-r«)(a*+2a«ft«-in«a«-^6«  +  5*c^(2a«6»  +  6*         { 

-(a*  +  2a«6«-in2a5'-w«&«  +  5«c«)«(2a«6«  +  5*-f«a«-»n«6«  +  r«c«)«  =  0. 
Für  A  als  Coordinatenanfangspunkt ,  AB  als  A;-Axe  wird 

und  dann  lautet  in  Gleichung  1)  das  Glied  zehnten  Grades  ( 

Die  beiden  unendlich  fernen  Punkte,  welche  die  üeber- 
gangscurve ausser  den  Kreispunkten  noch  besitzt,  sind  dem- 
nach reell  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Koppel  c  grosser 
oder  kleiner  ist  als  der  Steg  y,  —  Wählen  wir  im  speciellen  Falle 
des  gleicharmigen  Kurbelgetriebes  (r  =  5)  die  Koppelmitte  Jlf  zum 
Coordinatenanfangspunkte,  MB  zur  a;-Aze,  so  ist 


*  Fortsetzung  zu  dem  Aufsatze  S.  303  dieser  Zeitschrift. 
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(c*-y*)y*-y*ic*=0 
die  Gleichung  der  Asymptoten  der  Uebergangscurve. 

Ist  c  =  y,  so  zerfällt  die  uebergangscurve  in  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade und  in  eine  tricirculare  Curve  neunter  Ordnung,  und  ist  zugleich  r=s, 
so  ergiebt  sich  (von  der  doppelt  zählenden  unendlich  fernen  Geraden  ab- 
gesehen) eine  bicirculare  Curye  achter  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Punkte 
im  unendlich  fernen  Punkte  der  ^-Axe.* 

2.  Gleichung  1)  ist  in  Bezug  auf  a  und  h  vom  zwölften  Grade,  und 
zwar  fanden  wir  als  Glied  zwölften  Grades 

(a«-6«)2{-r*a8  +  2r«(w2-2c»)a«6«  +  (4rV  +  4sV-2r2Ä«-m*)a^6* 

+  2s2(w2-2c«)a«6«-5*68}. 
Ferner  stellt  die  Gleichung 

einen  Kreis  dar,  dessen  Mittelpunkt  Sl  die  Strecke  ^^  im  Verhältniss  — r  =  — 
theilt.     Ist  nun  h  eine  Wurzel  der  Gleichung 

+  25*(w«-2c«)ä-ä*  =  (T; 

so  berührt  der  betrachtete  Kreis  die  uebergangscurve  in  den  imagin&ren 
Kreispunkten,  d.  h.  .^  ist  der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  der  ueber- 
gangscurve in  diesen  Punkten.  Ist  insbesondere  k  reell,  so  ist  ^  ein 
Doppelbrennpunkt  der  uebergangscurve.  Die  Wurzeln  der  Gleichung 
2)  sind  nun  im  Allgemeinen  sämmtlich  verschieden,  folglich  hat  die 
uebergangscurve  in  jedem  der  imagin&ren  Kreispunkte  im 
Allgemeinen  vier  verschiedene  Tangenten. 

Für  den  speciellen  Fall  des  gleicharmigen  Kurbelgetriebes  er- 
geben sich  hieraus  leicht  die  folgenden  Beziehungen :  Von  den  vier  Doppel- 
brennpunkten der  Uebergangscurve  liegen  entweder  zwei  auf  der  Koppel 
und  zwei  auf  der  Normalhalbirenden  derselben  —  und  zwar  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  Koppelmitte  — ,  oder  alle  vier  auf  der  Normalhalbirenden, 
je  nachdem  c  +  y^2r  ist.  Ist  c  +  y=2r,  also  das  gleicharmige  Kurbel- 
getriebe ein  durchschlagendes,  so  fallen  zwei  der  Doppelbrennpunkte  in  der 
Koppelmitte  zusammen;  die  beiden  anderen  liegen  auf  der  Normalhalbiren- 
den der  Koppel. 

3.  Für  6  =  r  liefert  Gleichung  1)  zweimal  a*  =  t»*  — r^— c*  =  5*— y*. 
Die  Kreise  um  A  und  B  mit  den  Radien  r  bez.  s  berühren  also  die  Ueber- 
gangscurve. 

4.  Beim  gleicharmigen  Kurbelgetriebe  ist  die  Uebergangscurve 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Normalhalbirende  ÜT  der  Koppel.     Um  in 


*  Dann  zerfallen  die  Eoppelcur^en  in  Kreise  und  Curven  vierter  Ordnung, 
Vergl.  Burmester,  Kinematik,  S.  300-306.  ^.g.^.^^^  by GoOglc 
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diesem  Falle  die  Curvec punkte  auf  3f  F  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  Gleich- 
ung 1)  a=&,  r  =  5  und  erhalten  nach  einfacher  Umformung 

Die  üebergangscurve  besitzt  daher  auf  MY  zwei  Spitzen  S  und  T  mit 
der  Tangente  MT  (Fig.  1).     Für  dieselben  ist 

rc  rc 


a  =  6  = 


Die  Punkte  S  und  T  beschreiben  Koppelcurven  mit  drei  zusammenfal- 
lenden Doppelpunkten  (Fig.  4). 

5.  Wir  untersuchen  zum  Schluss  die  Gestaltung  der  KoppelcuiTcn  fÄr 
ein  bestimmt  gegebenes  Kurbelgetriebe;  es  sei  z.  B.  c  =  2y,  r  =  8  =  y,  — 
Nehmen  wir  die  Koppelmitte  M  als  Coordinatenanfangspunkt,  MB  als 
d;-Aze  und  setzen  wir  noch  x^+y^=k^Y\  so  ergiebt  sich  als  Gleichung 
der  Üebergangscurve  (Curve  <o  in  Fig.  1) 

60y«  +  (88A*-428AH  97)  (|)V  +  2(^*-l)'(-18^*- 232X2  +  43)  (|)V 

^  +(i«-l)«(36A*  +  349A«-l)(|-W0. 

Die  Curve  a>  hat  —  wegen  r  =  5  =  y  —  die  Koppelendpunkte  A  und  B 
zu  dreifachen  Punkten  mit  einer  dreifach  zahlenden  Tangente  1,  A  B.     Fflr 

die  Spitzen  8  und  T  auf  Jlf  F  folgt  y  =  +  -^»  also  LASB^  120^     Die 

beiden  Asymptoten  gehen  durch  M  und  bilden  mit  AB  Winkel  von  30^. 

In  Fig.  2  ist  für  dasselbe  Kurbelgetriebe  die  Polcurve  p  constrairt 
worden.  Die  Polcurve  ist  bekanntlich  für  jedes  Kurbelgetriebe  eine  bicir- 
culare  Curve  achter  Ordnung  mit  vierfachen  Punkten  in  A  und  ß.  Für 
r  =  5  fallen  die  beiden  Tangenten  in  jedem  der  imaginären  Kreispunkte  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen ,  so  dass  die  Polcurve  überdies  noch 
zwei  unendlich  ferne  Punkte  besitzt.  Im  gegenw&rtig  betrachteten  Beispiel 
sind  dieselben  reell;  als  Gleichung  der  Asymptoten  ergiebt  sich 

7y  + /l5rc  =  0. 
Von  den  vier  Tangenten  der  Polcurve  in  A  und  B  sind  je  zwei  imaginSr; 
die  beiden  reellen  bilden  mit  A  B  Winkel  von  60®.     Auf  MY  liegen  zwei 
imaginäre  Doppelpunkte;  für  die  reellen  Punkte  G  und  B  ist  a  =  2y. 

Die  Curven  a>  und  p  theilen  den  Quadranten  XMY  der  bewegten 
Ebene  in  fünf  Flächenstücke:  FMS,  BFSG,  UBGY,  B FUV  mM  dem 
Berührungspunkte  P  von  a>  und  p  (vergl.  Fig.  3  in  fünffacher  Yergrösse- 
rung),  VBX.  Da  nun  jeder  Punkt  von  p  eine  Koppelcurve  mit  Bückkehr- 
punkt beschreibt,  und  da  der  Bückkehrpunkt  die  Uebergangsform  zwischen 
dem  Knotenpunkte  und  dem  isolirten  Punkte  bildet,  so  können  wir  den 
Formen  Wandel  der  Koppelcurve  für  alle  Systempunkte  im  Quadranten  X^J 
in  der  folgenden  Tabelle  darstellen;  ^  . 
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Ort 

des 

Systempnnktes. 


Doppelpunkte 

der 
erzeugten  Koppelcnrre. 


!  FläcbeDBtilck  FMS  . 
Bogen  FS 

Flächenstfick  BFSG 

Bogen  BG 

Flächenstück  UBGY 

Bogen  BU 

Fl&chenstack  BPÜV 
Bogen  BV 

Flächenstfick  VBX  . 


8  EnoteDpankte 

1  Knotenpunkt,  1  Selbstberührongs- 
punkt 

1  KDOtenpankt,  2  conjugirt  imagin&re 
Doppelpunkte 

1  Bflckkehrpunkt,  2  conjugirt  imagi- 
n&re Doppelpunkte 

1  isolirter  Punkt,  2  conjugirt  imagi- 
näre Doppelpunkte 

1  isolirter  Punkt,  1  Selbstberührungs- 
punkt  

1  isolirter  Punkt,  2  Knotenpunkte   . 

1  isolirter  Punkt,  1  Knotenpunkt, 

1  Bückkehrpunkt 

2  isolirte  Punkte,  1  Knotenpunkt  •  • 


Punkt  1,  Fig.  6. 

ff     2,  „    6. 

ff     Ä,  „    7. 

ff     ^1  ff    Ö« 

ff     ß,  ff    9. 


Punkt  6,  Fig.  11. 


In  der  yom  Punkte  P  erzeugten  Koppelcurve  (Fig.  10)  ist  ein  Knoten- 
punkt mit  einem  Bückkehrpunkte  vereinigt,  überdies  besitzt  dieselbe  einen 
isolirten  Punkt.  Für  die  Fälle  6  bis  8  konnten  die  Unterscheidungsmerk- 
male der  betreffenden  Koppelcurren  bei  dem  zu  Qrunde  gelegten  Maassstabe 
nicht  deutlich  yeranschaulicht  werden. 

Braunschweig,  27.  Juni  1889.  B.  Müller. 


XXY.  Eine  Erweiterung  des  DoppelyerhältnissbegrifTes. 

1. 

Auf  einer  Geraden  q  seien   yier  Punkte  J.,  J?,   C,  D  gegeben,   für 

welche  {ÄBCD)  =  J.     Wir  können  dieses  Doppelyerh&ltniss  —  wie  sich 

durch  ähnliche  Dreiecke  zeigen  lässt  —  in  folgender 

Weise  construiren.    Wir  errichten  in  Ä  und  D  zu  ^     p«.  ^V  '• 

die  resp.  Normalen  a,  d.    Auf  Ä  bestimmen  wir  zwei 

'  A  A        .-i     1 
Punkte  ^|,  -4,  derart,   dass  -r-r^^"  —  —  ^     Dann 

ziehen  wir  A^  B.     Diese  Gerade  treffe  d  in  D*.    Wir 
projiciren  B*  aus  A^  auf  q  und  erhalten  C. 

Diese  Construction  wollen  wir  yerallgemeinem. 

A^  B^  C^  Dy  E  seien  fünf  Punkte  auf  p,  yon  A^^' 
denen  wir  yier  —  J.,  5,  2>,  JS7  —  kennen.     Aus  ihnen  werde  der  fünfte 
—  C  —  durch  folgende  Construction  abgeleitet  (Fig.  1).    Wir  öjn^|ChJ^n(igQQQ|^ 


4i- 


376  Kleinere  Mittheilnngen. 

Äy  D,  E  die  Senkrechten  a,  d,  e  zu  q.  Auf  a  bestimmen  wir,  wie  oben, 
die  Punkte  Ä^^  Ä^.  Dann  ziehen  wir  Ä^B.  Diese  Gerade  schneide  D  in  D*. 
J.,D*  treffe  p  und  c  resp.  in  ä^^  und  JE7*.  Wir  ziehen  die  Gerade  Ä^E*. 
Ihr  Schnittpunkt  mit  q  sei  C, 

Aus  dieser  Construction  folgt: 

1)  {ÄSiBD)  =  J 
und 

2)  {ÄS^CE)  =  J, 

Wir  eliminiren  ß'^,  indem  wir  für  1)  und  2)  setzen: 

3)  8^Ä(ÄB-JÄD)^{/1'-l)ÄB.ÄD 
und 

4)  SiÄ{ÄC^^ÄE)=^{d^l)ÄC.ÄE. 

Mithin  ist: 

,      ÄB.ÄC.DE 

^>  "^^AD.AE.BC' 

Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  dass 

ÄB.DE^^BE.ÄD'-ÄE.BD. 

Setzen  wir  dies  in  5)  ein,  so  folgt: 

Die  Abhängigkeit,  welche  wir  in  6)  unter  den  Punkten  Ä^  B^  C,  D,  E 
aufgestellt  haben,  wollen  wir  mit  dem  Symbol  {ABC DE)  bezeichnen.  Wir 
haben  somit  für  dasselbe  die  definirende  Gleichung: 

I)  {ABCDE)  =  J  =  -{ABCD)  +  {ABCE). 

Wir  wenden  uns  zu  einer  Gruppe  von  sechs  Punkten  ABCDEF.    Fünf 
^  Fiff.Z.  von  ihnen,  ABDEF^  seien  gegeben.  Wir 

construiren  (Fig.  2)  zuerst  einen  Punkt  5, , 
'  ./r*    ■'--.,  ^        für  den 

yi    cj\/-:       IT        >f-.,.,     7)  iÄBS,D)=J. 

:  ^'A.'-''^z  ^        ^Hierauf  bestimmen  wir  C  in  der  Weise,  dass 

^..'''^*  8)  {AS^CEF)  =  J 

ist.    Aus  7)  und  8)  eliminiren  wir  S,.    Zu 
xk'  '  diesem  Zwecke  setzen  wir  für  7)  und  8): 

9)  A8i{BD'-JAD)=^J.BA.AD 

und 

10)  ÄSi{^C.EF+J.AE,AF)  =  /t.AE.AF.AC. 

Also  ist: 
--,  AC.BD      AB.ACEF 

Di-ücken  wir  diese  Abhängigkeit  der  sechs  Punkte  A,  B,  C,  D,  E^  F  mit 
dem  Symbol  {ABCDEF)  aus,  so  ergiebt  sich  die  definirende  Gleichung: 

II)  {ABCDEF)  ^d^  {AB  CD)  ^  {ABCE)  +  U 
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Damit  ist  der  Weg  gezeigt,  mn  eine  Abhängigkeit  zwischen  n  Punkten 
Ay  Bf  Cf  ...,  JV  festzustellen.  Wir  definiren  dieselbe  durch  das  Symbol: 
III)  {ÄBCD...N)  =  J^+[{ÄBCD)--'{ÄBCE)  +  '^'±{ABCN)]. 

Bei  dieser  Gleichung  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  n  gerade  ist  und 
das  untere,  wenn  n  ungerade  ist.  Soll  jetzt  zu  den  n  — 1  Punkten  Ä^  B, 
2>,  ...,  N  der  Punkt  G  gesucht  werden,  so  verfahren  wir,  wie  folgt:  Wir 
construiren  in  J.D  ...  JV  die  Normalen  a,  d,  ...,  n  zu  q.    Auf  a  bestimmen 

wir  A^A^  nach  der  Bedingung  -j-^^  *     Je  nachdem  nun  n  gerade 

oder  ungerade  ist,  ziehen  wir  A^B  oder  A^B,  Mit  dieser  Linie  schneiden 
wir  d.  Den  Schnittpunkt  D*  verbinden  wir  mit  A^  oder  A^ .  Wir  zeichnen 
den  Funkt,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  e  tri£Pt,  ziehen  uach  A^  oder 
A^  und  fahren  in  dieser  Weise  fort,  bis  schliesslich  eine  Qerade  durch  A^ 
oder  A^  aus  q  den  gesuchten  Punkt  G  schneidet. 

Wir  führen  einige  Benennungen  ein,  welche  die  Stellung  der  Punkte 
in  der  allgemeinen  Gruppe  charakterisiren.  A  sei  der  Hauptpunkt, 
B  der  Anfangspunkt  und  C  der  Endpunkt  der  Gruppe. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  der  entwickelten  Abhängigkeit  der  n  Punkte 
Aj  Bf  ...^  N  noch  eine  andere  Form  geben.  Lösen  wir  die  Doppelverhält- 
uisse  von  III)  auf,  so  ergiebt  sich: 

Wir  führen  nun  den  Begriff  des  Exponenten  der  Punkte  (7,  D,  ...,  ^  in 
Bezug  auf  die  festen  Punkte  J.,  B  ein.      Seien  diese  Exponenten  mit  Po 

Pd,  ..•>  Pn  bezeichnet,   so  ist  Pc^^^  ^^^^BD'     "'  ^"^^O"' 
nutzen  wir  diese  Schreibweise,  so  geht  III)  über  in: 

IV)  +— =» H +  — 

^Po        Pd       Pe       Pf         "^  Pn 

2. 

Wir  projiciren  jetzt  die  Figur,  welche  die  Construction  des  Punktes  G  aus 
ABD  .».N  darstellte,  aus  einem  beliebigen  Centrum  auf  eine  beliebige 
Ebene.  Hierdurch  erhalten  wir  eine  neue  Figur^  welche  zu  der  ursprüng- 
lichen perspectivisch  liegt.  Doppelverhältnissgleichheiten  der  einen  Figur 
übertragen  sich  auf  die  andere.  Daher  ergiebt  sich  für  die  neue  Figur  (3) 
Folgendes:  Die  Geraden  «,  d,  c,  ...,  n,  welche  die  Projectionen  von  a, 
dy  ...,  n  der  ursprünglichen  Figur  sind,  müssen  durch  einen  Punkt  T 
gehen.  Er  ist  die  Projection  des  unendlich  fernen  Punktes  T«,  welcher 
die  zu  q  senkrechte  Richtung  angiebt.  Verbinden  wir  T  noch  mit  den 
Punkten,  welche  die  Projectionen  von  B  und  G  sind,  und  seien  (,  c  diese 
Verbindungslinien,   so  haben  wir  in  der  neuen  Figur  ein  Büschel ^CLfi^Tp 

igi  ize      y  ^ 
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Geraden  a,  &,  c,  ...,  n  durch  T.     Dieses  ist  perspectivisch  zu  der  Reihe 
der  Punkte,  welche  Ä,  B,  C,  ...,  N  entsprechen.     Folglich  ist  das  Doppel- 

verhftltniss  von  je  vier  Strahlen  dieses 
Büschels  gleich  dem  resp.  Doppelverhält- 
niss  der  Punkte,  durch  welche  diese 
Strahlen  gehen.  Die  Doppelverhältnisse 
der  Punkte  sind  aber  den  resp.  Doppel- 
yerhftltnissen  ihrer  Originale  gleich.  Die 
Abhängigkeit  der  letzteren  Doppelver- 
hftltnisse  von  /^  haben  wir  in  Gleichung 
III)  aufgestellt.  Uebertragen  wir  diese 
Abhängigkeit  auf  die  Strahlen  a,  (,  o,  ...,  n,  welche  durch  T  gehen,  und 
bezeichnen   wir  dieselbe  mit  dem  Symbol  (a&c.n),  so  gilt  für  dasselbe: 


V) 


{ahcd ...  n)  =  J  =  ±[{al>cd)  —  {ahce)  +  '-'  ±  iahen)] 


—  4-  r^^^^  (^^ 


hd     sinhe 


sinh 


511. 


I8inbc\$inad     sinae  sinan^J 

Wir  nennen  a  den  Hauptstrahl,  h  den  Anfangsstrahl  und  c  den 
Endstrahl  der  Gi;uppe  von  n  Strahlen  durch  T. 


Wir  wenden  uns  nochmals  zum  Punkte  2,  von  dem  unter  2  die  Rede 
war.  Er  muss  mit  den  Punkten  Ä^  Ä^^  A^j  welche  die  Bilder  der  gleich- 
namigen Punkte  von  der  ursprünglichen  Figur  sind,   das  nämliche  Doppel- 


yerhältniss  bilden ,  wie  To^  mit  den  letzteren  Punkten.     Nun  war  J  = 


AA^ 


^(A^A^ATo^).     Folglich  ist  in  der  neuen  Figur  (-Aj -4, -4 T)  = -^. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  können  wir  eine  allgemeinere  Construction 
des  Punktes  C  aus  AB ...N,  d  ableiten,  als  die  unter  1  entwickelte,  und 
ferner  eine  Construction  des  Strahles  c  aus  den  Strahlen  a5d...fi  und  ^. 

Bei  der  ersten  Construction  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade 
und  bestimmen  auf  ihr  eine  Punktegruppe  nach  der  Bedingung  (A^^A^AT)=^^. 
Dann  zeichnen  wir  ein  Polygon,  dessen  Seiten  abwechselnd  durch  A^  und 
A^  gehen  und  dessen  Ecken  auf  den  Geraden  liegen,  welche  T  mit  DE.,.  N 
verbinden.  Wir  beginnen  diesen  Polygonzug  mit  einer  Geraden  durch  A^ 
oder  A^ ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist  Auf  der  Schlusslinie  des 
Polygons  liegt  C  (Fig.  3). 

Bei  der  zweiten  Construction  sind  n  —  1  Strahlen  ah.,.n  durch  einen 
Punkt  T  gegeben.  Wir  construiren  auf  a  die  Punktegruppe  [A^Jl^AT)  ^=  ^. 
Hierauf  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade  g ,  welche  h  in  B  schneide. 
B  verbinden  wir  mit  A^  oder  A^ ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Diese  Verbindungslinie  treffe  d  in  D*.  Wir  ziehen  D^A^  oder  L^A^  und 
fahren  so  fori     Wir  erhalten  ein  Polygon  BJ)*E*...  N*r^^^9.llßi*te 
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Ecke  C  in  q  liegt.     Duroh  0  geht  c.    Ein  üeberblick  über  beide  Construc- 
tionen  zeigt,  dass  diese  zwei  yerschiedene  Deutungen  derselben  Fignr  sind. 

4. 
Wir  stellen  nun  für  die  Punktegruppe  {j^BO .,.N)  =  J  einige  spe- 
cielle  Lagen  zusammen,  bei  denen  die  allgemeinen  Constructionen  sich  ver- 
einfachen. 

1.  Ist  z/  =  +  ^,  so  ist  //— 1  =  — ^.  Führen  wir  unter  dieser  Be- 
dingung die  Gonstruction  von  C  nach  der  in  1  entwickelten  Methode  durch, 
so  können  wir  einen  der  Punkte  Ä^^  A^  beliebig  wählen.  Die  Strecke 
zwischen  ihm  und  dem  andern  Punkte  muss  durch  A  halbirt  werden. 
Zeichnen  wir  C  nach  der  in  3  abgeleiteten  Gonstruction,  so  ist  Tder  vierte 
harmonische  zu  Ä  in  Bezug  auf  Ä^A^.  Dementsprechend  wollen  wir  in 
diesem  Falle  C  den  n^^^  harmonischen  zu  B  in  Bezug  auf  AD  ,.»N 
nennen.  Die  Qruppe  (ABC ...  N)  =  ^  sei  eine  harmonische  Gruppe. 
Für  sie  geht  N  über  in : 

2.  Ist  J  =  —  lj  SO  ist  z/  — 1  =  — 2.  A^  liegt  in  der  Mitte  von  A 
und  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  A^.  T  ist  der  vierte  harmonische 
zu  A^  in  Bezug  auf  AA^.  Der  Punkt  G  ist  mit  den  übrigen  durch  die 
Relation  verbunden:  1         i        i  i 

+  — = +  — , 

Pc         Pd       Pe  Pn 

bei  der  das  obere  Zeichen  für  ein  gerades,   das  untere  fUr  ein  ungerades 
n  gilt 

3.  Wir  nehmen  an,  dass  der  Punkt  A  unendlich  fem  liege.  Dann 
geht  ni)  über  in: 

(ABC...N)  =  J=^±47,[BB-BE...±BN] 

OD  jD  1/ 

'^^^''''  ±JBC=BD'-BE...±BN. 

Machen  wir  B  zum  Nullpunkt  und  sei  BC^  BD,.,  gleich  c,  dy  ..., 
8<>  i8t:  ,     >         j  I 

Die  Gonstruction  von  C  führen  wir  in  diesem  Falle  am  einfachsten  so 
durch,  dass  wir  die  Richtungen  der  unendlich  fernen  Punkte  -4^,  A2  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  von  g  —  etwa 
durch  B  —  zwei  Gerade,  deren  Neigungen  gegen  q  der  Bedingung  ge- 
nügen:    =  i^^.     Dann   sind  ulj,  A^  die  unendlich  fernen  Punkte 

dieser  Geraden. 

Soll  C  der  n^  harmonische  zu  B  sein,   d.  h.  soll  construirt  werden; 

+ -g-  =  (i— e... +f»,  80  ist  <j>|S=<P2  und  im  Uebrigen  wiUkürlicl». 
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Ist  ^  =  —  1,  d.  h.  soll  construirt  werden :  +c  =  d  —  e...  +  «,  so  halbirt 
die  Richtungslinie  von  Ä^  den  sonst  willkürlichen  Winkel  q)^. 

4,  Bückt  der  Anfangspunkt  Ä  der  Gruppe  ins  Unendliche ,  so  wird  der 
Endpunkt  Cm  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Dieselbe  erhält  eine  einfachere  Form,  wenn  wir  ÄC^  ÄD^  ...  gleich  cd,... 
setzen.     Dann  ist:  ^       i        i  i 

+  —  =  -T ••.-!---. 

—  c       d       e       —  n 

Für  ii/=  i  ist  Cm  gegeben  durch: 

—  2c      d       e      —  n 
Für  ^^s=  — 1  ergiebt  sich  Cm  aus: 

_  1        1       1        .1 
^  c       d       e      —  n 


5. 

Wir  machen  von  den  aufgestellten  Erklärungen  eine  Anwendung  auf 
die  Curventheorie. 

In  einer  Ebene  B  seien  «  —  1  Gerade  aßd  ...v  und  ein  Punkt  P  ge- 
geben. P  sei  Scheitel  eines  Strahlenbüschels  in  B.  Jeder  Strahl  q  schneidet 
aus  den  Geraden  aßS  ,..v  n—  1  Punkte  ÄBD  ...  K  Wir  suchen  den  n*«" 
Punkt  C,  welcher  der  Bedingung  genügt:  {ÄBCD ...  N)=  ^  und  fragen 
nach  dem  Orte  der  Punkte  C  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  gehen  wir 
von  der  Ebene  B  in  den  Raum  über.  Wir  errichten  in  P  eine  Normale  p 
zu  B.  In  aö  .,.v  denken  wir  uns  die  Normalebenen  A D  . . .  N  zu  B  con- 
struirt. In  der  Ebene  A  ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  S  von  a  und  ß 
zwei  Gerade  cr|,  or,»  <^eren  Neigungen  (jp^,  g>^  gegen  a  durch  das  Verhftltniss 

tgg>i      A — 1  , 

- — -  =  — : —  bestimmt  seien.     Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl ,  so  erhalten  wir 

den  Ort  der  Punkte  C  in  folgender  Weise:  Wir  legen  zuerst  eine  Ebene 
durch  Oj  und  ß.  Wir  zeichnen  ihre  Schnittlinie  d*  mit  der  Ebene  D.  Dann 
ziehen  wir  die  Transversalen  zu  a,,  h*  und  p,  Sie  erfüllen  eine  Hegei- 
schaar B'.  Die  Ebene  E  schneidet  R^  in  einem  Kegelschnitte,  welcher 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  p  geht.  Wir  construiren  jetzt  die 
Transversalen  zu  diesem  Kegelschnitte  >  zu  p  und  cr^.  Sie  gehören  einer 
BegelflSche  dritten  Grades  R'  an.  p  ist  eine  doppelte  Gerade  von  R'.  Die 
Ebene  F  schneidet  aus  R^  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  unend- 
lich fernen  Punkt  von  p  zum  Doppelpunkte  hat.  Die  Transversalen  zu  dieser 
Curve  dritter  Ordnung,  zu  p  und  (y^,  liegen  auf  einer  Regelflftche  vierter 
Ordnung  R^  welche  p  zur  dreifachen  Geraden  hat.  R^  schneiden  wir  mit  G 
und  fahren  in  dieser  Weise  fort.     Schliesslich  gelangen  wir^  einer  ^^el« 
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fläche  R»-"^  für  welche  p  eine  n  — 3 -fache  Gerade  ist.  Die  Ebene  B  trifft 
R"~*  im  Orte  der  Punkte  C  Also  ist  dieser  Ort  eine  Curve  von  der 
«  —  2*«"  Ordnung,  welche  in  P  einen  n  — 3 -fachen  Punkt  hat. 

Zu  einer  Curve  derselben  Ordnung  gelangen  wir,  wenn  n  eine  ungerade 
Zahl  ist.  In  diesem  Falle  gehen  wir  von  der  Ebene  aus,  welche  durch  a^ 
und  ß  geht,  bestimmen  ihre  Schnittlinie  6*  mit  D,  zeichnen  die  Begel- 
schaar  B^  zu  a^,  6*,  p  und  fahren  so  fort,  bis  wir  zu  einer  Begelflftche 
R«-2  kommen,  welche  B  im  Orte  der  Punkte  G  schneidet. 


6. 

Mit  der  vorstehenden  Entwickelung  ist  der  Weg  gezeigt,  um  mit  dem 
Lineal  aus  n  — 1  Geraden  und  einem  Punkte  P  eine  Curve  der  n  — 2*®*» 
Ordnung  zu  finden,  für  welche  der  gegebene  Punkt  ein  n  — 3-facher  ist. 
Wir  beginnen  mit  drei  Geraden,  d.  h.  mit  n  =  4.  Wir  erhalten  als  Ort 
der  C  eine  Curve  zweiter  Ordnung  C/,  welche  durch  P  und  die  Ecken  des 
Dreiecks  aßd  geht.  Fügen  wir  eine  neue  Gerade  b  hinzu,  so  liegen  die  C 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  Ce^.  Sie  enthält  den  Schnittpunkt  8  von 
aß  und  die  Schnittpunkte  von  e  mit  C^. 

Indem  wir  in  dieser  Weise  fortfahren,  ordnen  wir  jeder  weiteren  der 
«  — 1  Geraden  aß..,v  eine  neue  Curve  zu,  welche  die  vorhergehende  in 
Punkten  dieser  Geraden  schneidet  Wir  leiten  nun  ein  Gesetz  ab,  welches 
zwei  solche  aufeinanderfolgende  Curven  Cq,  Cp  verbindet.  Qj^  Qy  seien 
zwei  Gerade  durch  P.  Ihre  resp.  Schnittpunkte  mit  a,  Cq,  n^  Cp  seien 
resp.  AjpAy,  XqTq,  PxPy  und  XpYp.  Dann  ist  nach  Construction 
(A^^X^Pg^Xp)  =  (Jy  YqPj,  Yp),  Daraus  folgt,  dass  ^^,  Qy,  «,  X^Y^,  n 
und  XpYp  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  sind.  Nennen  wir  X^,  Xp 
entsprechende  Punkte  und  XqYq^  ^p^p  entsprechende  Sehnen  der  Curven 
Cq,  Cp,  so  lässt  sich  der  gefundene  Zusammenhang  zwischen  CqCp  so  aus- 
drCLcken:  Ein  entsprechendes  Sehnenpaar  umhüllt  mit  a,  n  und 
den  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Endpunkte  der  Sehnen 
verbinden,  einen  Kegelschnitt. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  einfache  Linealconstruction  der  Curve  Cp 
aus  Gq.  Halten  wir  nämlich  X^Xp  fest,  während  Yq  die  Curve  Cq  durch- 
läuft, so  ergiebt  sich  Cp  als  Ort  entsprechender  Strahlen  von  zwei  Büscheln, 
welche  P  und  Xp  zu  Scheiteln  haben.  Die  Correspondenz  der  Strahlen 
dieser  Büschel  wird  dadurch  festgesetzt,  dass  jeder  Strahl  Qy  mit  a,  n,  q^c 
und  Zq^o  einen  Kegelschnitt  bestimmt.  An  ihn  geht  aus  Xp  eine  zweite 
Tangente,  welche  Qy  entspricht. 

Tritt  an  Stelle  der  Sehne  X^Y^  eine  Tangente  in  X^  an  Cq,  so  wird 
ans  der  entsprechenden  Sehne  Xp  Yp  die  Tangente  in  X  an  C  .  Der 
Kegelschnitt,  welcher  a,  tt,  Qx^  Qy  und  diese  Tangenten  berührt,  muss 
jetzt  Qx  im  Schnittpunkte  von  QxQy^   d.  h.  in  P  berühren.     Es  folgt  al^o: 
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Die  Tangenten  in  zwei  entsprechenden  Punkten  von  Cq^  C^ 
an  diese  Curyen  umhüllen  mit  o,  n  einen  Kegelschnitt,  der  in 
P  von  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  be- 
rührt wird. 

Damit  ist  ein  Mittel  gegeben,  um  aus  den  Tangenten  von  Cq  diejenigen 
von  Cp  mit  dem  Lineal  zu  zeichnen. 

Zürich,  März  1889.  Dr.  Chr.  Bbybl. 


ZXVL  Zur  Theorie  der  mehrwertlxigen  Functionen. 

1.  In  einigen  wichtigen,  in  den  SUzungsherichten  der  Berliner  Akademie 
erschienenen  Arbeiten*  betrachtete  Herr  L.  Fuchs  die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen von  ganz  neuen  Standpunkten  aus,  und  setzte  manche 
merkwürdigen,  bisher  unbeachtet  gebliebenen  Eigenschaften  derselben  ins 
Licht.  Dabei  bemerkte  er,**  dass  ein  mehrwerthiges  Integral  einer  Differen- 
tialgleichung Yon  zweierlei  Art  sein  kann;  entweder  nftmlich  die  Werthe 
des  Integrales,  welche  irgend  einem  Werthe  der  unabhängigen  VerSnder- 
liehen  entsprechen,  vertheilen  sich  über  die  compleze  Ebene  in  discreten 
Punkten,  oder  sie  bedecken  eine  oder  mehrere  Flehen.  In  diesem  letzten 
Falle  kann  nach  ihm  das  Integral  als  eine  analytische  Function  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  keineswegs  aufgefasst  werden.  Diese  letzte  Be- 
hauptung wurde  schon  von  Casorati***  angefochten.  Dass  aber  auch  die 
Fuchs'sche  Ausdrucksweise  nicht  ganz  correct  ist,  erhellt  aus  dem  Gan- 
tor'sehen  Satze, ^  nach  welchem  die  Werthe,  welche  eine  Function  für  einen 
und  denselben  Werth  der  Variabein  annimmt,  eine  abzählbare  Menge  bilden, 
und  folglich  keine  Fläche  bedecken  kOnnen.  Nichtsdestoweniger  kann  die 
oben  angeführte  Eintheilung  als  Leitfaden  zu  einer  Classification  der  mehr- 
werthigen  Functionen  dienen;  und  dadurch  kann  man  leicht,  mit  Benutzung 
einfacher  functionentheoretischer  Sätze,  zur  Begründung  einiger  von  den 
Fuchs'schen  Theoremen  gelangen.     Indem  ich  die  Ausführung  dieses  letz- 


*  Ueber  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  Verzweigungspunkte 
besitzen  (Sitzungsber.  1884,  S.  699);  —  üeber  den  Charakter  der  Integrale  a.  s.  w. 
(Sitzungsber.  1885,  S.  5);  —  üeber  die  Werthe  u.  s.  w.  (Sitznngsber.  1886,  8. 279). 
Siehe  auch:  Poincar^,  Sur  un  th^or^me  de  M.  Fuchs  (Compt.  rend.  XGIX,  S.  75 
und  Acta  math.  YII,  S.  1). 

*♦  Sitzungsber.  1885,  S.  11—12. 

***  Les  fonctions  d*une  seule  variable  etc.,  Les  lieuz  fondamentaux  etc.  (Acta 
math.  VIII.) 

t  Beweis  von  Volterra  in  den  Bendiconti  delFAcc.  dei  Lincei  1888:  Salle 
fonzioni  analitiche  polidrome,  —  und  yon  Poincar^  in  den  Bendiconti  del  Circ* 
mat.  di  Palermo  1888:  Sur  une  propriät^  des  fonctions  analytique«.  Siehe  auch 
meine  Notizen  in  den  letztgenannten  Bendiconti  1888,  S.  185  und  150. 
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ten  Gedankens  anf  eine  spätere  Gelegenheit  verschiebe,  beschränke  ich  mich 
gegenwärtig  auf  wenige  Worte  über  die  Eintheilung  der  mehrwerthigen  Func- 
tionen in  zwei  Familien  und  auf  einige  damit  zusammenhängende  Betrach- 
tungen. 

2.  Ist  ^  =  f(z)  eine  monogene  Function  und  J,  die  Punktmenge,  welche 
die  Werthe  von   y  fdr  einen  bestimmten,   aber  willkttrlichen  Werth  von  e 
in  der  j(- Ebene  darstellt,  so  können  sich  zwei  Fälle  ereignen.    Entweder 
a)  ist  die  Punktmenge  J.  in  keinem  Bereiche  überall  dicht,*  oder 
h)  die  Punktmenge  1%  oder  ein  Theil  derselben  ist  in  einem  oder 
mehreren  Bereichen  überall  dicht. 
Es  leuchtet  ein,  dass,  welches  auch  e  sei  (von  speciellen  Werthen  etwa 
abgesehen),  die  Beschaffenheit  von  J,  sich  nicht  ändert;  man  kann  demnach 
die  Functionen   in  zwei  ;, Familien^  eintheilen,  je  nachdem  I^  für  willkür- 
liche Werthe  von  is  von  der  Beschaffenheit  d)  oder  V)  ist. 

Die  erste  Familie  umfasst  insbesondere  die  einwerthigen  und  die  endlich- 
vielwerthigen  Functionen  und  ihre  ümkehrungen,  die  zweite  die  drei- oder 
mehrfach -periodischen  Functionen  und  ihre  ümkehrungen. 
Man  kann  im  Allgemeinen  folgenden  Satz  aufstellen: 
Die  Function  y^f{ss)   und  ihre  Umkehrung  z^q>(y)  gehOren  einer 
und  derselben  Familie  an. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  ys=f(js) 
von  der  zweiten  Familie  ist,  dasselbe  von  fi^g)(y)  folgt.     Setzen  wir  also 
voraus,  y  =  f{ff)  gehöre  der  zweiten  Familie  an.     Dann  kann  man  aus  dem 
Inbegriffe  der  Werthe  von  ^  für  ^  =  Z^  eine  derartige  überall  dichte  Theil- 
menge  H{Yi)  ausscheiden,   dass  die  Differenz  irgend  zweier  Elemente  der- 
selben   eine    vorgegebene   Grösse    absolut   nicht   übertrifft.      Die   Function 
Si=:ip(jy)  nimmt  für  y  =  Yi  (i  =  l,  2,  ...)  unter  Anderem  den  Werth  z^=^Z^ 
an.     Geht  man  nun  in  der  j^- Ebene  von  Yit(i^])  nach  Y^  längs  einer  sehr 
kurzen  Linie,  welche  durch  keinen  singulären  Punkt  der  Function  z  =  (p(y)  hin- 
darcbgeht,   und  nimmt  man  Z^  als  Anfangswerth  dieser  Function  an,   so 
wird    der  Endwerth  Z^^'*)  derselben  von  Z^   sehr  wenig  abweichen.     Indem 
man    für    alle  Werthe  2,  3,  ...  von  i  derart  verfährt,   erhält  man  eine 
Werthemenge  Z^,  Z/^\  Z/'\   ...,  welche,  wie  man  leicht  zeigt,  überall 
dicht  ist   und  deren  sämmtliche  Elemente  dem  Werthe  y=Y^  entsprechen. 
Damit  ist  bewiesen,  dass  e  =  q>(y)  der  zweiten  Familie  angehört. 

3.    Es  sei  insbesondere 

1)  y  =  m 

das    Integral  einer  algebraischen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
mit  idolirten  singulären  Punkten 

y "  +  ^i  (y.  fhy''-^  +  •  •  •  +  *«fy,  iBf)  =  0, 

*  Siebe  G.  Cantor  in  den  Math.  Ann.  XV,  8.  2  und  Acta  math.  II,  S.  851. 
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nnd  setzen  wir  yorans,  1)  sei  eine  unendlich  viel werthige  Function  von  der 

zweiten  Familie.     Ist  J,  eine  überall  dichte  Theilmenge  von  1^^   und  sind 

y,  y   zwei    einander  Jbinl&nglich  nahe  gelegene  Elemente  von  7«,   y^^y 

dy         —      "     dy  ~- 

+  j-5ief,    yi  =  y+-^^fi   die   Werthe,    in   welche  y   bezw.   y   übergehen, 

wenn  man  von  is  aus  nach  z^^a+öz  längs  einer  sehr  kurzen  Linie  geht, 

dy  dy 

80  weichen  die  n  Werthe  von  -=^  von  den  n  Werthen  von  -^  sehr  wenig 

dz  dz  ^ 

dy    dy 
ab;  und  wenn  man  für  -^^i   3^  zwei  einander  entsprechende  Werthe  an- 
dz    dz  _ 

nimmt,  so  sind  die  hieraus  entstehenden  Werthe  von  y^,  ^,  sehr  wenig  von 
einander  verschieden.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass,  wenn  z  den  Werth  &^ 
annimmt,  J^  in  eine  andere  überall  dichte  Menge  oder  wohl  in  mehrere 
derartige  Mengen  übergeht. 

Es  möge  jetzt  ri  ein  Element  von  J«  bedeuten,  welches  J^,  nicht  an- 
gehört. Ziehen  wir  in  der  j?- Ebene  durch  z  eine  geschlossene  Linie  (7, 
welche  darch  keinen  singulftren  Punkt  der  Function  1)  hindurchgeht  und 
den  Werth  y  derselben  in  17  überführt,  und  wenden  die  obige  Schlussweise 
nach  und  nach  auf  den  üeberschritt  von  jedem  Punkte  der  Linie  C  zu  einem 
naheliegenden  Punkte  derselben  an,  so  schliessen  ¥rir,  dass  17  ein  Element 
einer  überall  dichten  Menge  sein  muss,  welche  natürlich  eine  Theilmenge 
von  ia  ist ,  d.h.: 

Die  Menge  der  Werthe  der  Function  1),  welche  einem  und  demselben 
Werthe  von  z  entsprechen,  ist  entweder  selbst  überall  dicht,  oder  sie  be- 
steht lediglich  aus  überall  dichten  Theilmengen. 

Mantua,  den  20.  August  1889.  G.  Vivanti. 
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Die  ersten  Bestimmungen  der  Botationsdauer  der  Sonne 
durch  Beobachtung  der  Sonnenflecke. 
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Ton 
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Der  eigentlichen  Besprechung  unseres  Themas  lassen  wir  zunähst 
einige  ganz  kurze  Worte  über  die  ältesten  Wahrnehmungen  der  Sonnen- 
flecke überhaupt  vorangehen. 

Obwohl  man  über  die  Existenz  der  Sonnenflecke  erst  mit  der  Erfindung 
des  Fernrohres  Gewissheit  erlangte,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass 
grössere  Flecke  schon  früher  auffielen.  So  glaubte  man  z.  B.  im  Jahre  807 
einen  Merkurdurchgang  vor  sich  zu  haben,  während  es  sich  offenbar  um 
einen  grossen  Fleck  handelte.  Ein  anonymer  Schriftsteller  der  damaligen 
Zeit  berichtet  über  diese  Erscheinung  wie  folgt:  ^)  et  steUa  Mercurii  XVI 
KoH,  Aprü.  Visa  est  in  Sole,  quasi  paruüla  macula  nigra,  paulo  superiiM 
medio  centro  ^usdem  sideris,  gime  a  nobis  octo  dies  conspeäa  est.  Sed 
quando  primum  intrauit  et  euixit,  nuUbus  impedientibus ,  minime  notare 
potuimus.  Da  nun  ein  Merkurdurchgang  nicht  so  lange  dauern  kann,  so 
kann  unser  Anonymus  nur  einen  Fleck  gesehen  haben.  Littrow  führt 
in  seinen  Wundem  des  Himmels  den  berühmten  Arzt  aus  Cordova,  Aver- 
roes  an,  der  die  ersten  Flecke  sah,  immer  jedoch  in  der  gleichen  üeber- 
zeugung,  es  handle  sich  um  einen  Merkurdurchgang.  Auch  Kepler  hielt 
einen  Fleck  für  einen  Merkurdurchgang  ^)  und  überzeugte  sich  erst  des 
Oegentheiles ,  als  ihm  die  Rechnung  nachwies,  der  genannte  Planet  habe 
sich  an  dem  betreffenden  Tage  nicht  in  Conjunction  mit  der  Sonne  be- 
funden.     Dafür  beanspruchte  er,   wenn   auch  nur  theilweise,  die  Ehre  der 

1)  Joan.  Beuber,  Collec.  Scriptorum  rerum  germanicarum.    S.  27. 

2)  Er  beobachtete  den  Fleck  am  Sonnenlicht,  welches  er  in  einer  Camera 
obscura  auffing.  Digitized  by  GoOqIc 

Histlit.  Abthlg.  d.  Z«ltaohr.  f.  Math,  a  Phjs.  XXXIV,  1.  1  ^-^ 


Historisch-  literarische  Abtheilang. 

Entdeckung  der  Sonnenflecke ,  wie  dies  aus  der  Einleitung  zu  seinen  Ephe- 
meriden  von  1616  hervorgeht,*)  wo  er  schrieb:  Fdix  sum  eo  ipso,  quod 
primus  hoc  secuU)  macularum  obseruator;  eripio  ergo  süio  tuo  pätmam  hanc 
eodem  iure,  quo  Marius  Gälüeo  sateUUii  Jauialis  primum  visi  laudem  eripuU, 
Nam  81  ego  nesciui,  me  sölis  videre  maculas,  nesciuit  et  iUe  principio,  se 
JouiaUs  sateUUes  aspicere,  cum  tarnen  adspicerä  u.  s.  w.  Später  giebt  er 
zu ,  dass  der  eigentliche  Entdecker  ein  gewisser  JohannFabricius,  Sohn 
des  Seelsorgers  David  Fabricius  zu  Ostell  in  Ostfriesland  war. 

Durch  die  Entdeckung  des  Femrohres  gewann  man  Mittel ,  die  Flecke 
näher  zu  untersuchen,  und  wir  haben  nun  gleich  eine  Reihe  von  Beobach- 
tern, die  unabhängig  von  einander  arbeiteten.  Der  früher  genannte  Fabri- 
cius brachte  gelegentlich  einer  Reise  nach  Holland  ein  Fernrohr  nach  seiner 
Heimath ,  welches  er  mit  seinem  Vater  zusammen  gegen  das  Tagesgestim 
richtete.  Nicht  nur,  dass  er  die  Sonnenflecke  beobachtete,  sondern  er  merkte 
sich  auch  die  Zeit  an,  an  welcher  sie  bestimmte  Lagen  einnahmen,  und 
als  er  sie  wieder  in  gleicher  Stellung  bemerkte,  notirte  er  die  Rota- 
tionsdauer der  Sonne  an.  Seine  1611  in  Wittenberg  erschienene  Schrift: 
„Joan  Fabricii  Phrjsi  de  maculis  in  sole  obseruatis  et  apparente  earum 
cum  sole  conuersione  narratio.  Vitsberg.  1611**  ist  unter  allen,  welche  von 
diesem  Gegenstande  bandeln,  die  erste. 

Pater  Christoph  Scheiner;  Professor  der  Mathematik  zu  Ingolstadt, 
beobachtete  die  Sonnenflecke  durch  ein  Femrohr  im  März  des  Jahres  1611. 
Fabricius  und  sein  Vater  pflegten,  da  sie  die  Blendgläser  nicht  kannten, 
die  Sonne  von  der  äussersten  Grenze  des  Femrohres  nach  und  nach  in  die 
Mitte  zu  führen.  Scheiner  gebrauchte  dagegen  die  Vorsicht,  nur  dann 
seine  Untersuchungen  zu  pflegen ,  wenn  der  Himmel  leicht  verschleiert  war. 
Später  verwendete  er  ein  blaues  Ocular,  bis  er  schliesslich  auch  auf  den  Ge 
danken  verfiel,  sich  4cr  dunklen  Kammer  zu  bedienen.  Er  leitete  die  Sonne  in 
dieselbe  durch  ein  holländisches  Femrohr;  durch  diese  Vorrichtung  konnte 
er  das  Phänomen  mehreren  Leuten  zeigen  und  es  so  bekannter  machen.  In 
damaliger  Zeit  war  die  Physik  des  Aristoteles  massgebend,  man  hielt 
die  Sonne  für  das  reinste  Feuer  und  es  darf  daher  nicht  wundem,  wenn 
sich  der  Ordensprovinzi^l  Theodor  Busäus  dagegen  sträubte,  die  Ent- 
deckung der  Sonnenflecke  plötzlich  bekannt  zu  machen.  Er  empfahl  zum 
Mindesten,  behutsam  und  vorsichtig  zu  Werke  zu  gehen,  so  dass  Scheiner 
das  Resultat  seiner  Beobachtungen  dem  gelehrten  Patricier  zu  Augsburg, 
Markus  Velser,  nur  brieflich  mittheilte.  Velser  zögerte  nicht,  diese 
Ermngenschaften  bekannt  zu  machen,  ohne  sich  jedoch  der  Mitwirkung 
Scheiner's  zu  bedienen.  Die  bezügliche  Dmckschriffe  tmg  den  Titel: 
„Tres  epistolae  de  maculis  solaribus  scriptae  ad  Marcum  Velsemm,  cum 


1)  Ha  nach,  Vita  Eepleri  in  epistotis  ad  Keplerum  scriptis.    Leiptig  1718. 
S.  XXI.  ^  T 
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obseruationem  iconismis.  Aug.  Vindel.  1612.**  Den  dritten  Brief  unter- 
zeichnete Scheiner  mit  den  Worten:  „ApeUes  latens  post  iahulam.'^  Nicht 
lange  darauf  erschien  eine  Fortsetzung  dieser  Beobachtungen ,  betitelt:  ^De 
maculis  solaribus  et  stellis  circa  Jouem  errantibus  accuratio  descriptio  ad 
Marc.  Velserum  perscripta.  Aug.  Vindel.  1612."  Der  dritte,  vom  25,  Juli 
1612  datirte  Brief  tr&gt  die  Unterschrift:  ÄpeUes  latens  post  tdbulam,  vd 
si  mauis,  Ulysses  suh  Äjacis  dypeo.  Kurz  darauf  erhielt  Scheiner  einen 
Ruf  nach  Born ,  dem  er  alsbald  folgte ;  in  der  ewigen  Stadt  setzte  er  seine 
Studien  mit  grossem  Eifer  fort  und  als  er  über  2000  Beobachtungen  ver- 
nigte,  schrieb  er  das  Werk:  „Rosa  ürsina  s.  sol  ex  admirando  facul.  et 
roacnlar.  suaram  phaenomena  variis  nee  non  super  polos  proprios  mobilia 
a  Christoph  Scheinero,  Germ.  Svevo  e  Soc.  Je.  Bracciani.  1630*^,  welches 
von  den  Zeitgenossen  mit  grossem  Beifall  aufgenommen  wurde. 

Aach  Galilei  erhob  Anspruch  auf  die  Entdeckung  der  Sonnenflecke, 
indem  er  behauptete,  selbe  eher  gesehen  zu  haben,  als  ihm  Scheiner *& 
Beobachtungen  bekannt  wurden.  Velser  sendete  nämlich  die  Briefe  Schei- 
ner's  an  Galilei  am  6.  Januar  1612,  und  da  meinte  Galilei,  Scheiner 
habe  von  seinen  Beobachtungen  Kenntniss  gehabt.^)  Dagegen  vertheidigte 
sich  Scheiner  in  der  Rosa  ürsina,  wobei  er  mehrere  Zeugen  anfahrte.') 
Im  Jahre  1788  erst  veröffentlichte  Zach  einige  Nachrichten ,  aus  wel- 
chen hervorging,  dass  Thomas  Harriot  in  England  Manuscripte  hinter- 
Hess  mit  Aufzeichnungen  über  Beobachtungen  von  Flecken,  die  der  be- 
rühmte Engländer  vom  8.  December  1610  bis  zum  18.  Januar  1613  fast 
anunterbrochen  ausführte.  In  den  geschriebenen  Vormerkungen  erzählt 
Harriot,  dass  er  zu  diesen  Beobachtungen  durch  die  Erzählung  Joseph 
a  Costa's  veranlasst  wurde,  welcher  berichtete,  dass  man  in  Paris  Flecke 
an  der  Sonne  bemerkt. 

In  der  Folge  wurden  die  Beobachter  immer  zahlreicher,  unter  den 
älteren  derselben  zeichnete  sich  besonders  Hevel  aus. 

Die  Sonnenflecke  haben  wesentlich  zur  Aufstellung  der  verschiedenen 
Hypothesen  über  die  physische  Constitution  der  Sonne  beigetragen,  wir 
haben  uns  aber  mit  diesem  Theil  ihrer  Bedeutung  nicht  zu  beschäftigen. 
Wie  schon  fi-üher  bemerkt,  haben  schon  die  ersten  Beobachter  Fabricius 
und  Scheiner  gleich  den  Einfall  gehabt,  diese  Flecke  zur  Bestimmung 
der  Botationszeit  der  Sonne  auszunützen.  Wir  wollen  nun  sehen,  welche 
verschiedene  Methoden  dazu  in  Vorschlag  kamen ,  und  hoffen  damit  ein  sehr 
interessantes  Capitel  aus  der  Geschichte  der  Mathematik,  wenn  auch  nicht 
vollständig,  so  doch  möglichst  ausführlich  zu  erledigen. 


1)  Istoria  et  dimoetrazioni  intomo  alle  macchie  solari  del  sign.  Galileo  Galilei 
in  Boma  1614. 

2)  Bode,  Astronomisches  Jahrbuch  fQr  1788,  S.  154  ist  ein  Brief  von  Zach 

dd.  London  26.  November  1788  enthalten,  welcher  die  näheren  Auskünfte  ^^''I^OOqIc 
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n. 

Die  ältesten  Beobachter,  Pabricius  und  Schein  er,  hatten  ursprüng- 
lich keine  anderen  Anhaltspunkte  für  die  Bestimmung  der  Rotationsdauer, 
als  die  Bestimmung  der  Zeit,  welche  ein  Fleck  verwendete,  um  von  einem 
Sonnenrand  zum  anderen  zu  gelangen.  Oder,  vorausgesetzt,  dass  der  Fleck 
unverändert  seine  Lage  behielt,  konnten  sie  eventuell  auch  die  Zeit  ab- 
warten, bis  er  zweimal  nacheinander  wieder  dieselbe  Stellung  einnahm. 
In  dieser  Weise  ermittelten  sie  die  Botationsdauer  mit  ungefähr  26  Tagen. 

Die  Vervollkommnung  des  Fernrohres  und  die  Einführung  des  Faden- 
kreuzes machten  erst  genauere  Beobachtungsmethoden  möglich  und  diesen 
folgten  auch  auf  dem  Fusse  graphische  und  rechnerische  Bestimmungsmittel, 
die  wir  nun  eben  in  der  chronologischen  Folge  ihres  Bekanntwerdens  be- 
handeln wollen. 

Soweit  wir  eruiren  konnten,  war  Christian  August  Hausen  (ordent- 
licher Professor  der  Mathematik)  der  erste  Gelehrte,  der  eine  Methode  znr 
Bestimmung  der  Rotationsdauer  der  Sonne  aus  Beobachtungen  von  Sonnen- 
flecken gab  und  erschöpfend  behandelte.  Seine  1726  zu  Leipzig  erschienene 
Druckschrift  umfasst  48  Seiten  und  eine  Figurentafel  mit  20  Holzschnitten. 
Der  Titel  derselben  lautet: 

Theoria  motus  solis  circa  proprium  axem,  quam  disputatione  pro 
loco  in  amplissima  facultate  philosophica  obtinendo.  Ad  d.  XIV  Aug. 
1726  proposuit  Praeses  Christ.  Augustus  Hausen  Mathes.  prof.  Ordinär. 
Respondente  Christophoro  Bürkmann  Norimbergensi  SS.  Th.  Cultore. 
Lipsiae.     Literis  Joh.  Georg.  Schniebesii.  ^) 

Auf  den  ersten  Blick  ladet  die  Brochure  durchaus  nicht  zum  Studium 
dieses  Gegenstandes  ein,  denn  die  an  und  für  sich  genug  einfache  Aufgabe 
ist  sehr  umständlich,  wir  möchten  sagen  zu  umständlich  behandelt.  Es 
wird  uns  auch  Mühe  kosten,  ihren  Inhalt  kurz  genug  wiederzugeben. 

Zunächst  erklärt  der  Verfasser  einige  Grundprincipien  der  stereographi- 
schen Polarprojection ,  und  zwar  wie  man  die  Projection  eines  gegen  die 
Projectionsebene  geneigten  kleineren  Kreises^)  und  den  Neigungswinkel  dieser 
beiden  Ebenen^)  durch  Construction  oder  durch   die  Elemente  des  Euklid 


1)  Es  hat  uns  grosse  Mühe  gekostet,  diese  Quelle  aufzutreiben.  Aus  den 
Wiener  Bibliotheken  war  die  Druckschrift  durchaus  nicht  zu  haben  und  wir  ver- 
danken die  Bekanntschaft  mit  derselben  dem  gewöhnlichen  liebenswürdigen  Ent- 
gegenkommen des  Herrn  Dr.  Laub  mann,  Königl.  Bibliotheksdirector  in  Manchen, 
der  sich  die  Mühe  gab,  dieselbe  ausfindig  zu  machen  und  uns  zur  Verfügung  zn 
stellen.  Die  Druckschrift  ist  mit  27  anderen  heterogenen  Abhandlungen  zusam- 
mengebunden und  das  ganze  Werk  trägt  die  Bibliothekszahl  Dissert.  2071  (Band  III) 
der  EOnigl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  in  München. 

2)  A.  a.  0.  Prop.  I,  III. 


3)  Prop.  II. 
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bestimmen  kann.  Sodann  löst  er  graphisch  and  geometrisch  folgende  Auf- 
gabe*): M  (Fig.  1)  ist  ein  Punkt  der  Kugel  AB  CD,  AC  die  Projections- 
ebene,  B  das  Auge,  m  sei  die  Projection  des  Punktes  M  auf  die  Ebene 
des  grössten  Kreises  AB  CD,  welcher  mit  der  Ebene  des  Papiers  zusam- 
menföUt.     Es  ist  die  Projection  von  m  auf  AC  zu  bestimmen. 

Nun  geht  er  über  zur  Untersuchung  einiger  Bewegungs Verhältnisse  und 
ihrer  Reproduction  auf  dem  Projectionsbilde.*) 

Ist  P  das  Auge  (Fig.  2),  ee'  der  Durchschnitt  der  Projectionsebene  mit 
der  PapierflSche,  BJ  ein  kleinerer  Kreis  der  Sphäre,  K  dessen  Projection. 
Denken  wir  uns  den  Kreis  DcT*  in  die  Papierebene  aufgedreht  und  ein 
Punkt  n  desselben  beschreibe  in  einer  gewissen  Zeit  den  Weg  n;/3,  so  repro- 
ducirt  sich  diese  Bewegung  in  der  Projection  durch  den  Bogen  ph  und 
Hausen  stellt  nun  die  Relation  auf: 

Geschw.  n :  Geschw.  p  =>  T£.BF: Ta.dK. 

Da  es  nicht  leicht  ist,  sogleich  zu  entdecken,  wie  man  auf  diesen 
Schluss  gelangt,  möge  hier  die  Beweisführung  des  Autors  Platz  finden. 

In  Fig.  3  sind  die  Punkte  T^  S^  Sy  a,  8,  P  der  Fig.  2  besonders  ge- 
zeichnet.    Man  fahre  hsiTS.     Es  bestehen  nun  die  Proportionen: 

P-2;:PÄ  =  2;S:Ä5.,.Ä5=^.-SÄ, 

Ta 
woraus:  ^g     P2.T2 

"05^  Ph.Ta' 
Nun   nimmt  Hausen  an,   dass  h  und   a  so   nahe  aneinander  fallen, 
dass  man  Ph=^Pc  setzen  kann,  woraus  er  erhält: 
S8:<fs==P2.T2::Tü.Pa. 

Die    Methode   stützt  sich,   wie  man  sieht,   auf  approximative  Voraus- 
setzungen, die  heutzutage  nicht  mehr  zulässig  wären. 

Kehren  wir  nun  zu  Fig.  2  zurück,  so  ist  vermöge  der  Kreiseigenschaften : 

^      BF.  £8 

der  daraus  entstehende  Werth  von  £8  in  obige  Proportion  eingeführt,   er- 

giebt  nach  Bestimmung  von  ö8: 

_  Ta.aP.£7i 

°^'^T£,£P.BF'^^' 
Aber  auch  im  Kreise  K  (Fig.  2)  hat  man  die  Analogie: 


1)  Prop.  VI. 

2)  Prop.  IV,  V.  unsere  Leser  merken,  dass  wir  bei  der  BeschreibuDg  der 
Druckschrift  nicht  die  Reihenfolge  des  Autors  eishalten ,  da  uns  die  obeu  gewählte 
passender  Bcbeint. 
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^      dK.as 
pa 
daher 

,       dK  Ta.aF.Zn      . 

'    Ans  der  Natur  der  Projection  folgt  die  Proportion: 

PS:Pö  =  nZ:p6 
und  somit  P2!.pö  =  Pö.tvZ  nnd  demnach: 

woraus 

nß:ph  =  Ti:.I>F:TiS.dK,    q.  e.  d. 

Hat  man  nun  drei  Lagen  eines  Sonnenfleckes  beobachtet,  so  werden 
dieselben  nach  Proposition  VI  (Fig.  1)  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  polar- 
stereographisch  projicirt.  Dadurch  erhält  man  den  Kreis  K  (Fig.  2)  und 
nach  Proposition  I,  II,  III  dessen  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik,  mit 
anderen  Worten:  man  erhält  die  Neigung  der  Sonnenaxe. 

Aus  der  Projection  des  Parallelkreises  gewinnt  man  unmittelbar  die 
Bewegungsgrössen  ph  (Fig.  2),  woraus  sich  nß  berechnen  iSsst.  Schliess- 
lich sind  noch  einige  Sätze  angeführt,  welche  lehren,  wie  die  Bewegung 
der  Erde  in  der  Zwischenzeit  der  Beobachtung  berücksichtigt  werden  soll. 

Bevor  wir  nun  zur  Besprechung  der  Methoden  von  Cassini  und 
De  risle  übergehen,  erinnern  wir  daran,  dass  infolge  der  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  wir  den  Nordpol  des  Tagesgestirnes  bald  sehen  und 
bald  nicht,  und  dass  dieser  Pol  im  Laufe  eines  Jahres  um  den  Pol  der 
Ekliptik  einen  scheinbaren  Kreis  bewegen  muss.  Zweimal  im  Jahre  sehen 
wir  den  Pol  gerade  am  Rande  der  Sonnenscheibe  und  zweimal  im  Jahre 
projicirt  er  sich  uns  auf  jenen  Durchmesser  der  Scheibe ,  der  senkrecht  auf 
der  Ekliptik  steht.  Denkt  man  sich  auf  der  Sonnenscheibe  einzelne  Punkte 
markirt ,  so  werden  diese  je  nach  der  Lage ,  in  welcher  wir  den  Pol  sehen, 
infolge  der  Sonnendrehung  bald  gerade  Linien,  bald  Ellipsen  beschreiben, 
die  gegen  den  Nord-  und  gegen  den  Südpol  der  Sonne  offen  sein  können. 

Nach  dieser  einleitenden  Bemerkung  gehen  wir  nun  zur  Cassini 'sehen 
Abhandlung  über.  • 

Cassini^)  giebt  zunächst  eine  Methode  an,  um  die  Lage  der  Sonnenaxe 
gegen  die  Ekliptik  zu  bestimmen ,  wie  sie  sich  uns  von  der  Erde  aus  gesehen 
projicirt.  Es  stelle  der  grosse  Kreis  in  Fig.  4  die  Sonnenscheibe  vor, 
AGB  ihren  Durchschnitt  mit  der  Ekliptik.  Zur  Zeit  der,  Sonnenwende 
wird,  wenn  DE ±,AB  steht,  D  den  Pol  der  Ekliptik  vorstellen.  Macht 
man  J>1^  =  i)e  =  23'28',  und  führt  man  HOF±FC,  LCM±GC,  so 
werden  HJ  und  LM  die  Projectionen  des  Sonnencentrums  auf  die  Sonnen- 


1)  Elements  d' Astronomie.    Paris  1740.    S.  Slflgg. 
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Scheibe  während  der   Axendrehnng  der  Sonne   zur   Zeit  der  Nachtgleichen 
vorstellen. 

Um  die  Lage  dieser  Projection  für  eine  beliebige  Zeit  zu  £nden,  ver- 
binde man  F  mit  G  und  vom  Mittelpunkte  P  ^tt  FQ  beschreibe  man  mit 
dem  Halbmesser  CF^^PG  den  Kreis  FSGO,  der  die  auf  der  Sonnenscheib» 
abgelegte  scheinbare  Bahn  des  Sonnenpols  um  den  Pol  der  Ekliptik  in  der 
Zeit  eines  Jahres  vorstellt  Trägt  man  auf  diesen  Kreis  die  Länge  der 
Sonne,  z.B.  nach  R  auf,  zieht  Br  parallel  mit  SV  und  verbindet  man 
Tmit  C,  so  ist  T  die  Lage  des  Pols,  wie  er  sich  uns  darstellt,  und  TV  die 
Projection  der  Sonnenaxe.  —  Den  einfachen  Beweis  dieses  Verfahrens,  der 
hier  schliesslich  übergangen  werden  kann,  führt  Cassini  synthetisch  und 
ziemlich  umständlich  aus  und  nun  geht  er  zur  Beobachtung  und  Auftragung 
der  Flecke  über. 

Mit  einem  Quadranten  beobachtet  man  die  Meridianhöhe  beider  Sonnen- 
ränder und  des  Fleckes,   sowie   die   Durchgangszeiten  am  Mittagsrohr  der 
Ränder   und   des   Fleckes.     Die  bezüglichen   Zeiten-   und   Höhendifferenzen 
geben  ein  Mittel,  um  die  Lage  des  Fleckes  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensjstem  FGON  (Fig.  5)  aufzutragen,  dessen  Abscissenaxe  mit  der  Lage 
des  Sonnenäquators  HJ  für  den  betreffenden  Tag  parallel  ist  (ABi=^  Eklip- 
tik, 2>=  Pol  der  Ekliptik).    Ist  z.  B.  NO  in  soviel  Zeitsecunden  abgetheilt, 
als  die  Durchgangsdifferenzen  der  Bänder  betragen  und  NF  in  soviel  Bogen- 
minuten,  als  der  beobachtete  Sonnendurchmesser  erreicht,   so  lässt  sich  in 
leichter  Weise  die  Lage  des  Fleckes  X  durch  die  Coordinaten  NW=^  Durch- 
gangszeit des  Bandes  weniger  Durchgangszeit  des  Fleckes,  und  JP/^JS  =  Höhe 
des    Fleckes   weniger   Höhe    des   ünterrandes   auftragen.    -    Hat   man    ein 
Fernrohr  mit  vier  Fäden,  die  sich  im  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  unter 
Winkel  von  45^  schneiden,  so  beobachte  man  die  Sonne  zu  einer  beliebigen 
Tageszeit,   indem  man  das  Femrohr  so  stellt,  dass  sich  der   Sonnenrand 
längs  des  einen  Fadens ,   z.  B.  FH  (Fig.  6)   bewegt.     Beobachtet  man  die 
Zeit  vom  Durchgang  des  Fleckes  durch  den  Faden  AD^  welcher  den  Stun- 
denkreis vorstellt,  und  durch  einen  beliebigen  schiefen  Faden  MN^  so  ist 
wegen    LMOA^^^  und  AO±OF,  BX^XO.     Man    kann   somit    in 
Fig.  2  jetzt  ähnlich  wie  früher  vorgehen.     Als  Maass  der  Ordinate  nimmt 
man  dann  die  Durchgangszeit  vom  Stunden  kreis  {AD)  bis  zu  einem  schiefen 
Faden  und  als  Abscisse  die  Durchgangszeit  der  beiden  Bänder  durch   den 
Standenkreis.     Selbstverständlich   müssen  jetzt  die   Abstände  FG  und  GO 
der  Fig.  2  in   so  viel   Zeitsecunden   eingetheilt  werden,   als  zwischen  dem 
Darchgange  der  beiden   Sonnenränder  durch    den   nämlichen   Stundenkreis 
vergingen.     Wir  übergehen  schliesslich  eine  dritte  Methode,    die  für  den 
Fall    berechnet    ist,    dass    das  Fernrohr   nur   zwei   aufeinander   senkrechte 
Fäden  htttte,  da  sie  auf  ähnliche  Lösungen  führt. 

Nnn  bandelt  es  sich  darum,  die  Lage  der  Sonnenaxe,  beziehungsweise 
ihren  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik  zu   bestimmen.     Bekanntlich  be- 
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schreiben  die  Sonnenflecke  zweimal  im  Jahre  vollkommen  gerade  Linien, 
in  allen  übrigen  Zeiten,  je  nach  der  Länge  der  Sonne,  mehr  oder  minder 
offene  Ellipsen,  die  bald  gegen  den  einen,  bald  gegen  den  anderen  Pol 
gekrümmt  sind.  Verfolgt  man  also  die  Lage  der  Flecke  znr  Zeit,  als  sie 
gerade  Linien  beschreiben,  und  trägt  man  erstere  nach  der  früher  angegebenen 
Art  von  Tag  zu  Tag  auf  die  Sonnenscheibe  auf,  so  wird  jener  Diameter, 
der  auf  diesen  Bahnen  senkrecht  steht,  die  wahre  Lage  der  Sonnenaze  er- 
geben. Die  Endpunkte  dieses  Diameters  geben  die  Lage  der  Sonnenpole  ' 
an  und  der  Abstand  derselben  vom  Pol  der  Ekliptik  das  Complement  der 
verlangten  Neigung.  —  Sind  die  Bahnen  Ellipsen,  so  handelt  es  sich  darum, 
jenen  Punkt  der  Sonne  zu  finden,  der  von  allen  Punkten  dieser  Ellipsen 
gleich  weit  absteht,  wozu  mehrere  Gonstructionen  führen  können.  —  Von 
den  verschiedenen  Fällen,  welche  Cassini  anführt,  wählen  wir  den  all- 
gemeinen, dass  die  Ellipsenaxe   eine   beliebig  geneigte  Stellung  annimmt. 

Es  sei  Lhl  (Fig.  7)  eine  solche  Ellipse.  Man  führt  den  Halbmesser 
TCt  senkrecht  auf  die  grosse  Axe  LI  und  beschreibt  über  LI  als  Halb- 
messer den  Kreis  LYZh  Vom  Punkte  b  führt  man  die  hT\\Ll  und  trägt 
von  T  aus  die  Bögen  T  F=  TK  (süLT.  Die  JST  7  schneidet  den  Halbmesser 
TMn  0;  über  diesen  Punkt  zieht  man  die  EF  parallel  mit  der  Ekliptik 
AB  und  erhält  so  den  Durchmesser  EF  desjenigen  Kreises,  den  der  Pol 
der  Sonne  in  einem  Jahre  um  den  Pol  der  Ekliptik  beschreibt.  Zieht  man 
noch  durch  0  die  Hh  \\  C7i),  so  erhält  man  in  h  die  wahre  Lage  des  Poles. 
Wäre  die  Convexität  der  Ellipse  gegen  Norden  gewendet  gewesen,  so  läge 
der  Pol  in  H. 

Den  Beweis  davon  führt  Cassini  wie  folgt:  Es  ist  zufolge  bekannter 
Sätze  der  Geometrie: 

OV^OH^^EO.OF    FK^i^OY^^OT.Ot^EO.OF-, 

0K  =  8in.arcTK  nnd  OKc^LY, 

Der  Sinus  von  LQ  ist  uY  und  letztere  Grösse  giebt  uns  die  halbe 
kleine  Axe  der  Ellipse,  welche  die  Erhöhung  des  Auges  über  die  durch 
dieselbe  bestimmte  Ebene  vorstellt.  So  giebt  also  auch  Oh  und  beziehungs- 
weise OH  dieselbe  Grösse  an,  welche  offenbar  dem  Abstände  des  Pols  von 
der  Sonnenscheibe  entspricht. 

Soll  also  endlich  die  Botationszeit  der  Sonne  bestimmt  werden,  so  be- 
stimmt man  sich  die  Lage  des  Pols  (z.  B.  in  0  [Fig.  4])  und  notirt  die 
Zeit  auf,  wann  der  Fleck  den  Durchmesser  T.OC  (Declinationskreis)  passirt 
Wird  der  Fleck  wieder  sichtbar,  so  notirt  man  abermals  die  Durchgangsxeit 
durch  den  Declinationskreis,  der  unterdessen  eine  veränderte  Lage  angenom- 
men hat.  Die  Differenz  dieser  beiden  Zeiten  giebt  vorläufig  die  scheinbaro 
ümdrehungszeit  der  Sonne  an.  Es  folgt  nun  eine  Erklärung,  warum  diese 
Umdrehungszeit  nur  eine  scheinbare  ist  und  wie  man  durch  Proportionen 
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daraus  die  wahre  ümdrehungszeit  berechnen  kann,   was  unsere  eigentliche 
Aufgabe  nicht  mehr  tangiri 

Für  den  Fall,  dass  ein  Fleck  nicht  durch  längere  Zeit  sichtbar  bleiben 
sollte,  rKth  Cassini,  durch  drei  oder  vier  Tage  die  Ortsverfinderung  des 
Fleckes  zu  beobachten.  Man  erhält  so  mehrere  Punkte  der  Ellipse,  über 
deren  grosse  Aze  ein  Kreis  beschrieben  wird.  Projicirt  man  die  Ellipsen- 
bögen  auf  den  Kreis,  so  hat  man  nur  noch  die  Proportion  aufzulösen:  der 
einem  Tag  entsprechende  Kreisbogen  verhält  sich  zu  360®  sowie  1  Tag 
zur  Dauer  der  Sonnenrotation. 

De  risle^)  erklärt  in  der  Einleitung  zu  seiner  „Theorie  du  mou- 
vement  des  taches  du  SoleiP,  dass  er  letztere  schon  im  Jahre  1713 
ausgearbeitet  hatte ,  ohne  die  Dissertation  zu  sehen,  welche  Cassini  schon 
1675  der  Akademie  vorlegte.  —  Im  Oanzen  und  Grrossen  bemerkt  man  nur 
geringe  Unterschiede  in  den  beiden  Abhandlungen,  nur  ist  De  l'Isle  wo- 
möglich umständlicher,  als  Cassini.  Wir  können  kaum  wagen,  hier  den 
Auseinandersetzungen  von  De  Tlsle  zu  folgen,  da  sie  uns  viel  zu  weit 
führen  würden  und  wir  uns  doch  lieber  mit  den  rechnerischen  Methoden 
ausführlicher  beschäftigen  wollen.  Deshalb  erwähnen  wir  also  nur  kurz, 
dass  De  Tlsle  gleich  als  zweite  Aufgabe  erörtert,  wie  man  die  Bahn  eines 
Fleckes  im  Voraus  entwerfen  kann  und  wie  man  bei  dieser  Operation  auf 
die  Ortsveränderung  der  Erde  Bücksicht  nehmen  soll,  wenn  es  sich  näm- 
lich um  die  scheinbare  Bahn  handelt.  Dann  kommen  die  zwei  Aufgaben: 
1.  Aas  zwei  Beobachtungen  eines  Fleckes  die  Lage  der  Sonnenaxe  zu  be- 
stimmen; 2.  aus  drei  Beobachtungen  die  Lage  der  Pole  und  die  Neigung 
des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik  zu  ermitteln.  Zum  Schlüsse  zeigt 
De  l'Isle  auch  ein  rechnerisches  Verfahren,  um  die  letzte  Aufgabe  auf- 
zulösen. Er  bedient  sich  dabei  der  sphärischen  und  der  ebenen  Trigono- 
metrie ,  indem  er  sich  zu  letzterem  Zwecke  der  Projectionen  der  sphärischen 
Dreiecke  auf  die  Sonnenscheibe  bedient. 

Die  sphärische  Rechnung  geht  wie  folgt  vor  sich:  Es  seien  il,  J?,  D 
(Fig.  8)  drei  Lagen  eines  Sonnenfleckes,  EQ  die  Ekliptik,  H  ihr  Pol. 
Durch  die  Flecke  führe  man  drei  Breitenkreise  und  durch  Ä,  B  einen  gröss- 
ten  Kreisbogen  AB^  durch  B^  D  einen  grössten  Kreisbogen  BD,  Man 
erhält  zwei  sphärische  Dreiecke,  die,  da  die  Lage  der  Flecke  bekannt  ist, 
voUkominen  bestimmt  sind.  In  den  Halbirungspunkten  /,  K  der  Seiten  AB^ 
BD  denke  man  zwei  darauf  senkrechte  grösste  Kreisbögen  gelegt,  die  sich 
im  Punkte  L  schneiden.  L  ist  offenbar  der  Pol  des  Kreises,  der  durch 
Ay  D^D  bestimmt  ist,  somit  der  Pol  der  Sonne,  weil  eben  die  Rotation 
des  Fleckes  um  den  Sonnenpol  geschieht.  Der  Breitenkreis  HLM  schneidet 
dann  die  Ekliptik  in  einem  Punkte  M^  gegen  welchen  die  Sonnenaxe  ge- 


1)  Memoires  pour  servir  ä  Tbistoire  ft  au  progr^s  de  rAttronomie  etc.  St.  Pe- 
tersboarg  1788.   S.  USflgg. 
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10  Historisch -literarische  Ahtheilung. 

neigt  ist,  und  der  Bogen  HL  misst  die  Neigung  der  Sonnen-  gegen  die 
Ekliptikaxe. 

Legt  man  nunmehr  auch  durch  B  und  K  und  durch  B  und  L  grösste 
Kreisbögen,  so  entsteht  zunächst  das  sphärische  Dreieck  JKB^  dessen 
Seiten  JB^  BK  und  der  Winkel  JBK  bekannt  sind  (aus  den  Dreiecken 
ABB,  BHD).  Berechnet  man  also  auch  LBJiT^  BKJ  und  die  Seite 
KJ,  so  hat  man,  weil  BJLz=BKL  =  90^,  auch  die  LLJK,  JKL.  So 
kann  man  jetzt  aus  ^JKL  JL  berechnen. 

Das  rechtwinklige    Dreieck  LJB  ist  jetzt  vollständig  bestimmt  und 

man  hat: 

LLBJ-HBJ==EBL. 

Jetzt  ist  auch  BHL  bestimmt,  denn  man  kennt  die  Seiten  BH^  HL 
und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel,  somit  auch  die  Neigung  HL 
der  Sonnenaxe  gegen  die  Ekliptik,  sowie  den  Winkel  FHM^  das  ist  die 
heliocentrische  Längendifferenz   zwischen  dem  Fleck  B  und  dem  Punkte  M, 

Die  Rechnung  durch  ebene  Trigonometrie  wird  sofort  begreiflich,  wenn 
man  die  obige  sphärische  Figur  auf  eine  stereographische  ekliptische  Polar- 
projection  der  Sonne  (Fig.  9)  überträgt.  Auf  letzterer  werden  die  helio- 
centrischen  Längen  in  ihrer  natürlichen  Grösse  wiedergegeben,  die  Breite 
des  Fleckes  Ä  wird  bei  gleichem  Durchmesser  der  beiden  Kreise  durch  das 
Stück  ON  wiedergegeben  u.  s.  f..  üeberträgt  man  Ä,  B,  B  nach  den  Ge- 
setzen der  stereographischen  Polarprojection  nach  a,  &,  c2,  halbirt  man  ab 
und  hdy  so  giebt  der  Durchschnitt  der  ilj_ah  und  kl  ±,hd  die  Lage  des 
Pols  in  l.  Das  Stück  hl  entspricht  dann  der  gewünschten  Neigung,  die 
geocentrischen  Längen  der  Neigungsrichtung  sind  in  m  und  n. 

Lalande  theilt  in  der  ersten  Auflage  seiner  Astronomie^)  die  nach- 
folgende Methode  von  Boscovich  mit,  die,  wie  Lalande  glaubte,  1764 
noch  nicht  bekannt  gewesen  sein  sollte.  Boscovich  selbst  erzählt')  jedoch, 
dass  diese  und  noch  eine  andere  graphische  Methode  von  ihm  bereits  1737 
in  Rom  gedruckt  wurden,  aber  in  nur  sehr  wenigen  Exemplaren  und  ohne 
Angabe  des  Autors.  Der  Titel  dieser  kleinen  Brochure  war:  „De  maculis 
solaribus". 

Die  Rechnung  wird  durch  ebene  Trigonometrie  wie  folgt  geführt: 

In  Fig.  10  sei  P  der  Pol  der  Ekliptik,  AG  NE  die  Ekliptik;  B,D,F 
sind  die  beobachteten  Lagen  eines  Fleckes,  Ä,  G,  E  die  Fusspunkte  ihrer 
Breitenkreise.  Fällt  man  von  J5,  D,  F  Senkrechte  auf  die  Sonnenradieu  CA, 
CG,  CE,  so  sind  die  Abstände  BA,  DG,  FK  die  Sinuse,  HC,  CJ,  CK 
die  Cosinuse  der  heliographischen  Breiten  des  Fleckes.  Verbindet  man  B 
mit  Z),  H  mit  J,  so  treffen  sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  Punkte  ilf, 
welcher,  wie  leicht  einzusehen,  sowohl  in  der  Ebene  des  Parallelkreises  BOy 


1)  Astronomie  Lalande.    Bd.  11,  S.  1216,  Art.  2530. 

2)  Rogerii  Josephi  Boscovich  opera  pertinentia  ad  opticam,  et  astroDomiam. 
Bassani  1786.    Bd.V,  S.  75,  76. 


Digitized  by 


Google 


Die  ersten  Bestimmangen  der  Botationsdaner  der  Sonne  etc.  11 

als  auch  in  der  Ebene  der  Ekliptik  liegt.  Desgleichen  erhält  man  durch 
Verbindung  von  JD  mit  F  und  von  J  mit  K  einen  Punkt  L  von  gleicher 
Be8cha£fenheit  und  ML  ist  die  Schnittlinie  der  genannten  beiden  Ebenen. 
Da  sämmtliche  Piurallelkreise  die  Ekliptik  unter  einem  gleichen  Winkel 
schneiden,  so  giebt,  wenn  CNjML  gezogen  wird,  N  den  Knoten  des 
SonnenÄquators.  Fallt  man  von  D  und  J  die  J)Q1,ML  und  JQl^MLj 
so  ist  LDQSy  wie  einleuchtend,  nichts  Anderes  als  die  Schiefe  der  Eklip- 
tik,    um  sie  zu  berechnen,  hat  man: 

im   AHCJ  gegeben  HC,    CJ  (heliogr.  Breite   von   5,  D)    und 
LHCJ  (heliogr.  Längenunterschied  von  ^,  D),  daher  zu  berechnen 
HJ,  L  CJH; 
im  ACJK  gegeben  CJ,  CK,   LJCK  zu  berechnen  JK,   LCJK. 
LCJH+CJK=^HJK 
^^  LJüf^lSO^HJK. 

Wegen  A  MBHc^  MDJ  hat  man  femer 

DJ:BH=JM:MH 
^°^  DJ-BH:DJ=JM-MH:JM, 

ebenso  FK^DJ.DJ^KL.JL-, 

hat  man  so  JM,  JL  und  LLJM  berechnet,  so  ist  auch  das  Dreieck 
LMJ  bestimmt. 

Im  ALJQ,  rechtwinklig  bei  Q,  kennt  man  nunmehr  die  Hypotenuse 
JL  und  LJLQ,  somit  auch  JQ  und  im  ADJQj  endlich  rechtwinklig  bei 
D  sind  DJ  und  JQ  gegeben,  woraus  DQJ  berechnet  werden  kann. 
Die  Länge  des  Knotens  ergiebt  sich  aus: 

LJLM=LJVN,  LJVN-CJK  =  OCK 
Es  sei  zur  Bestimmung  der  Rotationsdauer  NX  der  Aequator,  FX  ein 
Declinationskreis ;  ^JP  lässt  sich  leicht  bestimmen  und  aus  NF  und  FE 
folgt  der  Werth  von  FN  und  L  ENF.  Im  A  FNX  ist  jetzt  FN  und 
L  FNX^FNE'-ENX  bekannt,  daraus  lässt  sich  FX  und  NX  bestimmen. 
Reducirt  man  die  Lage  eines  zweiten  Fleckes  noch  auf  den  Aequator  und 
bildet  die  Differenz  der  heliocentrischen  auf  den  Knoten  N  bezogenen 
Bectascensionen  dieser  Flecke,  so  giebt  eine  einfache  Proportion  die  ge- 
wünschte Botationsdauer. 

Später  und  zwar  erst  1777^)  hat  Boscovich  eine  Methode  durch 
sphärische  Rechnung  angegeben ,  die  im  Folgenden  besteht ') :  C,  C\  C"  sind 
die  drei  Lagen  des  beobachteten  Fleckes,  F'  der  Sonnenpol,  P  der  Pol 
der  Ekliptik.  Gegeben  sind  die  Längen  und  Breiten  der  drei  Flecke. 
F'E,  P'E'  sind  grösste  Kreisbögen,  die  auf  CC\  C'C"  senkrecht  stehen. 


1)  Opera.    Bd.  V,  S.  76.[ 

2)  A.  a.  0.    Bd.  V,  8.  116  §  76. 
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In  den  Dreiecken  CPC\  C'PC'\  CFC"  sind  durch  die  heliographischen 
Breiten  die  Seiten,  durch  die  Längen  die  Winkel  am  Pole  gegeben,  man 
kann  somit  die  grössten  Kreisbögen  CC\  0'C'\  CO"  und  die  Winkel 
FCC,  PC'C'\'PG"C'  berechnen.  Dadurch  erhalt  man  CO'C"=  Z- CO' 
+  />'C'0"  und  C'E==^  CC\  C'E'^  i  C'C".  So  kann  man  im  A  C'EE\ 
EE'  und  die  Winkel  C'EE\  C'E'E  berechnen.  Letztere  zwei  sind  die 
Complemente  der  Winkel  P'EE'  und  P'E'E.  Im  A  EP'E'  kennt  man  jetzt 
EE'  und  die  Winkel  bei  E  und  E\  woraus  sich  P'E'  ergiebt  Im  recht- 
winkligen Dreiecke  P'E'C"  sind  gegeben  die  Seiten  P'E'  und  E'C"  =  C'E\ 
womit  P'C"  und  LP'C'E'  bestimmt  erscheint.  Nun  bekommt  man:  PCO' 
-  P'C'E'^  PC"P\  woraus  und  aus  den  Seiten  PC'\  P'C  L  C'PP' 
und  PP'  zu  berechnen  kommt.  Nun  ist  PP'  die  Neigung  der  Sonnenaxe 
und  LC'PP'  der  Längenunterschied  J5"Z),  der  zur  Länge  des  Knotens  führt 
Die  Revolutionsdauer  ergiebt  sich  aus  Winkel  CP'C",  welch*  letzterer 
durch  Auflösung  des  Dreieckes  CP'C"  resultirt.     Die  Proportion: 

Z-CP'C":360  =  <:a; 
führt  endlich   zur  Kenntniss  des  verlangten  Elementes.     Boscovich  giebt 
die  vollständigen  zum   Ziele   führenden  Formeln   erst  bei  Anwendung  auf 
Zahlenbeispiele. 

ungefähr  ein  halbes  Jahrhundert  nach  dem  Erscheinen  des  Werkes 
von  De  l'Isle  lieferten  kurz  nacheinander  E u  1  e r  und  Kästner  sphärisch- 
trigonometrische Bechnungsmethoden.  Euler^)  leitet  seine  Abhandlung 
damit  ein ,  dass  er  sich  mit  dem  complicirten  Figurenwerke  seiner  Vorgänger 
nicht  zufrieden  erklärt.  Er  zieht  die  sphärische  Rechnung  vor,  die  er  wie 
folgt  in  Anwendung  bringt. 

Ist  nach  irgend  einer  Methode  die  Lage  eines  Sonnenfleckes  auf  der 
sichtbaren  Sonnenscheibe  schon  aufgetragen  worden,  so  muss  zunächst  diese 
Lage  auf  die  Ekliptik  reducirt  werden  und  um  dies  zu  thun,  muss  der 
Neigungswinkel  des  vertikalen  Sonnenhalbmessers  gegen  letztere  bestimmt 
werden. 

Es  sei  Z  das  Zenith  des  Beobachters  (Fig.  12),  P  der  Pol,  YB  ein 
Theil  des  Aequators,   Y8E  die  Ekliptik,  8  die  Sonne. 

Setzen  wir  der  Kürze  halber:  ZP  =  Complement  der  Breite  90  — />, 
ZP8  =  Stundenwinkel  =  < ,  78=  Länge  der  Sonne  =  l,  87 B  =  Neigung 
der  Ekliptik  =  c ,  P8  =  Poldistanz  =  g ,  LE8P=u. 

Da  Euler  nur  p,  l^  t  und  e  als  bekannt  voraussetzt,  so  berechnet 
er  zuerst  aus  A  R8V  R8  und  gewinnt  so  P8,  dann  aus  {  und  e 
L  R8T=LE8P;  aus  q,  p^  t  bestimmt  er  L  Z8P  und  schliesslich: 

Z8E  =  E8P-Z8P. 


1)  Novi  com inentarii  A cademiae  scientiarum  imperialis Petropolitanae.  Tour XII 
pro  Anno  1766  et  1767,  8.  273.  De  Rotatione  Solis  circa  axem  ex  motu  maca- 
larom  apparente  determinanda.     Autor e  Joh.  Alberto  Euler. 
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Die  Bechnung  würde  natürlich  kürzer  ausfallen,  wenn  man  sich  erlauben 
könnte ,  die  Declination  der  Sonne  als  bekannt  vorauszusetzen.  Diesen  Fall 
hat  Euler  aber  unberührt  gelassen  und  dafür  die  andere  Vereinfachung 
eingeführt,  dass  man  die  Höhe  der  Sonne  misst,  wodurch  Z5 bekannt  wird. 

Um  den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  die  durch  den  Mittelpunkt 
der  Sonne  und  den  Fleck  M  gedachte  Linie  mit  der  Ekliptik  bildet,  be- 
trachte man  die  Fig.  13,  in  welcher  CJDQH  die  Sonnenscheibe,  T  den 
Erdmittelpunkt  vorstellt.  TO  giebt  dann  die  Ebene  der  Ekliptik  an, 
LBTO  ist  der  scheinbare  Sonnendurchmesser  r,  LOTM  nennen  wir  a. 
Man  hat:  ^^      ^  „ 

ms  A  BOT:  sinr  =  ^=^^ 

aus  AOMTi  0M:0T=^9ina:NMT, 

A  u  •    -KrnMm      ^T  .  sin a 

daher  szn  NM  T  =  y--  sma  =  - — 

OM  s%nr 

und  endlich  COM  =  NMT—a, 

La  ist  aus  den  Messungen  r—  MBT  bekannt. 

Hat  man  die  Neigung  der  Axe  und  des  Fleckes  gegen  die  Ekliptik 
bestimmt,  so  braucht  man  nur  noch  die  Lage  des  Fleckes  auf  die  Ekliptik 
zu  beziehen  und  man  kann  dann  sogleich  zur  Bestimmung  der  Lage  des 
Sonnenpols  schreiten. 

Zu  ersterem  Zwecke  sei  in  Fig.  14  ^  der  Fleck,  (7  die  Verbindungslinie 
des  Sonnen-  und  des  Erdmittelpunktes,  also  wenn  EJ  die  Ekliptik  und  E 
den  Mittelpunkt  der  Längentheilung  vorstellt,  J^(7=die  heliocentrische 
Länge  der  Erde  =  180  + 1.  Aus  der  vorigen  Aufgabe  ist  die  Entfernung 
des  Fleckes  von  C,  also  CM=^m  bekannt  und  der  Winkel  JBCAf  =  nwird 
gemessen.  Im  AEMC  sind  somit  drei  Elemente  bekannt,  weshalb  sich 
-Eil/  und  L  MEC  berechnen  lassen.  Will  man  den  Fleck  durch  seine  helio- 
centrische Länge  EN  und  durch  die  Breite  NM  besümnien,  so  hat  man 
die  Formeln  aufzulösen: 

sin  MN  =  sinm  sinn^ 
tgCN=:gm,cosn 
"^^^  LEON=l80  +  l'-CN. 

Es  seien  nun  M,  M\  M"  (Fig.  15)  drei  verschiedene  Lagen  eines  be- 
obachteten Fleckes,    0  der  Pol   der  Ekliptik,   fi,   v  die  Zeitintervalle  der 
Beobachtungen  von  M,  M'  M",     Man  setzte: 
die  heliocentrischen  Ekliptik  ■  Coord.  von  M  Länge  a ,    Compl.  der  Breite  hy 


15    .                  1»                               »»                  »>             ^1       ^          ^^         ^               fj 

»> 

V 

9, 

J>                     n                             ;»                j>            V       "^        ff         ^              >f 

>9 

99 

K 

P  sei  der  Pol  der  Sonne,  12^  — y  dessen  Länge,  OP^Z, 

In  den  sphärischen  Dreiecken  POM,POM\  POM"  ist  LPOM  =  a+y, 
LPOM'^h  +  y,  LPOM"=:c  +  y  und:  rooaTr> 

DigitizedbyVjOOQlc 


14  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

cosPM  =co8  fco3Z+sinfsinZco8{a+y), 

cos  PM'  =:cosgco8  Z+  sing  sin  Z cos  (h+y), 

cos  PM"=  coshcos  Z  +  sin  h  sin  Zcos  {c+y). 

Der  Pol  P  muss  von  M^  M\  M"  äquidistant  sein,  woraus  aus  obigen 

Oleichungen  die  Bedingung  folgt: 

.    ^     sinf  cos  (a+y)  — sing  cos  (h+y) 

cotg  Z  = -z 

cos  g  —  cos  f 

^    _     sin  f  cos  {a  +y)  —  sin  h  cos  (c+y) 

cotg  L  = 7 -z 

cos  n  — cos  f 

Aus  diesen  Gleichungen  und  aus  diesen  Bedingungen  lässt  sich  y  und 
Z  und  dann  irgend  eine  der  Seiten  z.  B.  ZM  bestimmen.  Kennt  man  PM^ 
so  ergiebt  sich  LMPM'  aus: 

■^ T»  M'     cosfcosg  +  co3[Jb  —  a)  sin  f  sing  —  cos PM^ 
cosMPM  = ^^^^^^p 

und  endlich  ans:  Jfp^f' :  ^  =  360- R, 

'*'""''  „      ^360 

die  Botationsdauer  der  Sonne.     In  analoger  Weise  wird  B  aus  den  Beob- 
achtungen von  M'  und  M"  ermittelt. 

Die  Methode  Euler's  hat  jedenfalls  den  Vorzug  grosser  üebersicht 
in  Verbindung  mit  entsprechender  Klarheit ,  doch  ist  die  Berechnung,  die 
dazu  erforderlich  ist,  immerhin  lang  genug. 


(Schlau  folgt.) 
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Recensionen. 


Geonomie   (mathematisclLe  Geographie)»   gestützt  auf  Beobaclitang  und 
elementare  Berechnung.     Für  Lehrer,   Studirende  und  zum  Selbst- 
unterricht,  bearbeitet  von   Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Real- 
schule  „ Philanthropin **    in  Frankfurt  a.  M.     itfit  166  Holzschnitten 
im   Text    und    18  Figurentafeln.      Wien,    Druck   und    Verlag  von 
C.  Gerold's  Sohn.     1888.     XVI,  576  S. 
Die   Nothwendigkeit ,    ein  neues   Kunstwort  für  jene   Disciplin  einzu- 
führen,   welche    bisher   als   durch   die  Bezeichnung   „mathematische''  oder 
auch  „astronomische  Geographie^  ausreichend  deiinirt  gegolten  hat,  wollen 
wir   dahingestellt  sein   lassen.     Mag  man   darüber  denken,  wie  man  will, 
so  wird  man  dem  Verfasser   doch  jedenfalls  zugestehen   müssen,  dass  er 
das  Wesen  seiner  Geonomie   in  sehr  ansprechender  Weise  darzustellen  und 
ein   Lehrbuch  zu  schreiben  verstanden  hat,   welches  den  Stoff,   soweit  er 
bis  vor  etwa  einem  Decennium  vorlag,  vortrefflich  und  übersichtlich  dar- 
stellt.    Wir  sagen  absichtlich,  dass  das  Werk  den  allemeuesten  Standpunkt 
der  Wissenschaft  nicht  vertritt;   der  Studirende  wird,   wenn  er  diese  Geo- 
nomie  durchgearbeitet  hat,   noch   nach   weiteren  literarischen  Hilfsmitteln 
sich    umzusehen   haben,    allein    er  wird   sich,    das   verdient  anerkannt  zu 
werden,  auch  so  weit  gefördert  sehen,  um  verhältnissmttssig  leicht  die  ihm 
noch  übrig  bleibenden  Schritte  thun  zu  können. 

Die  Methode,  nach  welcher  der  Verf.  vorgeht,  ist  im  Wesentlichen 
keine  neue,  sondern  die  gute  alte  genetische,  welche  die  himmlischen  Er- 
scheinungen feststellt  und  stets  da  die  erforderlichen  Beobachtungs-  und 
Berechnungsmittel  der  Besprechung  unterzieht,  wo  diese  sich  von  selbst 
und  ungesucht  behufs  schärferer  Analyse  der  einzelnen  Bewegungserschei- 
nungen darbieten.  Von  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  ein  ziemlich  aus- 
gedehnter Gebrauch  gemacht,  doch  ist  nur  Weniges  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, schwierigere  Formeln,  wie  z.  B.  die  Napi  er 'sehen  und  Gauss- 
schen,  werden  besonders  hergeleitet.  Es  wird  sodann  die  Bestimmung  der 
Gestalt  und  Grösse  der  Erdkugel  vorgenommen;  die  Zweifel  an  der  ab- 
soluten Eugelform  stammen  nicht,  wie  es  hier  heisst,  aus  den  Zeiten 
Pi  Card 's,  obwohl  sie,  das  ist  richtig,  erst  gegen  Ende  des  XVIL  Jahr- 
hunderts sich  etwas  mehr  in  den  Vordergrund  zu  drängen  begannen.  Die 
Vorgeschichte  des  später  zwischen  den  englischen  und  französischen  Mathe- 
matikern geführten  Streits  über  die  Erdgestalt  bietet  den  vom  Bericht- 
erstatter angestellten   Untersuchungen   zufolge  einiges  Interesse  und  sollte 
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wohl  auch  einmal  einer  gesonderten  Behandlang  theilhaftig  werden.  Auf 
die  älteren  Gradmessungen  nun  geht  unser  Verf.  mit  solcher  Gründlichkeit 
ein,  dass  er  sogar  gewisse  Originalactenstücke  und  die  Abbildungen  der 
wichtigeren  Messinstrumente  von  damals  wiedergiebt;  diese  Ausführlichkeit 
findet  ihre  Berechtigung  wohl  weniger  in  einer  geschichtlichen ,  als  vielmehr 
in  der  richtigen  pädagogischen  Erwägung,  dass  ein  Neuling  den  doch 
immerhin  lange  nicht  so  verwickelten  Mechanismus  dieser  astronomisch- 
geodätischen Arbeiten  schneller  verstehen  lernt  als  denjenigen,  welchen  man 
heutzutage  zur  Anwendung  zu  bringen  gezwungen  ist.  Einem  Schaltcapitel, 
in  welchem  gewisse  Lehrsätze  der  Coordinateugeometrie  entwickelt  und  zu- 
sammengestellt sind,  folgt  ein  üeberblick  über  die  neueren  Gradmessungs- 
arbeiten; einige  mathematisch  -  geographische  Aufgaben ,  wie  die  Berechnung 
des  „mittleren^  Erdhalbmessers  (ungefähr  zu  +  35"  lat  gehörig),  die 
Disianzenbestimmung  auf  der  kugelförmigen  Erde  u.  s.  w.  schliessen  sich 
an.  Nächstdem  geht  d^r  Verf.  zur  Messung  der  Pendelschwere  über  und 
zeigt,  wie  auch  durch  diese-  die  Abplattung  der  ellipsoidischen  Erde  er- 
mittelt werden  kann. 

Von  der  Erde  schreitet  der  Verf.  weiter  zu  den  Himmelskörpern;  dabei 
trägt  er  dem  so  entscheidenden  und  von  den  Lehrern  oft  so  wenig  berück- 
sichtigten Augenscheine  dadurch  Rechnung,  dass  er  die  Sonne  als  das  sich 
Bewegende  behandelt.  Manches  hat  hier  eine  sehr  durchgearbeitete,  gegen- 
über den  Schilderungen  in  anderen  Büchern  durch  Klarheit  hervorstechende 
Darstellung  erfahren,  so  hauptsächlich  die  Lehre  von  der  Präcession  und 
von  der  Zeitgleichung.  Natürlich  findet  nachher  der  üebergang  von  der 
geocentrischen  zur  heliocentrischen  Weltanschauung  statt,  wobei  die  Eigen- 
art der  elliptischen  Bahnbewegung  so  vollständig  dargelegt  wurde,  als  es 
ohne  die  vom  Verf.  ausgeschlossene  Infinitesimalrechnung  zu  geschehen  ver- 
mochte. Erfreulich  ist,  dass  in  der  Reibe  Derer,  welche  sich  die  Erklärung 
der  Planetenbewegung  zur  Aufgabe  gestellt  haben,  auch  der  Name  des 
Eudoxus  und  unter  den  vorcoppemicanischen  Systemen  auch  dasjenige 
der  homocentrischen  Sphären  nicht  fehlt  Bei  der  Erörterung  der  Planeten- 
durchgänge ist  mit  Recht  —  ähnlich ,  wie  es  früher  schon  der  Referent  im 
Anschlüsse  an  J.  J.  v.  Littrow  vorgeschlagen  —  nicht  nur  der  eigent- 
lichen Parallaxenbestimmung,  sondern  auch  der  directen  Abstandsmessnng 
gedacht,  von  deren  Wesen  der  Anfänger  weit  leichter  als  von  jener  erstem 
einen  klaren  Begriff  erhält.  Wir  sind  nicht  in  der  Lage,  die  Inhalts- 
übersicht so  ausführlich  zu  gestalten,  wie  es  vielleicht  in  einer  wesent- 
lich didaktischen  Zwecken  gewidmeten  Zeitschrift  angezeigt  wäre;  wir  er- 
wähnen vielmehr  nur  noch  kurz,  dass  auch  die  Finstemissberechnung  ziem- 
lich allseitig  abgehandelt;  und  dass  nicht  minder  auf  die  neueren  Methoden, 
das  specifische  Gewicht  des  Erdkörpers  aufzufinden,  eingegangen  wurde. 
Freilich  hat  v.  Jolly's  geistreiches  Abwäge  verfahren  in  der  allerletzten 
Zeit  so  mannigfaltige  und  einschneidende  Verbesserungen  erfi^en,  dass  es 
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in  seiner  ursprünglichen  Gestalt  eigentlich  nicht  mehr  vorgetragen  werden 
sollte.  Nicht  versagen  können  wir  uns  die  Betonung  des  Umstandes,  dass 
uns  eine  so  vollkommene  buchh&ndleriache  und  buchdruckerische  Ausstattung 
noch  nicht  leicht  bei  einem  Lehrbuche  vorgekommen  ist. 

Was  aber  wollten  wir  oben  mit  dem  Ausspruche  andeuten,  dass  das 
Epstein*sche  Werk  von  den  Fortschritten  der  letzten  zehn  Jahre  un- 
berührt geblieben  sei?  Zu  dem  Ende  verweisen  wir  auf  S.  226,  wo  es 
heisst:  „Man  neigt  in  Oelehrtenkreisen  vorzugsweise  zu  dem  Abplattungs- 
werthe  ^k'ff  ^^^9  ^^  dieser  nicht  nur  aus  vielen  guten  Pendelbeobachtungen 
resultirt,  sondern  weil  sich  ihm  auch  die  Resultate  der  Gradmessungen, 
je  weiter  sich  diese  ausdehnen,  desto  mehr  zu  nähern  scheinen.^  Hier- 
nach scheint  es  doch  der  Verf.   für  ausgemacht  zu  halten,  dass  es  einen 

wirklich  genauen  Werth  für  giebt,   dass  die  bisherige  Nichtüberein- 

Stimmung  in  den  Fehlern  und  ünvollkommenheiten  der  Operationen  ihren 
Grund  hatte,  und  dass  mit  der  Zeit  eine  aßpnptotische  Anuäherung  an 
diesen  wahren  Werth  zu  erkennen  sein  werde.  Gerade  das  ist  aber  nicht 
der  FaU,  Jenes  Referenzellipsoid  oder  Niveausphäroid ,  dessen  Abplattung 
auf  die  eine  oder  andere  Weise  ermittelt  wird,  ist  nicht  daS;  was  wir  „Erd- 
gestalt''  nennen,  und  die  Abweichungen  der  letzteren  von  jener  Hilfsflftche 
müssen  in  langsamer,  mühevoller  Arbeit  durch  eine  Vereinigung  von 
astronomisch  -  trigonometrischen  Messungen,  Nivellirungen  und  Schwere- 
versuchen von  Ort  zu  Ort  aufgesucht  werden.  Diese  ErWenntniss  ist  in 
langsamer  Steigerung  durch  die  Leistungen  eines  Ph.  Fischer,  Stökes, 
Bruns^  Helmert  u.  A.  uns  vermittelt  worden,  und  es  hätte  auch  an 
diesem  Orte  wenigstens  angestrebt  werden  müssen ,  dem  Leser  die  grossartige 
Perspective  aufzuschliessen ,  die  sich  für  die  „Geonomie^  der  Zukunft  eröffnet. 
München.  Dr.  S.  Günthub. 

Die  Elemente  der  Oeometrie,  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  von  H. 
SssoER,  Director  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow.     Mit  6  Figuren- 
tafeln.   3.  Auflage.   Wismar,  Hinstorff'sche  Hof buchhandlung.    1887. 
211  S.    Preis  Mk.  2,40. 
Das  Buch  verrKth  im  Ganzen  ein  gesundes  Streben  nach  Deutlichkeit 

und   wissenschaftlicher  Strenge.     Der  Stoff  ist  sowohl  im  lehrenden  Theile, 

als  auch  bezüglich  der  Aufgabensammlung  als  reichhaltig  und  wohlgeordnet 

zu  bezeichnen. 

Dieses   im   Allgemeinen   anerkennende   ürtheil   schliesst   nicht*   aus, 

dass  Referent  sich  mit  manchen  Einzelheiten  durchaus  nicht  befreunden  kann. 


*  Referent  findet  sich  veranlasst,  diese  selbstverständliche  Sache  zu  betonen; 
der  Verfasser  einer  kürzlich  in  dieser  Zeitschrifb  erschienenen  „Berichtigung"  ist 
nämlich  anderer  Meinung. 

Hiit.-lit.  Abthlg.  d.  Z«iUobx.  f.  Math.  n.  Phyi.  XXXIV,  1.  Digitized  by 
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Die  Parallelentheorie  enthält  S.  15  den  Satz,  dass  zwei  gerade  Linien, 
die  von  einer  dritten  Geraden  durchschnitten  werden,  sich  auf  deijenigen 
Seite  der  schneidenden  Linie,  auf  welcher  die  inneren  Winkel  zusammen 
weniger  als  zwei  Rechte  betragen,  schneiden  (oder  conyergiren).  Der  Be- 
weis lässt  sich  nach  Herrn  S.  ohne  Zuziehung  unendlicher  Flftchenräume 
nicht  führen.  Aber  mit  solchen  muss  es  ja  wohl  gehen,  da  wir  im  An- 
hange dem  Bertrand'schen  Beweise  begegnen,  üebrigens  sollte  hier  ein 
pädagogisches  Bedenken  noch  gewichtiger  gegen  diese  Art  des  Vortrages 
in  die  Waagschale  fallen.  Auch  die  Abweichungen  vom  Herkommen ,  welche 
sich  in  der  Fassung  der  Deckungssätze  finden,  kann  man  nicht  als  be- 
sonders gelungen  anerkennen. 

Endlich  dürfen  einige  Dinge  nicht  verschwiegen  werden,  welche  mit 
der  Wissenschaft  wenig,  mit  der  Schule  aber  umsomehr  zu  thun  haben. 
Zunächst  sollte  ein  Schulbuch  nicht  Andeutungen  in  unvollständigen  Sätzen 
machen,  wie  dies  schon  S.  6  Nr.  15,  8«  10  Nr.  31  und  oft  geschieht  Es 
kann  Herrn  S.  als  praktischem  Schulmann  gewiss  nicht  unbekannt  sein,  dass 
unvollständige  Sätze  von  den  Lehrern  auch  dann  beseufzt  zu  werden  pflegen, 
wenn  die  Schüler  nicht  durch  ihr  Lehrbuch  dazu  angeleitet  werden.  Dann 
gehören  Wörter,  wie  „offenbar*',  „Beweis  leicht",  „bekanntlich",  „folgt  un- 
mittelbar", „unmittelbar  einleuchtend*,  „folgt  sofort"  nicht  in  ein  Lehrbuch. 
Die  fraglichen  Wörter  erinnern  in  wissenschaftlichen  und  Schulbüchern  an 
die  in  Versnoth  zusammengeschmiedeten  Versfüllsel  mancher  Poeten.  Be- 
ferent  begegnete  ihnen  auf  S.  41,  43,  45,  46,  47,  49,  54,  57,  58,  59,  65, 
78,  81,  84,  88,  89,  90,  91,  94,  95,  99  u,  s.  w.  —  Zu  den  Sprachreinigem 
gehört  Herr  S.  auch  nicht.  Wir  finden  z.B.  Situationspunkt,  homo- 
loge Punkte,  centrisches  System,  Symmetrale,  äquidistant, 
excentrischer  Winkel,  Sehnenpolygon,  Multiplum,  aliquoter 
Theil,  Pundamentalproportion,  Aehnlichkeitsmodulus,  höherer 
Calcul.  So  haben  wir  S.  35  den  merkwürdigen  Satz:  „Wenn  der 
Situationswinkel  zweier  gleichartig  construirten  congruenten 
Systeme  180®  beträgt,  so  wird  jede  Strecke,  welche  zwei 
homologe  Punkte  verbindet,  durch  den  Situationspunkt  hal- 
birt.  —  Die  armen  Jungen  1  —  Zum  Glück  versichert  ihnen  Herr  S.,  dass 
die  Sache  nicht  schwierig  sein  könne,  da  der  Beweis  durch  das  Wort 
„Leicht^  ersetzt  ist. 

Druck  und  Papier  ist  tadellos.  g    Schwbbino 


Wie  unterscheidet  sich  die  Methode  der  Mathematik  von  der  der  Pliflo- 
Sophie?  Von  Maximilian  Haberland,  Realschullehrer.  Neustrelitz^ 
1884. 

Die  24  Seiten  starke  Abhandlung  ist  vorwiegend  philosophischen  Inhalts. 
Zunächst    wird    der    BegiiflF    „Methode"    nach    Kant,    Trjwadelen^burg 
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und  Herbart  näher  dargelegt  und  alsdann  an  Beispielen  mathematisches  und 
philosophisches  Vorgehen  gezeigt.     So  gelangen  wir  S.  14  zu  dem  Schlüsse : 

„Damach  beruht  also  die  Methode  der  Mathemalik  auf  der  Anwendung 
Yon  Beweis,  Definition  und  Axiom. 

Da  nun  die  Vernunft  in  der  Philosophie ,  den  principiellen  unterschied 
Yon  der  Mathematik  vergessend*,  doch  versucht,  in  diesen  drei  Stücken  die 
Mathematik  nachzuahmen,  so  weist  Kant  bei  jedem  einzelnen  nach,  dass 
keines  dieser  Stücke  in  dem  Sinne,  darin  sie  der  Mathematiker  nimmt, 
von  der  Philosophie  geleistet  werden  kann.^ 

Nach  einem  geschichtlichen  Rückblicke  auf  Cartesius  undLeibnitz 
wendet  sich  der  Verf.  S.  22  wiederum  Kant  zu  mit  der  Frage,  „ob 
Kant's  Lehre  von  den  Eigenthümlichkeiten  der  mathematischen  Methode 
der  philosophischen  gegenüber  mit  seiner  Ansicht  von  der  Subjectivitftt  unserer 
sinnlichen  Anschauungsformen  steht  und  fRllt.** 

Referent  will  dem  Schriftchen  gegenüber  nur  insofern  eine  eigene 
Aensserung  machen,  als  er  sich  zu  der  Beobachtung  berechtigt  glaubt, 
dass  die  Zahl  der  kantgläubigen  Mathematiker  nicht  zunimmt.  Ich  ver- 
weise dabei  auf  die  bekannten  Aeussei*ungen  von  Gauss,  welche  neuerdings 
Yon  Kronecker  in  der  in  seinem  Journal  abgedruckten  schönen  Abhand- 
lung „üeber  den  Zahlbegriff«,  Bd.  101,  S.  339  erwähnt  sind. 

K.    SCHWEBINO. 

Auflösungen  und  Beweise  der  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  ana^ 
lytisclien  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie,  des  Kreises 
und  der  Kegelsclinitte.    Bearbeitet  von  Fr.  Graefe  ^  Prof.    Leipzig, 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1886. 
Referent    hat    sich    über    die    „Aufgaben   und    Lehrsätze^    des    Herrn 
Graefe  bereits  empfehlend  geäussert;  vergl.  diese  Zeitschrift  Jahrg.  1886, 
S.  226.     Die  jetzt  vorliegenden  „Auflösungen  und  Beweise^   sind  in  dem- 
selben   Geiste   bearbeitet;   an   einigen  Stellen   leistet  der  Herr  Verf.  sogar 
mehr,   als  die  Ankündigung  verheisst  und  erfreut  den  Leser  durch  inter- 
essante  mathematische  Untersuchungen,    die  selbständige  Bedeutung  bean- 
spruchen   dürfen.     Referent    erwähnt    hier    die   Untersuchungen    über    die 
Pascarschen  Sechsecke    S.  52  flgg.  und  die  Bearbeitung  der  Aufgabe  des 

^*^^***i-  K.    SOHWERINO. 

Die   Elementargeometrie   des  Punktes,    der  Geraden    und   der  Ebene. 

Systematisch  und  kritisch  bearbeitet  von  Dr.  Otto  Raüsenbbrger. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1887.     236  S. 
Bei  dem  Worte  „  Elementargeometrie  **   pflegt  der  Leser  an  ein  Schul- 
buch zu  denken.     Das  vorliegende  Buch  ist  kein  Schulbuch,  sondern  setzt 

•  Vernunft?    DR.  r^  1 
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einen  mathematisch  gehildeten  Leser  voraus.  Es  hat  ferner  nicht  den 
Zweck,  eine  vollständige  Zusammenstellung  des  weitschichtigen  Materials 
zu  geben ,  welches  auf  dem  Gebiete  der  niederen  Mathematik  durch  Einzel- 
forschüng  im  Laufe  von  mehr  als  zwei  Jahrtausenden  sich  gehäuft  hat. 
Die  Absicht  des  Verf.  geht  vielmehr  auf  eine  Darstellung  der  Grund- 
beziehungen  und  Gmndeigenschaften  derjenigen  Gebilde,  welche  durch  die 
Zusammenstellung  einer  endlichen  Zahl  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
entstehen.  Dabei  betrachtet  der  Verf.  die  Anschauung  als  die  nicht  zu  be- 
seitigende Grandlage  der  Geometrie  und  schliesst  daher  alle  Forschungen, 
welche  mit  derselben  nicht  im  Einklang  stehen,  trotz  ihres  wissenschaft- 
lichen Reizes  von  seiner  Darstellung  aus.  Dabei  wird  aber  dem  viel- 
besprochenen Parallelenaxiom  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zugewandt 
und  die  Stellung  der  einzelnen  Sätze  zu  demselben  vollkommen  klar  gelegt. 

In  dem  ersten  Theile  des  Buches  ^  welcher  die  üeberschrift  „Grund- 
lagen^ trägt,  läset  der  Verf.  die  gerade  Linie  als  unveränderlich  durch 
Drehung  um  zwei  ihrer  Punkte  entstehen  und  leitet  die  Haupteigenschaften 
derselben  aus  dieser  Erzeugungsweise  ab.  Bezüglich  der  Ebene  wird  die- 
selbe zwar  zunächst  durch  Drehung  einer  Geraden,  welche  eine  andere 
fortwährend  schneidet,  um  einen  festen  Punkt  auf  der  Geraden  erzeugt. 
Allein  es  gelingt  nicht,  die  Eigenschaften  der  Ebene  aus  dieser  Erzeugnngs- 
weise  abzuleiten.  Vielmehr  bedarf  es  hier  neuer  Axiome,  welche  der  An- 
schauung entstammen.  Dabei  nimmt  der  Verf.  gegenüber  den  Versuchen 
z.  B.  von  Boljai  und  Lobatschewski  eine  abweisende  Stellung  ein. 
und  zwar  ist  nicht  die  Künstlichkeit  dieser  Erzeugungsweisen  der  Orund 
dieser  Ablehnung,  sondern  die  Unzulänglichkeit  derselben.  Auch  durch 
diese  Versuche  entgeht  man  nicht  den  Axiomen. 

Nunmehr  gelangen  wir  S.  16  zum  eigentlichen  Gegenstände,  der  in 
herkömmlicher  Weise  in  Planimetrie  und  Stereometrie  zerföllt.  Der  Verl 
hält  an  dieser  Eintheilung  darum  fest,  weil  die  Planimetrie  einen  solchen 
Umfang  gewonnen  hat,  dass  sie  durch!  räumliche  Betrachtungen  füglich 
nicht  zerrissen  werden  darf. 

Seinem  Grundsatze  getreu,  die  Aufmerksamkeit  demjenigen  Gebilden 
vorwiegend  zuzuwenden,  welche  einen  ganz  allgemeinen  Char.akter 
tragen,  beginnt  der  Verf.  mit  der  begrenzten  Geraden,  der  Strecke. 
Für  dieselbe  werden  die  Begriffe  der  Addition  und  Subtraction  fest- 
gesetzt, und  zwar  spricht  der  Verf.  das  Axiom  aus:  Man  erhält  die- 
selbe Gesammtstrecke,  in  welcher  Reihenfolge  auch  man  die 
Einzelstrecken  (summatorisch)  zusammensetzt.  Da  nun  die 
ganze  Arithmetik  sich  nur  auf  zwei  Begriffen  aufbaut,  nämlich  dem  der 
Addition  und  dem  der  positiven  ganzen  Zahl;  da  alle  anderen  Rechnungs- 
arten sich  auf  diese  beiden  Begriffe  zurückführen  lassen,  so  haben  wir 
die  Möglichkeit  gewonnen,  die  Gesetze  der  Arithmetik  auf 
die  Geometrie  anzuwenden.     Sofort  wird   von  diesem  wichtigen  Er- 
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gebnisse  Oebrauch  gemacht.     Wir  theilen  eine  Strecke  in  n  Theile,   jeden 
wieder  in  n  Theile  a.  s.  w«;   wir  tragen  eine  Strecke  auf  der  anderen  ab, 
80  oft  es  geht,  den  Beet  auf  der  kleineren  Strecke  u.  8.  w. ,  nnd  sehen  uns 
80  ausgerastet  mit  den  Begriffen  des  Decimalbruches  und  des  Eetten- 
bruches,   sowie   dem   des  Irrationalen.     Erst  jetzt  kommt  der  A.us- 
druck  a  '  &  an  die  Beihe.    Mit  nicht  geringer  Genugthuung  betont 
Bef.  diese  Anordnung,  welche  er  längst  durch  geschichtliche  Gründe  nnd 
didaktische  Nothwendigkeit  als  die  allein  berechtigte  erkannt  und  yerfoch- 
ten  hat.     Multiplication  und  gebrochene  Zahl  müssen  der  nega- 
tiven Zahl  vorangehen.    Mit  interessanten  und  scharfsinnigen  Bemerkun- 
gen über  Curvenmessung  und  der  geistreichen  Erweiterung,  welche  C  aj  1  e  y 
und  F.  Klein  dem  Begriffe  des  Messens  gegeben  haben,  schliesst  der  die 
Strecke  behandelnde  Abschnitt    Das  zweite  allgemeine  Gebilde,   welches 
sich  uns  nunmehr  darbietet,  ist  der  Winkel.    Wfthrend  wir  bei  der  Strecke 
keine  natürliche  Maasseinheit  vorfanden,  ist  dies  beim  Winkel  der 
Fall.     Er  ist  nicht  als  Bichtungsunterschied  zu  erklftren  und  ebenso- 
wenig  als  ein  aus  der  Gesammtebene  herausgeschnittener  Flftchentheil. 
Indem   wir  nun  drei  Gerade  betrachten,  haben   wir  das  Dreiseit  vor 
uns.     Logisch   sind  bezüglich  des  Durchschneidens   derselben  vier  Fälle 
zu   unterscheiden,  von  denen  das  Parallelenaxiom  nur  drei  bestehen  iSsst. 
Dann  folgen  die  beiden  ersten  Gleichheitssfttze  (Gleichheit  von  a,  ß,  y  und 
A»  ^9  x)'  welche  natürlich  vollständig  begründet  werden.    Die  Bezeichnung 
dieser   Sätze  als  Gleichheitssätze  statt  Congruenzsätze  ist  ebenso 
berechtigt,  wie  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  dem  eingebürgerten  Miss- 
brauch   gegenüber  —  hoffnungslos.    Nunmehr  gelangen  wir  zur  Paral- 
lelentheorie,  wo  wir   zunächst  dem  Satze  des  Ptolemäus  begegnen  und 
durch    denselben   von  der  Existenz  paralleler  Linien  überzeugt  werden. 
Indem    wir  weiter  nur  voraussetzen,   dass  zwei  Gerade  sich  nur  in  einem 
Punkte    schneiden    können,   beweisen   wir,   dass   zwei    Dreieckswinkel   zu- 
sammen stets  weniger  betragen  >  als  einen  Gestreckten  und  dass  die  Winkel- 
summe eines  Dreiecks  ebenfalls  dies  Maass  nicht  überschreiten  kann.    Wir 
haben    nun   die   Mittel,   eine  Beihe    von  Sätzen   über  das  Dreieck,  sowie 
zwei  weitere  Gleichheitssätze  (Gleichheit  aus  a,  &,  c  und  a,  «,  /?),  endlich 
den  fünften  (a,  &,  a;  a>&)  Gleichheitssatz  zu  beweisen  und  zu  erkennen, 
wie    zwei    Dreiecke,  welche  nur  in  einigen  Stücken  übereinstimmen ,  sich 
bezüglich  anderer  ungleicher  Stücke  verhalten. 

Nun  hat  der  Leser  ein  wohlumgrenztes  Feld  einfachster  Sätze  vor 
sich,  welche  vom  Parallelenaxiom  unabhängig  sind.  Er  darf  sich  jetzt 
diesem  wichtigen  Marksteine  zuwenden.     (S.  48,  §  15.) 

Das  Axiom  selbst  tritt  in  der  Form  auf,  welche  ihm  von  dem  Alt- 
meister Euklid  es  ertheilt  ist,  und  nun  nimmt  der  Verf.  nach  wenigen  ein- 
fachen Folgerungen  aus  demselben  zur  nichteuklidischen  Geometrie  Stellung. 
Zunächst  wird  der  B  er  tr  and 'sehe  Beweis  des  Axioms  als  unzulässig  dar- 
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gethan  und  dann  werden  einige  Sätze  aus  derjenigen  Geometrie  mitgetheilt, 
welche  nach  Bolyai  und  Lobatschewskj  das  Axiom  verwirft.  Bef. 
würde  die  Grenzen  einer  Anzeige  bei  Weitem  überschreiten,  wollte  er  auch 
nur  in  gedrängter  Uebersicht  die  geistvollen  Ausführungen  des  Verf. 
wiedergeben.  Eine  solche  Kürzung  würde  zudem,  bei  einem  so  feinen 
und  vielumstrittenen  Gegenstande  der  mathematischen  Forschung ,  vielleicht 
den  Verf.  verläumden.  Trotzdem  kann  Ref.  nicht  umhin,  einen  einzigen 
Satz  des  Buches  wörtlich  herzusetzen.     Er  lautet: 

„Es  ist  demnach  die  Möglichkeit,  dass  die  nichteuklidische  Geometrie 
noch  einmal  als  unzulässig  erkannt  wird,  nicht  unbedingt  ausgeschlossen." 

Nach  einer  kurzen,  aber  klaren  Erörterung  bezüglich  der  unendlich 
fernen  Punkte  gelangen  wir  S.  59  §  17  zum  Vierseit  und  Viereck. 

Durch  einfache  Abzahlung  wird  festgestellt,  dass  hier  ein  Umstand 
vorliegt,  der  beim  Dreiseit  nicht  vorhanden  ist  und  unsere  Aufmerksamkeit 
besonders  fesseln  muss;  der  Umstand  nämlich,  dass  Strecken  lediglich 
durch  andere  Strecken  bestimmt  sind.  Insbesondere  für  das  Vier- 
seit treten  acht  Strecken  auf,  von  denen  nur  fünf  willkürlich  sind.  Wir 
haben  also  drei  Beziehungen  (Gleichungen)  unter  denselben  zu  erwarten. 
Um  diese  Gleichungen  abzuleiten,  sind  wir  genöthigt,  besondere  Figuren, 
das  Parallelogramm  und  Paralleltrapez  zu  betrachten«  Diese  Be- 
trachtungen sind  nichts  Anderes,  als  die  Theorie  der  Aehnlichkeit.  So 
gewinnen  wir  den  Lehrsatz  des  Menelaos  und  durch  ihn  zwei  der  ge- 
suchten Gleichungen.  Aus  der  Aehnlichkeitslehre  ergiebt  sich  als  Folgerung 
der  Lehrsatz  des  Pythagoras,  bei  dem  das  Wort  „Quadrat^  also  zunächst 
in  rein  arithmetischem  Sinne  erscheint  Mit  Hilfe  dieses  Lehrsatzes  erhalten 
wir  nun  die  dritte  Gleichung,  deren  nahe  Beziehung  zum  Cosinussatze 
der  Trigometrie  nicht  unerwähnt  bleibt.  Analog  sind  die  Untersuchungen 
für  das  Viereck  durchgeführt;  Zweiseitigkeit  der  Gei-aden,  der  Satz 
des  Ceva,  der  Determinantenausdruck  für  die  sechs  Entfernungen 
je  zweier  von  vier  Punkten  und  die  naturgemässe  EinfQhrung  des  vielleicht 
einfachsten  homogenen  Coordinatensystems  sind  hier  vorgeführt. 

In  der  ebenen  Trigonometrie,  deren  Behandlung  S«  91  beginnt, 
werden  Sinus  und  Cosinus  zunächst  als  Projectionen  definirt,  und  dann  be- 
züglich ihrer  Werte  und  Vorzeichen  durch  die  vier  Quadranten  verfolgt 
Dann  wird  das  Additionstheorem  dieser  Functionen  zunächst  für  spitze 
Winkel  abgeleitet  und  als  allgemein  giltig  kurz,  aber  streng  nachgewiesen. 
Bef.  zieht  eine  andere  Ableitung  vor,  wenigstens  für  den  Unterricht.  An 
das  Additionstheorem  schliesst  sich  die  Zusammenfassung  durch  die  Moivre- 
sche  Formel  und  die  Entwickelung  in  Potenzreihen.  Dieselben  werden  jedoch, 
wie  auch  die  Einführung  der  Zahl  n,  nur  nach  Art  einer  kurzen  Zu- 
sammenfassung vorgeführt 

Den  Zugang  zu  der  nun  folgenden  hochinteressanten  Darstellung  der 
Geometrie  der  Lage  bietet  natürlich  das  Doppelverhältniss.     Eine 
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lichtvolle  ariihmetische  Grundlage  sichert  uns  das  Yerständniss  der  Inyo- 
lation  und  der  harmonischen  Theilung.  So  ausgerüstet  treten  wir 
an  die  zwei  Fandamentalgehilde  der  Geometrie  der  Lage  heran,  jene 
wunderbaren  und  doch  so  einfachen  zehn  bez.  neun  Geraden  und  zehn  bez. 
neun  Punkte,  von  denen  je  drei  Punkte  in  einer  Geraden  liegen  und  je 
drei  Gerade  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  In  trefiflicher  Weise  wird 
die  sich  naturgemäss  ergebende  Frage  behandelt,  ob  denn  diese  eigenartigen 
Gebilde  die  einfachsten  ihrer  Art  sind.  Die  Antwort  ergiebt  sich  durch 
combinatorische  und  rein  geometrische  Betrachtung. 

Aus  den  folgenden  Abschnitten,  welche  die  Collineation  und  Reci- 
procität  betreffen,  wollen  wir  nur  kurz  die  wohlbegrttndete  Betonung  der 
Stetigkeitsannahme,  sowie  den  umstand  hervorheben,  dass  der  Verf. 
bezüglich  der  metrischen  Relationen  eine  völlige  Dualität  in  Abrede  stellt, 
aber  einen  beschränkten  Dualismus  anerkennt.  Das  ist  auch  ganz 
in  der  Ordnung;  nur  meint  Ref.,  dass  sich  die  Schranken  doch  noch  weiter 
hinausrttcken  lassen,  als  der  Verf.  zuzugeben  geneigt  scheint. 

B.  151  beginnt  der  letzte  Theil  unserer  Schrift,  die  Stereometrie. 
Wie  in  der  Planimetrie ,  so  werden  auch  hier  die  Grundlagen  sorgfältig 
und  ausführlich  dargelegt.  Insbesondere  findet  das  Ebenenbündel  und 
die  Einführung  des  Parallelenaxioms  seine  gebührende  Berücksichtigung. 
Die  Eigenart  der  Darstellung  kann  hier  noch  weniger,  als  an  früherer 
Stelle  durch  unsere  Besprechung  hinreichend  deutlich  werden.  Höchst  an- 
ziehend ist  die  Behandlung  der  dreiseitigen  Ecke.  Aus  dem  einzigen 
Satze  a  +  h^c  werden  alle  die  Winkel  und  Seiten  betreffenden  Ungleich- 
ungen durch  Betrachtung  der  Polarecke  und  Nebenecke  abgeleitet.  »Der 
gewöhnliche  Beweis  für  den  Satz  a  +  b  +  c^AB  nimmt  das  Parallelen- 
axiom zu  Hilfe  und  entbehrt  der  nöthigen  Strenge.^  Natürlich  folgen 
diesen  Ungleichungen  alsbald  die  metrischen  Relationen  an  der  dreiseitigen 
Ecke,  d.  h.  in  sehr  vernünftiger  Beschränkung  auf  wenige  Formeln,  die 
sphärische  Trigonometrie.  Diese  bietet  nun  den  Uebergang  zu  einem 
anziehenden  Gebiete,  welches  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  sehr  kärg- 
lich bedacht  zu  werden  pflegt ,  dem  Inhalt  der  Ecken.  Und  dennoch  ist 
dieser  Theil  der  niederen  Raumlehre  nicht  blos  wissenschaftlich  wichtig, 
sondern  führt  auch  zu  bemerkenswerthen  Schulaufgaben.  Ref.  erlaubt  sich, 
hier  an  die  regelmässsigen  Körper  und  die  Theilung  des^  Raumes  im  Mittel- 
punkte der  umschriebenen  Kugel  zu  erinnern. 

Der  Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Pyramide  durch  die  Kanten 
tritt  uns  mehrfach  entgegen.  Zunächst  erscheint  er  bei  Aufstellung  der 
Möglichkeitsbedingung  für  ein  Tetraeder  (S.  191),  dann  aber  auch  bei 
directer  Inangriffnahme  der  betreffenden  Aufgabe.  Der  Inhalt  der  Pyramide 
-wird  durch  unendlich  nahe  Parallelebenen  bestimmt. 

Ans  dem  reichen  übrigen  Inhalte  heben  wir  insbesondere  die  anziehende 
Darlegung    einiger  Grundbegriffe  aus  der  analysis  sUus  und  die  vortreff* 
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liehe  damit  in  nahen  Zusammenhang  gebrachte  Behandlang  des  Enler* 
sehen  Satzes  e  +  f—k  =  2  hervor. 

Den  Schluss  bildet  die  Collineation  rftnmlicher  Systeme. 

Indem  Ref.  das  trefiPliche  Buch  zur  Seite  legt,  fasst  er  sein  ürtheil 
dahin  zusammen,  dass  diese  Elementargeometrie  nach  Inhalt  und  Dar- 
stellung einen  hervorragenden  Platz  unter  den  Schriften  ähnlicher  Art  be- 
anspruchen darf.  Wer  wissenschaftliche  Gründlichkeit,  gepaart  mit  genauer 
Kenntniss  der  neuesten  Arbeiten  und  eine  anmuthige  Darstellung  der  Orund- 
lehren  der  Geometrie  sucht,  der  wird  bei  diesem  Buche  sich  befriedigt 
finden.  Möge  die  treffliche  Schrift  in  keiner  Bibliothek  einer  höheren  Lehr- 
anstalt fehlen. 

Coesfeld,  im  MSrz  1888.  E.  Sohwering. 


Beispiele  und  Aufgaben  zur  Algebra.  (Für  höhere  Lehranstalten.)  Von 
Dr.  G.  Lautesohläger.  Zwölfte  vielfach  vermehrte  Auflage  be- 
arbeitet von  Dr.  Fr.  Graefe,   Professor.     Darmstadt,  Bergstrfteser. 

Auf  132  Seiten  finden  wir  den  gewöhnlichen  Stoff  in  ziemlicher  Fülle 
und,  wie  es  scheint,  in  entsprechender  Anordnung.  Durch  die  Neu- 
bearbeitung ist  laut  Vorrede  nicht  unerheblich  die  wissenschaftliche  Seite 
des  Buches  gehoben  worden.  So  sind  z.  B.  durch  die  Neubearbeitung 
wesentliche  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  reciproken  Gleichungen 
und  anderer  Gleichungen  höheren  Grades,  welche  auf  quadratische  zurück- 
führbar sind,  hinzugekommen.  Insbesondere  findet  die  Berücksichtigung 
des  Imaginären  durchaus  den  Beifall  des  Referenten. 

Eine  besondere  Seite  des  Buches  ist  ein  gewisser  Schulhumor  (nicht 
zu  verwechseln  mit  Galgenhumor!),  der  bei  manchen  Aufgaben  hervortritt 
Wir  meinen  damit  nicht  Aufgaben,  in  denen  Jahreszahlen  geschichtlicher 
Ereignisse  als  unbekannte  auftreten,  sondern  etwa  Aufgabe  623,  wo  sieben 
Mädchen  einem  Knaben  Nüsse  fortnehmen,  oder  661,  wo  zwei  Räuber  zwei 
Reisende  berauben.  Nicht  ganz  neu  dürfte  es  manchem  Lehrer  sein,  dass 
laut  Aufgabe  946  Bakchos  den  Silen  einmal  neben  einem  vollen  Weinfasse 
schlafend  gefunden  hat;  er  benutzte  die  Gelegenheit  und  trank  u.  s.  w. 
Weiss  doch  z.  B.  Heis  auch  diesen  schönen  Beitrag  zur  griechischen  Götter- 
lehre fast  mit  denselben  Worten  zu  berichten.  Prächtig  ist  auch  ein  sechs 
Strophen  langes  Gedichtchen  (928),  von  dem  wir  wenigstens  eine  auf- 
nehmen wollen: 

Die  Zahl  der  Rehe  kenn*  ich  nicht, 

Die  fielen  durch  den  Schass; 

Doch  lag's  an  Ffichs'  und  Hasen  dicht, 

Die  man  addiren  muss. 
Coesfeld.  K.  SaswEiiiNG. 
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Anleitang  zur  Aofldsang  eingekleideter  algebraischer  Aufgaben  von 
Dr.  E.  Bardby.  Erster  Theil:  Aufgaben  mit  einer  Unbekannten. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1887. 
Wie  die  Vorrede  erzählt,  ist  die  Veranlassung  der  Herausgabe  dieses 
Büchleins  eine  eigenthümliche  gewesen.  Wir  können  dem  Verf.  nicht 
ganz  beistimmen,  wenn  er  Auflösungen  und  dergl.  in  den  Händen  der 
Schüler  fast  mit  einem  gewissen  Angstgefühle  zu  erblicken  scheint,  Die 
Thfttigkeit  des  Durchschnittsschülers  ist  einmal  wesentlich  nachahmender 
Art,  besonders  auf  unterer  Stufe.  Eigenes  kann  erst  dann  erwartet 
werden,  wenn  die  Nachahmung  die  Kräfte  des  Lernenden  gestählt  und  ge- 
wissermassen  ausgelöst  hat.  Auch  das  Kind  lernt  zuerst  nachsprechen  und 
dann  erst  sprechen.  Und  zu  diesem  Zwecke  ist  die  vorliegende  kleine 
Sammlung  recht  geeignet.  Die  Fassung  der  Sätze  ist  einfach  und  klar; 
der  Schüler  wird  den  Ansatz  leicht  mit  denselben  Worten  wiederholen 
können,  ohne  blind  auswendig  zu  lernen.  Schön  sind  die  Methoden ,  welche 
ohne  Gleichungen  Aufgaben  lösen. 

Coesfeld.  K.  Schwering. 

Lehrbuch  der  Algebra.     Theoretisch -praktische    Anleitung  zum  Studium 
der  Arithmetik  und  Algebra.     Zum   Gebrauche   an   höheren  Lehr- 
anstalten,   insbesondere   an   Gymnasien,    bearbeitet   von   Prof.   Dr. 
J.  VAN  Hemgel,    Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  zu  Emmerich. 
Freiburg  im  Breisgau,  Herder 'sehe  Verlagsbuchhandlung.    1887.  8. 
489  Seiten.     Preis  brochirt  M.  5,  geb.  M.  5,50. 
„In  den  vorhandenen,  zu  Hilfsmitteln  beim  algebraischen  Unterrichte 
bestimmten  Büchern    zeigt   sich   allerdings   zuweiten   ein   gewisser  Anlauf, 
ausserdem  dass  ein  mehr  oder  weniger  grosser  üebungsstoff  zur  praktischen, 
bezw.  mechanischen  Verarbeitung  vorgelegt   wird,   auch   der   theoretischen 
Seite  der  Algebra  Rechnung  zu   tragen;   allein   die  Scheu,  zuviel  zu   ver- 
rathen,  scheint  doch  in  ihnen  gross  zu  sein,  und  das  Dargebotene  ist  nicht 
selten  unbestimmt^   verworren  oder  geradezu  falsch,  und  manche  Begriffs- 
bestimmung zu  eng  gefasst.** 

In  diesen  Worten  der  Vorrede  tritt  die  Absicht  des  Verfassers  klar  zu 
Tage,  und  Referent  giebt  ihm  gern  das  weitere  Zeugniss,  dass  Herr  van 
Hengel  redlich  bemüht  gewesen  ist,  in  der  von  ihm  gekennzeichneten 
Richtung  Wandel  zu  schaffen.  Sehen  wir  zu,  wie  weit  seine  Absicht  er- 
reicht worden  ist. 

Das  Buch  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste,  168  Seiten  stark,  führt 
die  üeberschrift:  Allgemeine  Arithmetik;  der  zweite  die  üeberschrift : 
Algebra. 

Die  Allgemeine  Arithmetik  umfasst  die  Lehre  von  den  Rech- 
nungsarten.    Dieser   „Rechnungsarten*'  giebt  es  nach   unserm  Verfasser 
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sieben,  da  eine  Zahl  in  siebenfacher  Weise  von  gegebenen  Zahlen  ab- 
hängig sein  kann.  Schade,  dass  der  Verfasser  hier  nicht  an  die  alten 
sieben  Farben  des  Regenbogens  gedacht  hat,  während  die  nenere  Physik 
im  Spectram  unendlich  viele  Farben  vorhanden  weiss.  Die  „siebente** 
Rechnungsart  ist  natürlich  das  Logarithmiren  und  die  Zuordnung 
derselben  zu  den  Grundformen  der  Arithmetik  ist  ein  altehrwürdiger  Irr- 
thum  der  Lehrbücher.  Es  wird  glaubhaft  versichert,  dass  manche  Verfasser 
dieser  Bücher  sehr  wohl  wissen,  dass  der  Logarithmus  nicht  eine  alge- 
braische, sondern  eine  trän scendente  Function  ist.  —  Ziemlich  müssig 
dürfte  die  Unterscheidung  S.  10  zwischen  losen,  mittelfesten  und 
festen  Zahlverbindungen  sein.  Denn  den  Vortheil,  mit  Hilfe  dieser  Fest- 
setzungen den  Sinn  der  sträflich  nachlässigen  Schreibart  35.4:2:7  sofort 
errathen  zu  können,  schlagen  wir  gar  nicht  hoch  an.  Eher  dürften  die 
Erklärungen  der  Addition  und  Multiplication  S.  14,  bezw.  8.  32 
Beachtung  verdienen.  Sie  lauten:  „Addition  ist  das  Ableiten  einer  Zahl 
(Summe)  aus  zwei  oder  mehr  gegebenen  Zahlen  (Summanden)  durch  Zu- 
sammenkommenlassen der  Einheiten  derselben.*'  „Multiplication  ist  das  Ab- 
leiten einer  Zahl  (Product)  aus  zwei  oder  mehr  Zahlen  (Factoren),  wenn 
sie  von  diesen  so  abhängig  ist,  dass  das  Resultat  Null  ist,  wenn  einer  der 
Factoren  Null  ist,  und  dass,  wenn  an  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren 
alle  seine  Summanden  einzeln  eintreten,  die  Summe  dieser  Einzelresultate  gleich 
dem  zu  suchenden  Resultate  ist.**  Offenbar  geht  namentlich  aus  der  letz- 
teren Erklärung  hervor,  dass  die  wesentlichen  Multiplicationsgesetze 
als  Hauptmerkmale  hervorgehoben  und  zu  einer  Definition  verwerthet  werden 
sollen.  Allein  es  dürfte  diese  Absicht  doch  in  anderer  Weise  einfacher  ver- 
wirklicht worden  sein  und  die  obige  Erklärung  sich  z.  6.  zum  Auswendig- 
lernen für  Schüler  wenig  eignen.  —  Was  sagen  wohl  die  Herren  Schul- 
männer zu  der  Ansicht  S.  33  des  Verfassers,  dass  auch  zwei  oder  mehr 
Factoren  eines  Productes  benannte  Zahlen  sein  können?  Werden  sie  sich 
durch  die  obige  Definition  in  Verbindung  mit  dem  Beispiel  akgX&m 
=  a&  kgmtr  zu  dieser  Meinung  herüberziehen  lassen?  Wohl  schwerlich! 
Auch  darf  der  Verfasser  nicht  auf  allgemeine  Zustimmung  rechnen ,  wenn 
er  S.  76  aus  a  =  h  und  a^  =  h*^  schliessen  will ,  dass  c  =  d  sei.  Denn  ob- 
wohl e*^=c'*'=l,  so  ist  doch  nicht  0  =  2n».  Befremdlich  ist  auch  die 
Erklärung  einer  imaginären  Zahl.  Sie  steht  ebendort  Nr.  25  und  lautet: 
„Eine  Zahlverbindung,  deren  Resultat  weder  der  Zahlenreihe  der  positiven, 
noch  der  negativen  einzelnen  Zahlen  angehört,  wird  imaginäre  Zahl  genannt* 
Natürlich  ist  es  bei  dieser  Aufstellung  spottleicht,  den  Fundamentalsatz  der 
Algebra  zu  beweisen,  und  ohne  gerade  den  Vorwurf  argwöhnischer  Sinnes- 
art auf  sich  zu  laden,  darf  man  an  die  obige  Definition  erinnert  werden, 
wenn  man  S.  175  mit  Erstaunen  liest:  „Eine  Gleichung  mit  einer  unbekaim- 
ten  X  heisst  eine  Oleichung  vom  n*^  Orade,  wenn  sie  in  n  Oleichungen 
von  der  Form  x  +  a=^0  zerfallen  kann,  wobei  a  irgend  eine  bekannte, 
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positive  oder  negative  Zahl  bezeichnet.^  Anch  die  Beweise  für  die  Irratio- 
nalität der  Wurzeln  S.  127  und  142  sind  nicht  streng.  Denn  wenn  m 
und  V  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  folgt  durchaus  nicht  ohne 
einen  bekannten  Beweis,  dass  dann  w?iv  keine  ganze  Zahl  sein  kann. 

Wir  sind  jetzt  mit  unseren  Ausstellungen  fertig  und  können  nicht  um- 
hin ,  übrigens  an  dem  Buche  Manches  anzuerkennen.  Zu  den  wohlgelungenen 
Abschnitten  desselben  gehört  z.  B.  die  schöne  Darstellung  der  Pythago- 
reischen Zahlen,  gehören  die  Anweisungen  zur  Ertheilung  eines  rationalen 
Nenners,  die  Vorschriften  zur  praktischen  Wurzelausziehung.  Vortrefflich 
und  nicht  unbedeutend  über  den  herkömmlichen  Gemeinbesitz  der  Lehr- 
bücher hinaus  bereichert  erscheint  die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  mit  ^wei  Unbekannten.  Dasselbe  gilt  mehr  oder  weniger  bezüglich 
der  Eettenbrüche  nebst  Anwendungen  auf  Zeitrechnung,  bezüglich  der  Dar- 
stellung des  binomischen  Lehrsatzes  und  der  logarithmischen  Reihe  (Coefß- 
cientenyergleichung).  Leider  fehlen  ausreichende  Convergenzbetrachtungen 
hier,  wie  Mher  bezüglich  der  geometrischen  Reihe.  Auch  die  Darstellung 
der  Combinationslehre  ist  wohlgelungen. 

Druck  und  Papier  sind  vortrefflich. 

Fassen  wir  unser  Urtheil  zusammen ,  so  können  wir  nicht  umhin ,  das 
Buch  vom  praktischen  Gesichtspunkte  aus  zu  empfehlen;  bezüglich  mancher 
mehr  der  Theorie  angehörenden  Dinge  wird  eine  Umarbeitung  erforder- 
lich sein. 

Coesfeld,  1888.  K.  Sühwbbino. 


Constmotive   Geometrie  der  Kegpelsolinitte  auf  Omnd   der  Fooaleigen- 
sohaften.    Einheitlich  entwickelt  von  Adalbert  Breuer,  k.  k.  Real- 
lehrer  in   Trautenan,    Böhmen.     Ein   Lehrbuch   für    höhere  Unter- 
richtsanstalten und  für  den  Selbstunterricht.     Mit  80  in  den  Text 
gedruckten    Originalfiguren.     Preis  1  fl.  ö.  W.     Prag  1887,    Selbst- 
verlag. 
Die  vorliegende  Darstellung  der  Kegelschnittslehre  geht  von  der  De- 
finition durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  aus.    Es  werden  die  verschiedenen 
Constructionsaufgaben  (Punkte ,  Tangenten  u.  s.  w.)  in  sehr  klarer  Sprache 
gelöst.      Auch  die  Betrachtung  des  Kegelschnitts  als  Tangentengebilde  ist 
geschickt  angeschlossen.     Nach  diesen  Vorbereitungen  untersucht  der  Ver- 
fasser die  Eigenschaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  bezüglich  ihrer  beiden 
Brennpunkte.     Auch  der  Osculationskreis  der  Kegelschnitte  und   die  nahe- 
liegenden Beziehungen  zum  Tactionsproblem  finden  gebührenden  Platz. 

Die  Wendung:  „Der  gesuchte  Punkt  existirt  daher  nicht  in  Wirklich* 
keit;  er  kann  also  höchstens  in  der  Einbildung  bestehen  und  wird  deshalb 
imaginär  genannt  ist  wohl  ein  wenig  kindlich. 
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üebrigens  sei  das  Bach  mit  seinen  schönen  Figuren  und  seinem  klaren 
Vortrage  bestens  empfohlen. 

Coesfeld,  1888.  E.  Schwbring. 

Die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetischer  Behandlnng.  Znm  Ge- 
brauche in  der  Gymnasialprima  bearbeitet  Yon  Dr.  W.  Eblbr,  Pro- 
fessor  am  König].  PSdagoginm  Züllichaa.  Mit  1  lithogr.  Figoren- 
tafel.  Dritte  verbesserte  Auflage.  Leipzig ,  Druck  und  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.  1887. 
In  den  Kreisen  der  Mathematiklehrer  ist  eine  Strömung  eingetreten, 
welche  der  Bearbeitung  der  Kegelschnittslehre  in  der  Prima  zustrebt.  Man 
führt  zur  Empfehlung  dieses  Strebens  an ,  dass  dasselbe  den  Schüler  keines- 
wegs mehr  belasten  werde,  als  die  Durchnahme  so  mancher  Dreiecksauf- 
gaben, dass  die  Kegelschnittslehre  dagegen  sehr  geeignet  sei,  den  mSssig 
begabten  Primaner  anzuregen ,  dass  die  Physik  in  manchen  Theilen  geradezu 
gebieterisch  zur  nftheren  Betrachtung  gewisser  Kegelschnittsaufgaben  und 
Eigenschaften  hindr&nge;  endlich  führt  man  aus,  dass  die  massgebenden 
Vorschriften  der  obersten  Schulleitung  einer  massigen  und  geschickten  Ein- 
beziehung dieser  Dinge  in  den  Primalehrstoff  nicht  widersprächeA.  Für  die 
Vertreter  dieser  Anschauungen  war  es  eine  höchst  erfreuliche  und  darum 
höchst  beifUllig  aufgenommene  Erscheinung,  dass  ein  so  erfahrener  Pädagoge 
und  bekannter  kritischer  Schriftsteller  wie  Herr  W.  Erler  zunftchst  in  der 
Hoffmann*8chen  Zeitschrift  und  später  in  der  vorliegenden  Schrift  mit 
einem  Versuche  hervortrat,  der  das  in  den  obigen  Zeilen  gekennzeichnete 
Problem  zu  lösen  scheint  Indem  der  Verfasser  auf  die  Behandlung  der 
harmonischen  Eigenschaften  verzichtet  und  darum  auch  entsprechend  jeden 
der  drei  Kegelschnitte  zunächst  und  hauptsächlich  in  getrennter  Behand- 
lungsweise  vorführt,  gelingt  es  ihm,  einen  reichen  und  zweckmässig  ge- 
wählten Stoff  auf  ganze  45  Seiten  zusammenzudrängen.  Sehen  wir  uns 
genauer  die  Ellipse  an.  Zur  Definition  und  Formbestimmung 
werden  die  Brennpunktseigenschaften  benutzt;  es  wird  sofort,  und  zwar 
sehr  elegant,  die  Gleichung  abgeleitet;  es  folgen  dann  die  Bemhnngen 
zum  Tactionsproblem  und  daraus  im  natürlichen  Zusammenhange  die 
Tangenten  der  Ellipse.  Dann  erscheint  die  Curve  in  ihrer  Entstehung 
durch  Leitlinie  und  Brennpunkt,  die  conjugirten  Diameter  und  ver- 
wandte Eigenschafken,  die  Beziehungen  zu  dem  über  der  grossen  Aze  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise,  endlich  die  Ausmessung  der  Ellipse. 
Es  folgen  37  Aufgaben,  welche  zweckmässig  gewählt  und  geordnet  sind. 
Nur  bei  einer  geringen  Anzahl  ist  eine  Anleitung  zur  Lösung  oder  eine 
Verweisung  auf  den  theoretischen  Theil  beigefügt,  üebrigens  dürfte  nur 
eine,  nämlich  die  dritte,  einer  wesentlichen  Aenderung  bedürfen. 
Die  kleine  Schrift  sei  hiermit  bestens  empfohlen. 
Coesfeld.  K.  So^srimq^ 
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Sammlung  von  Lehrsätien  nnd  Au^ben  ans  der  Stereometrie.    Im  An- 

8chln88  an  nachgelassene  Papiere  des  Oberlehrers  Dr.  Krbtbohmbr 
bearbeitet  von  Dr.  H.  Thibmb,   ord.  Lehrer  am   Realgymnasium  zu 
Posen.     Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B,  0.  Teubner.    1885. 
9  Die  stereometrischen  Aufgaben  erscheinen  noch  meist  als  Rechnungs- 
aufgaben,  wie  die  Durchmusterung  der  Abiturientenaufgaben  in  den  Schul- 
Programmen*  zu  erkennen  giebt.     Dieser  Zustand  ist  weder  sachlich  berech- 
tigt, noch  entspricht  er  den  Absichten  der  Unterrichtsbehörde. "     Der  Verf. 
will  nun  diesem  üebelstande  durch  sein  Buch  abhelfen  und  zwar  unter  aus- 
drücklicher Betonung    der  grossen   Bedeutung  klarer  rftumlicher  Anschau- 
ungen. Er  hat  dabei  nachgelassene  Papiere  seines  yerstorbenen  Lehrers  benutzt« 
Das  Büchlein  enthält  92  Seiten  und  gliedert  seinen  Lehrstoff  in  14  Para- 
graphen.    Zunttchst  werden  wir  uns  mit  einfacheren  Lagenbeziehungen  der 
Elemente  zu  beschftftigen  haben,   die  ja  auch  in  den  Lehrbüchern  den  Zu- 
gang zur  eigentlichen  Körperlehre  bilden.    Es  folgen  dann  im  §  5  Lehrsätze 
und  Aufgaben  über  drei  -  und  mehrseitige  Ecken.   Hier  begegnen  uns  durch- 
aus analoge  Aufgaben,   wie  sie  in   der  Planimetrie  längst  Gemeingut  der 
Aufgabensammlungen  geworden  sind.    Man  findet  diese  Aufgaben  in  Elemen- 
tarbüchem  häufig  der  sphärischen  Trigonometrie  zugewiesen;   mit  Unrecht, 
denn  ihren  wesentlich  anschaulichen  Charakter  büssen  sie  unter  der  Herr- 
schaft der  Formel   dabei   gewöhnlich   ein.     Dieser  Paragraph  enthält  bei 
Herrn  Thieme  132  Aufgaben.     Wir  gestatten  uns,   eine  einzige  namhaft 
zu  machen:  „Unter  welcher  Bedingung  lässt  sich  in  eine  vierseitige  Ecke 
ein  Botationskegel  beschreiben?''    Ueber  das  Tetraeder  finden  wir  172  Auf- 
gaben gestellt,  bei  denen  mit  Recht  mehrere  Rechnungsaufgaben  aufgenom- 
men worden  sind.     Wir  heben  hervor  die  interessante  Aufgabe,  aus  den 
Kanten  des  Tetraeders  die  Verbindungslinien  der  Ecken   mit  den  Schwer- 
punkten der  Gtegenflächen  planimetrisch  zu  construiren  und  zu  berechnen; 
femer  sei  die  Aufgabe  erwähnt,  welche  nach  den  Daseinsbedingungen  einer 
Kugel  fragt,  die  alle  6  Kanten  berührt,  und  endlich  sei  die  Berücksichtigung 
anerkannt,  welche  das  Tetraeder  mit  senkrechten  Gegenkanten  findet.    Diese 
172  Aufgaben  bilden  eine  hervorragend  schöne  Sammlung   und  nach   der 
Meinung  des  Referenten   den   brauchbarsten   und   werthvollsten  Theil    des 
Buches.     Von  annähernd   gleicher  Bedeutung  scheinen  die  Aufgaben   des 
§  9  zu  sein,  welche  dem  Wesen  nach  die  Orundzüge  der  analytischen  Oeo- 
metrie  unter  Zugrundelegung  Cartesischer  Coordinaten  enthalten.     Freilich 
hat  uns  die  Behandlung  hier  weniger  angesprochen,  als  beim  Tetraeder; 
aber  sachlich  erscheint  es    uns  als  ein  ungemein  glücklicher  Griff,  diesem 
praktisch  so  wichtigen  Zweige  der  Geometrie  Früchte  für  den  elementaren 


*  Der  RückschluBS  von  Abiturientenaufgaben  auf  den  Betrieb  des  Unter- 
richts ist  übrigens  vielfach  ungerechtfertigt.  Die  Prüfungsordnung  fordert  aus- 
drücklich: „Einfache  Aufgaben".  D.  Ref 
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Unterricht  abzugewinnen.  „Gegeben  eine  Ebene  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  den  Coordicatenaxen  und  ein  Punkt  durch  seine  Coordinaten.  Man  be- 
stimme den  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene  durch  Zeichnung  und 
Rechnung.^  Diese  Aufgabe  wiegt  inhaltlich  ein  ganzes  Dutzend  jener 
Dingelchen  auf,  welche  sich  in  so  manchen  Sammlungen  breit  machen. 
Und  ist  diese  Aufgabe  einem  mittelbegabten  Primaner  zu  schwer?  Jeder 
Lehrer,  der  nach  geeigneter  Unterstützung  der  Anschauung  dieselbe  seinen 
Schalern  vorträgt,  wird  das  Gegentheii  bezeugen  können.  —  Erwfthnen 
wir  noch  aus  unserm  Büchlein  Aufgaben  über  Anfangsgründe  der  beschrei- 
benden Geometrie,  über  stereographische  Projection  und  endlich  über  das 
Berührungsproblem  der  Kugel. 

Sei  es  dem  Referenten  gestattet,  schliesslich  zu  bemerken,  dass  er  die 
Hervorhebung  von  Hauptaufgaben,  sowie  Andeutung  der  Lösung  an  vielen 
Stellen  ungern  vermisst  hat.     Auch  Figuren  fehlen  leider  gänzlich. 

Möge  man  sich  endlich  entschliessen ,  das  Postulat,  „durch  drei  Punkte 
eine  Ebene  zu  legen",  gänzlich  fallen  zu  lassen!  Der  Zeichner  kann  es  ja 
doch  in  Wirklichkeit  nicht  ausführen ,  noch  viel  weniger  in  der  neuen  Ebene 
zeichnen.  Und  auch  wissenschaftlich  gilt  eine  Aufgabe  nur  dann  für  glatt 
gelöst,  wenn  der  wesentliche  Theil  der  Construction  in  einer  Ebene  aus- 
führbar ist.  Ein  classisches  Beispiel  dieser  Lösungen  und  zugleich  eine 
wunderschöne  Veranschaulichung  der  eben  ausgesprochenen  befremdlich 
klingenden  Meinung  des  Referenten  fanden  wir  kürzlich  im  Journal  für 
Mathematik  von  Eronecker-Weierstrass,  Bd.  99.  Es  handelt  sich  um 
die  Lösung  der  Aufgabe,  den  achten  Schnittpunkt  dreier  Flächen  zweiter 
Ordnung  zu  finden,  und  jeder  der  ausgezeichneten  Geometer,  welche  sich 
an  der  Lösung  betheiligen,  Caspary,  Sturm,  Schroeter,  Zeuthen, 
erkennt  stillschweigend  oder  ausdrücklich  an,  dass  die  Zeichnung  in  einer 
Ebene  anzustreben  ist.  Und  wie  leicht  ist  es,  genau  so  im  elementaren 
unterrichte  zu  verfahren  I  Man  unterscheidet  einftbch  „Analjsis"  und  „  Con- 
struction **,  lässt  in  der  ersteren  Zeichnung  in  verschiedenen  Ebenen, 
in  letzterer  aber  nur  in  einer  Ebene  zu.* 

Das  Buch  verdient  beste  Empfehlung. 

Coesfeld.  K.  Schwering. 

Vorlesnngen  über  die  Theorie  des  Potentials  und  der  Kngelflmctionen; 

gehalten  an  der  Oniversitöt  Königsberg  von  Dr.  Franz  Nettmamn, 
Professor  der  Physik  und  Mineralogie.  Herausgegeben  von  Dr.  Carl 
Nbumann,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig. 
Leipzig,  1887.  B.  G.  Teubner.  XVI,  364  S.  mit  Figuren  im  Text. 
Seit  wir  Bd.  XXXII  dieser  Zeitschrift,  histor.- liter.  Abth.  S.  16—17, 
über  das  Erscheinen  der  deutschen  Bearbeitung  des  B et ti 'sehen  Lehrbuchs 

*  Bef.  wird  auf  die  hier  kurz  erwähnte  Ansicht  baldigst  au8führli<^urückkQ]Dmeii. 
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der  Potentialtheorie  berichteten,  ist  Yon  den  damals  namhaft  gemachten 
Schriften  ähnlichen  Inhaltes  eine,  nämlich  die  Dirichlet'schen  Vorlesungen, 
in  neuer  Auflage  erschienen,  unsere  Bemerkung  bestätigend,  dass  gerade 
dieses  Buch  sich  am  angenehmsten  lese.  Eine  schwere  Wettbewerbung  ent- 
steht ihm  in  dem  Werke,  dessen  Erscheinen  wir  heute  unseren  Lesern  an- 
zeigen. Auch  gegenwärtig  haben  wir  Vorlesungen  eines  hochberühmten 
Lehrers  vor  uns,  auch  heute  ist  der  Druck  auf  Grundlage  vortrefif lieber 
Nachschriften  erfolgt,  dagegen  ist  in  einer  Beziehung  eine  sehr  wesentliche 
Verschiedenheit  hervorzuheben.  Während  Herr  Grube  das  Dirichlet'sche 
Heft  unverändert  Hess,  hat  Herr  C.  Keumann  mit  ziemlicher  Freiheit  ge- 
schaltet. Er  hat  nicht  blos  ein  von  ihm  selbst  1852/53  nachgeschriebenes 
Heft  mit  einem  weit  umfangreicheren,  welches  Herr  0.  E.  Meyer  1856/57 
anlegte,  und  mit  Abhandlungen  des  Herrn  F.  Neumann  aus  den  Jahren 
1838,  1847.  1878  zusammengeschmolzen,  er  hat  auch  nicht  unbedeutende 
eigene  Zuthaten  da  und  dort  eingefügt,  so  dass  man  fast  das  Wort  „heraus- 
gegeben" des  Titelblattes  durch  das  Wort  „bearbeitet"  ersetzt  wissen  möchte. 
Wir  betonen  diesen  Umstand,  weil  er  die  Verantwortlichkeit  des  Herrn 
C.  Neumann  für  das  Gebotene  in  das  richtige  Licht  setzt,  eine  Verant- 
wortlichkeit, welche  der  Verfasser  des  Werkes  über  das  logarithmische  und 
Newton 'sehe  Potential  in  keiner  Weise  zu  scheuen  hat.  Haben  wir  doch 
bereits  oben  den  Eindruck  angedeutet,  welchen  wir  von  dem  uns  vorliegen- 
den Bande  erhalten  haben.  Die  neuen  Vorlesungen  sind  mindestens  ebenso 
angenehm  zu  studieren,  wie  die  Di richle tischen  Vorlesungen;  sie  ent- 
halten Vieles,  was  in  sämmtlichen  sonstigen  Werken  über  Potentialtheorie 
sich  nicht  vorfindet;  sie  weichen  in  ihrem  Gange  nicht  unwesentlich  von 
anderen  Werken  ab«  Andererseits  vermissen  wir  allerdings  auch  Einiges. 
Weshalb  z.  B.  auf  S.  55  der  Convergenzbeweis  für  die  nach  Kugelf unctionen 
zweier  Winkel  fortschreitende  Reihe  einfach  vorausgesetzt  ist;  weshalb  auf 
S.  218  für  den  New  tonischen  Satz  von  der  Unwirksamkeit  einer  ellipsoi- 
dischen  Schaale  auf  einen  inneren  Punkt,  der  recht  eigentlich  der  Potential- 
theorie angehört,  auf  DuhameTs  Mechanik  verwiesen  ist;  weshalb  auf 
S.  5  dem  Beweise  der  Gleichung 

nicht  die  so  nahe  liegende  Bemerkung  beigefügt  ist,  es  seien  7,  JE?,  A,  m, 
p,  /"von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  durchaus  unabhängig;  jede  Ge- 
rade p  könne   somit    als   a;-Axe  gedacht   und  die  Gleichung  Rco8(B^x) 

dV 
s=s  —  ftn  —    unter  Ersetzung  von  x  durch  p  einfach  abgeschrieben  werden, 

dx 

worauf  der  partielle  Differentialquotient  in  einen  totalen  übergeht,  sofern  p 
als  einzige  unabhängige  Veränderliche  gedacht  ist,  warum,  sagen  wir,  ähn- 
liche Lücken  vorhanden  sind,  wissen  wir  nicht  Wir  haben  aber  diese 
wenigen  Beispiele  auch  nur  hervorgehoben ,  um  gleichsam  als  PrüfiBtein^<4er 
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Aafmerksamkeit  zu  dienen ,  mit  welcher  wir  den  Band  durchgelesen  haben. 
Weit  zahlreicher  sind  die  Stellen,  auf  welche  wir  aufmerksam  machen 
müssten,  wenn  wir  besonders  Hübsches  nennen  wollten.  Da  wftre  der, 
wenn  auch  nicht  ganz  strenge,  doch  um  so  elegantere  Beweis  des  Satzes 
^F=3  — 4n;g  zu  erwähnen  (S.  16)  für  den  Fall  einer  im  Inneren  des  Kör- 
pers stetigen  Dichtigkeit  q.  Da  wäre  das  ganze  II.  Capitel  zu  rühmen,  eine 
Yon  Herrn  C.  Neumann  an  dieser  Stelle  —  also  früher,  als  es  sonst  in 
Potentialvorlesungen  zu  geschehen  pflegt  —  eingeschaltete  Lehre  von  den 
Eugelfunctionen  Pnt  atis  welcher  wir  wieder  einen  Satz  hervorheben,  der 
yon  Herrn  C.  Neumann  herrührt,  und  welcher  ausspricht,  dass  jede  der 
Differentialgleichung  ^ 

genügende  Function  F  sich  von  der  j  *"*  Ableitung  von  Pn  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheidet  (S.  37).  Da  ist  das  VII.  Capitel  der  Methode 
des  Herrn  F.  Neumann  zur  Entwicklung  einer  Function  nach  Eugelfunctio- 
nen auf  Grund  gegebener  Beobachtungen  gewidmet  und  innerhalb  dieses 
Capitels  (S.  150 — 152)  gezeigt,  dass  diese  Methode  geeignet  ist,  auch  als 
bequemerer  Ersatz  für  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  dienen.  Da 
ist  das  Problem  des  stationären  Temperaturzustandes  einer  von  zwei  Paral- 
lelebenen begrenzten  unendlichen  homogenen  Platte  (S.  256  f^g%.) ,  da  ist 
später  das  Poisson'sche  Problem  von  der  Elektricitätsvertheilung  auf  zwei 
Kugeln  (S.  277  flgg.)  mit  Hilfe  von  Spiegelung  behandelt  u.  s.  w.  unsere 
Leser  werden  aus  diesen  gleichsam  auf's  Gerathewohl  herausgegriffenen 
Erwähnungen  die  ganze  Reichhaltigkeit  des  Werkes  erkennen,  welches  bald 
in  keiner  Büchersammlung  eines  Mathematikers  oder  Physikers  fehlen  dürfte. 

Cantob. 

Lehrbnoh  der  politischen  Arithmetik  für  höhere  Handelsschulen  (Handels- 
akademien) und  zum  Selbstunterricht,  bearbeitet  von  F.  S.  Holzimgbr, 
Professor  an  der  öffentlichen  Handelsakademie  in  Linz.  Braunschweig 
1888,  bei  Friedrich  Vieweg  &  Sohn.    IX,  156  S. 

Der  Verfasser  hat  der  Vorrede  nach  sein  Lehrbuch  den  Lehrplänen  der 
österreichischen  höheren  Handelsschulen  (Handelsakademien)  angepasst.  Da 
er  selbst  Lehrer  an  einer  derartigen  Anstalt  ist,  so  wird  er  gewiss  diese 
Lehrpläne  genau  kennen ,  jedenfalls  viel  genauer,  als  Referent  mit  denselben 
bekannt  ist,  der  deshalb  auch  sich  jeden  ürtheils  über  das  vorliegende  Werk 
nach  der  Richtung  hin,  ob  es  diese  selbstgestellten  Zwecke  erfülle,  ent- 
halten muss.  Ein  zweiter  angegebener  Zweck  ist  der  zum  Selbstunterrichte. 
Der  Selbstunterricht  aber  ist  überall  der  gleiche,  und  insofern  dürfen  wir 
Herrn  Holzinger's  kleines  Lehrbuch  besprechen. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist  in  sechs  Abschnitte  gegliedert,  welche  die 
üeberschriften  führen:   I.  Die  Zinseszins-  und  Zeitrentenrech|iung ;  IT.  Au- 
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lehenseours  und  Constrnotion  von  Amortisaiionspl&nen;  III.  Construotion 
von  Lotterie -Anlehens-Plftnen;  lY.  Wahrscheinlichkeits-  and  Leibrenten- 
rechnnng;  V.  Capital  Versicherung;  VI.  Verbindungsrenten. 

Offenbar  stehen  die  drei  ersten  Abschnitte  in  engerem  Zusammenhange, 
und  ebenso  die  beifolgenden,  so  dass  statt  sechs  auch  nur  zwei  Theile  unter- 
schieden werden  konnten:  I.  Die  Lehre  von  den  Capitalanlagen ;  II.  die 
Lehre  von  dem  Versicherungswesen,  soweit  es  von  der  Lebensdauer  des 
Menschen  beeinflusst  ist. 

In  beiden  grossen  Abtheilungen  sind  zweierlei  Lehren  als  Hilfsmittel 
benutzt  und  deshalb  vorher  kurz  erörtert :  Zinseszins  -  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Beruht  doch  jedes  Lotterieanlehen  auf  diesen  beiden  Grund- 
lagen. Wir  können  es  daher  nicht  billigen ,  dass  erst  vom  IV.  Abschnitte 
an  der  Leser  mit  de^i  Begriffe  der  Wahrscheinlichkeit  bekannt  gemacht 
wird,  unserer  Ansicht  nach  sollte  vielmehr  die  Wahrscheinlichkeit 
a  priori  gleich  im  L  Abschnitte  behandelt  sein.  Der  IIL  Abschnitt  hfttte 
auf  die  mathematische  Gewinnhoffnung  gegründet  werden  sollen.  Im  IV.  Ab. 
schnitte  wäre  alsdann  die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  zur  Sprache 
gekommen.  Bei  dieser  Anordnungsweise  wftre  ohne  Erhöhung  der  Schwierig- 
keit eine  grössere  Strenge  der  Darstellung  erzielt  worden,  während  gegen- 
wärtig manche  Frage,  welche  beim  Studium  auftaucht,  z.B.  ob  es  einen 
wesentlichen  unterschied  bilde,  wenn  man  es  mit  einem  in  Serien  getheil- 
ten  Lotterieanlehen  und  ein  anderes  Mal  mit  einem  nur  nach  Nummern  ge- 
ordneten zu  thun  habe,  gar  nicht  erledigt  werden  kann. 

Wir  betonen  diesen  Mangel,  der  unserer  Meinung  nach  der  allgemei- 
nen Anordnung  zum  Vorwurfe  zu  machen  ist,  um  so  stärker,  als  wir  den 
einzelnen  Abschnitten  selbst  fast  ausschliesslich  Lob  zu  ertheilen  haben. 
Mag  auch  vielleicht  Herr  Holzinger  in  seiner  Vorliebe  für  den  confor- 
men  Zinsfass  im  Gegensatz  zum  relativen  viel  zu  weit  gehen,  mag  seine 
Behauptung  (S.  5),  die  letztere  Rechnungsweise  sei  nicht  richtig,  jeden  Be- 
weises ermangeln,  so  ist  praktisch  diese  ganze  Frage  von  untergeordnetem 
Werthe,  und  es  ist  unter  allen  umständen  anzuerkennen,  dass  Herr  Hol- 
zinger seine  Leser  wenigstens  mit  den  beiden  Auffassungsweisen  der 
Zinseszinarechnung  bei  Bruchjahren  bekannt  macht.  Als  besonders  gelungen 
wünschen  wir  aber,  abgesehen  von  der,  wie  schon  erwähnt,  mangelhaften 
Wahrscheinlichkeitsgrundlage,  den  III.  Abschnitt  zu  bezeichnen.  Auf  acht 
Seiten  ist  hier  ein  wichtiger  und  keineswegs  rechnerisch  ganz  einfacher 
Gegenstand  vortrefflich  behandelt.  Auch  in  den  drei  letzten  Abschnitten 
ist  die  Darstellung  der  eigentlichen  Rechnungsführung  eine  sehr  übersicht- 
liche, so  dass  wir  nicht  zweifeln,  es  werde  an  ihrer  Hand  ein  an  mathe* 
matisches  Denken  gewöhnter  Leser  sich  leicht  zum  Rechner  einer  Ver- 
sicherungsanstalt bilden.  Manche  Fragen,  wie  z.  B.  die:  auf  welche  Weise 
die  Sterblichkeitslisten  anzufertigen  sind,   wie  die  Nettoprämie   der  Gesell-         j 
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Schäften   zur  Bruttoprftmie   wird,   wie  die  Dividendenyertheilang  stattfinde 
u.  s.  w.,  wird  er  allerdings  nicht  beantwortet  finden. 

Camtob. 


Ornndriss   der  Theorie  der  Zinsreohnnng  von  Dr.  Hbinrioh  Blbiohbr. 
Berlin  1888,  bei  Julius  Springer.    75  8. 
Dass  ein  Capital  1  zu  p  Procent  jährlich  yerzinslich  bei  Berechnung 

von  Zinseszinsen  in  t  Jahren  zu  (1  +  f^J    anwächst,  sofern  t  eine  ganze 

positive  Zahl  ist,  ist  bekannt  genug.  Eine  gewisse  Schwierigkeit  erscheint,  wenn 

t  keine  ganze  positive  Zahl  ist.     Sind   dabei  Zinstermine  nach  je  —  Jahre 

♦I 

nt 
vorgeschrieben,  so  werden   i  Jahre   auf   —   Jahre   zurückgeführt  und  der 

n 

relative  Procentsatz  ^  für  je  eine  Zinsperiode  gewählt.    So  erscheint  der 

(f) '  n\  "  ^ 
1  +  rkp\ )  Ebenderselbe  Werth  erscheint  aber  in   der  Form 


loo; 

(I  +  Ytjr)  °*^*  ganzem  oder  gebrochenem  f,  sofern  der  con forme  Pro- 
centsatz 7c  eingeführt  wird,  und  zur  Auffindung  von  n  fUhrt  eben  die 
Gleichung  ,  ^  .     . 

V   ^lOOj      V   ^  100/ 

100 


i+TO=[0+i<£;)'] 


Wird  n  =  oo,  d.h.  wird  augenblickliche  Verzinsung  angenommen,  so 
verwandelt  sich  das  eben  Gefundene  in 

1 4-  —  =  ß  wo 

^^100    '  • 

Das  Ergebniss  des  Capitals  1  nach  t  Jahren  mit  p-procentigem  Jahreszins- 
fuss,  der  aber  auf  augenblickliche  Verzinsung  zurückgeführt  und  dadurch 
von  jeder  willkürlichen  Zinsterminbestimmung  befreit  ist,  ist  demnach  bei 
ganz  beliebigem  t  ^^ 

In  diesem  Satze,  welchen  Herr  Bleicher  allerdings  ganz  anders  herleitet, 
liegt  der  Grundgedanke  der  ungemein  lesenswerthen  kleinen  Schrift,  welche 
wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Fachgenossen,  welche  mit  Versicherungs- 
wesen theils  praktisch,  theils  theoretisch  in  üniversitätsvorlesungen  sich  zu 
beschäftigen  haben,  recht  sehr  empfehlen.  Cantob. 
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Praktisehe  Anleitung  xox  algebraisohen  Entwioklnng  nnd  Ktonng  d#r 
Oleiohnngen    der   höheren   Orade,    nebst   Üebung8l>ei8pielen    von 
A.  Redlich.     Alle  Rechte  vorbehalten.  —  Wegen  Erwerbung  von 
Rechten  wolle  man  sich  gefälligst  an  den  Verfasser  wenden.    Breslau 
1888,  G.  P.  Aderholz'  Buchhandlang.     IV,  88  8.     Aufgeschnittene 
oder  beschmutzte  Exemplare  werden  nicht  zurückgenommen. 
Das  Vorwort   beginnt   mit   der   unleugbaren  Wahrheit,    dass  mit  der 
Aufgabe ,  die  Gleichungen  höherer  Grade  zu  lösen ,  die  tiefsten  Denker  aller 
gebildeten  Nationen   sich  beschäftigt  haben.     Also  solche  werden  genannt: 
1.  der  verewigte  Enler;   2,  Herr  Prof.  Ritter  von  der  Burg;   3.  Herr 
Prof.    Lübsen.     Aus   Ciiaten    des    Zweitgenannten    kennt   Herr   Redlich 
auch:  a)  Buffini,   b)  Abel.     Man  wird  aus  dieser  Literaturkenntniss  die 
Zuversicht  schöpfen   dürfen,   dass  Herr  Redlich  seiner  Aufgabe  mit  un- 
gestörtester Unbefangenheit  gegenübersteht.     Gelöst  hat  er  sie   allerdings 
nicht;  aber  er  ist  zur  üeberzeugung  gekommen,  der  sichere  Weg  zur  end- 
lichen  Lösung   gehe   aus   von   der  Zerlegung   des   constanten   Gliedes   der 
Gleichung  in  Factoren.     Der  Skrupel,   es  könne   auch  Gleichungen  geben, 
deren  Wurzel   keine  ganzen,   oder  doch  rationale  Zahlen  sind,   scheint  den 
(glücklichen 'Verfasser  nie  in  seiner  Hoffnung,  zum  Ziele  zu  gelangen,  ge- 
tört  zu  haben.     Wohl  ihml  Cantob 


Analytisehe  Oeometrie  der  Kegelschnitte  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  neueren   Methoden   nach  George   Salmon,   frei  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedleb  ;  Professor  am  eidgenössischen  Polytechnikum 
zu  Zürich.     V.  umgearbeitete  Auflage.    Erster  Theil.    Leipzig,  1887. 
XVI,  1  —  432.     Zweiter  Theil.    Leipzig,  1888.    XX,  433  —  809. 
B.  G.  Teubner. 
Wenn  das  Erscheinen  der  fünften  Auflage  eines  umfangreichen  Werkes 
die  Stelle  der  günstigsten  Besprechung  zu  vertreten  vermag,  so  gestattet 
andererseits   das  Anwachsen  des  ümfanges   um  volle  100  Seiten  seit  der 
vierten  Auflage   (von  1878)  und  das  Eintreten  eines  jüngeren  Mitarbeiters 
wenigstens    eine   kurze  Anzeige  des  in  der  That  umgearbeiteten  Werkes. 
Vergleicht    man   nur  die   Capitelüberschriften   in   den   um   10  Jahre   aus- 
einanderliegenden  Auflagen ,  so  erkennt  man  sofort  wesentliche  Umstellungen. 
GMngen  früher  z.  B.  die  Haupteigenschaften  der  Curven  zweiten  Grades  dem 
Kreis  voraus,   und  folgte  dann  auf  vier  dem  Kreis  gewidmete  Kapitel  die 
Betrachtung  der  centralen  Kegelschnitte  und  dieser  die  der  Parabel,  so  ist 
jetxt  der  Kreis  an  die  Spitze  gestellt.     Erst  nach  ihm  erscheint  die  all- 
gemeine Gleichung  zweiten  Grades.    Ist  schon  in  dieser  allerdings  bedeutend- 
sten VerSnderung  der  Anordnung  der  Zwang  zu  zahlreichen  Aenderungen 
im  Einzelnen  gegeben,   so  waren  andere  wichtige  Aenderungen  geford^rt,       ^ 
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lyenn  das  Werk  auf  der  Höhe  der  Zeit  bleiben  sollte.  Ein  frühzeitiges 
genaues  Eingehen  aaf  imaginäre  Gebilde  der  Ebene  konnte  nicht  wohl  länger 
entbehrt  werden.  Die  Bearbeitung  dieser  Theile  des  Werkes  hat  Dr. 
Ernst  Wilhelm  Fiedler  vorzugsweise  übernommen,  und  wie  der  Vater 
keinen  angenehmeren  Mitarbeiter  sich  suchen  konnte  als  den  Sohn,  wie 
der  Sohn  keinen  wohlwollenderen  Einführer  in  die  schriftstellerische  Lauf> 
bahn  finden  konnte  als  ^^^  Vater,  so  hat  auch  der  Leser  das  Recht  und 
die  Pflicht,  dem  Vereine  Fiedler  Vater  und  Sohn  sich  dafQr  dankbar  za 
erweisen,  dass  Einer  in  dem  Anderen,  oder  besser  gesagt,  Beide  in  dem 
Gegenstande  ihrer  Arbeit  so  ganz  aufgingen,  dass  ein  Unterschied  in  der 
Gestaltung  dieses  oder  jenes  Paragraphen  nirgends  wahrnehmbar  ist.  Eine 
wesentliche  Verbesserung  der  neuen  Auflage  war  man  auch  berechtigt  von 
der  Erfüllung  der  Zusage  zu  erwarten  ^  es  werde  dem  zweiten  Theile  ein 
das  Ganze  umfassendes  alphabetisches  Sachregister  beigegeben  werden. 
Diese  Hofifoung  hat  sich  leider  als  hinfällig  erwiesen.  Zwar  sind  die  letzten 
neun  Druckseiten  mit  der  üeberschrift  „Alphabetisches  Sachregister^  ver- 
sehen, aber  diese  unübersichtliche,  fortlaufend  gedruckte ,  unvollständige 
Arbeit  wirklich  zu  benutzen,  um  Etwas  aufzufinden,  dürfte  selbst  den  Ver- 
fassern kaum  möglich  sein,  und  doch  soll  ein  Sachregister  auch  dem  dienen, 
der  sich  über  einen  ihm  ganz  unbekannten  Gegenstand  belehren  will.  Nun 
suche  Einer  einmal  „Neunpunktekreis ^,  wenn  er  nicht  weiss,  dass  damit 
„Kreis  von  Feuerbach^  gemeint  ist!  Oder  es  suche  Einer  „Kirkman- 
sche  Gerade^  oder  „Jacobi'sche  Curve'^  u.  dergl.  m.  Ein  Sachverzeichniss 
zu  diesem  Werke  herzustellen  ist  eine  Riesenarbeit,  das  wissen  wir  eehr 
gut;  aber  diese  Riesenarbeit  mosste  bewältigt  oder  ganz  unterlassen  werden. 

Camtos. 


Goniometrie  und  Grundsüge  der  Trigonometrie  innerhalb  der  Ebene  als 
goniometrische   Ergänzung  der  doppelmassigen  Geometrie  der    Ele- 
mentargebilde   innerhalb    der  Euklidischen   Geometrie  des  Maasses. 
Für  obere  Classen  höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Alex. 
Wbrmicke  am  Herzogl.  Neuen  Gymnasium  und  an  der  Herzogl.  Tech- 
nischen Hochschule   zu   Braunschweig.     Braunschweig   1888,   C.  A. 
Schwetschke  &  Sohn  (E.  Appelhans).     VIII,  175  S. 
Der  Verfasser  behandelt  auf  122  Seiten  die  Goniometrie,  auf  ÖO  Seiten 
die  ebene  Trigonometrie,  ein  deutliches  Zeichen,  dass  er  in  jener  den  wich- 
tigsten Theil  seiner  Aufgabe  findet,  diese  gewissermassen  nur  als  Anwen- 
dung der  goniometrischen  Formeln,  und  weil  es  nun  einmal  so  hergebracht 
ist,  folgen  lässi     Dementsprechend  finden  wir  in  jener  ersten  Abtheilung 
die   weitaus  meisten  Betrachtungen,    welche  dem   Verfasser  eigenthümlich 
sind  und  welche  dem  Büchlein  über  den  Kreis  der  Schule  hinaus  Interesse 
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zu  erwecken  Yermögen.  Ob  dabei  wirklich  ein  Schulbuch  zu  Stande  kam, 
ob  Gymnasiasten  aus  demselben  Goniometrie  und  Trigonometrie  zu  lernen 
yermögen,  das  ist  eine  Frage  erfahrungsm&ssiger  Prüfung,  die  wir  nicht  zu 
entscheiden  wagen,  aber  gern  bejahend  entschieden  sehen  möchten.  Die 
Schule,  welche  in  ihren  oberen  Classen  dem  mathematischen  Unterricht  die 
Wernicke'sche  Schrift  zu  Grunde  legen  kann,  hat  gewiss  aus  dem  mathe- 
matischen Unterricht  der  unteren  Classen  diejenige  Geistesbildung  erwach- 
sen sehen,  die  er  zu  erzeugen  fähig  ist. 

Herr  Wernicke  beginnt  mit  der  Betonung  der  Aufgabe,  Winkel  und 
Strecken  in  gegenseitige  Abhängigkeit  zu  bringen ,  und  der  Nothwendigkeit, 
zu  diesem  Ende  zunächst  den  Winkel  der  Messung  zu  unterwerfen.  Winkel 
und  Kreisbogen ,  sowie  Winkel  und  Kreissector  sind  Grössen ,  die  in  unmit- 
telbarer Verhältnissmässigkeit  zueinander  stehen.  Es  kann  ein  Sectoren- 
maass,  es  kann  ein  Bogenmaass  des  Winkels  gebildet  werden,  und  wenn 
es  möglich  wäre,  durch  Zeichnung  den  Sector  in  ein  Quadrat,  den  Bogen 
in  eine  Strecke  genau  umzuwandeln,  so  wäre  damit  zugleich  die  Möglich- 
keit gegeben^  den  Winkel  ebenso  wie  jene  Gebilde  in  beliebiger  Weise  zu 
theilen,  also  auch  zu  messen,  und  einzelne  Theile  wieder  zu  einem  Ganzen 
zu  vereinigen  vermöge  des  Satzes,  dass  der  Summe  zweier  Winkel  auch 
die  Summe  der  ihnen  einzeln  entsprechenden  Sectoren  oder  Bögen  entspricht* 
Dieses  einfachste  Additionstheorem  versagt,  wenn  Winkel  und  Sehne  zu- 
einander in  Beziehung  treten.  Dadurch  erwächst  die  Nothwendigkeit,  das 
in  diesem  Falle  giltige  Additionstheorem  aufzusuchen,  und  der  Satz  des 
Ptolemaeus  vom  Sehnenviereck  fuhrt  zu  demselben.  Dabei  treten  ausser 
dem  Halbmesser  des  Kreises,  zu  dessen  Centriwinkel  der  gerade  zu  unter- 
suchende Winkel  gemacht  wird,  zwei  Strecken  besonders  hervor:  die  vom 
Winkel  bespannte  Sehne  und  die  Höhe  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Sehne. 
Ihr  Verhältniss  zum  Halbmesser  heisst  Sehnen  -  und  Höhenquotient.  Es  ist 
ersichtlich,  wie  nunmehr  Sinus  und  Cosinus  sich  von  selbst  darbieten. 

Wir  möchten  kürzer  über  die  späteren  Entwickelungen  hinweggehen, 
die,  wenn  auch  weiter  Eigenthümlichkeiten  des  Verfassers  sich  vorfinden, 
doch  nicht  in  gleichem  Grade  wie  jene  Anfänge  von  allen  uns  bekannten 
Goniometrien  abweichen.  Wir  heben  deshalb  nur  noch  einen  einzigen  Gegen- 
stand hervor.  Das  Additionstheorem  ist  nur  unter  der  Annahme,  dass  o, 
ß  und  o  +  j^  Spitzwinkel  sind ,  bewiesen.  Herr  Wernicke  benutzt  nun  das 
Additionstheorem  selbst  als  Definition  der  goniometrischen  Functionen  grösserer 
Winkel. 

Dass  Ref.  sich  besonders  angenehm  dadurch  berührt  fand,  dass  zahl- 
reiche geschichtliche  Bemerkungen  eingestreut  sind,  braucht  nicht  erst  ge- 
sagt zu  werden.  Cantor. 
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Kalender -Karten  für  die  Jahre  1800 — 1999,  entworfen  von  Prof.  Dr. 
Felix  Müller.  Berlin,  1888.  Verlag  yon  Rudolf  Hertzberg. 
Herr  Malier  hat  1885  Kalender -Tabellen  heraasgegeben ,  welche  im 
XXX.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  136  Anzeige  fanden.  Die 
Kalender  -  Karten ,  welche  er  jenen  Tabellen  folgen  lässt,  gehören  gewiss 
zu  den  einfachsten  denkbaren  Hilfsmitteln,  um  für  die  in  der  üeberschrifb 
angegebene  Zeit  von  zwei  Jahrhunderten  sofort  den  zu  irgend  einem 
Datum  gehörenden  Wochentag  und  ebenso  den  Ostertermin  des  betreffenden 
Jahres  zu  erkennen.  Man  bedarf  dazu  nur  eines  Nachschlagens  in  einem 
von  14  kleinen  Kärtchen  doppelten  Eingangs,  die  zusammen  ein  Miniatur- 
heftchen  bilden ,  das  in  jeder  Seitentasche  leicht  Platz  findet. 

Cantor, 
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Ifeuer  Verlag  voo  B.  G.  Teilblier  in  Loipzig. 

Sie  Steiner^dcheu  Bchliessusigsprobldme  BEOh  darstellend  geometrl- 
Boher  Methode  von  Dr.  Maktjk  Üi&TiCLt»  AjssIsWnt  am  eidgbuti&iiacbaa 
p£ilyf.i*chiiikmn  m  Zöritb.  Mit  10  Uthographierteü  Tafelu*  gi%  8*  geh. 
Pms  Mark  4. 

Seit  Steinars  VerÖU'taUkhutjg  ,fGi»^iu^triflchQ  h^hrn^Ue^^  i«t  iSa»  Schlieüatig^* 
|)rübl4iia  ^»ci  ebenen  KurTeii  dritter  oad  Tiert«r  Ordaung'  vom  QeachJe^cht  Eihm 
^cioii  meliriach  Gegenatand  der  Behantlhitig  gew^eu,  «o  u,  a.  böi  Ckbfcli, 
K^|ipi«r,  fc^choulo,  Weyr,  EUerbiunl  und  AiDetetler,  Sliui  wird  sitgHii  küiuinn,  «iail 
mit  tler  ifruntikgetitiitii  Ari>eit  TO«  *  lebst li  daa  Problfim  in  alljrömeinfltpr  F<?ni> 

..-.-...  jUüechel    /.weit^:^r  Ordnung   nai  Ii   dem    Pri    ,  ^     ..  ^ 

Verteil  icewEUrt,  iiIIq  Porjiken  d&r  Kur^^n  dritter  Ordous^  itlm^  KücWcht  aitf 
iLöS   t»e-  '    Geft^bt«punkt    iti    ut-  '  nd    daO  die&c 

M*?th*'dt^  ^  ii^^s  zur  KTlPdigiiüg  der  l  l  trinfaebit en 

koiiAtruiktivea  Mittel  zur  wirklichtia  DarBtelluag  dftr  Ergütmiise 
liefifrt,  w«?il  feie  erlaubt  äip  Piiiiktinvoltitioaen  auf  Jtir  Kurvt?  tum  Geficbkebt 
Eitti  —  wt*kh*  den  Kern  der  8a*:be  bilden  —  durcb  !'1jl*^heinvolitliojieo  im 
BflacbeK  ^^^^  ^^  einem  rationalen  TrUgec  zu  imtönucheu «  und  weil  eine  Er^ 
M^  in  der  Tlimenüiou  de»  UntertüchungsgäbieteB  nur  vitn  mnm  Verein- 
j  der  Kofi«triiktion©ü  am  üebilde»  selbst  bögleitet  äcin  wird.  Die  t^nter- 
«uetitisög,  welr.ba  den  ittitnittel baren  ZusammaabaDg  mit  der  zweiten  Stein erachen 
'■       '  '       rJerft    dittitlkb    hervortreten  M^i,   gescbiebt   an    der  TT     '        i 

...      i  iten  Tafeln,  welche  m  enger  Atdebnung  aadie«©  die  Ent- 
begleiteUf   die   «ich   ohnä  Einbuße  4er  Allgotnttinbeit   überall  im  Eahiueii   der 
KoQgtniktionsmögliclikeit  bewegt. 


Um  ilie  WeiUanfigkeitiMi  m  v^tnueiden,  welche  dadurch  eBtstebeny 
dasä  Tiele  Beiträge  zur  Zeitschr*  t  Math,  tu  Pbjrs,  uach  Leipzig 
(theils  au  den  Verleger^  tbeils  au  die  Eedactiou)  gesendet  werdeu,  ergolit 
an  diL-  Ilt^rrbn  Mitarbeiter,  Einsender  voa  Rect^nbiMiisesemplarön  t^ic.  die  Bitt^*, 
nur  foJguiidt^r  Adr^Bsea  bedienen  zi\  wollten; 

i'ilr  B^^itrUg*?  z\ir  ersten  Abtheüung: 

LH   Dr,  O.  Scjilömiioh,   Gebelmratli   a,  l>,  m  DrßRdott-A,, 

Porticusstr.  2, 

lUr  Beitrug*^  tur  zweiten  AbtheUuog: 

an  Dr.  M.  Oantor,  Pr-  i  der  Universität  Heidelberg, 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die  ersten  Bestlrnnmingeii  der  Rotationsdauer  der  Sonne 
durch  Beobachtung  der  Sonnenflecke. 

Eine  historische  Skizze 

Ton 

E.  Gelcich. 

(SoLlntt.) 


Hierzu  Taf.  III  Fig.  8  —  18. 


In  der  Folge  ist  bei  allen  yorgescblagenen  Methoden  immer  die  sphtt- 
rieche  Rechnung  überwiegend,  bo  auch  bei  Kästner,  der  sich  mit  der 
Lösung  dieser  Aufgabe^)  nur  wenige  Jahre  nach  Euler  beschäftigte.  Nach- 
dem er  gezeigt  hat,  wie  die  Lage  des  Fleckes  in  Bezug  auf  die  heliogra. 
phischen  Coordinaten  bestimmt  wird,  geht  er  zur  Ermittelung  des  Neigungs- 
winkels des  Declinationskreises  mit  dem  Breitenkreise  über. 

Ist  JB  (Fig.  8)  der  Pol  der  Ekliptik,  P  der  Pol  des  Aequators,  C  der 
Sonnenmittelpunkt,  somit  PCD  ein  Declinations-,  ECQF  ein  Breitenkreis» 
so  ist  LDCF  zu  bestimmen. 

Ist  die  Breite  und  die  Declination  des  Gestirnes,  sowie  diie  Schiefe  der 
Ekliptik  bekannt,  so  ist  zunächst  das  A  JE7(7P  bestimmt.  Kennt  man  aber 
nur  die  Länge  und  Breite  (V0  =  ^,  JS?(7=S)*  und  die  Schiefe  QyF^^x, 
so  bestimmt  man  LDCF  wie  folgt.     Man  setze 

QFY^f,    QF^h,   LDCF^y. 

Aus  ^"YQF  rechtwinklig  in  Q  hat  man: 

1)  casf^coslsinn^ 

2)  tgh=^iglc8ml, 

3)  CF^^^-EC+QF,  somit  aw(7J'=-5m(Ä-t). 

Aus  ACFD  folgt: 

4)  eQtgy  =  —  8in(h'-i)tgf. 

Aus  1)  und  2)  folgt  aber 


1)  NoTi  comment.  aociet.  regiae  scient.  Gottingensis.  Tomns  I,  1770.  S.  110. 
Ad  motom  solis  circa  axem  lunm  computandum  formulae  analiticae.  Abrah.  Gotth. 
Kästner. 


fll»t.-Ut.  Abthlg.  d.  Z«itwhr.  f.  M»tb.  o.  Phyi  XXXIT,  3.  4 
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und 

5)  ^+tgn^tg'^. 
'  cwr% 

Das  A  Vö^  liefert  ferner 

6)  9ech  co8%  =  sin  f. 
Aas  dieser  und  Gleichung  1)  folgt: 

')  *^==^- 

Entwickelt  man  8in{h  —  i)  und  setzt  in  die  entstehende  Gleichung  die  Werthe 
aus  7),  6)  und  4)  ein,  so  wird 

cotgy  =  —  tgl  awf  H ~—  • 

Diese  Formel  ist  von  Mayer  auf  S.  129  seiner  kosmographischen  Samm- 
lungen abgeleitet  worden.  In  dem  speciellen  Falle,  wo  es  sich  um  die 
Sonne  handelt,  ist  {;s=90^,  daher 

ootgn 
cotgy=^—^' 

€08l 

Warum  Kästner  diesen  Umweg  gewählt  hat,  anstatt  die  Formel  ein- 
facher und  direct  abzuleiten,  ist  geradezu  unbegreiflich. 

Nun  stelle  C  den  Mittelpunkt  der  Sonne  vor  (Fig.  9),  CB  gebe  die 
Richtung  des  Frtthlingsmittelpunktes  an,  et  sei  ein  Bogen  der  Ekliptik, 
m  die  Lage  eines  Fleckes.  BCc  ist  die  heliocentrische  Länge  der  Erde, 
mt  die  heliocentrische  Breite  des  Fleckes,  BCt  dessen  heliocentrische  Länge. 
Die  geocentrische  Länge  der  Sonne  sei  iL,  die  heliocentrische  Länge  der 
Erde  i=i A\  man  setze  femer  m<  =  9,  ^^^£i  so  ist  aus  ^cmt 

ain(p  =  8inScosfij    tgi  =  8iniitgS, 
wobei  ß^sstnc 

Es  folgt  die  Bestimmung  der  Botationselemente.  Der  Kreis  in  Fig.  10 
stelle  die  Ekliptik,  CF  die  Aze  der  Sonne  vor.  Jf  sei  ein  Fleck.  Von  M 
fälle  man  MT  senkrecht  auf  die  Ekliptik,  so  ist  LMCT=(p  die  heliocen- 
trische Breite,  VOT=x  die  heliocentrische  Länge  des  Fleckes.  Fällt  man 
ST±Y^^  so  ist: 

ST=  CTainx  =  co8q>8inT ,     CS^cosq>  co8z\ 
CP^CM  ist  =  1  gesetzt. 

Vom  Nordpol  der  Sonne  denke  man  sich  femer  die  PB  senkrecht  auf 
die  Ekliptik  geführt,  welche  mit  letzterer  den  Winkel  BCF^a  bildet 
Den  Winkel  'yCB  nenne  man  ß. 

Die  MNA.  CP  giebt  den  Halbmesser  des  vom  Fleck  M  beschriebenen 
Parallelkreises,  den  Winkel  PCM  werden  wir  y  nennen. 

Die  zu  bestimmenden  Grössen  sind  a^  ß^  y,  und  zwischen  diesen  stellt 
Kästner  folgende  Beziehung  auf: 

C0SaC08<p  C08{ß  + 1)  +  8ina  8inq>  =zcosyy 
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wo  k  die  heliooentrisohe  Länge  des  Fleckes  bedeutet.  Da  es  sich  nm  die 
Bestimmung  von  drei  Unbekannten  handelt,  muss  der  Fleck  dreimal  be- 
obachtet werden  \  man  erhält  dadurch  drei  Werthe  von  tp  y  k  und  somit  drei 
Gleichungen,  deren  Auflösung  a,  ß  und  y  ergiebt.  —  Bind  g>^  f,  F  die 
drei  ermittelten  Breiten,  A,  Z,  X  die  Längen  des  Fleckes,  so  geht  Kästner 
wie  folgt  Yor.    Zunächst  bestimmt  er 

^COtffq)00S{ß  +  X)-CO8fcO8{ß+T)^CO8q>0a8{ß  +  X)'-CO8Fc08{ß  +  L) 

sinf'-8ing>  «inJF'— «figp 

und  daraus  snccessive,  indem  er 
C08(p{8inF—  sinf)  =  a,    C08f{8inF^  8inq>)  =  6,    co8F{8inF- 8in(p)  =  e 

^  _  g  cosk  —  hcosl  +  c  cosL 
^        asink  —hsinl  +  csinL^ 
die  Bestimmung  von  a  und  y  ergiebt  sich  dann  von  selbst. 

um  endlich  die  Rotationsdauer  der  Sonne  zu  ermitteln,  schlägt  er  fol- 
gendes Verfahren  ein. 

In  Fig.  11  stellen  M  und  V  zwei  beobachtete  Lagen  des  Fleckes  vor, 
von  welchen  aus  die  Jlf T  und  VW  senkrecht  auf  die  Ekliptik  geföllt  wer- 
den. TOW  giebt  den  Unterschied  der  beobachteten  heliocentri sehen 
Längen;  MT=^VW=8in(p,  TC=WC^co8q>^MN^VN—8iny.  Das 
Dreieck  TOW  ist  bestimmt,  somit  TW  bekannt,  und  daher 

MV^^{VyV-MTy  +  TWK 
MN,  der  Radius  des  yom  Fleck  beschriebenen  Parallelkreises,  ist  bekannt 
und  soeben  fand  man  die  Chorde  itfFdes  Bogens  itf  F,  weshalb  auch  Winkel 
VNM  berechnet  werden  kann.     War  die  Zeit,  welche  von  der  Beobachtung 
^es  Fleckes  in  Jf  bis  F  verstrich,  ^,  so  ist  die  Rotationsdauer  der  Sonne: 

360 
MNV 
Zum  Schlüsse  giebt  Kästner  die  algebraische  Berechnungsart  der  Ro- 
tationsdauer  an.     Sind  die  geocentrischen  Coordinaten  von  Jf  |^,  von  Y 
j  ,   80  ist: 

TW^=^C08^(p  +  C08^F''2c08fpC08Fc08{L-k), 

MV^  =  {8inF  -  8in(pY  +  TW\ 
aus  welch'  beiden  folgt: 

MV=  j/2  yi'-8inF8inq)  —  co8Fco8q>  cos(L  —  k). 
Setzt  man  der  Kürze  halber  den  zweiten  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen 

=  ö*    also:  .-. 

^'  MV=ql/2, 

so  ist 

8in^MNV=       ^ 


y2siny 
und  die  Botationsdauer:  0/*^^ 


MNV 

4BigitizedbyV^OOgle 


44  Historisch- literarische  Abtheilung. 

Silvabelle^)  leitet  einige  trigonometrische  Gmndgleichangen  ab,  ans 
welchen  sich  dann  alle  Probleme  lösen  lassen.  Seine  Methode  ist  nicht  sehr 
übersichtlich  und  die  Ableitung  der  bezüglichen  Gleichungen  auch  nicht 
kürzer  als  bei  den  anderen  Methoden.     Sie  besteht  im  Folgenden. 

C  (Fig.  12)  stelle  den  Mittelpunkt  der  Sonne  vor,  E^^  E^  E^  sind  die 
beobachteten  Lagen  eines  Fleckes  zu  den  Zeiten,  als  sich  die  Sonne  in  T^, 
T,  T^  befand;  «oi  ^»  ^i  s^^<^  ^^^  Projectionen  der  Flecken  auf  die  Ekliptik. 
Es  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Erdbahn  kreisförmig  gestaltet  ist.  DJ^T  ist 
die  Schnittlinie  der  Ekliptik  mit  der  Ebene  des  von  dem  Flecke  beschrie- 
benen Parallelkreises. 

Nun  führe  man  folgende  Constructionen  aus.  T^N A^CTq\  nT^  ist 
eine  von  der  Ekliptik  auf  die  T^  C  gefiLllte  Senkrechte  und  n  ist  der  Punkt, 
in  welchem  diese  Senkrechte  die  Ebene  des  ebengenannten  Parallelkreises 
trifft.     Diese  Ebene  ist  also  durch  die  Punkte  n^  N^  D  gegeben. 

Man  fälle  femer  von  e  die  eB  ±  OTq,  TF±  KB.  Dann  ist  TF\\  T^C. 
Endlich  ziehe  man  die  CGj^Te  und  lege  die  übrigen  in  der  Figur  deut- 
lich sichtbaren  Verbindungslinien  an.  Der  kürzeren  Fassung  wegen  führen 
wir  die  vom  Verfasser  angewendete  Bezeichnungsweise  an,  CTq  nehme  man 
als  Einheit  an,  dann  ist: 

FB^8inTTQr=B,    Ca  =  sinCTe=^G,    cF^smeTF^F,   igeTE^L, 

co8TTo  =  h,  cosCTe^gj  coseTF  =  f; 

ToW  =  n,     T^n^n,     TE^Z,    CE=^r^    (7Ds=a;. 

Gegeben  sind  die  Längen  und  Breiten  des  Fleckes  in  allen  drei  Lagen.    Man 
hat  zunächst  die  Beziehungen: 

(ToI>)  =  l  +  X,     {eE)^Z.L,     {eF)  =  Z.F,     {TF)^Z.f, 
eB^(FB)'-(eF)^B-Z.F,    {CB)  =  b-Z.f, 

{Ce)^j/(f^Z)^+(P 


also 

woraus  folgt: 


^j/l^2g.Z  +  Z*. 


{CE)=-r  =  yi^2Z.g  +  z*  +  Z^L\ 


Z —- 


In  dieser  Gleichung  sind  alle  Grössen  gegeben;  r  ist  der  Halbmesser  der 
Sonne.     Man  setze  noch  {eB)^ay  {OB)=ißy  eE=Y- 


1)  M^moiree  de  mathdm.  et  de  physique^  pr^sentä  k  TAcaddmie  Boyale  dei 
Sciences,  Bd.  V.  Paris  1768.  S.  631.  ProbL  par  M.  de  St.  Jacques  de  Silvabelle. 
Trois  observations  d'une  tache  du  Soleil  ätant  donn^es,  ddterminer  le  paraUdle  da 
Soleil  quo  d^crit  la  tache,  et  le  temps  de  sa  r^volntion. 
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Aus  ADTqNc\}DBK  erbfilt  man: 

und 

{eK)  =  (BK)  -  {Be)  =  ^-^  (ß+x)  -  a. 

Aas  ^NT^iK^KeE  erhSlt  man  ferner: 

und  endlich 

ny 

n  =  ■         • 


\  +  x 

Dieser  ist  der  ans  der  Lftnge  und  Breite  von  E  abgeleitete  Werth  von  n. 
Bestimmt  man  n  ans  den  Beobachtungen  von  Eq  and  E^  und  nennt  die 
bezüglichen  Werthe  Ton  Gy  ß,  y  mit  Oq,  ^q»  ^o  ^^^  ^n  A>  }^n  ^^  kann 
man  drei  Gleichungen  für  n  aufstellen,  aus  welchen  sich  »,  n  und  x  be- 
stimmen Iftsst. 

Aus  diesen  Grössen  l&sst  sich  jedes  einschlftgige  Problem  lösen.  Will 
man  z.  B  den  Halbmesser  des  Parallelkreises  (cE)  und  dessen  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ekliptik  (Neigung  der  Sonnenaxe)  LCHc  bestimmen,  so 
hat  man  zunächst  aus  A  DT^N^^CHD  den  Werth  von  CE.  Fällt  man 
vom  Mittelpunkt  des  Parallelkreises  die  eHA-DN^  so  ist  auch  das  recht- 
winklige Dreieck  CeE  bestimmt.  Denn  es  ist,  wenn  T^Pj.!)^  als  Ein- 
heit genommen  wird ,  L  n  TP  =  L  CHc  und  n  =  tgHTP  bekannt.  So  kann 
also  aus  CS  und  cEC^  Cc  berechnet  werden.  Im  ACcJ^  kennt  man  jetzt 
die  Hjpothenuse  CE^r  und  Cc,  daher  auch  cE  der  Radius  des  Parallel- 


Es  ist  nun  näherungsweise: 

ee'=  YieB  ^eB^  +  icB"  eS)\ 
Im  gleichschenkligen  Dreieck  EcE'  kennt  man  alle  drei  Seiten  und  es  lässt 
sich  daraus  L  EcE'  und  dann  mit  der  bekannten  Proportion  die  Rotations- 
dauer bestimmen. 

Während  also  diese  Methode  den  Vortheil  hat,  dass  sie  in  einem  Zuge 
auch  auf  die  Bewegung  der  Erde  Rücksicht  nimmt,  lässt  sie  andererseits 
die  wahre  Gestalt  der  Erdbahn  unberücksichtigt  und  führt  bei  der  Berech- 
nung der  Rotationsdauer  weitere  Näherungs werthe  ein,  welche  voraussetzen, 
dass  man  auf  mathematische  Genauigkeit  verzichtet. 

Die  Methode  von  Silvabelle  soll,  wie  Lalande  angiebt,  durch 
H6din  in  üpsala  1776  verbessert  worden  sein.^) 

1)  Uns  ist  es  durchaus  nicht  gelungen,  eine  Druck-  oder  Denkschrift  von 

Hödin  ausfindig  zu  machen.  /^^^^^T^ 
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Die  fernere  nachfolgende  sphärische  Bechnnng  rührt  von  P6zenat  her.^) 
Es  sei  ÄZB  (Fig.  13)  die  auf  die  Ekliptik  projicirie  Sonne  and  0  der 
Erdmittelpunkt,  so  stellt  Z  den  der  Erde  am  nächsten  liegenden  Punkt  der 
Sonne  yor,  den  P6zenas  das  Zenith  nennt.  Zieht  man  den  Strahl  OD 
tangent  an  den  Sonnenkörper,  so  ist  DOC  der  scheinbare  Halbmesser  und, 
weil  2)00  =  90-2)00  =  90  — DZ  =  -äD,  ÄD  in  Gradmaass  der  Werth 
dieser  Winkelgrösse.  Legt  man  durch  2)  den  Kreis  DQ\\ÄB,  so  ist  DG 
die  Projection  der  Sonnenscheibe,  DF=FG  die  Projectionen  der  Bögen 
2)Z,  ZO,  T  stelle  nun  einen  Sonnenfleck  vor,  dessen  Winkelabstand  Yon 
Z^^ZOT  gemessen  wurde,  so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Bestim- 
mung Yon  ZT,  Man  erhält  aus  der  Betrachtung  der  Figur  folgende  Gleich- 
ungen : 

ma  :  wnj3  =  CT:  CO^CD:  CO, 

sma :  5in(180  —  j3)  =  8inD0C  =  sinarcDA 
und 

TCZ^CTK-COT, 

wodurch  Bogen  TZ  gegeben  ist.  Die  Ableitung  wäre  einfacher,  wenn  man 
COfs=(x>  setzen  würde,  was  P6zenas  nicht  voraussetzen  will.  Der  Winkel 
des  grössten  Kreisbogens  DZ  mit  dem  Kreisbogen  TZ,  worauf  der  be- 
obachtete Fleck  liegt,  läset  sich  einfach  messen. 

Die  nächste  zu  lösende  Aufgabe  ist  die  Bestimmung  der  Länge  and 
der  Breite  des  Fleckes.  Betrachtet  man  zu  diesem  Zwecke  die  Fig.  14,  in 
welcher  V  ^^^  ^^^  ^f<lo  näher  gelegenen  Aequinoctialpunkt  vorstellt;  die 
Erde  befinde  sich  in  Z,  P  sei  der  Pol  des  Aequators,  PCZ  ein  Meridian; 
im  Dreieck  yZP  ist  VP=90®  und  man  kennt  ZF  und  yZ:  man  kann 
somit  L  VZF  berechnen.  Aus  diesem  Winkel  und  aus  TZF  (Complement 
von  TZD,  Fig.  13)  findet  man  yZT.  Vom  Pole  11  der  Ekliptik  führe  man 
den  Breitenkreis  11  TG]  im  rechtwinkligen  Dreieck  ZT0  kennt  man  TZ 
und  LTZ&y  woraus  sich  die  Breite  TS  berechnen  lässt.  Im  Dreieck  TZ  11 
kennt  man  endlich  TZ,  TU  und  Z27=90<>  und  daraus  lässt  sich  Z.  TI7Z, 
d.  i.  der  Längenunterschied  des  Fleckes  T  und  der  Erde  Z,  bestimmen. 

um  die  Botationsdauer  der  Sonne  zu  erhalten,  bestimmt  man  in  der 
vorhergehenden  Weise  die  Ekliptikcoordinaten  des  Fleckes  fClr  drei  Lagen 
r,  T\  T"  und  berechnet  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  TT'T".  Zu 
letzterem  Zwecke  berücksichtige  man,  dass,  wenn  der  Fleck  nach  T'  kommt, 
die  Erde  auch  ihre  Lage  nach  Z'  verändert  hat  Bestimmt  man  für  die 
zweite  Lage  Z',  wie  früher,  UT'  und  LZ*nT\  so  ergiebt  sich  der  Werth 
des  Winkels  TUT'.  Im  Dreieck  TUT'  sind  dann  zwei  Seiten  und 
der  eingeschlossene  Winkel,  und  somit  auch  TT'  gegeben.  —  Anstatt  die 
Bechnung  weiter  sphärisch  zu  führen,  nimmt  jetzt  P6zenas  die  Chorden 


1)  Mämoires  de  mathem.  et  de  physique,  pr^sentäs  ä  Tacad.  Roy.  des  Scienoat. 
Tome  Vr.  1774.  S.  318flgg.  Nouvelle  Theorie  des  Taches  du  Soleil.  Par  le 
P.  Pä Zenas,  Historiographe  du  Boi,  ä  Marseille. 
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TT\   r'T"  und    T"  T"\   und   beschreibt   mit   denselben   das   geradlinige 
Dreieck  TTT'\  über  dessen  Eckpunkte  er  den  Kreis  C  (Fig.  16)  führt. 
Daraus  erhält  man  unmittelbar  die  Eotationsdauer  xi 

ZßOt 

Diese  Methode  hat  den  Vortfaeil  für  sich,  dass  man  die  Rotationsdauer 
unmittelbar  bestimmen  kann ,  ohne  die  Neigung  des  Sonnenftquators  erst  zu 
kennen.  P6zenas  anterlftsst  aber  nicht  zu  zeigen,  wie  man  auch  letzteren 
bestimmen  kann. 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  TPT"  (Fig.  16)  zwischen  dem  Botations- 
pol  und  den  Lagen  T,  T*'  des  Fleckes  kennt  man  die  Seiten  und  daher 
auch  die  Winkel.  Auch  das  Dreieck  TUT"  ist  vollständig  bestimmt  und 
man  bekommt: 

LnTP^r'TP-r'T'n,  l nr' p^^ni" t - ft" r. 

In  den  Dreiecken  PTTI^  PT"n  kennt  man  jetzt  zwei  Seiten  und  den  ein- 
geschlossenen Winkel,  woraus  der  Werth  Yon  Pi7,  d.  i.  die  Neigung  des 
Aequators,  erhellt. 

Beim  Studium  dieser  Partie  der  Geschichte  der  Mathematik  bildet  nach 
dem  Uebergange  von  den  graphischen  zu  den  rechnerischen  Methoden  erst 
Gagnoli^)  wieder  eine  angenehme  Abwechslung,  da  sich  in  dessen  Methode 
zum  ersten  Male  die  Lehren  der  Dififerentialrechnung  angewendet  finden, 
allerdings  aber  noch  nicht,  um  mit  Hilfe  derselben  den  bequemeren  ana- 
lytischen Weg  einzuschlagen.  Seine  Rechnung  ist  durchaus  sphärisch,  er 
bedient  sich  der  Neper'schen  Analogien;  die  Methode  ist  in  Vergleich  zu 
den  früheren  kurz  genug. 

Ist  E  (Fig.  17)  der  Pol  der  Ekliptik,  P  der  heliographische  Pol,  T,  B,  C 
drei  sncceesive  Lagen  eines  Fleckes,  so  hat  man  im  Dreieck  PET^  unter 
Berücksichtigung  der  Zeichenändemng  für  den  Fall,  dass  sich  T  yon  E 
entfernt: 

^9m^dET\-tg{dPET^8m{Et+\^dET)icotg{PTE''\dPTE) 
oder 

8%n\  {EB-ET) :  ig\  BET^9inl^(EB +ET) :  cotg^iPTE^-  PBE). 

In  dieser  Proportion  ist  das  vierte  Olied  unbekannt.  Als  Differentialen 
(Aenderungen)  der  Seite  £T  wird  also  die  Aenderung  ET—EB  angesehen, 
als  Differentiale  der  Winkel  BET  und  PTE  die  Aenderungen  BET  und 
PBE,  Stellt  man  weitere  zwei  Gleichungen  für  A  PCE  auf,  indem  man 
die  Aenderungen  aus  ^PBE  und  PTE  ableitet,  so  wird  man  die  halben 
Summen  der  drei  bei  T,  J9,  C  gebildeten  parallaktischen  Winkel  erhalten. 
Aus  APCJS?  ist  dann: 


1)  M^m.  präsent,  k  TAcad.,  Bd.  X.     Oder  auch  in  der  Trigonometrie  von 

Cagnoli,  S.  448,  C^i^n,n]i> 
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ig\dPEC'AgidPCE^ig{FEC^{dPEa)'.t9(,PCE+^dFCE) 

oder,  wenn  durch  die  Aendemng  obiger  Elemente  das  Di*eieck  PCE  vn 
jenes  PBE  übergeht: 

ig\  CEE  :  tg^{FBE^PCE)=^tg{PEC+ ^CEB):tgi  {PBE  +  PCE). 

Bestimmt  man  daraus  L  PECy  so  hat  man  damit  die  Lage  des  Pols  gegeben. 
Im  A  PEG  kennt  man  dann  CE,  PEG  und  POE,  woraus  sich  PE  und 
PO  berechnen  Iftsst  Ermittelt  man  in  ähnlicher  Art  PB  und  aus  ^BEC 
BOy  so  kann  aus  ^BPO  nunmehr  LBPC  berechnet  werden  und  daraus 
die  Botationsdauer  der  Sonne. 

WShrend  wir  bisher  sahen,  dasi  die  yerschiedenen  Oelehrten,  welche 
sich  mit  der  LOsung  dieser  Aufgabe  beschäftigten,  den  speciellen  Fall  ftlr 
sich  behandelten,  ging  du  S6jour  von  einem  neuen  Standpunkte  aus.^) 
Er  fasste  die  Aufgabe  in  einer  allgemeineren  Bedeutung  auf  und  löste  sie 
als  speciellen  Fall  der  Finsternisse  auf;  dann  machte  er  einen  Unterschied 
für  den  Fall,  dass  die  Botationselemente  direct  zu  bestimmen  sind,  und  far 
den  Fall,  dass  ihre  genäherten  Werthe  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Es  sei  gleich  hier  bemerkt,  dass  letzteres  Verfahren  auch  de  la  Lande 
in  der  IIL  Auflage  seiner  Astronomie  behandelt.  Letzterer  setzt  die  Bota- 
tionselemente als  bekannt  voraus  und  rechnet  damit  die  heliographischen 
Coordinaten  des  Fleckes  aus  drei  gemachten  Beobachtungen.  Ist  die  An- 
nahme richtig,  so  muss  jedesmal  das  gleiche  Besultat  herauskommen;  ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  kann  die  Annahme  durch  Ausgleichungen  corrigirt 
werden. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Abhandlung  von  du  Sejour. 

Es  sei  (Fig.  18)  0  der  Erd-,  8  der  Sonnenmittelpunkt ,  8X  die  Bota- 
tionsaxe.  Die  Ebene  SB  ±.80,  in  welcher  die  Flecke  erscheinen  und  vei> 
schwinden,  nennt  S6jour  den  Horizont  der  Flecke.  Der  Winkel  BSX 
sei  J.  Den  Punkt  Z  nennen  wir  das  Zenith  der  Sonne;  T,  Z' seien  zwei 
Lagen  eines  Fleckes,  K  der  Mittelpunkt  des  von  demselben  beschriebenen 
Parallelkreises.  Die  Breite  des  Fleckes  Z'  {==Z'E)  sei  Z,  der  Winkel  ihres 
Declinationskreises  mit  dem  Meridian,  d.  i.  mit  jener  Ebene,  die  durch  SC, 
SX  und  SB  bestimmt  ist,  sei  h.  a  sei  der  Sonnenhalbmesser  und  der 
Badius  der  Sonne  =  1.  Fällt  man  von  der  Lage  eines  Fleckes  T  die 
TM  senkrecht  auf  den  Halbmesser  des  bezüglichen  Parallelkreises,  so  ist 
LTKM^lk,   TJ2:=cosZund 

TM^coalsmh^    KM^cmIcobK 

Es  ist  femer,  wenn  Mm'J^BS  ist,  Mm'^  Mm  +  KB  und  nach  Auflasung 
der  Dreiecke  KSB  und  KMm: 


1)  Trait^  analytique  des  mouvemens  apparens   des  corps  ehestes;  par  M. 
Dionis  du  Säjour.    Paris,  Veuve  Yalade.    1786.    Bd.  I,  8.  569^g.      t 
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Mm^  8mi  9ml  +  oasi  cosl  cosh 

und  wegen  8C^=  — —  : 

^     1—  (sin^  sinl  +  cosd  cosl  cosh)  8vno 
sm^ 

Um  die  scheinbare  Distanz  des  Fleckes  vom  Sonnenmittelpunkt,  wie 

sie  von  der  Erde  aus  beobachtet  wird,  zu  erbalten,  muss  noch  TJ^T bekannt 

sein.     TN  ist  aber  die  Hjpothennse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TMNy  in 

welchem  TM  bereits  bestimmt  wurde.     UM  ergiebt  sich  aus  B8—Km, 

TN 
wo  BSsscosiaml^   Km^  sind  cosl  cosh  ist.      Setzt   man  fang  J  = -^frz-y 

so  ergiebt  sich: 


__  sinaycos^l  sin*h  +  {cos ö  sinl  —  sind  cosl  cosh)* 
""  ]  ^  sin a {sind  sinl -^^  cos d  cosl  cosh) 

Dies  ist  die  Grundgleichung,  von  welcher  du  S6jour  zur  Lösung  des 
Problems  ausgeht 

Die  Beobachtungen   ergeben   unmittelbar  den  Winkel  des  durch  den 
Fleck  gedachten  Sonnenradius  mit  dem  Horizontalfaden  des  Femrohres  i2: 

^      Declin.  d.  Fleckes  —  Declin.  © 
^         cos  Declin.  Q{AJi  Fleckes  -  A  RQ) 
und 

.    cos  Lftnge  G)  Xsin  Neig.  Ekliptik 

qf)  =,arCS^n  • =r—r. rzr » 

cos  Declm.  0 

woraus  ^  =  51  —  9  —  90,  d.  i.  der  Winkel  am  Sonnenmittelpunkt,  gebildet 
von  dem  durch  den  Fleck  gedachten  Halbmesser  und  von  der  Aze  der  jähr- 
lichen Bewegung.  Endlich  die  scheinbare  Entfernung  des  Fleckes  vom  Son- 
nenmittelpunkt: 

Declin.  d.  Fleckes  —  Declin.  © 


^  = 


sin^ 


Denkt  man  sich  femer  ein  sphärisches  rechtwinkliges  Dreieck,  gebildet 
durch  einen  grössten  Kreisbogen  vom  Fleck  zum  Pol  der  jährlichen  Be- 
wegung, dann  durch  einen  vom  Fleck  zum  Horizont  des  Fleckes  senkrech- 
ten grOssten  Kreis  und  von  dem  sich  von  selbst  ergebenden  Bogen  des 
genannten  Horizontes,  so  sind  die  Katheten  desselben  A  und  .B;  nennt  man 
die  Hypotenuse  a,  den  Winkel  am  Pol  5,  so  ist: 

tgB 
cosa=  cosBcosAj    tgBt=  -t—t^ 

smA 
wobei 

cosB  =  —  oder  B^Mm. 
a 

Nennt  man  den  Winkel  am  Sonnenmittelpunkt,  welchen  der  Meridian  des 

Fleckes  mit  der  Geraden  bildet,  die  den  Mittelpunkt  der  Sonne  mit  der 

Projection  des  Fleckes  bildet,  6,  so  ist: 
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TNiTM^lisinS,     TNzNM^licosS; 

aus  diesen  und  den  früher  aufgestellten  Beziehungen  findet  du  S6jour: 

coslsinh 

"~  cosd  sinl  —  sinö  cosl  coah 
und  r,  d.  i.  der  Winhel  BSP\ 

Ys=s  A S 

Endlich 

1)  cos  Neigungswinkel  d.  Sonnenftquat  =  cosöcosY^ 

2)  lang  (geocentr.  Länge  ©  —  Länge  d.  Knotens)  &=    .  •  ^  • 

Um  die  Beobachtungen  wegen  der  Bewegung  der  Erde  zu  reduciren, 
benenne  man  mit  a,  5,  a^,  5^  die  früher  abgeleiteten  Grössen  für  zwei  auf- 
einander folgende  Beobachtungen,  mit  m  die  Winkelbewegung  der  Erde  in 
der  Zwischenzeit,  so  ist 

a^=a^     6^  =  6  — w, 

tgA^  =tgai  cos 5,,    sinB^  =:^na,  m5|, 

^j=r  acos5, , 

woraus  die  auf  den  ersten  Beobachtungsort  reducirten  Beträge  Ä,  B,  J  der 

zweiten  Beobachtung  erhalten  werden. 

Führt  man  jetzt  folgende  Bezeichnungen  ein: 
n  Drehnngswinkel  des  Fleckes  von  der  I.  zur  II.  Beobachtung, 
^1  n  n  j)  »»»!•»     III-  n 

^  »  n  n  n       n     ^'    n    *^«  n 

h^  A,,  ^,  ...  die  Stunden  Winkel  des  Fleckes,  t^  t^,  t^^  .  .  die  beobachteten 
Zwischenzeiten  in  Minuten  zwischen  den  einzelnen  Beobachtungen,  p  die 
Aenderung  von  h  in  einer  gegebenen  Zeit,  so  ist: 

'*""1440      **^""1440'     '**~'1440" 
Schliesslich  stellt  du  S6jour  allerlei  Beziehungen   zwischen  den  Ter- 
schiedenen  hier  angeführten  Grössen ,  von  welchen  wir  nur  folgende  hervor- 
heben : 

3)  .       {1—  sina  sinB)  sinB  --  cosl  sink  =^0j 

StfhO 

4)  sinB  —  sinB^  —  cosd  cosl (cosh  —  cos (h+n))^0^ 

5)  {sin{h+n)  —  esinh]  sinS  —  csinhcosS  =  0^ 

6)  [«n(Ä  +  n)  —  gsinhlsinß'-fsinhcosß^O, 

7)  mcosh  +  qcos{h+n)  +  cos(Ä+n')  =  0, 


wobei 


_fg/1^{l'-sina  sinB^)  sin  {Ä  —  A^) 
tg  J\^l  —  sinasinß) 
_  sinBn  —  sinB^         __  sinB  —  s%nB„ 
sinB^  —  smB  ~"  sinB^  —  smB^ 

_tg  ^^{\  —  sine  8%nB{)  cosiA--  A^) 

tgJ{^sin<5smB)  '     ^  , 
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f  und  g  sind  ähnlich  ¥rie  c  und  e,   nur  beziehen  sie  sich  anf  die  Werthe 

^IH    -^11»    -°ll' 

Endlich: 

«  =  ^^  z/(l  —  m<y  m  jB)  (m  jBj  —  ämi-Bh) 

+  ^//j  (1  —  Mfitf  ^jB,)(MfijB,|  —  «in  jB)  609(^1  —  A) 

+  ^^11  (1  —  wi(J «njBji) (wi jB  -  wijBj)  oos(A^^  —4) , 

/J  «=  ig/i^  (1  —  »nd  «fn5i)(fiin5,j  —  «wB)  ^n(-4i  — 4)  • 

+  <^^ji(l  — «»na^^ii)(^njB  —  wn5j)m(4n  — -4) 
nnd 

8)  ig^^y 

So  ist  das  Problem  in  seiner  grGssten  Allgemeinheit  gelöst  Kennt 
man  jetzt  %  für  eine  Beobachtung,  so  lassen  sich  daraus  die  Werthe  ^i, 
^11  >  ^lu*  ***  ^  ^^®  anderen  Beobachtungen  ermitteln  aus: 

9)  e-ei  +  4i-ul  =  0,    ö-©a+-*ii--^==0  u.  8.  w. 
und  r  aus: 

10)  r=-4— e,  r  =  4i  —  0,  u.  8.  w. 

A  ergiebt  sich  ans  5),  6),  7)  und  eben  aus  denselben  Gleichungen  auch  die 
Stundenwinkel  des  Fleckes  zur  Zeit  der  verschiedenen  Beobachtungen.  Die 
Breite  des  Fleckes  berechnet  man  sodann  aus  3)  und  den  Neigungswinkel 
der  Botationsaxe  des  Fleckes  mit  dem  Horizont  des  letzteren  aus  4) ,  wobei 
fOr  3)  und  4)  mehrere  Gleichungen ,  je  nach  der  Anzahl  der  Beobachtungen» 
aufgestellt  werden;  endlich  ergiebt  sich  die  Neigung  des  Aequators  und  die 
Lftnge  des  Knotens  aus  1)  und  2). 

Vom  mathematischen  Standpunkt  ist  die  Lösung  von  du  S^jour  sehr 
schön,  vom  praktischen  jedoch  viel  zu  umständlich,  da  alle  die  früheren, 
bisher  entwickelten  Methoden  leichter  und  rascher  zum  Ziele  führen. 

Ist  eines  oder  das  andere  der  Botationselemente  schon  bekannt,  so  ver- 
einfacht sich  entsprechend  die  Bechnung.  Du  S^jour  behandelt  folgende 
specielle  Fälle: 

1.  die  Botationsdauer  der  Sonne  ist  bekannt; 

2.  alle  Botationselemente  sind  näherungsweise  bekannt  und  es  handelt 
sich  um  deren  Berichtigung. 

In  ersterem  Falle  sind  n,  n^  bekannt,  in  letzterem  kann  man  vorläufig 
^  nnd  Y  aus  der  Neigung  des  Aequators  und  der  Länge  des  Knotens  be- 
stimmen.    Ebenso  kann  6  und  %'  berechnet  werden  aus 

stellt  man  dann  zwei  Gleichungen  13)  aus  drei  gemachten  Beobach- 
tungen auf  und  eliminirt  co92,  so  erhält  man  ^  und  endlich  {.  Dann  können 
alle  anderen  Elemente  neu  berechnet  werden. 

Einfacher  gestaltet  sich  diese  Bectification  durch  die  Differentialrech- 
nung.    Die  Differentiation  der  verschiedenen  Gleichungen  ergiebt  näi^lich      ^ 
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Ansdrttcke  für  dJj  dly  dd,  dh^  dn.  Stellt  man  beliebig  viele  Beobach- 
tungen an,  80  lassen  sich  mehr  Oleichungen  aufstellen,  als  Unbekannte 
{dJj  dl  etc.)  Yoi banden  sind,  und  deren  Werthe  durch  die  Theorie  der 
kleinsten  Quadrate  auf  das  (Genaueste  ermitteln. 

Damit  hfttten  wir  die  älteren  Methoden  erledigt  und  sind  somit  am 
Ziele  unserer  Abhandlung  angelangt.  Obwohl  die  Analysis  und  die  Diffe- 
rentialrechnung bei  der  Lösung  des  Problems  theilweise  in  Anspruch  ge- 
nommen  wurden,  so  behandelten  die  verschiedenen  Gelehrten  das  Problem 
doch  immer  als  eine  alleinstehende  Aufgabe  der  Mathematik  und  selbst  da 
S^jour,  der  erklttrte  eine  allgemeine  Lösung  geben  zu  wollen,  entfernte 
sich  doch  nicht  wesentlich  vom  alten  System.  Erst  durch  Lagrange  erfuhr 
diese  höchst  interessante  Frage  eine  epochemachende  Wendung,  als  er  die 
Bewegungsgleichungen  für  ein  rotirendes  System  ganz  allgemein,  ohne 
Bücksicht  auf  specielle  Zwecke  entwickelte.^)  Es  liegt  die  Betrachtung  des 
Lagrange^schen  Verfahrens  nicht  mehr  in  dem  Bereich  jener  Orenzen« 
die  wir  uns  vorgesteckt  hatten,  da  wir  eben  nur  das  Alte  zu  sammeln 
beabsichtigten.  Wir  unterlassen  aus  diesem  Grunde,  das  Verfahren  von 
Lagrange  aufzunehmen,  welchee,  obwohl  einfach  genug,  uns  doch  zu  sehr 
in  die  Länge  führen  würde,  und  begnügen  uns,  die  von  Böhm  angezeigte 
kürzere  Methode  noch  aufzunehmen ,  nur  damit  der  Gegensatz  zwischen  Einst 
und  Jetzt  um  so  greller  in  die  Augen  falle  und  damit  unsere  Leser  im 
Stande  seien,  die  Schwerfälligkeit  früherer  Jahrhunderte  besser  zu  beurtheilen. 

Im  Jahre  1852  legte  Böhm  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften') 
eine  umfangreiche  Abhandlung  vor,  welche  die  Resultate  einiger  Beobach- 
tungen von  Sonnenflecken  enthielt.  Zur  Bestimmung  der  Botationselemente 
bediente  sich  Böhm  folgender  Methode. 

Bezeichnet  man  mit  a^  d  die  wahre  Bectascension  und  Declination  der 
Sonne  zur  Zeit  T,  sowie  durch  a  und  6  dieselben  Grössen  für  den  Sonnen« 
fleck,  nimmt  man  ferner  die  Ebene  des  Erdäquators  als  eine  Coordinaten- 
ebene,  wovon  die  Linie  der  Nachtgleichen  die  X-Aze  vorstellt,  die  Erdaze 
femer  als  die  Z-Aze,  so  sind  die  Coordinaten,  durch  welche  die  Lage  des 
Mittelpunktes  der  Sonne  gegen  jenen  der  Erde  ausgedrückt  wird: 

X^^Bcosdcosa,     T^Bcosd^sinay    Z  =  Bsmdj 
und  die  Coordinaten  des  Sonnenfleckes  in  Bezug  auf  den  Erdmittelpunkt: 

x=ivco8dco8a,    y^vcosdsina^    0  =  vsindy 
oder  in  Bezug  auf  den  Sonnenmittelpunkt: 

i^QCOsJcosÄf    v^QCOsJ  sinÄ\     i=:gsmJ^ 

1)  M^canique  analytique,  par  J.  L.  Lag  ränge.  III.  Edition.  Paris  1868. 
Bd.  n  Sect.  IX. 

2)  Denkschriften  der  mathem.-  naturwissenschaftl.  Classe  der  kaiserl.  Aksd.  d. 
WissenBcbaften.  IIT.  Bd.  Separatabzug.  „Beobachtungen  von  SoDoenflecken  and 
Bestimmung  der  RotationselemeDte  der  Sonne,  von  Dr.  J.  G.  Böh-m.**    Wien  185S. 
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wobei  V  die  Entfernung  des  Sonnenfleckes  vom  Mittelpunkte  der  Erde, 
p  den  Halbmesser  der  Sonne ,  J  und  Ä  die  heliocentrische  Declination  und 
Rectascension  der  Sonne  bedeuten.  Es  ezistiren,  wie  leicht  einzuseben,  die 
Beziehungen  S  =  «-Z,    v^y-Y,     t^n^Z. 

Die  Grössen  ei,  a^  B  und  q  sind  als  bekannt  vorausgesetzt  (Astron. 
Jahrbücher),  die  Grösse  v  findet  man  aus  den  Gleichungen: 

Bezeichnet  man  mit  A^  B^  D  drei  Constanten,  so  ist  die  Gleichung  des- 
jenigen Parallelkreises  der  Sonne,  in  welchem  der  Fleck  liegt: 

W&hrend  die  Grösse  D  für  jeden  Fleok  andere  Werthe  erhftlt,  sind  A 
und  B  constant  und  bestimmen  die  Lage  des  Aequators.  Denn 
bezeichnet  man  mit  n  die  Neigung  des  SonnenSquators  gegen  den  Erd- 
Squator  und  mit  Ic  die  gerade  Aufsteigung  desselben,  so  ist 

A 


Die  Neigung  n'  des  SonnenSquators  gegen  die  Ekliptik,  sowie  die  Lftnge  Je 
des  aufsteigenden  Knotens  findet  man ,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  be- 
deutet, aus  den  Gleichungen: 

3innsinJc=i  sinn  sink, 
9innco$k'=  cose  sinn  cosk  —  sine  cosn^ 
co8n=i  sine  sinn  cosk  +  eosecosn. 
Bezeichnet  man  die  heliographische  Breite  des  Fleckes  mit  g>hf  so  ist  femer 

D 
smiph  s=  —  cosn. 

Drückt  man  nun  durch  TT  den  Winkel  aus,  welchen  zwei  Meridiane  der 
Sonne  miteinander  bilden,  wovon  der  eine  dui'ch  den  aufsteigenden  Knoten 
des  SonnenSquators ,  der  andere  durch  den  Sonnenfleck  geht,  so  ist 

cosü  co8iph  =  cosJcasiA'—  k). 
Bezeichnet  endlich  t  die  Botationszeit  der  Sonne,  T  wie  früher  die  Epoche 
der  Beobachtung  und  endlich  t   die  Zeit,   zu   welcher  der  Fleck  den  auf- 
steigenden Knoten  des  Sonnenäquators  passirte,  so  ist  für  jede  Beobachtung: 

Setzt  man  QKri  =  »w,  so  wird 

T  =  T— mCTund  m= -y=— • 

Natürlich  bestimmt  Böhm  viele  Gleichungen  ts=T— mC^  und  findet 
dann  aus  den  daraus  entstehenden  Bedingungsgleicfhungen  den  wahrschein- 
lichsten Werth  von  m  und  bezw.  von  t  nach  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate. 
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Dr.  Paul  Oordan's  Vorlesimgeii  über  Invariantentheorie,  herausgegeben 
von  Dr.  Gborg  Ebrsohbnstbimer.  Leipzig,  Teubner.  I.  Band: 
Determinanten,  1885.     IL  Band:  Binäre  Formen,  1887. 

unter  den  Methoden,  welche  dazu  dienen,  die  rationalen  Invarianten 
einer  gegebenen  Form  zu  finden,  hat  sich  als  die  fruchtbarste  die  von 
Aronhold  eingeführte,  aber  erst  durch  die  Untersuchungen  von  Clebsch 
und  Gordan  eingebürgerte  symbolische  Rechnung  erwiesen.  Gordan 
bediente  sich  ihrer  mit  durchschlagendem  Erfolg  beim  Beweise  des  Satzes 
der  Invariantentheorie ,  dass  jede  binäre  Form  ein  endliches  System  von 
Invarianten  besitzt,  durch  welche  alle  anderen  der  gleichen  Form  sich 
rational  und  ganz  ausdrücken  lassen.  Auf  der  Basis  der  Symbolik  be- 
ruht das  bekannte  Werk  von  Clebsch,  sowie  der  Abschnitt  über  alge- 
braische (auch  temftre)  Formen  in  dem  Buche  über  Geometrie  von  Linde - 
mann,  nach  Vorlesungen  von  Clebsch,  während  andererseits  die  geschätz- 
ten Lehrbücher  von  Salmon  (Höhere  Algebra,  bearb.  von  Fiedler)  und 
Fa^  di  Bruno  (Theorie  der  binären  Formen,  bearb.  von  Walter)  die 
partiellen  Differentialgleichungen  und  canonischen  Formen  für  die  Erzeugung 
der  Invarianten  vorziehen. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  hat  (in  seinem  zweiten  Bande)  nach  Inhalt 
und  Behandlungs weise  viel  Aehnlichkeit  mit  der  „Theorie  der  binären  For- 
men" von  Clebsch,  wie  sich  dies  aus  dem  langjährigen  Zusammenarbeiten 
der  beiden  Forscher  erklärt.  Auch  die  Vorlesungen  von  Gordan  wollen  ein 
Lehrbuch  sein,  das  den  vollen  Einblick  in  die  heutige  Formentheorie  ge- 
währt. Auch  für  sie  ist,  wie  für  Clebsch,  das  souveräne  und  mit  vir- 
tuoser Technik  gehandhabte  Hilfsmittel  die  symbolische  Bechnung,  das  so 
ausgiebig  zur  Verwendung  gelangt,  dass  der  Leser  die  wirkliche  Grestalt 
nur  einiger  wenigen  Formen  in  einer  Anmerkung  erfährt.  Aber  Gordan 
hat  seine  Methode  seit  dem  Erscheinen  des  Clebsch'schen  Buches  durch 
die  unablässige  Arbeit  an  dem  erwähnten  Hauptproblem  zu  noch  grösserer 
Leistungsfähigkeit  gesteigert,  und  dieser  Vorzug  ist  auch  auf  das  Buch  über- 
gegangen. 

Man  muss  es  dem  Herausgeber  danken ,  dass  er  diese  Darstellung  von 
berufener  Hand  zu  veröffentlichen  unternommen  und  durch  zweckmässige 
Anordnung  des   grossen  Materials,  übersichtlicheJDarstellung  und  passend 
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eingeschaltete  Beispiele  das  Seinige  dazu  beigetragen  hat,  die  weittragenden 
Methoden  der  deutschen  Forschung  zn  verbreiten  und  so  dem  in  wenigen 
Jahrzehnten  mSchtig  entwickelten  Wissenszweige  der  neueren  Algebra  junge 
ErSfte  zu  gewinnen. 

Der  erste  Band  beginnt  mit  einer  flüssig  geschriebenen  Theorie  der 
Determinanten,  die  von  den  üblichen  Darstellungen  nach  Jacobi's  Vorgang 
nicht  wesentlich  abweicht.  Von  Anwendungen  —  die  sich  alle  auf  das 
Oebiet  der  Algebra  beschränken  —  erwähnen  wir  die  in  den  Lehrbüchern 
vernachlässigten  linearen  Gleichungen  mit  einem  üeberschuss  von  unbekann- 
ten. Ihre  Auflösung  führt  zum  Beweise  eines  vielfiacher  Verwendung  fähigen 
Satzes  über  „correspondirende  Matrices'',  der,  beiläufig  gesagt,  von  Man- 
chen C  leb  seh,  von  Anderen  sogar  Orassmann  zugeschrieben  wird,  in 
Wirklichkeit  aber  von  dem  Referenten  zuerst  ausgesprochen  worden  ist. 

Es  folgt  ein  Capitel  über  die  Resultante ,  das  auf  dem  Algorithmus  des 
grössten  gemeinsamen  Theilers  beruht  und  die  Zerlegbarkeit  einer  ganzen 
Function  in  ihre  Linearfactoren  nicht  voraussetzt.  Die  Auffassung  der  Re- 
sultante als  Functionaldeterminante  leitet  Sätze  ein  über  die  Resultante  von 
Producten  von  Functionen,  linearen  Combinationen  derselben  u.  s.  w.,  welche 
als  Vorbereitung  für  einen  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  dienen, 
den  Gor  dan  an  Stelle  des  zweiten  Gauss 'sehen  Beweises  setzt.  Der  Schluss 
des  Bandes  bringt  die  Ausdrucksformen  für  Resultante  und  Discriminante  in 
den  Wurzeln  der  Urformen. 

Den  Kernpunkt  des  zweiten  Bandes  bildet  der  Satz  von  der  End- 
lichkeit des  Formensystems,  der  jedoch  wegen  der  schwierigen  Beweis- 
führung hinter  die  Untersuchung  der  Formen  der  vier  ersten  Ordnungen 
gestellt  wurde,  für  welche  dieser  Beweis  vorbereitend  einzeln  erledigt  wird; 

In  den  §§  1 — 5  werden  die  Hilfsmittel  der  symbolischen  Rechnung 
dargelegt.  Abgesehen  von  den  bekannten  Identitätssätzen  und  dem  Polaren- 
process  sind  es  die  folgenden : 

Der  Faltungsprocess.  Er  besteht  in  der  Bildung  eines  symbolischen 
Products  mit  einem  Elammerfactor  mehr,  als  sie  eiu  gegebenes  besitzt.  Aus 
a«".&*""  bildet  man  durch  Faltung  a-r" ~ *  t«*" ~ *  (a 5). 

Der  .Q-Process,  anzuwenden  auf  ;Functionen  fiPi^yViV^  mit  zwei 
(oder  mehr)  Reihen  von  Variabein.     Er  besteht  in  der  Bildung  von: 


^(^)=J;i{; 


Alle  diese  Operationen  besitzen  Invarianteneigenachaft.  Dem  Faltungs- 
process allein  kommt  keine  reale  Bedeutung  zu,  wohl  aber  wiederum  dem 
auf  ihn  zurückführbaren  „üeberschiebungsprocess''.  Die  Aufgabe  (§§  3,  4) 
der  Ueberschiebung  von  Producten  führt  zu  dem  grundlegenden  Satze,  dass 
jedes  Glied  einer  Ueberschiebung  durch  eine  Summe  von  Ueberschiebungen 
darstellbar  ist.     Hierdurch  wird  die  Bildung  des  Formensystems   auf  die 
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Aufgabe  zurttckgeftlhrt,  alle  möglichen  Ueberschiebungen  einer  Form  über 
sich  selbst  und  die  entstandenen  Formen  herzustellen. 

§  5  bespricht  einen  von  Aronhold  angegebenen  Algorithrnns,  mit 
dessen  Hilfe  gewisse  Eigenschaften  der  Combinanten  ermittelt  werden.  Bas 
Buch  führt  für  diesen  Process  die  wenig  glückliche  Bezeichnung  „Deltairen' 
ein,  die  zudem  kaum  zur  Verwendung  gelangt  Bef.  möchte  bei  diesem 
Anlass  auch  gegen  das  der  deutschen  Zunge  nicht  geläufige  Wort  „Derange- 
ment"  im  I.  Bande  —  statt  des  sonst  gebräuchlichen  „Inversion''  oder  „üm- 
kehrung'  —  Verwahrung  einlegen. 

Der  Paragraph  (6)  über  Combinanten,  4^ren  Haupteigenschaften  einer 
Abhandlung  von  Oordan  ohne  Beweis  entnommen  werden,  konnte  ohne 
viel  Mehraufwand  an  Raum ,  den  übrigens  der  (Gegenstand  wohl  beanspruchen 
durfte,  mit  den  nöthigen  Beweisen  versehen  werden,  wenn  er  hinter  §  9 
gestellt  worden  wäre.  —  Es  folgt  ein  Abschnitt  über  Formen  ^^^»^1^1) 
mit  zwei  Beihen  von  Veränderlichen,  welche  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  ^i^s^^i^s  ^  der  Weise  entwickelt  werden,  dass  die  Coefficienten  der 
Entwickelung  Polarformen  der  „Elementar^'-Covarianten  der  Form  fix^x^^  f^^y^ 
sind,  aus  der  sie  durch  Faltung  gebildet  werden.  Es  verdiente  hervorgeho- 
ben zu  werden,  dass  dieselben  in  realer  Weise  aus  der  Form  f  durch  den 
.$2 -Process  entstehen.  In  dem  Werke  von  C  leb  seh  steht  jener  Satz 
über  die  Entwickelung  von  /,  der  von  ihm  und  Gordan  gleichzeitig 
gefunden  wurde,  an  der  Spitze  der  Theorie;  hier  schliesst  er  sich  der  Dar- 
stellung eines  Qliedes  der  Polarform  durch  nur  Polarformen  auf  natürliche 
Weise  an.  Mit  Hilfe  desselben  werden  (§  8)  die  asjzygetischen  Covarianten 
dritten  Grades  der  Form  fünfter  Ordnung  berechnet.  Auch  die  Darstellung 
der  Covarianten  in  den  Wurzeln  der  Originalform  und  das  Beciprocitftts- 
gesetz  von  Her  mite  erscheinen  als  Anwendungen. 

Während  der  Satz,  dass  jedem  symbolischen  Product  Invarianteneigen- 
schaft zukommt,  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  wurde  (auch  an  dieser 
Stelle,  §  5,  ist  der  üebergang  von  der  symbolischen  zur  wirklichen  Form 
nicht  ausführlich  genug),  knüpffc  die  ümkehrung  desselben  wiederum  an 
jene  Beihenentwickelung  an  und  erfordert,  unter  Aufhebung  der  Beschrän- 
kung auf  binäre  Formen,  die  Verallgemeinerung  zunächst  des  il-Processes, 
die  in  §  9  zum  Beweise  des  Theorems  führt,  durch  das  C  leb  seh  erst  die 
Symbolik  zu  dem  gemacht  hat,  was  sie  heute  ist:  dass  jede  Invariante  durch 
ein  Aggregat  von  symbolischen  Producten  darstellbar  ist.  Den  Schluss  des 
ersten  Theiles  bildet  ein  Paragraph  (10)  über  diejenigen  partiellen  Differsn- 
tialgleichungen ,  welchen  die  invarianten  Bildungen  genügen. 

Der  Herausgeber  hat  die  lange  Folge  methodischer  Erörterungen  dieses 
ersten  Theiles  des  zweiten  Bandes  —  hier  und  da  von  üngenauigkeiten  der 
Bechnung  und  des  Ausdrucks  abgesehen  —  klar  und  ansprechend  dargesteUt, 
indem  er  durch  instructive  Anwendungen  das  Interesse  rege  zu  erhalten 
bestrebt  war.     Wer  sich  durch  ihn   hindurchgefunden  hat,  dem  wird  das 

Digitized  by  VjOOQIC 


BeceBsionen.  57 

folgende  Gapitel  ttber  Formen  der  vier  ersten  Ordnungen  (2.  Theil)  mühe- 
loeen  Oennss  gewähren.  Anregend  ist  auch  ein  Ezours  über  simultane  qua- 
dratische Formen,  die  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  stehen,  und  ein  (nur 
zu  kurz  gehaltener)  Abschnitt  über  die  mit  den  regulären  KOrpem  der  Ste- 
reometrie zusammenhängenden  Binärformen  und  Jrrationalitäten,  mit  dem  die 
Untersuchung  solcher  Formen  verbunden  ist,  für  welche  die  vierte  üeber- 
schiebung  über  sich  verschwindet. 

Der  fundamentalen  Untersuchung  des  vollständigen  Formensjstems  sind 
die  beiden  ersten  Paragraphen  (20,  21)  des  dritten  Theiles  gewidmet  Der 
Gedankengang  des  (trotz  aller  auf  die  Anordnung  verwandten  Sorgfalt)  lang- 
wierigen Beweises  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  von  Gor d an  in  seiner 
Frogrammschrifti  verfolgten  überein,  nur  dass  die  in  früheren  Capiteln  des 
Buches  getroffenen  Vorbereitungen  ihn  knapper  zu  fassen  erlauben.  Aller- 
dings gewährt  der  endlich  erbrachte  Beweis  dann  auch  mehr,  als  blos  die 
Antwort  auf  die  fast  triviale  Frage  nach  der  Endlichkeit  des  Formensjstems. 
An  der  Hand  der  Ueberschiebungen ,  die  der  Beweisgang  zu  bilden  verlangt, 
erhält  man  noch  bis  zu  den  Formen  achter  und  neunter  Ordnung  hin  über- 
sehbare Tabellen  aller  in  das  vollständige  System  vorläufig  aufzunehmenden 
Formen,  aus  welchen  dann  durch  spätere  Untersuchung,  für  die  Gordan 
ebenfalls  die  Wege  angiebt,  die  überflüssigen  (durch  die  anderen  darstell- 
baren) Formen  auszuscheiden  sind.  Dies  geschieht  in  den  §§  22  und  24 
an  dem  Beispiel  der  Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung. 

Die  Schlussparagraphen  des  zweiten  Bandes  bringen  die  typische  Darstel  • 
long  der  Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung  und  die  Auflösung  der  ent- 
sprechenden Gleichungen  in  einfachen,  durch  das  Verschwinden  gewisser  In- 
varianten charakterisirten  Fällen,  die  §§  31  — 33  die  Systeme  der  simultanen 
Formen  (2,  3)  und  (3,  3).  Mit  der  Theorie  der  Formen  sechster  Ordnung  steht 
in  enger  Verbindung  die  der  Elementarcombinanten  von  zwei  Formen  vierter 
Ordnung,  deren  irrationale  Beziehungen  im  Anschluss  an  die  Arbeiten  von 
Anderen  im  §  28  (etwas  abgebrochen  und  unvermittelt)  erörtert  werden. 
Ein  kurzer  Abschnitt  (§  34)  über  Schwester-  (associirte)  Formen  schliesst 
diesen  Band  ab. 

Vorwiegend  sind  es  eigene  oder  in  Gemeinschaft  mit  Clebsch  an- 
gestellte Untersuchungen  von  Gordan,  welche  den  Inhalt  ausmachen.  Aber 
auch  von  diesen  sind  wichtige  nicht  aufgenommen  worden,  fremde  Arbeiten 
finden  höchstens  beiläufige  Berücksichtigung,  während  doch  z.  B.  einige  neue 
von  jüngeren  Mathematikern  herrührende  von  der  Kraft  der  symbolischen 
Methode  ein  beredtes  Zeugniss  hätten  ablegen  können. 

Dagegen  sind  manche  Stellen  des  Buches  weitschweifig  geworden  durch 
vollständige  Ausführung  solcher  Rechnungen,  die  nur  mit  den  bekannten 
Identitäten  arbeiten.  Durch  Unterdrückung  derselben  wäre  in  einer  späteren 
Auflage  Raum  zu  schaffen  für  vielseitigere  Gestaltung  des  Stoffes  und  reich- 
lichere Literaturangaben,  die  man  nur  an  wenigen  Stellen  des  Buohea-Qndei    ^ 
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Indessen  wird  Jeder  das  Werk  mit  dem  Eindruck  aus  der  H&nd  legen, 
dass  es  die  Autoren  nicht  leicht  mit  der  Verfolgung  ihres  Zieles  genommen 
hahen«  Man  fühlt  den  Beweisen  und  Sätzen  das  Selhsterlehte »  den  Ursprung 
aus  dem  lebendigen  Beispiel  an ,  ein  Zug  von  Frische  und  Vertiefung  durch- 
weht das  Werk,  der  die  erfolgreiche  Mitarbeiterschaft  an  einem  noch  jungen 
Wissenszweige  ausspricht. 

Tübingen^  im  April  1888.  A.  Brill. 

F.  J.  Brookmann,  Sammlung  von  Anfjg^aben  ans  allen  Gebieten'  der  Ele- 
mentarmathematik, nebst  Lösungen  oder  Lösungsandeutungen.  Pader- 
born, Verlag  von  F.  Schöningh.     Preis  1  Mk. 
Die  Sammlung  enthält  400  der  landläufigsten  Aufgaben,  je  100  ans 
der  Arithmetik,  Planimetrie,  Trigonometrie  und  Stereometrie. 

Den  ersten  Theil  bilden  Beispiele  aus  der  Lehre  von  den  Reihen  und 
den  Logarithmen,  sowie  Gleichungen  mit  einer  und  mehreren  unbekannten, 
die  fast  durchweg  die  Anwendung  eines  „Kunstgriffes^  gestatten.  Statt  der 
üblichen  Substitutionen   wird   mit  Vorliebe   die   correspondirende  Addition 

angewandt   l == — r  =  — ^-^ — r^ '  wenn  -r-  =  ~  ist ) .     Die  Lösungsan- 

\pa±qh       pcii  +  ghi  h       hl      / 

deutungen  sind  knapp  und  instructiv.  In  ganz  einzelnen  Fällen  könnte  man 
etwas  mehr  wünschen.  So  z.  B.  wäre  bei  Aufgabe  27  oder  der  mit  ihr 
identischen  Aufgabe  33,  namentlich  wegen  der  angegebenen  Werthe  für  x 
und  y,  ein  Hinweis  auf  den  symmetrischen  Bau  der  Oleichung  am  Platze. 
Der  zweite,  planimetrische  Theil  beginnt  mit  schön  geordneten  Dreiecksauf- 
gaben ,  deren  Lösungen  auf  den  Beziehungen  der  um  -,  ein  -  und  anbeschrie 
benen  Kreise  zu  den  Winkelhalbirern ,  Höhen  etc.  beruhen.  Die  darauf  fol- 
gende Abtheilung  „Vermischte  Aufgaben^  müsste  reichhaltiger  sein.  Pas- 
sendes Material  giebt  jedes  Lehrbuch.  (Methoden  und  Theorien  von  Peter- 
sen.) So  fehlen  Beispiele  über  Maxima  und  Minima  und  Berührungen 
sowohl  hier,  wie  auch  in  dem  stereometrischen  Theile ,  der  sonst  ebenso  wie 
die  trigonometrische  Abtheilung  zu  passenden  üebungen  hinreichenden  und 
gut  ausgewählten  Stoff  bietet  Namentlich  gilt  dies  in  Bezug  auf  die  go- 
niometrischen  Aufgaben. 

Das  Büchlein  kann  angehenden  Abiturienten  zur  Uebung  im  Aufgaben- 
lösen  und,  wie  es  die  Intention  des  Verfassers  ist,  als  Prüfstein  des  mathe- 
matischen Wissens  dienen,    üebrigens  ist  kein  Mangel  an  guten  Sammlungen. 

Coesfeld.  W.  Krimphoff. 

Dr.  E.  SüCHSLAND,  Die  gemeinschaftliche  Ursache  der  elektrischen  Meteore 
und  des  Hagels.     Halle  a.  S.  1886.  Verlag  von  H.  W.  Schmidt. 
Der  erste  Theil  der  vorliegenden  Schrift  ist  von  historisch -kritischem 
Inhalt,  indem  er  24  Erklärungsversuche  der  Luft-  und  Gewitterelektricität 
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enthält,  welche  der  Verfasser  in  vier  Gruppen  eintheilt  und  hierauf  einer 
Kritik  unterzieht. 

In  dem  zweiten  Theile  findet  die  Vorbereitung  fttr  die  neue  Erklftrung 
statt.  Dabei  werden  die  Fragen  discutirt:  Wirken  heterogene  Gase,  wenn 
sich  ihre  Atome  oder  Molekflle  sehr  nftbern,  elektromotorisch  aufeinander? 
und:  Welcher  Art  ist  die  Polarität  der  Gase?  Sodann  schliesst  sich  Einiges 
aber  die  Constitution  der  Wolken  an.  Am  Schluss  sind  drei  Vol tausche 
Analogien  angeführt:  a)  der  Volt  ansehe  Ball,  gebildet  aus  Flittergold, 
Stanniol,  Seidenpapier  und  verdünnter  Schwefelsäure;  h)  die  Volta'sche 
Birne,  welche  aus  einem  Vol tauschen  Ball  besteht,  dessen  Inneres  durch 
einen  isolirten  Kupferdraht  untersucht  werden  kann;  c)  das  Volta'sche 
Conglomerat,  welches  aus  Vol tauschen  Elementen  zusammengesetzt  ist, 
indem  leere  Zündhütchen  mit  Scbrotkömem  zusammengeklopft  imd  mit 
Kugeln  aus  angefeuchtetem  Seidenpapier  gemischt  wurden. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  neue  Erklärung  der  elektrischen  Meteore 
und  des  Hagels,  welcher  die  folgenden  drei  Definitionen  zu  Grunde  gelegt  werden : 

1.  die  Gewitterwolken  sind  Vol tausche  Conglomerate  kleinster  absoluter 
Gaselemente  mit  zwischengelagerter  Flüssigkeit; 

2.  die  Hagelwolken  sind  Gewitterwolken  mit  ungewöhnlich  hoher  elek- 
trischer Spannung; 

3.  die  Luftelektricität  ist  eine  Influenzwirkung  von  elektrischen  Polen, 
wdche  sich  in  der  ruhigen  Atmosphäre,  als  einem  Vol  tauschen  Con- 
glomerat kleinster  absoluter  Gaselemente  mit  zwischengelagertem 
Wassergas  und  wenig  Flüssigkeit,  stets  vorfinden. 

Auf  Grund  dieser  Definitionen  ist  der  Nachweis  der  Elektricität  in 
Regenwolken,  sowie  die  Entstehung  des  Hagels  in  völlig  ungezwungener 
Weise  erklärt. 

Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Anwendung  der  neuen 
Theorie  zur  Erklärung  von  Erscheinungen,  welche  mit  den  bisherigen  Theo- 
rien nicht  in  Einklang  gebracht  werden  konnten.  Dass  die  grossen  Regen- 
tropfen nach  heftigen  Blitzen  vor  Schluss  des  Gewitters  von  einer  „enormen 
Explosion  von  Knallgas"  herrühren  sollen,  ist  sehr  gesucht  und  höchst  un- 
wahrscheinlich; auf  diesen  angeblichen  Explosionen  beruhen  nach  meiner 
Ansicht,  deren  Auseinandersetzung  hier  zu  weit  führen  würde,  gewiss  nicht 
die  heftigen  Donnerschläge.  Auch  damit  bin  ich  nicht  einverstanden,  dass 
die  Wärme  der  ersten  grossen  Regentropfen  das  Resultat  der  chemischen 
Vereinigung  des  Knallgases  bei  der  Explosion  wäre.  Viel  einfacher  und 
natürlicher  scheint  mir  die  Wärme  der  ersten  grossen  Regentropfen  von  der 
warmen  Luft  herzurühren,  durch  welche  die  Tropfen  gefallen  sind. 

Im  letzten  Theil  übt  der  Verfasser  selbst  Kritik  an  seiner  neuen  Theorie; 
dabei  fühlt  er  selbst,  dass  die  Hauptschwäche  seiner  Theorie  darin  liege, 
dass  die  von  ihm  angenommene  Erregung  von  Elektricität  nur  durch  Be- 
rührung von  Gasen  experimentell  noch  nicht  geprüft  werden  konnte.     Um 
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sich  aber  darüber  hinwegzusetzen,  beruft  er  sich  auf  das  induotive  Beweis- 
verfahren  der  Spectralanalyse,  vergisst  aber  dabei  vollständig ,  dass  die 
Theorie  über  die  Sonnenatmosphftre  durch  das  Experiment  bestätigt  werden 
konnte.  So  lange  demnach  der  Beweis  nicht  erbracht  ist,  dass  durch  Be- 
rührung von  Gasen  Elektricität  erzeugt  wird,  so  lange  hat  diese  neue  Theorie 
nur  eine  geringe  Wahrscheinlichkeit.  g  Nebbl 


B.  SoHWALBB,  üeber  Eishöhlen  und  Eislöcher,  nebst  einigen  Bemerkungen 
über   Yentarolen    und    niedrige   Bodentemperaturen.     Berlin    1886. 
B.  Oärtner's  Verlagsbuchhandlung  (H.  Hejfelder).    Preis  1  Mk.  40  Pf. 
Nach  einer  kurzen  historischen  Einleitung  theilt  der  Verfasser  die  hier- 
her gehörigen  Phänomene  der  gemässigten  Elimate  in  folgende  drei  Grup- 
pen ein: 

1.  Eishöhlen ,  wozu  a)  die  eigentlichen  Eishöhlen  und  h)  die  eisftlhren- 
den  Dollinen  zu  zählen  sind; 

2.  die  Eislöcher,  welche  a)  die  Eisleiten  und  h)  das  Eisgeröll  umfassen; 

3.  die  abnormen  niedrigen  Bodentemperaturen,  bei  welchen  jedoch  ab- 
norme Eisbildungen  ausgeschlossen  sind. 

Nach  einer  näheren  Charakteristik  dieser  Gruppen  werden  die  bis  jetzt 
bekannten  Phänomene  systematisch  geordnet  und  aufgezählt,  ^oran  sich 
eine  specielle  Beschreibung  derselben  sowohl  in  physikalischer,  als  auch  in 
geologischer  Hinsicht  anschliesst.  Bei  einzelnen  Höhlen  werden  noch  ein- 
gehende Temperatur-  und  Feuchtigkeitsbeobachtungen  mitgetheilt. 

Obwohl  die  Berichte  über  Eishöhlen  oft  von  höchst  mangelhafter  Natur 
sind  und  längere  Beobachtungen  ganz  fehlen,  so  sind  doch  schon  eine  Reihe 
von  Theorien  und  Erklärungen  aufgestellt  worden,  von  denen  die  wesent- 
lichsten hier  angeführt  und  besprochen  werden.  Diesen  gegenüber  wird  von 
dem  Verfasser  eine  Sickertheorie  aufgestellt,  die  aber  durch  zahlreichere 
Beobachtungen  noch  zu  prüfen  ist.  ü  Nebbi. 


C.  Cranz,  Theoretische  Studien  lur  Ballistik  der  gezogenen  Gewehre. 

Eine  Methode  zur  Bestimmung  der  vortheilhaftesten  Combination  von 
Caliber,  Drallwinkel,  Geschosslänge,  Geschossgewicht  etc.    Hannover 
1887.     Helwing^sche  Verlagsbuchhandlung  (Th.  Miendnsky).     Preis 
1  Mk.  60  Pf. 
Der  Verfasser,  welcher  sich  schon  früher  durch  Arbeiten  auf  dem  Ge- 
biete der  Ballistik  ausgezeichnet  hat,  löst  in  der  vorliegenden  Schrift  ein 
Problem,  welches  von  den  Praktikern  für  sehr  schwierig,   wenn  nicht  gar 
für  unmöglich  gehalten  wurde.    Es  soll  nämlich  durch  eine  mathematische 
Formel  die  vortheilhafteste  Combination  von  Caliber,  Geschossgewicht,  Ge- 
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scbosslSnge,  Drallwinkel  der  Zttge,  Lauf  länge  etc.  eines  gezogenen  Infan- 
teriegewebres  für  jeden  einzelnen  Fall,  also  allgemein  bestimmt  werden. 

um  sowobl  dem  Mathematiker,  als  auch  dem  Milit&rtecbniker  das  Lesen 
dieser  Arbeit  zu  erleicbtem,  ist  jeder  Ansdrack,  ebe  er  zur  Verwendung 
kommt,  nocb  einmal  definirt  worden,  auch  bei  den  einzelnen  Schlussfor- 
meln wurde  die  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  BuchstabengrOssen  jedes« 
mal  beigedruckt  I  so  dass  auch  derjenige  die  Formeln  mit  Nutzen  verwen- 
den kann,  welcher  den  mathematischen  Ableitungen  derselben  nicht  zu  folgen 
vermag.  Aus  dem  letzteren  Grunde  sind  am  Schlüsse  einige  Beispiele  voll- 
stSndig  durchgerechnet,  so  dass  es  nunmehr  ein  Leichtes  ist,  fthnliche  Auf- 
gaben mittels  der  angegebenen  Formeln  zu  lösen. 

In  dem  Anhang  befinden  sich  einige  Literaturangaben,  sowie  Bemer- 
kungen darüber,  welche  Voraussetzungen  noch  verbesserungsffthig  sind ;  dass 
hierzu  aber  nicht  allgemeine,  unbestimmte  Erwftgungen  zum  Ziele  führen, 
sondern  einzig  und  allein  geeignete  Beobachtungsdaten,  kann  nicht  genug 
hervorgehoben  werden. 

Ein  grosses  Verdienst  des  Verfassers  ist  es,  den  Anüemg  zur  Lösung 
des  obengenannten  Problems  gemacht  zu  haben,  wodurch  dem  Techniker 
gezeigt  wird,  wie  er  seine  Beobachtungen  rechnerisch  verwenden  kann. 

Eine  Tafel  mit  elf  Zeichnungen  trftgt  wesentlich  zum  leichteren  Erfassen 
dieser  Schrift  bei,  B  ^^^ 

H.  Thurbin,  Elementare  Danteilung  der  Planetenbahnen  durch  Con- 
•tmetion  und  Rechnung.    Berlin  1886.     B.  OSrtner's  Verlagsbuch- 
handlung (H.  Hejfelder).    Preis  1  Mk. 
Der  Verfasser  ist  nicht  gerade  der  Ansicht,  dass  die  Berechnung  der 
Planetenbahnen  als  Anwendung  der  Trigonometrie  in  höheren  Schulen  vor- 
genommen werden  soll,  weil  dies  doch  schwieriger  ist,  als  die  einfacheren 
Aufgaben   der   sphärischen  Astronomie.     Indessen   giebt   es  immer  einige 
Schüler,    welche  ein  so  grosses  Interesse   für 'die  Astronomie  an  den  Tag 
legen,  dass  sie  das  Begonnene  fortsetzen,  wofür  sich  das  vorliegende  Büchel- 
chen   besonders   eignet.     Die  knappe,  präcise  Ausdrucksweise  wird  durch 
einige   vollstftndig  durchgerechnete  Beispiele  unterstützt,  so  dass  es  nicht 
mehr    schwer  sein  dürfte,   mit  Hilfe  der  am  Schluss  beigefügten  nothwen- 
digen  Tabellen  fthnliche  Aufgaben  zu  lösen.   Fleissigen,  talentvollen  Schülern 
muss  gewiss  die  vorliegende  Darstellung  Freude  machen.  q^  NbebIi, 


FivGBB,  Elemente  der  reinen  Mechanik,  als  Vorstudium  für  die  ana- 
lytische und  angewandte  Mechanik  und  für  die  mathematische  Physik. 
Wien  1884  —  1886.     Verlag  von  Alfred  Holder.     Preis  20  Mk.^  . 
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Die  erste  des  in  sechs  Lieferuugen  erschienenen  Werkes  wurde  nach 
ihrem  Erscheinen  im  Jahre  1884  in  dieser  Zeitschrift  besprochen.  Jetzt, 
nach  Vollendung  desselben,  mnss  hervorgehoben  werden,  dass  der  Verfasser 
dem  in  der  Vorrede  gestellten  Programm  vollst&ndig  gerecht  geworden  ist. 
Dass  das  Werk  stets  eine  verschiedene  Beurtheilung  finden  wird,  ist  be- 
gründet durch  die  auseinandergehenden  Ansichten,  wonach  der  Aufbau  der 
Mechanik  stattzufinden  hat.  Dass  der  Verfasser  die  physikalische  Bichtung 
verfolgt,  ist  gewiss  von  grossem  Nutzen  für  den  betreffenden  Leserkreis. 
Hauptsttchlich  ist  das  Werk  für  junge  Techniker  geschrieben ,  die  nach  Voll- 
endung ihrer  Studienzeit  nur  selten  Gelegenheit  finden,  sich  eingehender 
mit  Mechanik  zu  beschäftigen.  Um  sich  mOglichst  nach  den  Bedürfnissen 
technischer  Hochschulen  zu  richten,  wurde  Einiges  aus  der  graphischen 
Statik  darin  aufgenommen.  Mit  Bücksicht  auf  die  Vorkenntnisse  erstrecken 
sich  die  mathematischen  Anforderungen  nur  auf  einfache  Differentialquotien- 
ten und  Integrale.  Beicht  aber  der  Bildungsgang  des  Einzelnen  nicht  so 
weit,  so  ist  für  denselben  ein  mathematischer  Anhang  da,  welcher  ihn  bald 
dahin  bringt,  dass  ihm  der  Inhalt  des  Werkes  keine  zu  grossen  Schwierig- 
keiten mehr  bietet. 

Bezüglich  der  Beichhaltigkeit  muss  auf  das  Buch  selbst  verwiesen 
werden ;  wofür  aber  äusserlich  schon  die  stattliche  Seitenzahl  792  spricht. 
—  Der  schöne ,  exacte  Druck ,  sowie  die  guten  Holzschnitte  werden  wesent- 
lich dazu  beitragen,  dass  die  studirende  Jugend  mit  Lust  und  Liebe  sich 
an  das  Studium  dieses  Werkes  macht.  g  Nbbbl 


L.  Hbnnebbrg  und  0.  Smrbker,  Lehrbach  der  technischen  Meohanik. 
I.  Theil:  Statik  der  starren  Systeme,  von  L.  Hbnnbbbrg.  Darmstadt 
1886.     Verlag  von  A.  Bergstr&sser.     Preis  9  Mk. 

Von  den  vier  Theilen,  welche  das  ganze  Werk  umfassen  wird:  Statik 
der  starren  Systeme,  Grundzüge  der  Dynamik,  Theorie  der  ElasticitSt  und 
Festigkeit,  Hydraulik,  liegt  der  erste  Theil  jetzt  vor.  Derselbe  zerfUllt 
wieder  in  zwei  Abschnitte:  Die  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  Zer- 
legung der  Kräfte  und  das  einfache  Fachwerk. 

Das  Werk  ist  wesentlich  für  technische  Hochschulen  bestimmt ,  weshalb 
Alles,  was  nur  rem  wissenschaftliches  p^teresse  bietet,  vermieden  wurde. 
Kurz  und  präcis  ist  die  Ausdrncksweise ,  den  mit  gesperrtem  Druck  hervor- 
gehobenen Sätzen  folgen  unmittelbar  die  Beweise  ohne  jeglichen  ümschweif. 
Mit  Freuden  bemerkt  man  allenthalben  die  Anwendung  der  graphischen 
Statik,  wodurch  sicherlich  sehr  zur  Verbreitung  dieser  relativ  noch  jungen 
Wissenschaft,  welche  so  überaus  fruchtbar  ist,  beigetragen  wird.  Zahl- 
reiche, klare  Figuren  erhöhen  noch  den  Werth  dieses  Buches,  so  dass  wir 
auch  den  übrigen  Theilen  gern  entgegensehen.  -o  w-b-t, 
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N1B8ON  Katzenelsohm  ,  lieber  den  Binfluit  der  Temperatur  auf  die  Blasti- 
oität  der  Metalle.  (Inaugurai- Dissertation.)  Berlin  1887.  Druck 
von  G.  Schade  (Otto  Francke). 

Der  Apparat,  mit  welchem  die  Versuche  ausgeführt  wurden,  ist  im 
Wesentlichen  dem  von  Kohlrausch  und  Loomis  inPoggendorffs 
Anualen  der  Physik  und  Chemie  beschriebenen  fthnlich ,  nur  in  einem  grösse- 
ren Maassstab  ausgeführt  Neu  ist  die  Einklemmung  der  Drähte  in  ein 
konisch  geschliffenes  Stahlstück ,  wodurch  der  Draht  unverletzt  bleibt.  Tor- 
sionscoefficient  und  filasticitKtscoefficient  werden  mit  verbesserten  Hilfsmit- 
teln bestimmt,  und  dabei  wird  zugleich  nachgewiesen,  woran  es  liegt,  dass 
die  Resultate  der  früheren  Beobachter  nicht  den  Anspruch  von  Genauigkeit 
machen  können,  wie  die  vorliegenden. 

Nachdem  eine  Reihe  von  Metallen  untersucht  worden  sind,  kommt  der 
Verfasser  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Sowohl  der  Torsionscoeffioient ,  wie  auch  der  Elasticitätscoefficient 
nehmen  mit  der  Temperatur  ab. 

2.  Diese  Abnahme  ist  bei  denjenigen  Körpern  eine  verhftltnissmSssig 
grössere,  die  einen  grösseren  Ausdehnungscoefficienten  oder  auch  eine  nie- 
drigere Schmelztemperatur  haben. 

3.  Die  Aendernng  des  Torsionscoefficienten  ist  bei  allen  Körpern  eine 
grössere  als  die  der  Elasticit&tscoeffioienten.  Daraus  folgt,  dass  der 
Poisson'sche  Coeffioient  .u  mit  der  Temperatur  grösser  wird. 

Die  Arbeit  wurde  im  physikalischen  Institut  der  Universität  Berlin 
unter  Leitung  des  Herrn  Geh.  Bath  v.  Helmholtz  ausgeführt 

B.  Nebel. 

W.  H.  Behse,  Lelirbuoh  der  Physik  für  höhere  Bürgerschulen  und  tech- 
nische Lehranstalten.  Weimar  1887.  Verlag  von  B.  F.  Voigt  Preis 
4  Mk.  50  Pf. 

Besser  wäre  wohl  das  vorliegende  Werkchen  „Leitfaden^  statt  „Lehr- 
buch'' genannt  worden,  denn  von  einem  Lehrbuch  der  Physik  ist  man  ge- 
wohnt, doch  etwas  mehr  zu  verlangen. 

Aus  Mangel  an  Zeit,  sagt  der  Verfasser  in  der  Vorrede ,  müsse  man 
in  der  Schule  die  mathematische  Seite  des  physikalischen  Unterrichts  zurück- 
drängen, zumal  sie  die  Fassungskraft  der  Schüler  erheblich  übersteige. 
Hiermit  bin  ich  durchaus  nicht  einverstanden.  Die  Physik  darf  nach  den 
Errungenschaften  der  Neuzeit  nicht  mehr  stiefmütterlich  behandelt  werden; 
fehlt  es  an  Zeit,  so  muss  der  Lehrer  auf  eine  weitere  Physikstnnde  drängen. 
Einfache,  passend  gewählte  Beispiele  erleichtem  das  Verständniss  des  Schü- 
lers; ich  erinnere  z.  B.  nur  an  die  Aufgaben  aus  der  Bewegungslehre,  wobei 
die  abstracten  mathematischen  Kenntnisse  praktisch  geübt  sind  und  zugleich 
gezeigt  wird ,  dass  die  Physik  durch  die  schönen  Experimente  keinen  ün^er- 
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haltungsunterricht  mehr  bieten  soll,  sondern  dass  sie  praktisch  verwendbar 
ist  —  Dass  die  Akustik  ala  ünterrichtsgegenstand  der  höheren  Borger 
schulen  ausgeschlossen  ist,  ist  doch  sehr  merkwürdig.  Sobald  nicht  mehr 
klassische  Philologen  allein  die  Entscheidung  über  derlei  Dinge  treffen, 
werden  diese  Missstände  gehoben. 

Wenn  ich  mich  nun  auch  ganz  in  den  Verfasser  hineindenken  will, 
der  ein  Lehrbuch  für  höhere  Bürgerschulen  und  technische  Lehranstalten 
geschrieben  hat,  so  glaube  ich,  dass  er  Nöthiges  vergessen,  dagegen  Dinge 
aufgenommen  hat,  welche  ein  solcher  Schüler  im  späteren  Leben  doch  we- 
niger nöthig  hat  Zur  Begründung  möge  nur  Einiges  genügen.  Z.  B.  sucht 
man  vergebens  nach  dem  Telephon,  Mikrophon,  der  Glühlampe  —  Dinge, 
welche  tagtäglich  vorkommen ;  selbst  die  Elektrometallurgie  hätte  kurz  erwähnt 
werden  dürfen.  Auch  die  für  technische  Lehranstalten  geschriebene  Akustik 
ist  etwas  kurz  weggekommen,  z.  B.  wird  nach  der  diatonischen  Tonleiter 
ein  Beispiel  für  das  Ciavier  angegeben ,  so  dass  der  Schüler  glauben  muss, 
das  Ciavier  sei  nach  der  diatonischen  Tonleiter  aufgebaut  Die  chromatische 
Tonleiter  und  die  gleichschwebende  Temperatur  hätten  erwähnt  werden 
müssen ;  damit  der  Schüler  erfährt,  was  die  schwarzen  Tasten  bei  dem 
Ciavier  zu  bedeuten  haben.  Besser  wäre  es  gewesen,  den  Unterschied  zwi- 
schen offenen  und  gedeckten  Pfeifen  u.  dergl.  auseinanderzusetzen,  statt  die 
Schüler  in  übertriebener  Ausdrucksweise  in  „Bobert  den  Teufel^  und  Wag- 
ner's  ;,Tannhäuser"  zu  versetzen«  Schüler  in  diesem  Alter  sollen  noeh  gar 
nicht  in  derartige  Theaterstücke.  Auf  diese  Weise  wäre  der  Platz  vortheil- 
hafker  verwendet  worden,  und  hätte  er  dann  noch  nicht  gereicht,  so  hätte 
man  gewiss  ohne  Schaden  z.  B.  die  Capitel  über  die  Farben  dünner  Blätt- 
chen, sowie  das  über  Newton 's  Farbenringe  streichen  können.  Physik- 
bücber  für  die  in  der  Vorrede  erwähnten  Zwecke  ezistiren  schon  in  einer 
bessern  Bearbeitung.  g  Nebbl 


M.  WiLDjBRUANN ,  Hatnrlehro  im  AnschluM  an  das  Lesebnoh  von  J.  Bn- 
mttller  nnd  J.  Sohnster.     108  Abbildungen.    Freiburg  i.  Br.  1887. 
Herder'sche  Verlagsbuchhandlung. 
In  anziehender  Weise  ist  die  Physik  in  dem  kleinen  Büchelchen  vor- 
getragen und  durch  zahlreiche  Holzschnitte  gut  erläutert    Recht  anschaulich 
sind   die  Vorgänge  in  der  Natur  beschrieben  und  dabei  die  Neuerungen, 
namentlich    im   Gebiet   der  Elektricität,    hinreichend    berücksichtigt     Am 
Sohluss   ist  ein  Verzeichniss  von  Instrumenten  angegeben ,  die  beim  Unter- 
richt nöthig  sind.     Unter  diesen  ist  wieder  eine  Auswahl  getroffen,  welche 
absolut  vorhanden  sein  müssen,  welche   entbehrt  oder  welche  mit  wenig 
Hilfsmitteln  selbst  angefertigt  werden  können.    Die  beigefQgten  Preise  ge- 
statten ,  die  verfügbaren  Mittel  in  der  richtigen  Art  zu  verwenden.     An  der 
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Hand   des  Lehrers   wird   dieses  Bach  die  EinfUhrang  der  Physik   in  die 
Volksschule  wesentlich  fSrdern.  ^  Nebbl 


£•  KOHLSAUSOH,  Physik  des  Tnmens.  88  Figuren.  Hof,  1887.  Verlag 
TOn  Bad.  Lion. 
Mit  der  energischen  Aasbildang  des  Tarnens  in  der  Neuzeit  ist  es 
nothwendig  geworden,  sich  ein  Urtheil  darüber  zu  machen,  worin  die 
Schwierigkeit  in  der  einen  oder  andern  Uebung  liegt.  Bei  diesen  Betrach- 
tungen wird  man  direct  auf  die  zur  Geltung  kommenden  physikalischen  Ge- 
setze gefCLhrt.  Das  Auge  eines  geübten  Turners  darf  sich  durch  Kunststücke 
nicht  tftuschen  lassen  gegenüber  den  einfachen  Kraftproben.  Um  derartige 
Ueberlegungen  zu  erleichtem,  hat  es  der  Verfasser  unternommen,  eine 
Physik  des  Turnens  herauszugeben,  in  welcher  zun&chst  die  physikalischen 
Gesetze  erläutert  werden,  woran  sich  ihre  Anwendung  auf  das  Turnen  an- 
schliesst.  Nicht  Jeder  wird  die  Ansichten  des  Verfassers  überall  theilen, 
jedoch  soll  dadurch  das  grosse  Verdienst  desselben,  einen  Anfang  gemacht 
zu  haben,  keineswegs  geschmälert  werden.  Namentlich  dem  Turner  yon 
Fach  muss  das  Stadium  dieser  Physik  warm  ans  Herz  gelegt  werden,  um 
sich  seinen  Namen  nicht  durch  unbillige  Anforderungen  an  seine  Schüler 
zu  schädigen.  ^  ^^^^^ 

M.  Plank,  Bas  Prinoip  der  Erhaltung  der  Energie.  Preisgekrönt  von  der 
philosophischen  Facultät  Göttingen.  Leipzig  1887.  Verlag  von  B.  G. 
Teubner. 
In  dem  Vorwort  dieses  Baches  ist  zunächst  die  Veranlassung  hierzu, 
nämlich  die  daselbst  angefahrte  Preisaufgabe  der  philosophischen  Facultät 
Gottingen,  auseinandergesetzt.  Anschliessend  folgen  die  wesentlichen  Be- 
merkangen,  welche  die  Einsendung  der  Arbeit  an  die  Facultät  begleitet 
haben.  Von  drei  eingelaufenen  Arbeiten  erhielt  diejenige  des  Verfassers  den 
zweiten  Preis,  weil  sich  die  Facultät  mit  dem  dritten  Theile  nicht  in  dem 
wünschenswerthen  Maasse  einverstanden  erklären  konnte ,  wie  mit  den  beiden 
ersten  Theilen,  während  die  beiden  anderen  Arbeiten  eines  Preises  nicht 
gewürdigt  werden  konnten.  Auf  die  eingehende  Begründung  von  Seiten  der 
Facultät,  welche  hier  abgedruckt  wurde,  hat  der  Verfasser  dem  Ansinnen 
derselben,  den  dritten  Theil  umzuarbeiten  unter  Berücksichtigung  der  von 
ihr  gegebenen  Winke,  nicht  entsprochen,  weil  er  von  seinem  Standpunkte 
aus,  welchen  er  nun  des  Näheren  begründet,  den  Wünschen  der  Facultät 
nicht  vollkommen  Bechnung  zu  tragen  vermag,  und  somit  die  Wahrschein- 
lichkeit gering  ist,  dass  die  darauf  verwendete  Zeit  und  Mühe  dem  Erfolg 
äquivalent  wäre.  Daher  wurde  die  Arbeit  nur  mit  geringen  Aenderungen 
dem  Druck  übergeben.  ^  j 
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Eine  eingehende  Besprechung  dieser  Arbeit,  welche  in  jeder  Beziehung 
interessant  und  lehrreich  ist,  würde  hier  den  gegebenen  Bahmen  überschrei- 
ten; es  muss  daher  Jeder,  der  sich  dafür  interessirt,  auf  das  Buch  selbst 
verwiesen  werden,  wobei  er  dann  sein  Urtheil  mit  den  in  dem  Vorwori 
,i(egebenen  vergleichen  kann.  g  Nbbbl 

0.  VON  EoNKOLY,  Praktische  Anleitung  zur  Himmeltphotographie,  nebst 
einer   kurzgefassten  Anleitung   zur  modernen  pbotographischen  Ope- 
ration   und   der  Spectralphotographie    im   Cabinet.     218  .Textabbil- 
dungen.  Halle  a.  S.,  1887.  Verlag  von  WUhelm  Knapp.   Preis  12  Mk. 
Die  im  Vorwort  des  Werkes  angegebene  Absicht,  einem  Anfänger  in 
astrophysikalischen   oder  astrophotographischen  Arbeiten  Zeit  und  Mühe  zu 
ersparen,  kann  nicht  unterschätzt  werden.     Dann  aber  ergeht  sich  der  Ver- 
fasser in  Spiegelfechtereien,  wärmt  Dinge  wieder  auf,  die  schon  seit  Jahr- 
hunderten Eigenthümlichkeiten  der  Gelehrtenwelt  sind,  was  einen  ünbethei- 
ligten  nur  langweilen  muss.     Dabei  gelangt  er  plötzlich  in  die  musikalische 
Welt  und  es  macht  den  Eindruck,  als  ob  er,  der  Besitzer  hoher  Orden  und 
Mitglied  der  verschiedensten  Gesellschaften  ist,  ein  verkanntes  Genie  sei. 
Derartiges  gehört  nicht  in  ein  Vorwort.  —  Der  erste  Theil,   welcher  sich 
mit  der  Photographie  für  sich  und  den  dazu  nöthigen  Utensilien  beschäftigt, 
stützt  sich  ganz   auf  Prof.  Dr.  J.  M.  Eder's  Handbuch   der  Photographie. 
Der  zweite  Theil,   betitelt:    „Im  Cabinet^,   enthält  die  für  Himmelsphoto- 
graphie  nöthigen  Apparate  kritisch   zusammengestellt,   während  der  dritte* 
Theil,  überschrieben:  „Am  Femrohr*',  sich  auf  die  photographischen  Aufnah- 
men selbst  bezieht  und  dabei  die  Vortheile  der  erforderlichen  Instrumente 
hervorhebt.     Das  Buch    leistet  sicherlich  jedem  AnflUiger  grosse  Dienste; 
denn  dieser  kann  sich   hier  orientiren,   ehe  er  unbedachter  Weise  grosse 
Summen  verausgabt.     Leider  wirkt  aber  das  sonst  so  verdienstliche  Werk 
durch   seine  Breite  sehr   ermüdend   auf  den  Leser.     !Nicht  ist  es  die  An- 
führung und  Erläuterung  der  vielfach  mehr  oder  weniger  guten  Ausführungen 
von  Instrumenten  für  ein  und  denselben  Zweck,  sondern  die  Weitschweifig- 
keit im  Ausdruck,    der,    selbst    in  den   Extremen,    wie    „fabelhaft   kurz*', 
„recht  schlampet''  etc.  gebraucht,  bald  erschöpfend  wirkt.     „Dass  der  Ver- 
fasser schon  einige  Male  Augenzeuge  von  misslungenen  Experimenten  war'', 
ist  für  jeden  Praktiker  doch  höchst  interessant!    Gewiss  ist  es  auch  wichtig» 
zu  erfahren,  mit  wessen  Brillen  der  „junge  Candidatas  astranomiae^f  der  als 
^Gasf*  in  des  Verfassers  Hause  weilt,  seine  Accomodationsfähigkeit  geprüft 
hat!  u.  dergl.  m»     Dass  der  Herr  Verleger  darauf  eingegangen  ist,  dass  Pro- 
fessor Yonng's  Spectrograph  „zum  abschreckenden  Beispiel"  noch  in  einer 
grossen  Figur  zur  Darstellung  gelangt,  ist  zum  mindesten  sehr  liebenswürdig 
von  ihm.  —  Wäre  die  Ausdrucksweise  präcis  und  knapp  gehalten,  was  bei 
einem  derartigen  Buch  erforderlich  ist ,  so  wäre  es  dem  Verfasser  gelungen, 
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wie  er  selbst  in  dem  Vorwort  sagt,  „ein  bescheidenes  Werkchen''  und  ich 
füge  noch  hinzn:  ein  höchst  verdienstvolles  geschrieben  zu  haben. 

B.  Nebbl. 

SiLVANUB  P.  Tbompsom,  Elementare  VorleBungen  über  Blektricität  und 
Magnetitmus.     Autorisirte  deatsche   Uebersetzung   auf  Grund  der 
neuesten  (28.)  Auflage  des  Originals  von  Dr.  A.  Himstbot.   Tübingen 
1887.     Verlag  der  H.  Laupp'schen  Buchhandlang.     Preis  6  Mk. 
Ein  Werk,   welches  in  England  in  kurzer  Zeit  in  28000  Exemplaren 
abgesetzt  worden  ist,  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Besprechung,   zumal  es 
von  einem  Manne  herrührt,  der  sich  auch  in  Deutschland  des  besten  Rufes 
erfreut.     Dass  sich  dieses  Werk  bald  auch  in  Deutschland  einbürgern  wird, 
ist  unzweifelhaft,   weil  sich  immer  mehr*und  mehr  der  L^ie  für  die  Er- 
rungenschaften der  Neuzeit  interessirt.     Für  solche  ist  das  Buch  wie  ge- 
schaffen, zugleich  hat  es  noch  den  grossen  Vortheil,  dass  es,  entgegen  den 
bisherigen  elementaren  Werken ,  sich  streng  an  die  Faraday-MaxweH'sche 
Eraftlinientheorie  hält  und  dabei  ganz  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  ist. 
Das  Buch  kann  in  jeder  Beziehung  nur  empfohlen  werden.       g  Nbbbl 


F.  KoHLRAUSCH,  Leit&den  der  praktiiohen  Physik.    Mit  einete  Anhange: 
Das  absolute  Maass  -  System.     6.  vermehrte  Auflage.     Leipzig  1887. 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     Preis  6  Mk.  60  Pf. 
Ueber  die  Güte   und  Vortrefflichkeit  dieses  Buches  ist  schon  des  Oef- 
tem  in  dieser  Zeitschrift  Erwähnung  geschehen.     Dem  Fortschritt  der  Wis- 
senschaft entsprechend,   ist  auch  jetzt  wieder,  namentlich  im  elektrischen 
Theil,    eine  Vermehrung  nothwendig  gewesen.      Zugleich   sind   aber  auch 
Irrthümer,  wie  z.  b.  bei  der  Umrechnung  des  Leitungsvermögens  auf  Ohm, 
was  in   den  beiden  letzten  Auflagen   mitgeführt  wurde,   jetzt  ausgemerzt 
worden.  *  B.  Nebbl. 

W.  VOM  Beetz,  Leitfaden  der  Physik.  9.  Auflage  von  J.  Mbnbigi.  Leipzig 
1888.  Th.  Grieben's  Verlag  (L.  Fernau).  Preis  3  Mt  60  Pf. 
Der  Beetz'sche  Leitfaden  hat  sich  bei  der  studirenden  Jugend  stets 
einer  besonderen  Beliebtheit  zu  erfreuen  gehabt,  weil  er  bei  der  gedrängten 
Form  allein  gestattet,  sich  in  dem  einen  oder  andern  Zweige  der  Physik 
rasch  wieder  zu  orientiren.  Daher  wird  er  insbesondere  gern  von  solchen 
benützt,  welche  vor  einem  Examen  stehen.  Leider  ist  der  Ver^Etöser  der 
Wissenschaft  zu  früh  durch  den  Tod  geraubt  worden,  weshalb  die  Bearbei- 
tung einer  neuen  Auflage  in  andere  Hände  überging.  Trotz  Vermehrung 
und  veränderter  Gliederung  ist  aber  doch  der  Charakter  des  Buches  gewahrt 
geblieben.  B.  Nbbbi..  t 
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Th.  Wittstbin,  OrundjBüge  der  mathematisoh- physikalischen  Theorie  der 
Mosik.  Hannover  1888.  Hahn'sche  Bucbhandlnng.  Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Musiker,  welche  nicht  gerade  in  der  Lage  sind,  die  Akustik  in  physi- 
kalischen Büchern  zu  stndiren,  sollen  durch  die  yorliegende  Schrift  in  die 
mathematisch -physikalische  Theorie  der  Musik  eingeführt  werden,  womit 
ihnen  der  Beweis  geliefert  wird  von  dem  alten  Erfahrungssatze,  dass  das 
Einfachste  immer  das  Schönste  ist.  Ein  näheres  Eingehen  auf  die  verschie- 
denen Tonleitern,  sowie  die  Entstehung  der  Ober-  resp.  UntertOne  bildet 
den  Inhalt.  Summationstöne  werden  gar  nicht  erwähnt  und  bezüglich  der 
Differenztöne  Folgendes  bemerkt:  „In  weitere  Details  gehen  wir  nicht  ein 
und  bemerken  nur,  dass  auch  auf  diesem  Boden  in  unseren  Lehrbüchern 
viel  Unklarheit  herrscht.  So  hat  man  neuerlich  angefangen,  die  Untertöne 
auch  Differenztöne  zu  nennen,  weffl  angeblich  „ihre  Schwingungszahlen  gleich 
sind  den  Differenzen  zwischen  den  Schwingungszahlen  der  primären  Töne". 
Das  ist  sehr  unrichtig  !**  Beruht  dies  nicht  auf  einem  Missverständniss  des 
Verfassers?  Mir  ist  kein  derartiges  Lehrbuch  bekannt;  auch  ist  das  über- 
trieben im  Vorwort,  dass  „in  unseren  physikalischen  Lehrbüchern  die  mathe- 
matischen Grundlagen  der  physikalischen  Theorie  der  Musik  auffallender- 
weise  in  so  hohem  Grade  vernachlässigt  und  theilweise  verdeckt  vorgetragen 
wird^.  Hiergegen  muss  ich  entschieden  Verwahrung  einlegen;  ich  kenne 
eine  ganze  Beihe  von  Lehrbüchern,  welche  die  verschiedenen  Tonleitern  ganz 
hübsch  mathematisch  behandeln.  g  Nebel 

W.  BuDDB,  Physikalische  Anfgaben  für  die  oberen  Classen  höherer  Lehr- 
anstalten.   Aus  den  bei  Entlassungsprüfungen  gestellten  Aufgaben 
ausgewählt  und  mit  Hinzu fügung  der  Lösungen  zu  einem  Uebungs- 
buche  vereinigt.     Braunschweig  1888.     Verlag  von  Friedrich  Vieweg 
&  Sohn.    Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Wie  aus  dem  Vorstehenden  ersichtlich  ist,  sind  dies  meistens  Examene- 
aufgaben,  ebenso  die  im  Anhang  gestellten  Fragen,  so  dass  die  betreffenden 
Schüler  dadurch  genau  orientirt  werden ,  wie  weit  sich  die  an  sie  gestellten 
Anforderungen  erstrecken.     Durch  Mittheilung  der  Lösungen  kann  man  sich 
von  der  Richtigkeit  einer  Bearbeitung  leicht  überzeugen.     Das  Buch  kann, 
wie  solche  ähnlichen  Inhalts ,  nur  empfohlen  werden ;  denn  an  durchgerech- 
neten Beispielen  hat  man  den  besten  Prüfstein,  ob  die  Schüler  den  Unter- 
richt mit  Erfolg  besuchen.  g  Nebel 

J.  D.  EvEBBTT,  Phyiikalisohe  Einheiten  nnd  Constanten.  Nach  der  3.  eng- 
lischen Ausgabe  unter  Zustimmung  des  Verfassers  den  deutschen  Ver- 
hältnissen angepasst  durch  P.  Chappiüs  und  D.  Ebbiohgaubb.  Leipzig 
1888.     Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth.    Preis  3  Mk. 
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Dieses  Buch  wendet  die  absoluten,  sowie  die  daraus  abgeleiteten  tech- 
nischen Einheiten  auf  das  ganze  Gebiet  der  Physik  an  und  nicht,  wie  es 
in  Deutschland  bisher  üblich  war,  nur  soweit,  als  es  für  die  Elektricitttt 
und  den  Magnetismus  erforderlich  war.  Dazu  kommen  eine  Beihe  Ton  Con- 
stanten, wie  sie  theil weise  auch  in  Landolt*s  und  BOrnstein's  physika- 
lisch-chemischen Tabellen  enthalten  sind.  Jedem  Physiker  wird  das  Buch 
in  dieser  Zusammenstellung  wesentliche  Dienste  leisten,  zumal  von  den 
üebersetsem  dabei  den  deutschen  Verhaltnissen  Bechnung  getragen  wurde. 

B.  Nbbel. 


RoBBBT  Wbbbb,  Aufgaben  aus  der  Blektricitätilehre.  Berlin  1888.  Ver- 
lag TOB  Julius  Springer.  Preis  3  Mk. 
Bei  der  Durchsicht  dieser  Aufgabensammlung,  welche  gewiss  jeden 
Elektriker  interessiren  muss,  stellt  sich  leider  die  unangenehme  Entdeckung 
heraus,  dass  der  Verfasser  die  einzelnen  elektrischen  OrOssen  nicht  streng 
voneinander  unterscheidet,  sonst  wären  ihm  nicht  solch'  grobe  Verstösse 
untergelaufen,  wie  z.  B.  Stromstärke  statt  Elektricitätsmenge ,  elektromoto- 
rische Kraft  statt  Klemmenspannung,  Verwandlung  der  Pferdekrftfte  in 
Meterkilogramm  statt  Secundenmeterkilogramm.  Auch  die  ZahlengrOssen 
erwecken  hier  und  da  gerechte  Zweifel,  jedenfalls  können  sie  nicht  mit  der 
Wirklichkeit  in  Einklang  gebracht  werden,  z.  B.  sollen  Bunsenelemente 
90  Minuten  lang  40  Ampere  (!)  geben,  oder  findet  man,  dass  Bogenlampen 
mit  mehr  denn  100  Volt  Klemmenspannung  brennen.  Bei  derartigen  Auf- 
gaben sollen  doch  nur  Beispiele  aus  der  Praxis  gewählt  werden.  Solche 
Ergebnisse  beruhen  doch  nicht  auf  Messungen,  wie  es  der  Verfasser  in  der 
Vorrede  hervorhebt.  Solche  Begrifisverwii^rungen ,  wie  sie  oben  beispiels- 
weise angeführt  wurden,  können  doch  unmöglich  das  , Denkvermögen,  die 
Bestimmtheit  und  Klarheit  des  Ausdruckes*'  fördern,  was  nach  des  Verfassers 
eigener  Aussage  der  Zweck  dieser  Aufgabensammlung  sein  soll.  Während 
ein  Lehrer  mit  einiger  Vorsicht  das  Buch  doch  gebrauchen  kann,  indem  er 
scheinbar  unmögliche  Zahlenangaben  von  vornherein  ausschliesst  und  für 
Begriffsverwechslungen  ein  aufmerksames  Auge  hat,  soll  ein  Schüler,  ehe  er 
ganz   sicher  in   den  elektrischen  Maassen  ist,   vor  dem  Gebrauch  gewarnt 

''®'^^-  B.  Nbbil. 

M.  VON  Baumgartbh,  Kritischer  Versnob  über  ein  Maats  für  Schall -In- 
tensitäten. Wien  1886.  Verlag  von  Carl  Teufen. 
Nach  einer  längeren  Auseinandersetzung  über  die  Schwierigkeit,  abso- 
lute Maasse  zu  erhalten,  namentlich  auch  bezüglich  eines  solchen  über 
Schallintensitäten,  kommt  der  Verfasser  zu  der  Ueberzeugung,  dass  sich  ein 
allgemein  giltiges  Maass  für  Schallstärken  wohl  nicht  aufstellen  lasse,  dass 
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es  aber  doch  möglich  sei,  Schallstärken  mit  anderen  Hilfsmitteln,  als  dem 
Ohre,  zu  vergleichen.  Es  wird  der  Vorschlag  gemacht,  die  Schallstftrken 
mittels  eines  Phonographen  oder  etwas  Aehnlichen  auf  ein  Spiegelgalvano- 
meter elektrisch  zu  übertragen,  wodurch  die  Schallstärken  durch  Stromst&r- 
ken  ausgedrückt  wären.  Das  „Wie?''  wird  den  Herren  Fachmännern  anheim- 
gestellt; der  Verfasser  begnügt  sich,  diese  darauf  aufmerksam  gemacht  zu 
haben.  Sodann  wünscht  der  Verf.,  dass  sich  das  Ohr,  wie  an  die  Ton- 
höhen, auch  an  die  Beurtheilung  der  Tonstärken  gewöhnen  müsse,  und 
glaubt  dieses  durch  eine  Art  Hammerclaviatur  zu  erreichen,  bei  welcher  die 
Hammergewichte  arithmetisch  anwachsen.  —  Obwohl  gleich  zu  Anfang  der 
;, bisherigen,  mitunter  scharfsinnigen  Untersuchungen^  kurze  Erwähnung 
geschieht,  so  fehlt  doch  jede  nähere  Literaturangabe,  weshalb  es  schwierig 
ist,  dem  Verf.  nachzuweisen,  dass  er  wichtige  Arbeiten  auf  diesem  Gebiet 
übersehen  hat.  Beim  Durchlesen  hatte  wenigstens  der  Recensent  das  Ge- 
fühl, dass  Manches  hätte  geändert  werden  müssen,  wenn  die  ihm  bekannten 
Arbeiten  berücksichtigt  worden  wären.  g  Nebbii 


Pbter  Münoh,  Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anhange:  Die  Grund- 
lehren der  Chemie  und  der  mathematischen  Geographie.  8.  Aufl. 
Freiburg  i.  B.,   1886.     Herder^sche  Verlagshandlung.     Preis  4  Mk. 

Ein  Zeichen  fUr  die  Gediegenheit  dieses  Buches  ist  die  rasche  Aufein- 
anderfolge von  acht  Auflagen.  Für  Schulen ,  welche  etwas  eingehender  die 
Physik  behandeln  können,  sind  die  zahlreichen  kleingedruckten  Zusätze,  in 
welchen  sehr  oft  Zahlenbeispiele  und  geschichtliche  Notizen  enthalten  sind. 
Durch  Erweiterungen  ist  auch  dem  Fortschritt  der  Wissenschaft  Rechnung 
getragen  worden. 

Die  Chemie  ist  etwas  sehr  knapp  bebandelt;  für  Gymnasien  mag  dies 
auch  völlig  ausreichend  sein,  dagegen  beanspruchen  die  Realgymnasien  doch 
etwas  mehr.  Sollte  sich  das  Buch  in  den  nächsten  Jahren  durch  Fortschritte 
auf  dem  Gebiet  der  Physik  abermals  erweitern,  so  dürfte  es  am  besten  sein, 
die  Chemie  loszutrennen  und  in  der  gleichen  bewährten  Weise,  wie  die 
Physik,  zusammenzustellen. 

Durch  seine  Reichhaltigkeit  und  die  hübsche  Eintheilung  und  Behand- 
luDgsweise  des  vorliegenden  Stofifes  wird  sich  das  Buch  überall  von  selbst 

^"^P^^^l«^-  B,Nbbel. 

Die  Methoden  der  praktischen  Arithmetik,  in  historischer  Entwickelung 
vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart  nach  den  Ori- 
ginalquellen bearbeitet  von  Friedrioh  ü|!faEB,  Oberlehrer  an  der 
Realschule  zu  Leipzig  -  Reudnitz.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1888. 
XII,  240  S. 
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Wir  dürfen ,  ohne  einem  der  Verfasser  von  Sohriffcen  über  den  Bechen- 
nnterrioht  zu  nahe  zu  treten,  Herrn  ünger's  Monographie  als  eine  Allen 
ebenbttrtige  Leistung  bezeichnen.  „Der  Bechenunterricht  Tom  Ausgange 
des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart,  wie  er  sich  vorzugsweise  in  Deutsch- 
land gestaltet  hat^,  das  ist  der  auf  15  Druckbogen  in  sehr  gedrungener 
Weise  behandelte  Gegenstand,  und  der  Titel  so  gefasst,  wie  wir  ihn  eben 
auszusprechen  uns  erlaubten,  würde  yielleicht  besser  als  der  thatsftchlich 
gewfthlte  die  Aufgabe  enthüllt  haben,  welche  Herr  ünger  sich  stellte. 

Es  war  in  mehr  als  einer  Beziehung  keine  leichte  Aufgabe.    Für  die 
ttlteren  Zeiten  war  sie  nicht  leicht,  weil  der  Stoff  aus  schwer  auffindbaren, 
theilweise  nur  einmal  vorhandenen  Incunabeln   gesammelt  werden  musste, 
weil  Vorkenntnisse  über  die  Zeiten  des  Mittelalters  bei  den  Lesern  voraus- 
gesetzt werden  mussten   und  doch   nicht  in  zu  grossem  ümfonge  voraus- 
gesetzt werden  wollten ,  weil  der  Verfasser  demnach  genau  mit  sich  zu  Bathe 
zu  gehen  hatte,  wo  er  ausführlich  sein  solle,  wo  ein  kurzes  „Es  ist  bekannt, 
dass''    genüge,      und   der  Behandlang   der   neuen  Zeit  standen  fast  noch 
grössere  Schwierigkeiten  entgegen.     Hunderte  und  Hunderte  von  Büchern 
über   den  Bechenunterricht  haben  die  Presse  verlassen.     Welche  von  ihnen 
müssen  in  einer  geschichtlichen  Uebersicht  genannt  werden,   welche  nicht? 
Eine  kitzlige  Frage,  so  lange  die  Druckerschwärze  kaum  Zeit  fand,  genügend 
zu   trocknen!     Eine  weitere  Schwierigkeit  besteht  darin,  dass  die  Mitwelt 
nicht  leicht  ein  abschliessendes  ürtheil  über  im  Flusse  befindliche  Streit- 
fragen geben  kann,    in  welchen  Jeder  bis  zu  einem  gewissen  Grade  selbst 
Partei   ist,   und   doch  verlangt  man  von   dem  Historiker  ein  Loben  oder 
Tadeln ,   ein  Für  oder  Wider,  begnügt  man  sich  nur  ungern  mit  einer  das 
CTrtheil  der  Zukunft  vorbehaltenden  Erklärung  der  Unentschiedenheit    End- 
lich  lag  eine  grosse  Schwierigkeit  in  folgendem  Umstände:   die  Mathema- 
tiker,  welche  der  Geschichte  ihrer  Wissenschaft  Interesse  entgegenbringen, 
stehen  meistentheils  der  Volksschule  so  fern,  dass  sie  selbst  die  Fragen  der 
Pädagogik  nicht  zu  kennen  pflegen,  um  welche  gestritten  wurde  und  wird; 
wie  können  sie  in  solcher  Unwissenheit  eine  Geschichte  jener  Kämpfe  geben? 
Man  sieht  aus   diesen  von  uns  betonten  Schwierigkeiten  der  Aufgabe, 
dass   gerade  ein  Schriftsteller  wie  Herr  Unger  zur  Bewältigung  derselben 
erforderlich  war,  ein  Schriftsteller,  der  auf  der  einen  Seite  ein  Lehrersemi- 
nar  besucht  hat,  der  der  eigentlichen  Pädagogik  ein  eingehendes  Studium 
gewidmet  hat,   und  der  auf  der  andern  Seite  mit  genügendem  geschicht- 
lichen Sinne  begabt,  mit  genügenden  Vorkenntnissen  versehen  ist,  um  noch 
so  alterifaümlich  sich  darbietenden  Formen  Geschmack  und  Verständniss  ab- 
gewinnen zu  können. 

Wenn  wir  nach  allem  diesen  unser  anerkennendes  Urtheil  über  „Die 
Methoden  der  praktischen  Arithmetik '^  wiederholen,  so  glauben  wir  nicht 
zu  dessen  näherer  Begründung,  aber  zur  Empfehlung  bei  unseren  Lesern 
noch  auf  einige  Einzelheiten  eingehen  zu  sollen. 
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Jeder  Leser  mathematischer  Geschichtswerke  weiss,  dass  mit  dem 
Xin.  Jahrhundert  (Leonardo  von  Pisa)  die  Positionsarithmetik  euro- 
päisches Eigenthnm  wurde.  Aber  man  moss  dämm  nicht  glauben,  dass 
das  Wort  Eigenthum  sich  weiter  erstrecke ,  als  Ober  den  immer  noch  recht 
geringen  Bruchtheil  des  Volkes,  der  überhaupt  rechnen  konnte.  Fflr  In- 
schriften, für  öffentliche  Rechnungsführung  und  dergleichen  blieben  noch 
lange  Zeit  die  römischen  Zahlzeichen  in  Gebrauch,  welche  im  Enchiridion 
von  1530  sogar  ,)die  gemein  tüdtsch  zaal''  heissen«  Zur  Ergänzung  dieser 
Bemerkungen  (S.  12  und  14  flgg«)  können  wir  nach  privaten  Mittheilnngen 
von  Herrn  Karl  Christ,  dem  besten  Kenner  altheidelberger  Topographie, 
bestätigen,  dass  auch  in  hiesiger  Gegend  keine  ältere  Jahreszahl  als  1478 
in  indischen  Ziffern  gefunden  worden  ist,  nämlich  I^^AX  (=1478)  in 
Ziegelhausen  an  einem  Kreuz  mit  Darstellung  eines  wegen  Sonntagsfrevel 
vom  Nussbaum  gefallenen  Mannes.  Die  Zahl  1487  fand  der  gleiche  For- 
scher zweimal ,  einmal  am  Stift  Neuberg  und  einmal  am  Kloster  Lobenfeld. 

Das  Neb^neinanderlaufen  lateinisch  geschriebener  Rechenbücher  neben 
solchen  in  den  Landessprachen  bis  tief  in  das  XVII.  Jahrhundert  erklärt 
Herr  Unger  (S.  57)  aus  dem  Bestehen  der  Lateinschule,  die  grundsätzlich  die 
Anwendung  neuerer  Sprachen  verpönte,  und  doch  den  Rechenunterricht 
nicht  länger  ausschliessen  konnte. 

Der  Divisionsmethoden  gab  es  mancherlei ,  und  doch  wurde  (S.  81  und 
174)  meistens  nur  die  leidige  Division  überwärts  wirklich  geübt,  bis  erst 
im  XVIII.  Jahrhundert  das  ünterwärtsdividiren  allgemein  wurde. 

Die  Entstehung  der  Neunerprobe  sucht  Herr  Unger  (S.  83)  daraus  zu 
erklären,  dass  bei  Indem  und  Arabern  die  Gewohnheit,  alle  Zwischenrech- 
nungen  auf  dem  Sandbrette  wegzuwischen ,  eine  Probe ,  und  zwar  eine  leicht 
anzustellende,  zur  Nofh wendigkeit  machte.  So  geistvoll  diese  Bemerkung 
ist,  dürfte  sie  leider  doch  hinfällig  werden,  wenn  die  Griechen  des  II.  nach- 
christlichen Jahrhunderts  auch  schon  die  Neunerprobe  besassen  (Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXX,  hist.-lit.  Abth.  8.  123),  während  nach  den  von  Ento- 
kios  aufbewahrten  Multiplicationen  zu  urtheilen,  die  Zwischenrechnungen 
stehen  blieben. 

Höchst  merkwürdig  ist  (S.  108  und  122)  das  Vorkommen  der  chine- 
sischen Erweiterungsregel  in  deutschen  Rechenbüchern  des  XVI.  und  XVH. 
Jahrhunderts.  Es  ist  uns  persönlich  nicht  zweifelhaft,  dass  sie  dort  von 
Byzanz  her  Eingang  fand,  wo  die  gleiche  Aufgabe  um  1400  hat  nach- 
wiesen werden  können.    (Vergl.  unsere  Vorles.  Gesch.  Math.  I,  586  Note  3.) 

Für  den  ganzen  letzten  Abschnitt  (S.  175 — 233)  sind  wir  persönlich 
dem  Verfasser  ausserordentlich  dankbar,  da  wir  über  den  Rechenunterricht 
an   der  heutigen  deutschen  Volksschule  vorher  so  gut  wie  Nichts  wussten. 

Allerdings  sind  wir  bezüglich  der,  wie  wir  oben  schon  erörtert  haben, 
noch  im  Flusse  befindlichen  Streitfragen  nicht  überall  gleicher  Meinung  mit 
Herrn  ünger.     So  stehen  wir  beispielsweise  bezüglich  desi^terreichischen 
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Subtrabirens  und  Diyidirens  dnrcbans  auf  entgegengesetztem  Standpunkte. 
Wir  tbeilen  noch  heute  die  Ansicht  der  badischen  Circularverftlgung  vom 
16.  August  1883  und  bedauern  sebr,  dass  1888  eine  derselben  entgegen- 
gesetzte Strömung  sich  geltend  zu  machen  scheint.  Für  die  Möglichkeit  der 
Festbaltung  der  österreichischen  Methode  in  Volks  -  und  Mittelschule  spricht 
uns  die  nicbt  zu  leugnende  Tbatsache,  dass  dieselbe  in  Oestenreicb  nicbt 
aufhört  geübt  zu  werden.  Für  die  Nützlichkeit  betonen  wir  einen  Orund, 
der  von  Herrn  Unger  in  seiner  Zusammenstellung  der  yermeintlicben  Vor- 
züge übergangen  ist:  die  meisten  Becbenfehler  sind  Schreibfebler,  nicht 
Denkfehler.  Je  weniger  also  geschrieben  wird,  um  so  seltener  ist  die  Ge- 
legenheit zu  einem  Fehler  vorhanden.  Cantor 


Die  Physik  Flato's,  eine  Studie  auf  Grund  seiner  Werke.     Zweitei;  Theil: 
Schall,  Himmelskunde,  Licht,  Wärme.    Programm  der  königL  Ereis- 
Bealschule    München,    veröffentlicht    am    Schlüsse    des    Schuljahres 
1887 — 88,   verfasst  von  Dr.  Benbdikt  Bothlauf,    k.  Beallehrer» 
München  1888.    90  S. 
Im  XXXII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hisi-lit  Abth.  S.  220  — 221,  ist 
der  I.  Theil  dieser  Abhandlung  besprochen.     Unsere  Leser  sehen,  dass  der 
n.  Theil   nur  ein  Jahr  später  die  Presse  verliess,    also   zu  der  frühesten 
möglichen  Zeit  für  eine  Programmabhandlung.    Herr  Bothlauf  hat  das 
ihm  zu  Gebote  stehende  Zwischeigahr  zu  benutzen  verstanden,  um  die,  wie 
wir  aus  dem  I.  Theile  wissen,  schon  vollendete  Arbeit  einer  neuen  Durch- 
sicht zu  unterziehen  und  sie'  mit  ähnlichen  Schriften  anderer  Gelehrten  zu 
vergleichen.     Wir  freuen  uns,  dass  dadurch  ein  von  uns  gegebener  Bath 
befolgt  worden  ist,  sehr  zum  Vortheile  des  dieejährigen  Programms,  wie 
Herr  Bothlauf  wahrscheinlich  selbst  empfindet.     Wenn  die  Schriften  von 
Martin  und  Heller,  von  Mädler  und  Bosenberger  ihn  vielleicht. kaum 
auf  vorher  Unbeachtetes  aufmerksam  machten,  so  dürften  sie  doch  gerade 
an  jenen  Stellen,    wo  sie  seinen  Widerspruch   hervorriefen,   zur  Klärung 
wesentlich  beigetragen  haben. 

Den  Inhalt  unseres  Programms  giebt  die  üeberschrift  deutlich  zu  er- 
kennen. Es  handelt  in  der  dort  angegebenen  Beihenfolge  von  Schall  und 
Himmelskunde,  von  Licht  und  Wärme.  Es  ist  keine  znfUlige  Beihenfolge 
und  ebenso  wenig  eine  zuföllige  Einschaltung  unsererseits ,  dass  wir  zweimal 
des  Bindewortes  „und''  uns  bedienten.  Der  Schall  st«ht  bei  Plato  zur 
Himmelskunde,  die  Lehre  vom  Lichte  zu  der  von  der  Wärme  in  engstem 
Zusammenhange,  ein  Zusammenhang,  den  freilich  nicht  die  Erfahrung,  son- 
dern vorgebildete  Meinung  erzeugt  hat,  dessen  Zutreffen  in  einem  Falle  wir 
nicht  zu  loben  haben,  ohne  im  andern  Falle  das  Nichtzntreffen  zu  tadeln. 
So  finden  Schall  und  Himmelskunde  bei  Plato  sich  in  der  harmo- 
nischen Beihe  zusammen,  welche  die  Bildung  der  Töne,   wie  die  Entfer- 
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nungen  der  Himmelakugeln  beeinflnsst*  So  ist  Licht  nur  eine  besondere 
Oattung  von  Feuer,  und  von  Feuer  und  Wärme  heisst  es:  ,, beides  sind 
Bewegungen^. 

Wir  heben  aus  der  Botblau  fischen  Darstellung  nur  wenige  Einzel- 
heiten hervon  Die  schon  angedeutete  Beziehung  der  harmonischen  Reihe 
zur  Natur  ist  besonders  ausführlich  erörtert.  Die  Frage,  wie  das  berttch- 
tigte  stUofiivri  y^q  zu  übersetzen  sei,  wird  in  Anschluss  an  die  Erklfirungs- 
yersuche  von  Aristoteles  bis  Heller  besprochen.  Sehr  hübsch  ist  die 
Platonische  Lehre  vom  Sehen  behandelt,  bei  welchem  ein  Strahl  vom  Snb- 
ject  (dem  Auge)  und  ein  Strahl  vom  unmittelbar  oder  mittelbar  leuchtenden 
Object  sich  treffen  müssen,  damit  eine  Gesichtswahmehmung  entstehe.  Je 
nachdem  die  vom  Gesehenen  ausgehenden  Strahlen  kleiner  oder  grOsser  als 
die  vom  Auge  ausgehenden  Strahlen  sind ,  nehmen  wir  verschiedene  Farben 

^*^^-  Cantor. 


Der  Astronom,  Mathematiker  nnd  Geograph  Endozoe  vonKnidos.  LTheil: 
Lebensbeschreibung  des  Eudozos,  üeberblick  über  seine  astronomische 
Lehre  und  geometrische  Betrachtung  der  Hippopede,  von  Hams  Eühss- 
BERG,   königl.  Reallehrer.     Programm  zum  Jahresbericht  der  vier- 
cursigen  königl.  Realschule  Dinkelsbühl  pro  1888.    59  S.     1  Figo- 
rentafel. 
Eudoxos  vonEnidos,  einer  der  genialsten  Mathematiker  und  Astro- 
nomen des  voreuklidischen  Griechenthums ,  hat  die  Aufmerksamkeit  so  ziem- 
lich aller  Schriftsteller  auf  sich  gezogen,  die  in  unserem  Jahrhundert  mit 
geschichtlich    wissenschaftlichen   Untersuchungen    sich   beschäftigten.      Die 
Ergebnisse  dieser  recht  zerstreuten  Forschungen  zu  sichten  und  zu  vereini- 
gen, beziehungsweise  zu  ergänzen,  das  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Eünss- 
berg.  in  einigen  Programmen  zu  lösen  gedenkt,  deren  erstes  uns  heute 
vorliegt.    Dasjenige  Capitel,  dem  gegenüber  wir  ein   auf  eigenem  Wissen 
beruhendes  ürtheil  zu  fällen  im  Stande  sind,  das  den  Mathematiker  Eudozos 
zu  schildern  haben  wird,   ist  einer  späteren  Veröffentlichung  vorbehalten, 
ebenso  das  Capitel  von  dem  Physiker  Eudoxos.    In  dem  letzteren  wird  daher 
z.  B.  noch  zu  rechtfertigen  sein,  was  S.  18  über  die  Tonhöhe  der  Saiten 
gesagt  ist  und  was  wir  für's  Erste  als  ein  Missverständniss  betrachten,  in- 
dem wir  der  Stelle  bei  Theon  einen  ganz  andern  Sinn  beilegen,  in  üeber- 
einstimmung  mit  Bothlauf,  Die  Physik  Plato's  II  (München  1888),  8.5. 
Das  diesjährige  Programm  ist,  wie  aus  der  Ueberschrift  zu  ersehen,  ledi|[- 
lieh  dem  Astronomen  Eudoxos  gewidmet,  und  zwar  könnte  man  zwei  Haupt- 
abschnitte unterscheiden,  in  deren  erstem  von  dem  achljährigen  Cyklus,  in 
deren  zweitem  von  der  Hippopede  die  Rede  ist,  dort  in  engem  Anschluss 
an  Böckh  und  Tannery,  hier  an  Schiaparelli.     Wir  fürchten,  Herr 
EüBSsberg  möchte  8.  34  sich  für  manche  Leser  nicht  deutlich  genug  ans- 
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gesprochen  haben,  da  seine  Darstellung  leicht  die  Meinnng  entstehen  lassen 
kann,  es  habe  am  377  t.  Chr.  in  Griechenland  ein  im  vierten  Jahre  wieder- 
kehrendes Schaltjahr  von  366  Tagen  zwischen  gewöhnlichen  bürgerlichen 
Jahren  yon  365  Tagen  gegeben,  während  doch  nur  Ton  einer  wissenschaft- 
lichen Ausgleichung  zwischen  Mond-  und  Sonnenjahren  die  Bede  war.  Die 
Hippopede  behandelt  der  Verfasser  analytisch  -  geometrisch  und  discutirt  ihre 
Gleichungen  in  moderner  Weise.  Herr  Ettnssberg  hat  auch  ein  Planeto- 
labiufn  Eudoxi  angefertigt,  welches  er  S.  40  beschreibt  und  welches  ganz 
geeignet  erscheint,  die  homocentrischen  Sphären  zu  yersinnliohen. 

Cantob. 

Om  Scholieme  til  Euklids  Elementer  af  J.  L.  Heibebg.  Avec  un  r6sum6 
en  fran9ais.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  6.  Raekke,  historisk  og  philoso- 
phisk  Afd.  II,  3.  Ejebenhavn.  Bianco  Lunos,  kgl.  Hof  -  Bogtrykkeri 
(P.  Dreyer).  1888.  76  pag. 
Als  wir  Bd.  XXXIII,  hisi-lit.  Abth.  S.  190,  von  dem  Abdrucke  zahl- 
reicher griechischer  Scholien  im  V.  Bande  der  Yon  Herrn  Heiberg  besorg- 
ten Ausgabe  der  Euklidischen  Elemente  sprachen,  mussten  wir  eingestehen, 
dass  wir  noch  nicht  die  Zeit  gefunden,  uns  mit  deren  Inhalt  bekannt  zu 
machen.  Der  Herausgeber  war  natürlich  in  einer  andern  Lage.  Bei  der 
Druckgebung  war  er  genöthigt,  das  ganze  Material  wiederholt  kennen  zu 
lernen,  zu  prüfen  und  zu  sichten.  Dass  er  diese  Kenntniss  zum  Allgemein- 
gut zu  machen  sich  bestrebte,  indem  er  der  Kopenhagener  Akademie  eine 
umfangreiche  Abhandlung  über  die  Scholien  vorlegte,  dafür  haben  Alle  ihren 
Dank  auszusprechen ,  welche  ...  die  in  dänischer  Sprache  verfiEtssten  Blätter 
lesen  können!  Herr  Heiberg,  dessen  nationalen  Stolz,  in  die  Denkwür- 
digkeiten seiner  vaterländischen  gelehrten  Gesellschaft  in  vaterländischer 
Sprache  schreiben  zu  wollen,  wir  weit  besser  verstehen  als  die  Abhandlung 
selbst,  hat  übrigens  an  einem  menschlichen  Bühren  es  nicht  fehlen  lassen. 
Er  hat  der  Abhandlung  einen  Auszug  auf  9  Seiten  in  französischer  Sprache 
folgen  lassen,  und  diesem  Auszüge  entnehmen  wir,  dass  den  Scholien  ein 
dreifaches  Interesse  innewohnt  Die  meisten  Scholien  kennzeichnen  für  uns 
die  Art  und  Weise,  in  welcher  man  zur  Zeit,  als  sie  entstanden,  den 
erläuterten  Schriftsteller  zu  lesen  pflegte;  sie  haben  also  Wichtigkeit  zur 
Kenntniss  dieser,  im  vorliegenden  Falle  recht  späten  Zeiten.  Eine  andere, 
kleinere  Gruppe  dient  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Beinigung  und  Wieder- 
hersteUong  des  Euklidischen  Wortlautes.  Sieben  Scholien  endlich  haben 
eine  geschichtliche  Bedeutung  für  altgrieohische  geometrische  Forschung.  Sie 
finden  sich  in  dem  V.  Bande  der  Euklid -Ausgabe  S.  225,  226,  272,  280t 
414,  450,  654  und  sind  dort  bezeichnet  ak  Scholie  11  und  13  zum  11.^ 
2  zum  IV.,  1  zum  V.,  1  und  62  zum  X.,  1  zum  XIII.  Buche.  Nicht  alle 
sind  dem  Geschichtskundigen  neu.  Auf  einige  haben  schon  H.  Knoche 
und.  Wachsmuth  hingewiesen.    Wir  erwähnen  als  neu  die  2.  Scholie  zum 
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IV«  Buche,  welche  so  etwa  za  übersetzen  ist:  „Der  umfang  des  äjreises  ist 
nicht  das  Dreifache  des  Durchmessers ,  wie  Viele  glauben,  sondern  grösser; 
ebenso  wenig  ist  der  Kreis  drei  Viertel  des  umschriebenen  (gleichseitigen) 
Dreiecks.  **  Der  eine  hier  abgewiesene  Nftherungswerth  7t  =  3,  ist  allbekannt^ 
der  andere  dagegen,  «  =  f  .3.^/3  =  ^15,1875  =  3,897  ...  ist  uns  noch  nir- 
gend begegnet,  so  weit  unsere  Erinnerung  reicht.  Vielleicht  sollte  statt 
„ Dreiecks'  {vQiyoivov)  tstQayoivov  gelesen  werden.  Alsdann  wären  beide 
Angaben  in  Uebereinstimmung.  Diese  Scholle  rührt  übrigens  von  sehr  später 
Hand  her.  Wesentlich  älter  ist  die  zum  XIII.  Buche ,  welche  besagt ,  die  Pj- 
thagoräer  hätten  den  Würfel,  das  Tetraeder  und  das  Dodekaeder  gekannt; 
Theätet  habe  alsdann  Octaeder  und  Ikosaeder  hinzugefügt.  Auch  diese 
Behauptung  ist  uns  niemals  begegnet  Camtor 


Bonaventura  Cavalieri  nello  studio  di  Bologna  per  Antonio  Favaro. 
Bologna  1888.  60  pag. 
Cavaleri-  oder  Cayalieri?  Diese  Frage  wurde  in  der  Zeitscfar. 
math.-naturw.  Unterricht  XVIII,  557  (1887)  aufgeworfen.  Herr  Favaro 
beantwortet  sie  (S.  59  Note  3  der  uns  vorliegenden  Abhandlung)  dahin, 
dass  verschiedene  Schreibarten  des  Namens  actenmässig  gesichert  sind,  die 
italienischen  Formen :  Cavalieri ,  Gavallieri ,  Cavaglieri ,  sowie  die  lateinischen 
Formen:  Cavalerius,  de  Cavalleriis.  Er  selbst  pflegte  seine  zahlreichen 
Briefe  Cavalieri  zu  zeichnen.  Cavalieri  also,  wenn  wir  seiner  Unter- 
schrift uns  bedienen  wollen,  hat  den  ersten  Versuch,  zur  Professur  der 
Mathematik  in  Bologna  zu  gelangen,  unter  dem  14.  Mai  1619  gewagt 
Diese  durch  Herrn  Favaro  aufgefundene  Eingabe  ist  von  geschichtlicher 
Bedeutung,  weil  sie  eine  Sage  vernichtet.  Cavalieri  soll  nämlich  als 
23 jähriger  Jüngling  in  Pisa  zuerst  einen  Euklid  in  die  Hand  bekommen 
haben,  den  er  in  wenigen  Tagen  durchlas,  und  von  da  an  habe  er  erst 
Mathematik  studirt.  Hat  aber  Cavalieri,  wie  aus  der  genannten  Eingabe 
hervorgeht,  schon  im  Mai  1619  Castelli  in  Pisa  als  Lehrer  der  Mathe- 
matik vertreten,  so  muss  er  doch  mindestens  seit  1617  etwa  mit  dieser 
Wissenschaft  sich  beschäftigt  haben,  also  spätestens  1594  geboren  sein. 
Entweder  ist  also  das  gemeiniglich  auf  1598  angesetzte  Geburtsjahr  un- 
richtig, oder  jene  zuerst  von  UrbanoDaviso,  einem  Schüler  Cavalieri 's^ 
erzählte  Geschichte  ist  frühe  Legendenbildung.  Wir  glauben  beinahe  ersterer 
Annahme  zuneigen  zu  müssen,  weil  auch  Galilei  von  Cavalieri 's  frühen 
eigenen  Studien  über  Euklid  und  Andere  in  einem  Briefe  von  1629  er- 
zählt, das  Datum  derselben  als  „vor  etwa  15  Jahren^,  mithin  auf  1614 
ungefähr  bestimmend.  Cavalieri 's  Versuch  von  1619  scheiterte  und  musste 
scheitern,  da  die  Universitätsleitung  von  Bologna  grundsätzlich  keinen  Lehrer 
anstellte ,  mochte  er  noch  so  gut  empfohlen  sein ,  der  nicht  schriftstellerische 
Leistungen  aufzuweisen  hatte,  wozu  Cavalieri  1619  noch  nicht  im  Stande 
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war.  Um  wieyiel  mehr  hielt  man  an  dem  hergebrachten  Grundsatze  fest, 
wo  es  nm  die  seit  1617  frei  gewordene  Professnr  Magini's  sich  handelte, 
für  welche  man  sich  schon  yergeblich  bemüht  hatte,  Galilei  oder  Kepler 
zu  gewinnen.  Magini's  Professur  blieb  ftir's  Erste  unbesetzt,  wofür  eine 
Entschuldigung  darin  gefunden  werden  mag,  dass  noch  eine  zweite  Pro- 
fessur der  Mathematik  vorhanden  war,  welcher  Cataldi,  der  Erfinder  der 
Eettenbrüche,  vorstand.  Auch  dieser  starb  aber  1626,  und  nun  waren 
beide  mathematische  Lehrstühle  Bolognas  verwaist.  Sie  blieben  es  drei 
Jahre  hindurch,  bis  endlich  1629  Cavalieri,  auf's  Dringendste  durch 
Galilei,  durch  Marsili,  durch  Castelli  empfohlen,  die  eine  Professur 
auf  drei  Jahre  erhielt.  Die  Anstellung  wurde  wiederholt  erneuert  theils 
mit  Erhöhung  des  Gehaltes,  theils  mit  Verlängerung  der  Giltigkeitsdauer. 
Aber  neben  dem  Lehrerfolg,  neben  dem  wachsenden  Schriftstellerruhm  gingen 
fOr  Cavalieri  auch  Kränklichkeit  und  Klosterstreitigkeiten  einher,  die  ihm 
den  Aufenthalt  in  Bologna  verleiden  konnten.  Es  ist  fast  unbegreiflich, 
dass  er  trotzdem  blieb  und  der  Versuchung,  nach  Pisa  überzusiedeln ,  wider- 
stand. Der  Universität  Bologna  gehörte  er  bis  zu  seinem  am  27.  November 
1647  erfolgten  Tode  an.  So  der  Hauptinhalt  der  reichhaltigen  Abhandlung, 
über  die  wir  berichten  wollten.  Cantob. 


Joachim  Jnngius.    Festrede  zur  Feier  deines  dreihundertsten  Geburtstages 
am  22.  October  1887  im  Auftrage  der  Hamburger  Oberschulbehörde 
gehalten  von  Dr.  Emil  Wohlwill.    Mit  einigen  Beiträgen  zu  Jungius' 
Biographie   und    zur  Kenntniss  seines  handschriftlichen  Nachlasses. 
Hamburg  und  Leipzig  1888.    Verlag  von  Leopold  Voss.    85  S. 
Wir  haben   im  XXXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hi8t.-literar.  Abtheil. 
S.  111 — 112,  über  eine  Abhandlung  des  gleichen  Verfassers  berichtet,   in 
welcher  die  Beziehungen  des  Jnngius  zu  den  Lehren,  welche  man  damals 
für  die  des  Aristoteles  hielt,  wie  andererseits  zu  denen  der  alten  Ato- 
mistiker  behandelt  sind.     Auch  die  heute  uns  vorliegende  Festrede  hat  das 
Bestreben,  anschaulich  zu  machen,   wie  im  16.  und   17.  Jahrhundert  die 
I^aturwissenschaften  entstanden,  wie  die  Entscheidung  des  Kampfes  zwischen 
voruriheilsloser  Beobachtung  und  befangenen  Grübeleien  herbeigeführt  wurde, 
wie  trotz  der  Fechterstückchen  der  Dialektik  eine  Naturforschung  neuer  Art 
sich  Bahn  brach.     Was  Bacon  in  England,  was  Galilei  in  Italien,  was 
Descartes  in  Frankreich  zu  Bannerträgem  einer  neuen  Zeit  machte,  das 
beseelte  in  Deutschland  Joachim  Jnngius,   den  Bector  des  Hamburger 
Gymnasiums.     Aber   wenn   seine   Hamburger  Mitbürger   diesen   Titel   des 
Jungius  mit  gerechtem  Stolze  betonen,  so  erkennt  gerade  Herr  Wohl- 
will zuerst,  dass  die  Kraft,  w^che  der  heimischen  Schule  zu  Gute  kam, 
der  Allgemeinheit  verloren  ging,  und  dass  darin  zum  Theil  wenigstens  be- 
gründet itt,  dass  die  Erfolge  des  Jungius  hinter  denen  seiner  drei  Geistes- 
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verwandten  znrückbliehen.  Auf  die  eigentliche  Festrede  lässt  die  Druck- 
ausgäbe  noch  einen  Anhang  von  annähernd  gleichem  Umfange  folgen,  wel- 
cher der  Darlegung  einiger  neuer  Untersuchungen  zur  Lebensgeschichte  des 
Jungius  und  zur  Eenntniss  seines  Nachlasses  gewidmet  ist.  Wir  heben 
aus  dem  sehr  lesenswerthen  Stoffe  nur  zwei  Dinge  hervor.  Jungius  gab 
im  December  1628  die  Stellung  als  Professor  der  Mathematik  in  Rostock 
auf.  Kepler  wurde  1629  durch  Wallenstein  dorthin  berufen.  Er  war 
daher  zum  Nachfolger  von  Jungius  ansersehen.  Zweitens  zerstört  Herr 
Wohlwill  mit  der  scharfen  Kritik,  welche  seine  Freunde  an  ihm  gewohnt 
sind,  den  Mythus,  der  sich  allmälig  gebildet  hat  und  der  leider  auch  in 
die  Allg.  Deutsche  Biographie  Bd.  XIV  S.  725  Eingang  gefunden  hat,  als 
ob  die  Londoner  Königl.  Gesellschaft  und  gar  durch  Newton  veranlasst 
das  von  Hamburger  Seite  abgelehnte  Anerbieten  gestellt  hätte,  den  ganzen 
wissenschaftlichen  Nachlass  des  Jungius  zum  Druck  zu  befördern.  Es 
handelte  sich  keineswegs  um  den  Nachlass  als  solchen,  sondern  nur  um 
eine  Schrift,  wenn  es  auch  nicht  feststeht,  von  welcher  die  Bede  war. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Lucas  Paciuolo. 

Eine  biographische  Skizze 

TOD 

Dr.  H.  Staigmüller, 

Profauor  am  königl.  Baalgymnasiam  zu  Stattgart. 


Wenn  allenthalben  im  Abendlande  in  Kunst  und  Wissenschaft  um  die 
Wende  des  15,  Jahrhunderts  sich  neue  lebensvolle  Strömungen  fühlbar 
machen,  so  bedeutet  dieser  Zeitpunkt  insbesondere  für  die  Mathematik  der 
heutigen  Völker  Europas  den  Anfang  eines  selbstftndigen  Weiterbaues  dieser 
Wissenschaft  in  schroffem  Oegensatze  zur  Beproduction  langer  Jahrhunderte. 

Ein  Werk|  dessen  Entstehung  nun  zeitlich  mit  dem  Beginn  jener 
„Renaissance'  der  Mathematik  zusammenfallt  und  welches  wenigstens  Yer- 
sucht,  die  Qesammtheit  des  überkommenen  mathematischen  Stoffes  zusam- 
menzufassen, verdient  schon  aus  diesem  Grunde  unsere  volle  Beachtung. 
Wenn  dasselbe  aber  dazu  noch  den  Ausgangspunkt  derjenigen  Schule  bildet, 
welche  zunächst  die  Führung  übernimmt,  nftmlich  der  italienischen,  so  ist 
diese  Beachtung  um  so  gerechtfertigter,  selbst  wenn  der  Verfasser  noch 
nicht  zu  den  productiven  Geistern  jener  Wissenschaft  gehört,  sondern  nur 
Compilator  war.  Dies  waren  die  Gründe,  welche  mich  bestimmten,  mich 
eingehender  mit  den  Werken  Lucas  Paciuolo's,  speciell  mit  dessen 
„Summa**  zu  beschäftigen. 

Noch  für  einen  andern  Zweig  menschlichen  Wissens,  welcher  heute, 
zu  vollständiger  Selbständigkeit  ausgebildet,  nicht  mehr  als  Theil  der  Mathe- 
matik betrachtet  und  gelehrt  wird,  ist  jenes  Werk  von  hoher  Bedeutung. 
Es  enthält  nämlich  die  erste  Darstellung  der  doppelten  Buchführung.  In 
dieser  Beziehung  ist  es  vor  Allem  das  Verdienst  des  Herrn  Dr.  Jaeger, 
Privatdocenten  der  Nationalökonomie  am  Stuttgarter  Polytechnikum,  durch 
eingehende  Behandlung  der  hierher  gehörigen  Theile  aus  Paciuolo*s 
„Summa**  letzteren  eigentlich  erst  wieder  in  dieser  seiner  Bedeutung  entdeckt 
und  gewürdigt  zu  haben.  Auch  ich  verdanke  die  Möglichkeit  dieser  Arbeit 
Herrn  Dr.  Jaeger,  welcher  mir  das  in  seinem  Besitze  befindliche  seltene  Werk, 
sowie  seine  reiche  einschlägige  Literatur  mit  grösster  Liberalität  zur  Verfügung 
stellte,  woftlr  ich  ihm  auch  hier  meinen  Dank  aussprechen  möchte. 
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Es  ist  leicht  begreiflich,  dass,  indem  ich  mich  mit  den  Werken 
Pacinolo's  eingehender  beschäftigte,  auch  ihr  Verfasser  selbst  für  mich 
an  Interesse  gewann.  Hierbei  fand  ich  nun  einerseits,  dass  in  den  bekann- 
testen Werken,  welche  sich  mit  Oeschichte  der  Mathematik  beschäftigen, 
über  ihn  nur  Ungenügendes,  ja  theilweise  Falsches  gegeben  wird,  anderer- 
seits, dass  aber  selbst  bei  diesen  ungenügenden  Notizen  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  von  Paciuolo  das  Wort  gilt: 

„Von  der  Parteien  Gunst  und  Hass  verwirrt, 
Schwankt  sein  Charakterbild  in  der  Geschichte." 

Dies  waren  die  Gründe,  welche  mich  zu  vorliegender  biographischen 
Skizze  veranlassten. 

Die  Ergebnisse  meiner  mathematischen  Studien  in  Paciuolo 's  Wer- 
ken selbst  gedenke  ich  an  anderer  Stelle  zu  veröffentlichen. 

Eine  Vergleichung  sämmtlicher  biographischen  Notizen  über  Paciuolo 
ergiebt,  dass  sie  alle  aus  drei  leider  ganz  ungenClgenden  Quellen  ge- 
schöpft sind. 

Diese  drei  originalen  Quellen  sind: 

1.  die  Werke  Paciuolo's  selbst; 

2.  die  Biographie  Piero  della  Francesca*s  von  G.  Vasari;^) 

3.  die  Professorenverzeicbnisse  einiger  italienischen  Hochschulen  und 
andere  in  Archiven  erhaltene  Documente. 

Diese  Documente,  welche  zum  grössten  Theil  bisher  nicht  veröffentlicht 
waren,  hat  Boncompagni  im  XII.  Bande  seines  „BuUettino  dl  Biblio- 
grafia  e  di  Storia  delle  Scienze  matematiche  e  fisiche^  zusammengestellt 
Es  sind: 

1.  Eine  Eingabe  Paciuolo's  vom  29.  December  1608  an  den  Dogen 
von  Venedig  mit  der  Bitte  um  Schutz  gegen  Nachdruck  für  einige  Werke, 
welche  Ersterer  zu  veröffentlichen  beabsichtigte.  Diese  Eingabe  ist  in  einem 
Bande  des  „Archivio  generale  di  Venezia"  enthalten,  der  den  Titel:  „Nota- 
torio  del  Collegio  dal  1507  al  151.1«  trägt;«) 

2.  Bruchstücke  aus  den  „Annali  decemvirali«  von  Perugia.  Diese  An- 
nalen  enthalten  mit  einigen  Lücken  die  Acten  des  Peruginer  Magistrats  vom 
Jahre  1208  bis  1817,  und  werden  im  Archivio  decem virale  in  Perugia  auf- 
bewahrt;*) 

3.  Bruchstücke  aus  zwei  Manuscripten  des  „Archivio  di  stato**  in  Flo- 
renz, welche  die  Titel  tragen :  „Bicordi  per  lo  studio  Pisano  dal  1481  al  1495*, 
und  „Deliberazioni  circa  lo  studio  Fiorentino  e  Pisano  dal  1492  al  1503*;^) 


1)  In  Giorgio  Vasari's  Werk:  „Le  vite  de*  piü  eccellenti  Pittori,  Scaltoii 
e  Architetti."  Von  diesem  Werke  erschien  in  den  Jahren  1846—67  in  Florenz 
eine  vorzügliche  Neuausgabe. 

2)  Vergl.  S.  480  -  431. 

3)  Vergl.  8.  482—487. 

4)  Vergl  S.  488  und  864—867. 
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4.  Bruchstücke  aus  einem  Mauuscripte  der  ,»Bibliotheca  della  Provincia 
di  Firenze^,  bezeichnet  mit  „ Serie  Bigazzi  No.  109^.  Dasselbe  enthält  Ver- 
handlungen über  Berufungen  an  die  Florentiner -Pisaner  Hochschule;^) 

5.  neun  Documente  (meist  Bestellungen  Yon  Sachwaltern  betreffend) 
ans  dem  ^Archivio  generale  de'  Contratti^  von  Florenz;*) 

6.  aus  demselben  Archiv  das  vom  21.  Nov.  1511  datirte  Testament 
Paciuolo's.') 

Die  ftlteste  Biographie  Paciu olo 's,  nämlich  diejenige,  welche  Bald i^) 
in  seinem  Werke  nVite  de  matematici^^)  giebt,  stellt  sich  im  grossen 
Ganzen  nur  als  eine  Compilation  einzelner  Stelleu  aus  den  Schriften  Pa- 
ciu olo's  dar;  da  diese  Biographie  jedoch  auch  ein  paar  Einzelheiten  selbst- 
ständig berichtet,  kann  sie  noch  in  gewissem  Sinne  zu  jenen  originalen 
Quellen  gerechnet  werden.  Von  jenem  Werke  Baldi's  befinden  sich  ein 
Autograph  und  zwei  Abschriften  in  der  reichen  Handschriftensammlung  des 
Fürsten  Baldassare  Boncompagni  in  Rom.  Nach  diesen  Afanuscripten 
hat  Boncompagni  im  XII.  Bande  seines  oben  citirten  BuUettinos  drei  der 
Biographien,  darunter  auch  diejenige  Paciu  olo 's  veröffentlicht^) 

Von  weiteren  Werken,  welche  auf  Paciuolo  Rücksicht  nehmen ,  habe 
ich  als  Literaturnachweis  folgende  anzuführen:^ 

Antonii   Mariae  Gratiani   de  ecriptis  iuvita  Minerva.    Florenz  1745. 

Bd.  I  S.  41,  42. 
Agostini,  Notizie  iBtorico - CriUche.    Venezia  1752/64.    Vorrede  S.  48,  49 

und  Bd.  U  S.  806. 
Foscarini,  Della  letteraturaVenezlana.  Padova  1752.  Bd.  1  S. 82  Note 230. 
Tiraboschi,  Storia  della  Letteratnra  italiana.    Roma  1783.    Bd.  II  Tbl.  I 

S.  357  und  Bd.  VH  Tbl.  I  S.  454. 
Mariotti,  Lettere  Pittoriche  Perugine.    Perugia  1788.    S.  127. 
Andres,  Dell*  Origine  etc.  d*ogni  Letteratura.    Roma  1790.     Bd.  IV  S.  64. 
Fabronio,   Historiae  Academiae  Pisanae.     Pisis  1791.    Bd.  I  S.  327,  392. 
Renazzi,  Storia  deir  üniversitä  degli  studj  di  Roma.   Roma  1803/6.   Bd.  I 

S.  227,  Bd.  II  S.  50.  * 
Corniani,  I  secoli  della  Lettemtura italiana.  Brescia  1805.  Bd. III  S.270flgg. 

Art  XXVn. 
Bini,  Memorie  atoricho  della  Perugiua  universitä  degli  studj.    Perugia  1816. 
S.  253,  598. 

1)  VerglS.  867-869. 

2)  VergLS.  869-871. 
8)  VergLS.  871-872. 

4)  Bernardino  Baldi,  geboren  in  Urbino  am  5.  oder  6.  Juni  1553,  gestor- 
ben ebendaselbst  am  10.  Oct.  1617. 

5)  Obiges  Werk  ist  bis  heute  noch  nicht  vollständig  edirt  Zwar  erschien 
ein  Auszug  ans  demselben  unter  dem  Titel:  „Cronica  de  matematici  overo  epitome 
deir  ietoria  delle  vite  loro.  Opera  di  monsignor  Bernardino  Baldi  da  Urbino,  abate 
di  Guastalla  in  Urbino  1707.    Per  Angelo  Ant  Monticelli.** 

6)  Vergl.  S.  491-427. 

7)  Dabei  gebe  ich  zugleich  die  betreffenden  Seitenzahlen  an,  so  dass  ich  in 
späteren  Belegstellen  nur  noch  die  Autornamen  zu  citiren  nOthig  habe. 
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Vermiglioli,  Biografia  degli  Scrittori  Perugini.  Perugia  1828/9.  Bd.  I  S.213. 

Montferrier,  Dictionnaire  des  Bdences  mathämatiqoes.  Paris  1845.  Ar- 
tikel „Paccioli". 

NouTelle  Biographie  g^ndrale  publice  par  M.  M.  Firmin  Didot  fr^res. 
Paris  1856.    Art.  „Paccioli". 

Gherardi,  Einige  Materialien  znr  Qeschichte  der  mathematiBcheD  Facolt&t 
der  alten  Universität  Bologna.  Deutsch  von  Cur  tze-  Berlin  1871.  S. 81a. 43. 

Jaeger,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Doppelbuchhaltuug.  Stuttgart  1874. 
S.  180,  Note  hierzu  S.  269. 

Jaeger,  Lucas  Paccioli  und  Simon  Sterin  etc.    Stuttgart  1876. 

Jaeger,  Drei  Skizzen  zur  Buchhaltung.    Stuttgart  1879. 

Boncompagni,  Jntomo  alle  rite  inedite  di  tre  matemaüci  scritte  daBer- 
nardino  Baldi.  Mit  einem  Anhange  enthalten  in  Boncompagni's  Bullettino, 
Bd.  XU  S.  352— 419  und  S.  868-864. 

Brandaglia,  Luca  Paciolo  considerato  come  Bagioniere.    Novara  1882. 

Brandaglia,  ein  Aufsatz  in  „II  Bagioniere**  vom  15.  Oct.  1882. 

Weiterhin  sind  hier  folgende  Werke  über  Geschichte  der  Mathematik 
anzuführen : 

Montucla,  Histoire  des  math^matiques.     Paris  1758.     Bd.  I   S.  367,  441, 

465,  457,  476. 
Kästner,  Geschichte  der  Mathematik.  Göttingen  1796/1800.  Bd.  1  S.65flgg. 
Cosali,  Origine  etc.  dell'  algebra.    Parma  1797/9.    Bd.  I  S.232flgg.,  Bd.  II 

S.  96  flgg.  u.  S.  222  flgg. 
Bossut,  Essai  sur  Thistoire  gän^rale  des  mathämatiques.    Paris  1810. 
Chasles,  Aper9u  historique  sur  Torigine  et  le  d^veloppement  des  mäthodes 

en  g^om^trie.    Paris  1875. 
Libri,  Histoire  des  sciences  math^matiques  en  Italie.    Paris  1840.    Bd.  HI 

S.  133  flgg. 
Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik.    Leipzig  1874.    S.  348,  360. 

Nur  in  Auszügen  waren  mir  zugänglich: 

Lettera  delP  abate  Gaetano  Marini  etc.  nella  quäle  s'iUustra  il  Ruolo  de' 
Professori  delF  Arcbiginnasio  Romano  per  Tanno  1514.    Roma  1747. 

Pungileoni,  Comentario  sopra  la  vita  e  le  opero  di  fra  Luca  Pacciolo. 
enthalten  in:  Giomale  Arcadico  di  scienze  lottere  ed  arti.  Bd.  LXU 
S.  214—283,  fortgesetzt  als  Memorie  deÜa  vita  di  Fr.  Luca  Paccioli,  im 
LXIV.  Bd.  obiger  Zeitschrift,  S.  186-203. 

Zwei  weitere  Werke  konnte  ich,  obgleich  ich  dieselben  in  Italien 
längere  Zeit  buchhändlerisch  suchen  Hess,    nicht  erhalten.     Dieselben  sind: 

Barciülli,  Memorie  intorno  a  fra  Luca  Paciolo  e  Pietro  della  Francescz. 

Roma  1852. 
Verrati,   De*  matematici  italiani  anteriori   air  invenzione  della  stampa. 

Modena  1860. 

Ebenso  konnte  ich  den  obenerwähnten  Auszug  aus  dem  Werke  Baldi*s 
nicht  erhalten,  was  jedoch  nichts  zn  sagen  hat,  da  ja  das  Original  selbst 
veröffentlicht  vorliegt  und  zudem  die  dort  enthaltene  Biographie  Paciuolo's 
in  einigen  der  obenerwähnten  Werke  wörtlich  abgedruckt  ist. 

Lucas  Paciuolo,  von  welchem  weder  das  Geburts-  noch  das  Todes- 
jahr genau  zu  ermitteln  ist,  wurde  etwa  um  das  Jahr  1445  in  Borgo  Sas 
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Sepolcro  im  obern  Tiberthale  geboren.  Dieser  Flecken,  der  bald  Stadt  wurde, 
gehörte  seit  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  zu  Florenz,  Heute  zählt  das 
Stftdtchen,  das  Bischofssitz  ist,  etwa  4000  Einwohner^)  und  bildet  den 
Hauptort  des  gleichnamigen  Kreises  der  Provinz  Arezzo. 

„Luca  Paciuolo^  scheint  einer  der  angeseheneren')  Familien  seines 
Heimathsortes  zu  entstammen.^)  Seinen  Familiennamen  schreibt  er  in  den 
meist  lateinisch  gehaltenen  Widmungen  etc.  fast  ausschliesslich  „Paciolus**;^) 
kommt  derselbe  aber  im  italienischen  Texte  vor,  was  allerdings  selten  ge- 
schieht, so  schreibt  er  „Paciuolo*',^)  welche  Schreibweise  ich  deshalb  als 
die  den  wirklichen  Verhältnissen  entsprechende  adoptire.^)  Den  ersten 
Unterricht  in  Mathematik  erhielt  Paciuolo  schon  frühe,'')  vielleicht  von 
dem  damals  in  San  Sepolcro  blühenden  Maler  und  Mathematiker  Piero 
della  Francesca.^)  Doch  kann  dieser  Unterricht  nicht  entscheidend  für 
die  Ausbildung  Paciuolo 's  zum  Mathematiker  gewesen  sein;  denn  abgesehen 
davon,  dass  derselbe  nicht  sicher  verbürgt^)  ist,  war  Piero,  wie  später 
noch  näher  ausgeführt  wird,  in  erster  Linie  Perspectiviker  und  Geometer, 
Paciuolo  aber  in  seinen  frühesten  Werken  Arithmetiker  und  Algebraiker; 
vielmehr  erhielt  Paciuolo  erst  mit  seiner  Uebersiedelung  nach  Venedig 
Gelegenheit  zu  ausgiebigem  Betriebe  mathematischer  Studien. 

Wahrscheinlich  im  Jahre  1464  nämlich  kam  Paciuolo  nach  Venedig 
in   das   Haus   des   in   der  Giudecca^^)   von  Venedig  wohnenden  Kaufherrn 


1)  Die  ganze  Gemeinde  etwa  9000  Einwohner. 

2)  Vergl.  Divina  1,  El.  23,  2. 

3)  Von  AugehOrigen  der  Familie  des  Lucas  Paciuolo  sind  sein  Vater, 
BOWie  mehrere  Brüder  und  Neffen  theils  in  Paciuolo 's  Werken,  theils  in  dessen 
Testament  etc.  namentlich  aufgeführt.  Der  Vater  unseres  Lucas  hiess  Barto- 
lomäuB. 

4)  In  den  noch  erhaltenen  lateinischen  Documenten,  in  welchen  unser  Pa- 
ciuolo erwfthnt  wird,  geschieht  dies  sehr  oft  nur  in  der  Form:  Frater,  später 
Magister  Lucas  de  Borgo;  tritt  aber  der  Familienname  auf,  so  geschieht  dies 
ebenfalls  meist  in  der  Form  „Paciolus". 

5)  Eine  Ausnahme .  bildet  die  Schreibweise  „Lnca  de  pacioli**  in  der  italie- 
nischen Eingabe  an  den  Dogen  von  Venedig.  Auf  der  andern  Seite  tritt  in  dem 
lateinischen  Testament  Paciuolo *8  zweimal  die  Schreibweise  Pacciuolus  und  nur 
einmal  Pacciolus  auf. 

6)  Auch  Baldi  schreibt:  Fu  de  la  famiglia  de*  Paciuoli. 

7)  Vergl.  „Divina",  Einleitungsbrief  an  Petrus  Soderini. 

8)  Vergl.  Vasari,  Piero  della  Francesca. 

9)  Paciuolo  nennt  Piero  nie  direct  seinen  Lehrer. 

10)  Mehrere  kleine  südlich  von  Venedig  liegende  Inseln,  welche  zu  einer  ein- 
sigen verbunden  sind.  Die  „Giudecca",  vom  eigentlichen  Venedig  durch  den  Canal 
della  Giudecca  getrennt,  trägt  viele  Landhäuser.    Ihren  Namen  hat  sie  von  den 

hier  in  grösserer  Zahl  wohnenden  Juden.  /^^^^r^T^ 
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Antonio  de  Ropiansi  als  Lehrer  der  drei  SOhne  desselben.  Hier  konnte 
er  mit  seinen  Zöglingen  die  Vorlesungen  des  Mathematikers  Bragadino 
besuchen.^)  Erst  von  diesem  Zeitpunkte  an  datirt  Paciuolo  in  der  mit- 
getheilten  Stelle  seine  mathematischen  Studien,  und  wenn  er  deshalb  späterhin 


1)  Vergl.  ,,Summa''  1,  Bl.  67.  Diese  Stelle  enthält  das  Wichtigste,  was 
Paciuolo  an  biographischen  Notizen  Ton  sich  selbst  in  seinen  Werken  uns  über- 
liefert hat,  deshalb  lasse  ich  dieselbe  in  getreuem  Abdruck  (zugleich  als  Sprach- 
probe) mit  Uebersetzang  folgen. 


Per  loperare  de  larte  magiore:  ditta 
dal  vülgo  la  regola  de  la  cosa  ouer  Äl- 
ghebra.  E  amvicabula  seruaremo  nai  in 
questo  le  qui  da  lato  dbreuiature:  ouer 
caratteri:  st  commo  ancora  ndi  ältri 
nostri  quatro  volumi  de  simili  discipline 
per  nai  compilati  hauemo  vsaiii  cive  in 
quello  che  äli  gioueni  de  Peroscia  in- 
titiUai  nel  1476.  Nel  quäle  non  con  lata 
copiosita  se  tratto.  E  a/nche  in  quello 
che  a  zara  nel  1481  de  casi  piu  mttli 
e  forti  componimo.  E  anche  in  quello 
che  nei  1470  derigamo  dli  nostri  rdeuati 
discipiUi  ser  Bart^-  e  Francesco  e  Paulo 
fratelli  deropiasi  dala  zudeca  degni  mer- 
catanti  in  wnegia:  figliöli  gia  de  ser 
Antonio.  Sotto  la  cui  ombra  patema  e 
fratema  in  lor  propria  casa  wie  releuai, 
E  a  simüi  scietie  sotto  la  disciplina  de 
ser  Domeneco  bragadino  li  in  venetia  de 
la  excelsa  signoria  lectore  de  ogni  seien- 
tia  ptibblico  deputato.  Qual  fo  immediate 
successore  dl  perspicadssimo  e  Beuerendo 
doctore:  e  di  aan  Marco  canonico  maestro 
Paulo  da  la  pergöla  suo  preceptore.  E 
ora  a  lui:  al  presente  el  Magnifioo  et 
eximio  doctore  miser  Antonio  comaro: 
nostro  cbdiscipulo:  sotto  la  doctrina  del 
ditto  bragadino,  E  questo  quando  era- 
uamo  dl  secolo.  Ma  da  poi  che  Ihabito 
indegnamente  del  seraphyco  san  Fran- 
cesco ex  voto  pigliämx):  per  diuersipaesi 
ce  convenuto  andare  peregrinando,  E  al 
presente  qui  in  Peroscia  per  ptibblico 
emolumento:  a  satisfation  cummuna:  a 
simili  faculta  ci  retroudamo.  E  sempre 
per  ordine  de  li  nostri  Beuerendi  pre- 
l<Ui:  maocime  de  reuerendissimo  P.  nostro 
generale  presente  maestro  Francesco  san- 
sone  da  Brescia:  correndo  glianni  del 
nostro  signore  Jesu  Christo  1487.  lanno 


Für  das  Rechnen  in  der  „Arte  ma- 
giore", gewöhnlich  „regola  della  cosa" 
oder  „Algebra  und  Alm ucabala**  genannt, 
werden  wir  uns  in  Folgendem  neben« 
stehender  Abkürzungen  oder  Zeichen  be- 
dienen, wie  wir  dieselben  auch  in  den 
vier  anderen  von  uns  in  gleicher  Wissen 
Schaft  verfassten  Werken  gebraucht 
haben.  Dies  ist  in  demjenigen,  das  ich 
im  Jahre  1476  den  Jünglingen  von  Pe- 
rugia widmete,  und  das  nicht  so  reich- 
haltig ist;  und  auch  in  demjenigen,  das 
wir  in  Zara  im  Jahre  1481  über  subtilere 
und  schwierigere  Aufgaben  zusammen- 
stellten; und  auch  in  demjenigen,  welches 
wir  im  Jahre  1470  an  unsere  erhabenen 
Schüler,  die  Brüder  Herren  Bartolo,  Franz 
und  Paul  de  Ropiansi  aus  der  Giadecca 
richteten,  würdige  Kauf  leute  in  Venedig, 
Söhne  des  weiland  Herrn  Antonio.  Unter 
dem  väterlichen  und  brüderlichen  Schutze 
derselben  bildete  ich  mich  in  ihrem  eige- 
nen Hause  auch  in  den  gleichen  Wissen- 
schaften aus  unter  der  Anleitung  des 
Herrn  Domenico  Bragadino,  welcher  dort 
in  Venedig  von  der  hohen  Regierung  als 
Lehrer  in  jeglicher  Wissenschaft  Öffent- 
lich angestellt  war.  Derselbe  war  der 
unmittelbare  Nachfolger  des  scharftin- 
nigeu  und  ehrwürdigen  Doctors  und  Ca- 
nonicus  an  San  Marco,  Herrn  Paul  da 
la  Pergola,  seines .  Lehrers;  und  jetzt 
folgte  auf  ihn  in  der  Gegenwart  der 
ruhmreiche  und  ausgezeichnete  Doctor 
Herr  Antonio  Comaro,  unser  Mitschüler 
unter  genanntem  Bragadino.  Und  dies 
so  lange  wir  im  weltlichen  Stande  waren. 
Aber  seit  wir  als  Unwürdiger  das  Kleid 
des  seraphischen  heiligen  Franziscos  nach 
einem  Gelübde  anlegten,  kam  es  uns  zu, 
durch  verschiedene  Länder  zu  wandern. 
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im  Jahre  1508  schreibt/)  dass  er  schon  44  Jahre  Mathematik  treibe, 
komme  ich  ungezwungen  auf  obige  Zeitbestimmung  für  seine  üebersiede- 
Inng  nach  Venedig.  Aus  den  Kenntnissen,  welche  Paciuolo  in  den  Trac- 
taten  XI  und  XII  der  neunten  Distinction  seiner  ,,Summa"^)  entfaltet,  geht 
sicher  hervor,  dass  derselbe  in  der  Zeit  seines  Aufenthalts  im  Hause  Ro- 
piansi's  sich  auch  eingehend  mit  kaufmännischen  Fragen  beschäftigte;  ja 
vielleicht  war  Paciuolo  in  dieser  Zeit  nebenbei  selbst  direct  kaufmännisch 
thätig.  Im  Jahre  1470  verfasste  Paciuolo  sein  erstes  mathematisches 
(arithmetisches)  Werk,  das  er  eben  jenen  Brüdern  Bartolo,  Franz  und 
Paul  de  Bopiansi  widmete.^)  In  eben  diesem  Jahre  kam  derselbe  auch 
auf  einige  Zeit  nach  Bom  in  das  Haus  des  als  Architekt,  Pfailolog,  Philo- 
soph und  Mathematiker  gleich  ausgezeichneten  Leon  Batista  Alberti.^) 
Zwar  giebt  Paciuolo  für  diesen  Aufenthalt  nur  die  allgemeine  Zeitbestim- 
mung: „unter  dem  Pontificat  Paul  11.^^)  an.  Da  aber  Alberti  in  den 
Jahren  1464 — 1470  in  Florenz  thätig  war,^)  so  bleiben  für  jenen  Aufent- 
halt Paciuolo 's  in  Bom  nur  die  Jahre  1470  und  1471  übrig. 

Noch  vor  1477^)  trat  Paciuolo  einem  Gelübde  gemäss  in  den  Fran- 
ziscanerorden  ein,  welchem  Orden  auch  zwei  seiner  Brüder  angehörten^) 
Wohl  durch  Verwendung  seiner  Ordensobern ^)  wurde  Paciuolo  im  October 
1477  zunächst  auf  ein  Jahr  als  Professor  der  Mathematik  {„ad  docendum 
arsmärioam^)  nach  Perugia  mit  30  Gulden  Gehalt  berufen,^)  welche  Stel- 


qtiarto  del  pontificato  del  sanctissimo  in      Und  jetzt  befinden  wir  uns  liier  in  Fe- 
Christo.  P.  Innocentio  odauo,  rugia  für  die  gleiche  WisseuBchaft  zu 

allgemeiner  Zufriedenheit  auf  Öffentliche 
Kosten  angestellt.  Und  immer  auf  Be- 
fehl unserer  ehrwürdigen  Prälaten,  haapt- 
ßächlich  des  sehr  ehrwürdigen  Paters, 
unseres  gegenwärtigen  Generals  Herrn 
-  Franz  Sansone  von  Brescia.  Im  Jahre 
unseres  Herrn  Jesu  Christi  1487,  im  vier- 
ten Jahre  des  Pontificats  Sr.  Heiligkeit 
Innocenz  VÜI. 

1)  Id  der  obenerwähnten  Eingabe  Paciuolo's  an  den  Dogen  von  Venedig. 

2)  Vergl.  den  8.  Theil  des  vorliegenden  Aufsatzes. 

3)  Vergl.  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

4)  Vergl.  Divina  1,  Bl.  29,  2. 

5)  Dies  wäre  der  Zeitraum  vom  30.  VIIL  1464  bis  26.  VU.  1471. 

6)  Die  von  demselben  in  Florenz  erbaute  Cappella  Rucelai  in  S.  Pancrazio 
trägt  die  Jahreszahl  1467,  und  die  Fa^ade  von  Sta.  Maria  Novella  die  Jahreszahl  1470. 

7)  Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  Paciuolo  die  Mönchskutte  anlegte,  sind 
bestimmt  einerseits  durch  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle,  andererseits 
durch  die  Annali  decemvirali,  in  welchen  Paciuolo  bei  seiner  Berufung  am  14.  X. 
1477  schon  als  Frater  Lucas  de  Burgo  aufgeführt  ist. 

8)  Vergl.  Divina  I,  ßl.  23,  2. 


9)  Annali  decemvirali  U.  X.  1477. 
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Inng  er  auch  im  November  antrat.  Schon  nnter  dem  11.  Januar  1478  wird 
Paciuolo  auf  seine  Bitte  eine  Aufbesserung  von  20  Gulden  bewilligt  mit 
der  Motiyirung:^)  ^ä  com  jam  kgisset  didam  artem  {arsmetricam  sm  geo- 
metricam)  per  duos  menses  et  optimam  de  se  escperientiam  ostentisset  et  mani- 
festo  appareat  ipsum  cum  tarn  ewüi  stipendio  vivere  nonposee^.  Auch  sonst 
sind  in  jenen  Annalen  ehrenvolle  Zeugnisse  des  jungen  Mathematikers  ent- 
halten. So  beschliesst  das  betreffende  Collegium  unter  dem  4.  VI.  1478, 
Paciuolo  auf  weitere  zwei  Jahre  anzustellen  und  zugleich  dessen  (behalt 
auf  60  Gulden  zu  erhöhen  mit  der  Motivirung:  „coneiderantes  d  necessi- 
totem  habere  siimlem  magistrum  doctum  et  expertum  ad  docendum  didam 
dodrmam  d  häbentes  respedum  sms  virtutibus  d  hemtaii  ae  moribus^.  Gleich 
im  ersten  Jahre  seines  Aufenthalts  in  Perugia  verfasste  Paciuolo  ein 
mathematisches  Werk,  das  er  den  Jünglingen  von  Perugia  widmete.  Von 
diesem  Werke  befindet  sich  ein  Manuscript  in  der  Vaticana,')  welches  die 
Widmung  trägt:  ,,Sui8  carissimis  disdpuMs  egregiis  darisctue  Juvembus  pervr 
sims  etc,  frater  Lucas  de  hurgo  etc.^  Wie  aus  dieser  Widmung  hervorgeht, 
ist  dieses  Werk  unzweifelhaft  identisch  mit  dem  ersten  der  in  obiger  bio- 
graphischen Stelle  erwähnten.  Nach  jenem  Codex  der  Vaticana  begann 
Paciuolo  die  Niederschrift  des  Textes  am  .12.  XII.  1477  und  beendete 
dieselbe  am  29.  IV.  1478.  Das  Werk  zeigt,  soviel  ich  aus  der  von  Bon- 
compagni  mitgetheilten  Inhaltsübersicht  ersehen  kann,  ziemlich  viel  Aehn- 
lichkeit  mit  dem  später  zu  besprechenden  Hauptwerke  Paciuolo 's ,  nur 
dass  y^nd  guale  non  con  tarda  copiosUa  se  trotte*.^)  Da  in  jenen  Annalen 
die  letzte  Anweisung  einer  Ausbezahlung  von  Gehalt  an  Paciuolo  vom 
7.  VI.  1480  datirt,  so  ist  sicher  anzunehmen,  dass  mit  diesem  Termine 
Paciuolo  jene  Stelle  verliess  und  sich  so  seine  erstmalige  Anstellung  in 
Perugia  vom  Novömber  1477  bis  Juni  1480  erstreckte.^) 

Der  Grund,  warum  Paciuolo  seine  Stellung  aufgab  und  bis  I.V. 
1486  überhaupt  jede  Lehrthätigkeit  ausgesetzt  zu  haben  scheint,  dürfte  wohl 
der  sein,  dass  Paciuolo,  sei  es  aus  eigenem  Antriebe,  sei  es  auf  Befehl 
seiner  Oberen,  sich  für  einige  Zeit  ausschliesslich  dem  Studium  der  Philo- 
sophie und  Theologie  widmen  wollte.  Denn  während  bis  zum  Jahr  1480 
in  den  Annali  decemvirali  Paciuolo  stets  nur  als  „frater  Lucas*  auf- 
geführt wird,  führt  er  in  jenen  Annalen  vom  Jahre  1486  an  den  Titel 
„Magister^;  ebenso  nennt  er  sich  in  der  Dedication  seines  Werkes  vom 
Jahre  1478  nur  „frater  Lucas",  während  er  in  seinen  späteren  Dedicationen 
seinem  Namen  immer  den  Titel  Professor  oder  Magister  der  heiligen  Theologie 

1)  Annali  decemvirali  11.  I.  1478. 

2)  Vergl.  Boncompagni^  BuUettino  XII,  S.  428—429. 

3)  Vergl.  die  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

4)  Wenn  Paciuolo  in  ^^Summa^'  1,  Bl.  98,  s  schreibt,  seine  erstmalige  An- 
stellung in  Perugia  habe  sich  von  1475  an  auf  drei  Jahre  erstreckt,  so  ist  hierfür 
anbedingt  1477  zu  lesen. 
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beisetzte )  Neben  seinen  Studien,  dieselben  vielleicht  eben  damit  verbin- 
dend, unternahm  Paciuolo  in  diesem  Zeitraum  auf  Befehl  seiner  Ordens- 
oberen ziemlich  ausgedehnte  Reisen.  So  finden  wir  ihn  im  Jahre  1481  in 
Zara,  woselbst  er  ein  mathematisches  Werk  verfasste;^)  auch  in  Florenz 
hielt  er  sich  in  dieser  Zeit  mehrfach  auf.') 

Unter  dem  14.  XII.  1487  wird  Paciuolo  wieder  auf  seinen  alten 
Lehrstuhl  „ad  docendum  ahicum"  nach  Perugia  berufen.  Am  1.  V.  1487 
begann  er  dort  seine  Vorlesungen,  welche  er  im  April  1488  schon  wieder 
schloss.^) 

Von  Perugia  kam  Paciuolo  nach  Rom,  von  seinen  Oberen  beauftragt 
mit  Dienstleistung  bei  Pietro  Valletari,  Bischof  von  Carpentrasso.  Dort 
verfertigte  er  eine  Sammlung  von  Modellen  der  fünf  regulttren  und  vieler 
davon  abgeleiteten  Körper^)  und  überreichte  im  April  1489^)  im  Palaste 
des  Cardinais  Giuliano  della  Rovere  (Monsignore  de  San  Pietro  in  vin- 
cula)^)  dem  Herzog  Guidobaldo  von  ürbino  eine  Collection  solcher  Mo- 
delle.^) Zugleich  wissen  wir  aus  einer  Stelle^)  der  „Summa'',  dass  Pa- 
ciuolo während  dieses  Aufenthalts  in  Rom  öffentlich  mathematische  Vor- 
lesungen (wohl  an  der  Sapienza)  hielt. 

An  einer  andern  Stelle ^^)  der  „Summa^  theilt  Paciuolo  mit,  dass  er 
früher  auch  am  Gymnasium  in  Neapel  als  Lehrer  der  Mathematik  thätig 
war.  Schon  Baldi  und  nach  ihm  Renazzi  etc.  lassen  diese  LehrthStig- 
keit  unmittelbar  auf  diejenige  in  Rom  folgen ,  obgleich  aus  jener  Stelle  der 
„Summa^  nur  hervorgeht,  dass  Paciuolo  überhaupt  vor  1494  in  Neapel 
Mathematik  vortrug. 

Zunttchst  möchte  ich  in  Bezug  auf  diese  Lehrthätigkeit  Paciuolo 's  in 
Neapel  feststellen,  dass  dieselbe  sich  über  einen  Zeitraum  von  drei  Jahren 
erstreckte. ^^)     Für  die  Annahme  nun,  dass  diese  Professur  etwa  in  die  Jahre 


1)  Vergl.  z.  B.  die  in  der  „ Summa*'  enthaltenen  Widmungen. 

2)  Vergl.  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

3)  Vergl.  ^^Snmma'^  I,  Bl.  93,  i  und  98,  2. 

4)  Vergl.  Annali  decemvirali  1487—88  und  ^^Summa^'  I,  Bl.  98,  2. 

ö)  Spater  („Divina"  I,  Bl.  28,  2)  erwähnt  Paciuolo  drei  von  ihm  selbst  ver- 
fertigte Collectionen  von  Modellen  regulärer  und  ddvon  abgeleiteter  Körper  von 
je  60  Stück,  welche  sich  in  Florenz,  Mailand  und  Venedig  befinden. 

6)  Renazzi  verlegt  dieses  Vorkommniss  wohl  durch  falsche  Auffassung  der 
Stelle  Summa  II,  Bl.  68,  2  in  das  Jahr  1484;  Brandaglia  folgt  demselben  und 
lässt  weiterhin  (ohne  Beweis)  Paciuolo  im  gleichen  Jahre  in  den  Franziskaner- 
orden  treten. 

7)  Spater  Papst  Julius  II.;  ihn  nennt  Paciuolo:  „noatro  protectore**. 

8)  Vergl.  „Summa"  II,  Bl.  68,  2. 

9)  Vergl.  „Summa''  11,  Bl.  74, 2. 

10)  Vergl.  „Summa'',  Dedicationsbrief  an  den  Herzog  von  ürbino. 

11)  Was  Boncompagni  als  unerwiesen  ansieht  Vergl.  Bull.  XII,  S.d94  Anm.  1. 
—  Pacinolo  theilt  aber  in  seinem  Tractat  über  Architektur  ausdrücklich  mit, 
dass  er  während  dreier  Jahre  in  Neapel  Euklid  erklarte.    Vergl.  Divina  I,  BV^j^.        t 
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1490 — 1493  fiel,  spricht  der  Umstand,  dass  Paciuolo  in  jener  biogra- 
phischen Stelle  vom  Jahre  1487^)  einen  Aufenthalt  in  Neapel  nicht  erw&hnt, 
wohl  aber  in  dem  seiner  „Summa^  im  Jahre  1494  vorangestellten  Briefe 
an  Guidobai do.  Dagegen  scheinen  jener  Annahme  einige  Notizen')  zu 
widersprechen,  nach  welchen  Paciuolo  sich  in  den  Jahren  1491  und  1493 
mehrfach  und  scheinbar  längere  Zeit  in  Borge  etc.  aufhielt.  Ebenso  könnte 
aus  einer  allerdings  ganz  ungenau  gefassten  Stelle  des  Tractats  über  Archi- 
tektur hervorgehen,  dass  vielleicht  jener  Aufenthalt  Paciuolo 's  in  Neapel 
schon  in  die  Jahre  1472 — 1475  zu  legen  wäre,^)  und  so  die  erste  öffent- 
liche Lehrthätigkeit  des  Letzteren^)  bilden  wttrde.  Eine  definitive  Entschei- 
dung der  Frage,  wann  Paciuolo  an  der  Universität  in  Neapel  wirkte, 
könnten  nur  an  Ort  und  Stelle  unternommene  archivalische  Nachforschungen 
ergeben. 

Schon  während  der  Zeit  seiner  zweiten  Professur  in  Perugia^)  hatte 
Paciuolo  begonnen,  die  Gesammtheit  seines  mathematischen  Wissens  in 
einem  grossen  Werke  niederzulegen.  Dieses  Werk  war  nun  in  der  Zwi- 
schenzeit fertig  geworden,  und  um  dasselbe  dem  Druck  zu  übergeben, 
siedelte  er  1494  nach  Venedig  über.  Dort  hatte  er  in  dem  venezianischen 
Patrizier  Marco  Sanuto,  dem  nenbestimmten  Pi*ätor  Berg omos  und  dem 
Landdekan  Isidor  Bagnuoli  mächtige  Förderer  des  Druckes;^)  zugleich 
wird  auch  der  gesetzliche  Schutz  gegen  Nachdruck ,  der  ihm  in  dem  damals 
noch  mächtigen  Staatswesen  in  Aussicht  stand,  mit  ein  Grund  zur  Wahl 
gerade  dieses  Ortes  für  den  Druck  seines  Werkes  gewesen  sein.  Die  enste 
Seite  dieses  Werkes  trägt  den  Titel:  „Summa  de  Arithmetica  Oeometria, 
Proportioni  et  Proportionalita.''  Der  Name  des  Verfassers  fehlt,  wie  meist 
bei  Incunabeln   auf  der  Titelseite,    auch   benennt  sich    im  ganzen  Werke 


1)  Vergl.  S.  86  des  vorliegenden  Aufsatzes. 

2)  Nach  Ordensacten  veröffentlicht  von  Pungileone  etc. 

3)  Nach  jener  Stelle  (Divina  I,  Bl.  30,  i)  befand  sich  nämlich  Paciuolo  in 
Neapel  zur  Zeit,  als:  „Lorenzo  der  Prächtige  anfing,  sich  an  Baukunst  zu  er- 
götzen, imd  dem  Künstler  Giuliano  da  Majano  seine  Entwürfe  mittheilte". 
Doch  giebt  Paciuolo  nicht  an,  in  welcher  Eigenschaft  er  sich  damals  in  Neapel 
befand;  ja  aus  jener  Stelle  könnte  die  Vermuthang  entstehen,  dass  derselbe  zu- 
nächst als  Kaufmann  nach  Neapel  kam. 

Ist  dieser  Aufenthalt  identisch  mit  dem  in  obigen  Stellen  erwähnten,  so 
können  für  denselben  nur  die  Jahre  1472/75  in  Betracht  kommen. 

4)  Vielleicht  kam  in  der  That  Paciuolo  zuerst  als  Kaufmann  nach  Neapel 
und  erklärte  zunächst  nur  privatim  dem  in  jenen  obigen  beiden  Stellen  erwähnten 
Condottiere  GamilloVitelli  den  Euklid,  um  erst  nach  einiger  Zeit  einen  öffent- 
lichen Lehrstuhl  zu  erhalten.  Wahrscheinlich  wäre  Paciuolo  dann  in  den  Jahren 
1476/76  in  den  Franziskanerorden  eingetreten. 

5)  Vergl.  ,,Summa"  I,  Bl.  67,  ?  und  98,  3 

6)  Vergl.  Schlusspassus  der  „  Summa *•. 
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Paciuolo  nie  mit  seinem  Familiennamen.^)  Die  zweite  Seite  trägt  die 
Widmung  des  ganzen  Werkes  mit  der  Ueberschrift:  „Magnifico  Patritio 
Veneto  Bergomi  pretori  designato .  D .  Marco  Sanuto  viro  in  omni  disciplina- 
mm  genere  peretissimo  Frater  Lucas  de  Burgo  Sancti  Sepulcri  ordinis  mi* 
nonun  et  inter  Sa.  Theo,  professores  minimus."  Ferner  befinden  sich  auf 
dieser  Seite  zwei  nicht  von  Paciuolo  herrührende  Epigramme,  ein  latei- 
nisches und  ein  italienisches ,  welch'  letzteres ,  was  üngelenkigkeit  der  Sprache 
anbelangt,  mit  dem  schlechten  Italienisch,  das  Paciuolo  schreibt,  wetteifert. 
Auf  der  dritten  Seite  beginnt  ein  Brief  Paciuolo 's  an  den  Fürsten  Guido* 
baldo,  Herzog  von  Urbino')  in  italienischer  Sprache,  an  welchen  sich  auf 
der  fünften  Seite  eine  Uebersetzung  desselben  ins  Lateinische  anschliesst. 
In  diesem  Briefe  erklärt  Paciuolo  zunächst  den  Zweck,  welchen  er  bei 
der  Herausgabe  des  Werkes  im  Auge  habe,  mit  den  Worten:  „Ich  habe 
hauptsächlich  zum  Gebrauche  und  zur  Freude  Derjenigen ,  welche  die  Tugend 
lieben,  dieses  Werk  nach  meinem  geringen  Verstände  verfassi  In  dem 
selben  habe  ich  viele  verschiedene  und  sehr  nützliche  Theile  der  Arithmetik, 
Geometrie,  Verhältniss-  und  Proportionslehre  mit  Allem,  was  zu  ihrer  An- 
wendung nöthig  ist,  mit  festen  Regeln  und  vorzüglichen  Anleitungen,  sowie 
mit  der  Begründung  jeder  Operation ,  sowohl  nach  den  alten ,  als  auch  nach 
den  neueren,  zusammengetragen.  Deshalb  trägt  das  Buch  nicht  mit  Unrecht 
den  Titel:  Das  Ganze  der  Arithmetik,  Geometrie,  Verhältniss-  und  Propor- 
tionslebre.  Meine  Hauptabsiebt  bei  diesem  Werke  war,  wie  man  aus  seiner 
Anordnung  leicht  ersieht,  genau  das  Verfahren  {praxim)  in  jenen  Wissens- 
zweigen anzugeben.^  Den  Hauptinhalt  dieses  Briefes  bildet  jedoch  der 
Nachweis,  wie  Mathematik  als  Wissenschaft  von  Maass  und  Zahl  zu  allen 
übrigen  Wissenschaften  nöthig  sei.^)  Auf  diesen  Brief  folgen  zwei  Inhalts- 
übersichten, worauf  die  eigentliche  Abhandlung  und  damit  auch  die  Num- 
merirung  der  einzelnen  Blätter^)  ihren  Anfang  nimmt.  Das  Werk  selbst 
zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste  behandelt  die  Arithmetik  und  Algebra, 
der  zweite  die  Geometrie.  Der  erste  Theil,  welcher  eine  specielle  Widmung 
an  den  Herzog  Guidobaldo  trägt,  umfasst  224  Blätter,  der  zweite  76 
Blätter,  welche  besonders  nummerirt  sind.^)  Das  ganze  Werk ,  das  im  Ver- 
lag von  Paganino  dePaganini  erschien,  schliesst  mit  den  Worten :  „Im 


1)  Hierdurch  wurde  Kästner  veranlaBst,  in  dem  Verfasser  der  „Summa** 
einen  Bruder  des  Verfassers  der  „Divina**  zusehen,  während  doch  Paciuolo  sich 
in  seiner  „Divina"  mehrfach  auf  seine  „Summa**  bezieht.  Vergl.  z.B.  Divina  I, 
AH,  1,  2;  21,2  und  32,2. 

2)  Der  letzte  Spross  des  Hauses  Monte feltre,  gest.  1608. 

8)  nee  a  hriUis  ahest  quincunque  perperam  (fehlerhaft)  numeraverit :  Isid, 
Etym. 

4)  Da  nur  die  einzelnen  Blätter  Nummern  tragen,  citire  ich  stet«  noch  die 
betreffende  Seite. 

6)  Ich  citire  die  Algebra  als  „Summa  I**,  die  Geometrie  als  „SuoimaJI**.         ^ 
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Jahre  des  Heils  1494,  am  10.  November,  unter  der  glttcklichen  Regierung 
des  Dogen  und  gestrengen  Herrn  von  Venedig  Augustino  Barbadico, 
gab  der  Bruder  des  Minoritenordens  Lucas  aus  Burgo  San  Sepolcro,  ge- 
ringer Professor  der  heiligen  Theologie,  mit  seinem  schwachen  Verstände,  aas 
Mitleid  mit  den  Unwissenden  dieses  Lehrbuch  der  gesammten  Arithmetik,  Geo- 
metrie, Verhältniss-  und  Proportionslehre  heraus;  und  indem  er  den  Druckern 
Tag  und  Nacht  beistand ,  hat  er  das  Vorgelegte  mit  eigener  Hand  corrigirt." 
Von  diesem  Werke  existirt  noch  eine  zweite  Ausgabe  vom  Jahre  1523, 
welche  einen  einfachen  Wiederabdruck  der  ersten  Ausgabe  darstellt.  Dieser 
Neudruck  wurde  von  dem  in  der  Zwischenzeit  nach  Toscolano  am  Gardasee 
übergesiedelten  Heransgeber  des  ersten  Druckes  veranstaltet^) 

Mit  dem  Jahre  1496  kam  Paciuolo  nach  Mailand.^)  Dort  versam- 
melte der  Herzog  Ludwig  il  Moro  Sforza,  nachdem  er  1494  seinen 
minderjährigen  Neffen  aus  dem  Wege  geräumt  hatte,  einen  grossen  Kreis 
von  Gelehrten,  Künstlern  und  tüchtigen  Truppenführern  an  seinem  Hofe, 
unter  diesen  berief  er  auch  auf  den  von  ihm  neugegründeten  Lehrstuhl  der 
Mathematik  unsern  Magister  Lucas.  In  Mailand  erwarb  sich  Paciuolo 
hauptsächlich  durch  seine  Euklid -Vorlesungen^)  einen  grossen  Zuhörerkreis, 
welcher  ihn  auch  bewog,^)  sich  an  eine  üebersetzung  Euklid's  nach  der 
lateinischen  Ausgabe  von  Campanus  zu  machen.  Zugleich  mit  ihm  an 
Moro 's  Hof  befand  sich  das  Universalgenie  eines  Leonardo  da  Vinci. 
Die  Bekanntschaft,  welche  auf  solche  Weise  Paciuolo  mit  Leonardo 
machte,  war  bestimmend  auf  den  Vorwurf  und  die  ganze  Anlage  des  von 
Paciulo  in  der  Zeit  seines  Mailänder  Aufenthalts  verfassten  Werkes ;  dem 
er  den  Titel  „Divina  Proportione"  gab.  Zu  dem  Manuscripte*)  desselben, 
das  er  dem  Herzog  dedicjrte,  lieferte  Leonardo 's  Meisterhand  die  Zeich- 
nungen.^) Doch  nur  kurz  dauerte  Moro's  Herrschaft  Schon  im  Jahre 
1499  vertrieben  die  Franzosen  denselben,  und  hierbei  ging  jenes  Manuscript 
verloren,^)   d.  h.  es  fiel  wahrscheinlich  in  die  Hände  der  Feinde,  von  wel- 


1)  Beide  Ausgaben  sind  heute  sehr  selten;  so  besitzt  weder  die  Stuttgarter, 
noch  die  Tübinger  Bibliothek  eine  derselben.  Mir  selbst  stand  durch  das  schon 
erwähnte  Entgegenkommen  des  Herrn  Privatdocenten  Dr.  Jaeger  die  zweite  Aus- 
gabe zu  Gebote. 

2)  Vergl  „Divina'^  1,  Bl.  28,  2  und  den  Widmungsbrief  der  Divina  an  Ludwig 
Sforza. 

3)  In  der  Einleitung  zur  „Divina"  Bl.  3,  i  sagt  Paciuolo  in  Bezug  auf  die- 
selben: „IfUerponendo  sempre  a  aua  (d.  h.  Euklid 's)  theorica  ancora  la  pratica 

4)  Vergl.  den  Dedicationsbrief  der  üivina  an  Soderini. 

5)  Dasselbe  soll  sich  heute  in  der  öffentlichen  Bibliothek  zu  Genf  befinden. 

6)  Nach  „De  viribm  qwmtüatis'',  Bl.  287,  scheint  Paciuolo  die  Originale 
für  sich  behalten  zu  haben. 

7)  Vergl.  den  Dedicationsbrief  der  „Divina"  an  Soderini.      ^  j 
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chen  es  Pietro  Soderini^)  sich  erwarb.  Im  gleichen  Jahre  1499  siedelte 
auch  Paciuolo  f^per  diversi  sttccessi'^,  wie  er  sich  ausdrückt,  mit  Leo. 
nardo  zusammen  nach  Florenz  über. 

Hierher  war  damals  die  Hochschule  des  unterworfenen  Pisa  verlegt, 
und  eben  im  ersten  Jahrzehnt  des  16.  Jahrhunderts  tobte  frisch  entfacht  der 
alte  blutige  Kampf  zwischen  Florenz  und  Pisa.  Auch  sonst  war  das  Ge- 
meinwesen von  Florenz  in  grosser  Verwirrung.  Das  Drama  eines  Savona. 
rola  hatte  eben  (1498)  ausgespielt,  und  während  die  vertriebenen  Mediceer 
Alles  aufboten,  um  wieder  zurückkehren  zu  können,  fristete  unter  dem 
lebenslänglichen  Gonfaliere  Pietro  Soderini  die  Bepnblik  ihr  schwer- 
bedrängtes Dasein.  Dass  die  Unruhe  solcher  Zeiten  auch  die  Lehranstalten 
von  Florenz  beeinflusste,  ist  klar;  und  wenn  nun  eben  im  Jahre  1500 
Paciuolo  die  Professur  für  Mathematik  an  der  Pisaner  und  Florentiner 
Hochschule  übertragen  wurde,  so  müssen  wir  uns  auf  Unregelmässigkeiten 
in  seiner  Lehrthätigkeit  gefasst  machen.  So  hat  nach  Sotii')  Paciuolo 
im  Jahre  1500  auch  an  der  Universität  von  Perugia  gelesen.^  In  den  Pro- 
fessorenverzeichnissen der  Pisaner  Hochschule  fQhrt  Fabroni  unter  den 
„physicae  magistri^  als  ersten  mit  dem  Titel  „Mathematica^)  F.  Lucas  a 
Borge«  auf,  und  zwar  für  die  Jahre  1500,  1501,  1502,  1504  und  1505. 
Für  das  Jahr  1503  nennt  er  überhaupt  keine  Namen,  sondern  setzt  die 
Bemerkung  bei:  n^on  legerunt  vacante  assignamentum  Pontificis.'^  Doch 
ist  nach  Fabroni 's  eigenem  Urtheil^)  Paciuolo  mehr  zu  den  Professoren 
der  Florentiner  als  denen  der  Pisaner  Hochschule  zu  rechnen«  Auch  aus 
den  von  Boncompagni  beigebrachten  Actenauszügen  geht  hervor,  dass 
Paciuolo  in  der  That  in  jener  eigenthümlichen  Doppelstellung  von  1500 
bis  1506  in  Florenz  Mathematik  las.^)  In  diesen  Zeitraum  fällt  auch  die 
Professur  Paciuolo's  an  der  Universität  zu  Bologna.^)  Auf  dem  Papier, 
wie  man  heutzutage  sagen  würde,  verblieb  für  das  Schuljahr  1501/2  Pa» 
ciuolo  in  seiner  Florentiner  Stellung;  doch  dürfte  die  Zahl  der  Studiren- 
den  so  gering  gewesen  sein,  dass  er,   ohne   förmlich  aus  dem  schon  sehr 


1)  Pietro  Soderini  war  nach  Savonarola's  Tod  im  Jahre  1498  zum 
lebenelänglichen  Gonfaliere  der  Bepublik  Florenz  gewählt  worden,  dankte  jedoch 
schon  1612  wieder  ab. 

2)  Vergl.  Vermiglioli. 

3)  Ein  ähnlicher  Fall,  wie  der  später  näher  besprochene  mit  Bologna.  Bei 
Boncompagni  liegt  mit  Bezug  auf  diese  Peruginer  Professur  ein  Druckfehler  vor. 
In  der  Anmerkxmg  4  zu  S.  407  seines  Bullettino  XII  ist  wohl  das  Datum  3.  XI.  1600 
aufgeführt,  aber  der  betreffende  Auszug  S.  437  trägt  das  Datum  des  8.  XI.  1610. 

4)  Vergl.  Fabroni  etc.,  Bd.  I  S.  96. 

6)  Ein  weiterer  Beweis,  dass  Paciuolo  sich  in  dieser  Zeit  in  Florenz  auf- 
hielt, liegt  darin,  dass  derselbe  im  Jahre  1606  dem  Kloster  zum  heiligen  Kreuz 
in  Florenz  incorporirt  wurde.  Vergl.  den  von  Boncompagni  S.  411  mitgetheil- 
ten  Auszug  aus  Ordensacten. 

6)  VergL  hierzu  Gherardi. 
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gelockerten  Verbände^)  der  Studienanstalten  in  Florenz  auszuscheiden,  in 
der  Lage  war,  einem  Rufe  auf  den  Lehrstuhl  „ad  mathematicam^  in  Bologna 
Folge  zu  leisten.  Diesen  Lehrstuhl  hatte  Paciuolo  jedoch  eben  nur  für 
das  Studienjahr  1501/2  inne.  Vielleicht  waren  die  Florentiner  Behörden 
aus  dem  oder  jenem  Orunde  nicht  mehr  geneigt,  eine  solche  Zwitterpro- 
fessur ihrerseits  fernerhin  zu  dulden,  oder  Paciuolo  fühlte,  nicht  der  Mann 
zu  sein,  den  ersten  mathematischen  Lehrstuhl  einer  Hochschule  einzu- 
nehmen, deren  zweiten  der  ihn  weit  überragende  Scipio  Ferro  innehatte. 
Jedenfalls  kehrte  Paciuolo  im  Jahre  1503  in  seinen  Florentiner  Wirkungs 
kreis  zurück,^)  an  den  ihn  das  freundschaftliche  Verbältniss  fesselte,  in 
welchem  er  zu  Pietro  Soderini  stand.^)  Während  dieses  seines  Aufent- 
halts in  Florenz  wurde  Paciuolo  auch  durch  die  Generalcomitien  seines 
Ordens  zum  Provinzial  der  Romania  erwfthlt.^) 

Von  Florenz^)  siedelte  Paciuolo  zum  dritten  Male  nach  Venedig  über. 
Hier  las  er  öffentlich  über  das  fünfte  Buch  Euklid 's  und  leitete  diese  Vor- 
lesung am  11.  August  1608  feierlich  mit  einem  Vortrag  in  der  Bartolo- 
mäuskirche  ein.^)  Doch  lag  der  Grund  dieser  üebersiedelung  nicht  darin, 
dass  Paciuolo  in  Venedig  einen  neuen  Wirkungskreis  seiner  Lehrthfttig- 
keit  suchte  und  erhielt,  sondern  er  wollte  vielmehr  in  derselben  Officin, 
aus  welcher  seine  „Summa^  hervorging,  zwei  in  der  Zwischenzeit  verfasste 
Werke  dem  Drucke  übergeben. 

Das  erste  dieser  Werke  ist  die  schon  erwähnte  üebersetzung  Euklid's; 
dieselbe  ist  heute  vielleicht  die  seltenste  aller  Euklid -Ausgaben.  Da  ich 
sie  nicht  zu  Händen  bekommen  konnte,  so  beschränke  ich  mich  darauf,  in 
Folgendem  nur  ihren  ausführlichen  Titel,  sowie  die  Schlussworte  nach 
Riccardi's    „Biblioteca   matematica  italiana"   zu  geben:    „Euclidis  mega- 


1)  So  verblieben  hauptsächlich  infolge  von  finanziellen  Schwierigkeiten,  mit 
welchen  die  Republik  zu  kämpfen  hatte,  im  Jahre  1&03  ausser  Paciuolo  nur  die 
Professoreu  der  schönen  Wissenschaften  in  Florenz  zurück.  Vergl.  Prezziner« 
Storia  del  pubblico  studio  etc.  di  Firenze.    Firenze  1810.    S.  192. 

8)  So  ist  in  einem  Manascripte  des  Arcbivio  di  Stato  von  Florenz  eine  vom 
30.  VnL  1604  datirte  Verrechnung  enthalten,  nach  welcher  Paciuolo  fSr  Modelle 
stereometrischer  Körper,  die  er  der  Signoria  fiberreichte,  L.  68,  9  erhielt.  Vergl. 
fioncompagni. 

3)  Vergl.  Dedicationsbrief  der  „Divina**  an  Soderini. 

4)  Vergl.  Pungileoni. 

6)  Die  Annahme  Thauaing's  in  seiner  Biographie  Albrecht  Dfirer^s,  es  sei 
Paciuolo  der  Lehrer  gewesen,  zu  welchem  sich  Dürer  Ende  1606  nach  Bologna 
begab,  um  Unterricht  in  der  Perspective  zu  nehmen,  ist  daher  unrichtig. 

6)  Vergl.  Paciuolo 's  Euklid -Ausgabe,  Bl.  31,  i:  „Cum  ego  Lucas  Paciolus 
etc,  quintum  EucUdis  proßeri  solemnüer  caepi  praefatione  hoc  prius  habiia" 
Hierbei  kann  es  Paciuolo  sich  nicht  versagen,  die  grosse  Zahl  berühmter  Per- 
sönlichkeiten, welche  jenem  Vortrage  anwohnten,  namentlich  aufzuzählen  and  mit 
den  Worten  zu  schliessen:  „Aliique  plurimi  quorum  nomina  sigillaUm  referre  ad 
quifigentos  et  amplim  operosum  nimia  foret  florem  tcmtum  hominuuh  decerpsi,'* 
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rensis^)  philosophi  acntissimi  mathematiconimque  omnium  sine  controuersia 
priDcipis  opera  a  Campano  interprete  fidissimo  tralata  Qne  cum  antea  librariornm 
detestanda  culpa  mendis  fedissimis  adeo  deformia  essent:  vt  vix  Euclidem 
ipsum  agnosceremus.  Lucas  paciolus  theologus  insignis:  altissima,  Mathe- 
maticarum  disciplinarum  scientia  rarissimus  iudicio  castigatissimo  detersit: 
emendauit.^ 

ffFiguras  centwm  H  vndärigifUa  que  in  älijs  codiäbtis  inverse  et  de- 
formate  erant:  ad  rectam  syrnmetriam  condnauü:  et  müUas  necessarias 
addidit.  Eu/ndem  quoque  plurimis  locis  intdlectu  diffidlem  commentariolis 
sane  loculentis  et  ensditiss.  aperuü:  enarrauit:  ülustrauit.  Adhec  vt  elimatior 
exiret  Scipio  vegius  mediol,  vir  vtraqueUngua:  artemedica:  sublimioribusque 
studijs  darissimas  düigentiam:  et  censuram  stuzm  prestitU. 

Anno  redemptionis  no8tre,MDVIII.Jclen,XI.Junii,^ 

Wieviel  Fleiss  Paciuolo  auf  diese  Euklid -Ausgabe  verwandte  und 
welche  Bedeutung  er  ihr  beiniisst,  geht  auch  aus  obenerwähntem  Bittgesuch 
an  den  Dogen  hervor.  In  demselben  stellt  er  seine  Ausgabe  derjenigen 
gegenüber,  welche  „Erhardus  Ratold  Augustensis"  ebenfalls  nach 
Campanus  im  Jahre  1482  veranstaltete.  Paciuolo  nennt  das  von  Ra- 
told gedruckte  Werk:  „vielfach  unrichtig^. 

Das  zweite  jener  Werke  ist  die  durch  einige  Anhänge  vermehrte,  schon 
oben  erwähnte  „Divina  proportione".  Dieselbe  trägt  auf  der  ersten  Seit« 
als  vollständigen  Titel  (italienisch) :  „Das  göttliche  Verhältniss.')  Ein  Werk, 
das  allen  scharfsinnigen  und  wissbegierigen  Geistern  nöthig  ist,  und  woraus 
Jeder,  der  sich  mit  Philosophie,  Perspective,  Malerei,  Bildhauerei,  Baukunst, 
Musik  oder  anderen  mathematischen  Disciplinen  beschäftigt,  eine  angenehme, 
scharfsinnige  und  bewunderungswürdige  Wissenschaft  sich  erwerben  und  sich 
mit  verschiedenen  Fragen  geheimsten  Wissens  ergötzen  wird."  Auf  der 
zweiten  Seite  stehen  einige  Epigramme,  und  weiterhin  folgen  auf  Seite  3 
und  4  zwei  Briefe.  Der  erste  trägt  die  üeberschrift :  „Excellentissimo  Rei- 
publicae  Florentinae  principi  perpetuo  D.  Petro  Soderino  frater  Lucas  Pa- 
tiolus  Bnrgensis  Minoritanus  et  sacrae  Theologiae  professor.^  In  demselben 
widmet  Paciuolo  das  ganze  Werk  dem  lebenslänglichen  Gonfaliere  der 
Republik  Florenz  Petrus  Soderinus.  Weiterhin  spricht  Paciuolo  von 
sieh,  seinen  mathematischen  Studien,  seiner  Euklid  -  Ausgabe  und  seinem 
vorliegenden  Werke,  sowie  von  der  Mitarbeiterschaft  Leonardo  da  Vinci 's 
an  demselben.  Der  Brief  ist  datirt:  Venedig,  den  9.  VI.  1509.  Im  zweiten 
Briefe  lobt  ein  Freund  Paciuolo's,  Daniel  Cajetan,  das  Werk  und 
dessen  Verfasser.  Das  nächste  Blatt  trägt  ein  Verzeichniss  der  zur  „Divina" 
im  engeren  Sinne  gehörigen  Figuren  tafeln.  Hierauf  beginnt  diese  Abhand- 
lung selbst  und  zwar  allem  Anscheine  nach  genau  nach  dem  obenerwähnten 


1)  Eine  schon  im  Alterthum  auftretende  Verwechslung. 

2)  Heute  bekannt  unter  dem  Namen:  „Der  goldene  Schnitt'* 
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Mailänder  Manuscripte.  Dementsprechend  trftgt  das  folgende  eingehende 
Inhaltsyerzeichniss  dieses  ersten  Theils,  dessen  Titel  zugleich  Haupttitel  des 
ganzen  Sammelwerkes  wnrde,  die  üeberschrifk:  „üebersichtstafel  des  Yor- 
liegenden  Werkes  eines  sehr  nützlichen  Compendiums  über  die  Divina  pro- 
portione,  ausgewählt  aus  den  mathematischen  Disciplinen  und  zusammen- 
gestellt von  dem  ehrwürdigen  Pater  und  Professor  der  heiligen  Theologie 
Magister  Lucas  Paciuolo  etc.,  und  dem  ausgezeichnetsten  und  mächtigsten 
Fürsten  Ludwig  Moro  Sforza  etc.  gewidmet."  Auf  dieses  Verzeichniss  folgt 
ein  Brief  Paciuolo's  an  Ludwig  Sforza,  welcher  das  Datum  des  9.  II. 
1498  trägt  und  in  welchem  hauptsächlich  die  damals  am  Mailänder  Hofe 
verkehrenden  berühmten  Persönlichkeiten  aufgezählt  werden.  Erst  mit  diesem 
Briefe  beginnt  die  Nummerirung  der  einzelnen  Blätter.  In  der  nun  be- 
ginnenden Abhandlung  selbst  wird  neben  einer  ausführlichen  Besprechnng 
der  Eigenschaften  einer  stetig  getheilten  Zahl  oder  Strecke  hauptsächlich 
die  Construction  etc.  regulärer  und  davon  abgeleiteter  Körper  gelehrt.  Auf 
Blatt  23  endigt  diese  eigentliche  , Divina  proportione*'  mit  den  Worten: 
„Finis  adi  14.  decembre  in  Müano  nd  nostro  älmo  convento  MCCCCXCVII." 
Hieran  schliesst  sich  unmittelbar  eine  Abhandlung  Paciuolo 's  über  Archi- 
tektur,^) welche  keinen  besonderen  Titel  trägt,  sondern  sogleich  mit  einem 
Briefe  Paciuolo 's  an  einige  seiner  Schüler  beginnt,  worin  er  diesen  mit- 
theilt, dass  er  vorerst  ihren  Bitten  um  ein  Werk  über  Architektur^  im 
Folgenden  nur  zum  Theil  entsprechen  könne,  sich  aber  die  vollständige 
Erfüllung  dieser  Bitte  auf  später  vorbehalte.  Dieser  einleitende  Brief  trfigt 
das  Datum  des  I.V.  1509,  die  ganze  Abhandlung  am  Schlüsse  (auf  Bl.  33) 
das  Datum  des  1.  VI.  1509.  Dieselbe  ist,  abgesehen  von  einer  grossen 
Zahl  eingestreuter  zeitgeschichtlicher  Notizen,  fast  vollständig  dem  Vitruv 
entnommen.  Nun  folgt,  getrennt  durch  ein  leeres  Blatt,  ein  Werk  mit  dem 
Titel:  „Libellus  in  tres  partiales  tractatus  divisus  quinque  corporum  regn- 
larium  et  dependentium  active  perscrutationis  D.  Petro  Soderino  principi 
perpetuo  populi  florentini  a  M.  Luca  Paciolo  Burgense  Minoritano  particu- 
lariter  dicatus  feliciter  incipit  etc."  In  diesem  Libellus  behandelt  Paciuolo 
hauptsächlich  vermittelst  Anwendung  von  Algebra  die  regulären  und  viele 
davon  abgeleitete  Körper;  derselbe  umfasst27  besonders  nummerirte  Blätter') 
und  trägt  ebenfalls  das  Schlussdatum  des  1.  VI.  1509.  Hierauf  folgen  die 
dem  gesammten  Werke  zugehörigen  Figurentafeln,  und  zwar  zunächst  eine 
Tafel  mit  der  ümrisszeichnung  eines  menschlichen  Kopfes/)  sodann  23 
Tafeln,  welche  die  Construction  der  einzelnen  grossen  lateinischen  Buch- 


1)  Der  Bogenante  „Tractat  über  Architektur",  wie  Paciuolo  diesen  Abschnitt 
im  Inhaltsverzeichniss  benennt. 

2)  „Alcuna  norma  e  modo  apoter  conseqiUre  el  vostro  disiato  effecto  de  Varciki' 
tectwra/' 

3)  Ich  citire  deshalb  entweder  „Divina  T*  oder  „Divina  11". 

4)  Zum  Tractat  über  Architektur  gehörig. 
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Stäben  mit  kurzem  Texte  YorfÜhren;  durch  dieselben  will  Pacinolo  zeigen, 
wie  man  jene  Buchstaben  nur  mit  Zirkel  and  Lineal  herstellen  kann.  Drei 
weitere  Tafeln  erläutera  einzelne  im  Tractat  über  Architektur  behandelte 
architektonische  Glieder.  Die  nun  folgenden  59^)  Tafeln  gehören  zur  eigent- 
lichen „Divina";  dieselben  rühren  von  Leonardo  da  Vinci's  Hand  her 
and  zeigen  in  theilweise  geradezu  vorzüglichen  perspectivischen  Darstellungen 
die  regulären  und  viele  davon  abgeleitete  Körper,  sowie  einige  Prismen, 
Pyramiden  etc.')  Das  Schlussblatt  bietet  eine  Zeichnung,  welche  die  Ein- 
leitung der  Verhältnisse  und  Proportionen  in  Form  eines  Baumes  wieder- 
giebt;  diese  Tafel  ist  auch  schon  in  der  ^Summa''  enthalten.^) 

Pacinolo,  der  nun  jedenfalls  das  60.  Jahr  überschritten  hatte  — 
schreibt  er  doch  in  dem  Widmungsbriefe  der  „ Divina '^  an  S oderin i  von 
sich  selbst:  y^indinafde  jam  adate  mca"*)  — ,  scheint  sich  wieder  seiner 
alten  Heimstätte  Perugia  zugewandt  zu  haben,  wenigstens  wurde  er  nach 
den  „Annali  decemvirali^^)  im  November  1510  auf  ein  Jahr  „ocl  docentum 
dbhicum^  nach  Perugia  berufen.  Schon  vorher,  im  Februar  desselben  Jahres, 
war  er  mit  ehrenvollen  und  weitgehenden  Vorrechten  zum  Commissarius  seines 
Klosters  in  Borge  San  Sepolcro  ernannt  worden  ,^)  und  scheint  auch  der  Haupt« 
Sache  nach  wenigstens  von  1511  bis  1513  sich  dort  aufgehalten  zu  haben.^) 

Im  Jahre  1514  wurde  Pacinolo  unter  Papst  Leo  X.  als  Professor 
der  Mathematik  an  die  Sapienza  in  Rom  berufen,®)  welche  Hochschule  ge- 


1)  Nach  dem  Inhalteverzeichnisse  sollten  es  6t  sein. 

2)  Man  wird  nicht  fehl  gehen,  wenn  man  in  diesen  Tafeln  die  Abbildungen 
der  60  oben  (vergl.  S.  89  Note  5)  erwähnten  Modelle  sieht. 

.3)  Das  Exemplar  der  „Divina'',  das  ich  benutzte,  erhielt  ich  auf  der  Stutt- 
garter Staatsbibliothek. 

4)  Ebenso  schreibt  er  in  seinem  Werke  „De  viribus  quantitatis":  „Ma  ormai 
aproximandosi  de  mia  vita  Vültimi  giomi." 

5)  Da  Boncompagni  (Bullettino  XH,  8.437}  in  Bezug  auf  diese  Bestellung 
nicht,  wie  bei  den  anderen  Zahlungsanweisungen,  aus  den  „Annali  decemvirali" 
veröffentlicht,  so  ist  es  mir  nicht  über  allen  Zweifel  erhaben,  ob  Paciuolo  auch 
in  der  That  sein  Amt  antrat.  Jedenfalls  hatte  er  aber  dasselbe  nicht  länger  als 
ein  Jahr  inne. 

6)  Aus  Ordensacten  mitgetheilt  von  Pungileone  etc.  Doch  geht  aus  einem 
von  Boncompagni  (Bull.  XU,  S.  471)  mitgetheilten  Schriftstück  hervor,  dass 
schon  im  Jahre  1600  Paciuolo  in  Bezug  auf  das  Franziskanerkloster  in  Borgo 
gewisse  aufsichtsrechtliche  Functionen  inne  hatte;  in  jenem  Schriftstück  unter- 
schreibt er  sich  auch  als  Commissarius.  In  einer  früheren,  ebenfalls  von  Bon- 
compagni (S.  469)  mitgetheilten  Urkunde  vom  Jahre  1497  wird  Paciuolo 
„Guardian^  jenes  Klosters  genannt. 

7)  Hierfar  spricht  das  aus  Borgo  vom  21.  XI.  1611  datirte  Testament  Pa- 
cinoIo*s,  sowie  auch  der  von  Boncompagni  (Bull.  XÜ,  S.  414)  mitgetheilte 
Rechtsfall  vom  März  1612,  in  welchen  Paciuolo  verwickelt  war. 

8)  Im  Ruolo  des  Archigymnasiums  zu  Rom  vom  Jahre  1614  steht:  „In  Ma' 
thematica**,  „Flor.  120.  Magister  Lucas  de  Burgo  Ord.  Minor."  Vergl.  Gaetano 
und  Renazzi. 

Hist-Ht.  AbthlR.  d.  Zsittohr.  f.  Math.  n.  Phyt-  XXXIV,  3. 


Digözed  by  VjOOQIC 


98  Historisch -liierariscbe  Abtheilang. 


rade  unter  dem  Pontificat  jenes  hochgebildeten  und  kunstsinnigen  Mediceers 
in  ihrer  höchsten  Blüthe  stand.  Durch  diese  Berufung^)  gehört^  Pacinolo 
einem  Lehrkörper  an^  der  in  gewissem  Sinne  als  erster  der  ganzen  damaligen 
Christenheit  angesehen  werden  darf.  Doch  nicht  lange  sollte  er  seinen  neuen 
Katheder  inne  haben.  Bald  nach  1514  finden  wir  andere  Vertreter  der 
Mathematik  an  der  Sapienza,  und  da  auch  weitere  Notizen  etc.  über  Pa- 
ciuolo,  welche  ja  bisher  nicht  allzu  spärlich  flössen,  mit  dem  Jahre  1514 
aufhören,  so  darf  angenommen  werden,  dass  Paciuolo  nicht  lange  nach 
1514  starb. 

Auf  einen  Punkt  in  Paciuolo 's  Lebensgeschichte  muss  ich  noch  zu 
sprechen  kommen.  Vielfach^)  wird  in  der  einschlägigen  Literatur  auf  eine 
grosse  Orientreise  Paciuolo 's  hingewiesen,  welche  gerade  fdr  seine  mathe- 
matischen Studien  von  hoher  Bedeutung  gewesen  sein  soll.  Dabei  wird  die 
Frage,  ob  Paciuolo  auch  arabisch  verstand,  meist  als  eine  offene  behan- 
delt^) Dass  diese  letztere  Frage  entschieden  zu  verneinen  ist,  geht  schon 
aus  den  beiden  Stellen  der  „ Summa'' ^)  hervor,  in  denen  Paciuolo  die 
Worte  El  catajm,  sowie  Algebra  und  Almucabula  übersetzt;  in  letzterer 
Stelle  sagt  er,  jene  beiden  Worte  seien  entweder  arabisch  oder  chaldäisch. 
In  Beziehung  auf  Pacinolo's  Orientreise  aber  komme  ich  zu  dem  Ergeb- 
nisse, dass  hier  eine  eigenthümliche  Verwechselung  Paoiuolo's  mit  Leo- 
nardo Pisano  vorliegt,  indem  die  mittelbaren  Beziehungen,  in  welchen 
Paciuolo  eben  durch  Leonardo  Pisano  zu  arabischen  Quellen  stand, 
sich   in  der  Tradition   allmälig  in  unmittelbare  Beziehungen  verwandelten. 

Hierfür  spricht  zunächst,  dass  Baldi  von  einer  solchen  Beise  nichts 
weiss,  sondern  eben  auf  Leonardo  Pisano  als  Vermittler  hinweist.  Auch 
indirect  lässt  sich  aus  dem  Inhalt  der  Werke  Paciuolo 's  der  Beweis  eines 
unmittelbaren  Verkehrs  ihres  Verfassers  mit  orientalischen  Gelehrten  nicht 
erbringen,  denn  wo  immer  seine  Kenntnisse  auf  arabischen  Ursprung  hin- 
weisen ^  kann  stets  die  Möglichkeit  einer  Vermittelung  durch  Leonardo 
Pisano  gezeigt  werden.  Hätte  aber  in  der  That  eine  Orientreise  für 
Paciuolo  die  fundamentale  Bedeutung  gehabt,  welche  jene  Tradition  ihr 
zuschreibt,  so  hätte  derselbe  in  der  oben  mitgetheilten  biographischen  Stelle 
diese  Reise  doch  ausdrücklich  erwähnen  müssen  und  nicht  blos  mit  den 
Worten:  „per  diversi  paesi  ce  convemUo  andare  perigrinando*^  abfertigen 
können;  zudem  geht  aus  jener  Stelle  hervor,  dass  es  sich  hierbei  um  Reisen 
im  Auftrage  seiner  Ordensoberen  handelte.  Wenn  ich  nun  auch  sonst  in 
den  Werken  Paciuolo 's  nirgends  eine  Andeutung  einer  Orientreise  finden 
konnte  y  so  darf  wohl  als  eine  der  sichersten  Thatsachen  aus  dessen  Leben 


1)  Baldi,  Libri  etc.  wissen  von  dieser  zweiten  öffentlichen  Lehrtbätigkeit 
Pacinolo*8  in  Rom  nichts. 

2)  Vergl.  Fabroni,  Montferrier,  Montuola,  Bossut,  Brandaglia  etc. 

3)  Vergl.  auch  Jaeger,  Lucas  Paciuoli,  S.  XHI. 

4)  Vergl.  „Summa"  I,  Bl.  98,  a  und  144,  i.  r^  T 
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die  gelten,  dass  er  sich  seine  mathematischen  Kenntnisse  nicht  aaf  dem- 
selben Wege  wie  Leonardo  Pisano  erwarb.  Hierbei  ist  noch  in  Betracht 
zn  ziehen,  dass  zn  jener  Zeit,  in  welcher  Pacinolo  den  Orient  besucht 
haben  soll ,  die  mathematischen  Wissenschaften  dort  nicht  in  so  hoher  Blüthe 
standen  wie  damals,  als  der  grosse  Pisaner  seine  Schätze  sammelte;  im 
Oegentheil,  gerade  um  die  Wende  des  15.  Jahrhunderts  lag  ja  im  Orient 
die  Mathematik  in  tiefem  Verfalle. 

Von  den  Werken  Pacinolo 's  habe  ich  bisher  nur  diejenigen  drei, 
welche  im  Druck  erschienen  sind  und  dadurch  in  der  oder  jener  Weise  auf 
Paciuolo's  Lebensgang  bestimmend  einwirkten,  schon  oben  ausführlich 
besprochen.  Li  Bezug  auf  weitere  von  ihm  verfasste  Werke  erwähnte 
Paciuolo  zunächst  in  jener  biographischen  Stelle  vier  Schriften  haupt- 
sächlich arithmetischen  Inhalts,  von  welchen  er  jedoch  nur  drei  speciell 
aufzählt.  Diese  Schriften  erschienen  jedenfalls  nicht  im  Drucke;  vielmehr 
vermnthe  ich,  dass  Paciuolo  ihren  Inhalt  zum  grössten  Theile  in  seine 
n Summa"  aufnahm,  welche  Ansicht  manche  Eigenthümlichkeit  jenes  Werkes 
erklären  würde. ^)  Dass  aber  für  Paciuolo  ein  Werk  auch  als  Manuscript 
mit  seinen  Widmungen  u.  s.  w.  etwas  unveränderliches  war  und  deshalb 
ganz  gut  so,  wie  es  in  jener  Stelle  geschieht,  citirt  werden  konnte,  erhellt 
ans  dem  1509  ganz  unverändert  erfolgten  Abdruck  des  Manuscripts  der 
„Divina"  vom  Jahre  1497,  wobei  ja,  was  die  Widmung  u.  s.  w.  anbetriflPk, 
sehr  viel  Grund  vorhanden  gewesen  wäre,  Manches  zu  ändern.  Von  jenen 
vier  Werken  hat  sich,  wie.  es  scheint,  bis  heute  nur  das  den  Jünglingen 
von  Perugia  gewidmete  erhalten;  wenigstens  ist  nur  von  diesem  ein  Manu- 
script bekannt,  auf  welches  ich  schon  oben  zu  sprechen  kam.^)  Was  noch 
zwei  weitere  Werke  ^)  Paciuolo 's  anbetrifft,  so  hat  sich  von  dem  einen 
ein  Manuscript,  von  dem  andern  wenigstens  der  Titel  erhalten.  Jenes 
Manuscript  befindet  sich  in  der  Universitätsbibliothek  in  Bologna  und  trägt 
den  Titel:  „De  viribus  quantitatis";  Paciuolo  erwähnt  dasselbe  auch  unter 
eben  diesem  Titel ^)  in  seiner  Eingabe  an  den  Dogen.  Die  Auszüge,^)  welche 
Boncompagni  von  diesem  Werke  veröffentlicht,  sind  leider  so  dürftig, 
dass  es  mir  vorläufig  unmöglich  ist,  Bestimmteres  über  dasselbe  mitzn- 
tbeilen.^)     Das  zweite  jener  Werke,  der  „Tractat  über  das  Schachspiel",  ist 


1)  So  glaube  ich  z.  B.,  dass  der  grössere  Theil  der  ersten  Distinction  den 
Inhalt  eines  dieser  Werke  wiedergiebt  etc. 

2)  VergL  S.  88  dieses  Aufsatzes. 

3)  Vergl.  hierzu  auch  das  von  mir  im  2.  Theil  dieses  Aufsatzes  erwähnte 
Compendinm  Paciuolo 's  über  Perspective. 

4)  „Item  un  opera  detta  de  viribos  quantitatis  zoe  dele  forze  qnendam  mira- 
cnlose  de  numeij  et  qnantita  continna  et  vulgare.*' 

5)  Vergl.  Boncompagni,  BuUett.  XU,  S.  404  und  430— 4SI. 

6)  Dasselbe  dürfte  sich  vielleicht  dem  Inhalt  nach  mehr  der  „Summa 'S  der 
Art  der  Behandlung  nach  aber  mehr  der  „Divina*'  nähern. 
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eben  unter  diesem  Titel  zweimal  von  Paciuolo  selbst  erwähnt;*)  weiter 
hat  sich,  wie  es  scheint,  von  demselben  keine  Spar  erhalten. 

Paciuolo  schrieb  seine  sSmmtlichen  Werke  italienisch,  um,  wie  er 
immer  wieder  angiebt,  dieselben  allgemein,  hauptsächlich  auch  Künstlern 
und  Kauf  leuten  zugänglich  zu  machen.  Das  Italienisch  aber,  das  er  schreibt, 
ist  aus  mehreren  vulgären  Idiomen  zusammengesetzt  und  in  geradezu  bar- 
barischer Weise  mit  corrumpirtem  Latein  vermengt,^)  und  verhält  sich  so 
zum  klassischen  Italienisch,  von  dem  jene  Zeit  schon  in  einer  Reihe  von 
Autoren  glänzende  Muster  besass,  wie  das  sogenannte  Mönchslatein  zam 
klassischen.  Wohl  im  Oefdhl  dieses  Mangels  entschuldigt  Paciuolo  einmal 
den  Gebrauch  der  Muttersprache  damit,  dass  er  sagt,  man  suche  in  seinen 
Werken  Scharfsinn,  nicht  Beredsamkeit;^)  ein  andermal^)  giebt  er  zu,  dass 
seine  Schreibweise  oft  unförmlich  sei ;  dies  sei  aber  durch  Wortwahl ,  welche 
Alles  verständlich  machen  soll,  geboten.  Baldi^)  meint  mit  Bezug  auf 
die  abscheuliche  Sprache  der  Werke  Paciuolo 's,  von  denselben  gelte,  was 
einst  Yergil  sagte,  als  er  die  Werke  des  Ennius  las,  nämlich,  er  sammle 
„aurum  de  stercore*' .^)  Ebenso  theilt  Baldi  mit,  Commandino  habe  mit 
Rücksicht  auf  die  schlechte  Form  und  den  guten  Inhalt  des  Werkes  (wohl 
der  „Summa'')  sich  entschlossen,  dasselbe  in  Allem  verbessert  herauszu- 
geben, sei  aber  durch  den  Tod  verhindert  worden,  die  angefangene  Arbeit 
zu  vollenden.  Des  Lateinischen  war  Paciuolo  ziemlich  mächtig,  wogegen 
ich,  schon  mit  Rücksicht  auf  seine  Euklid  - üebersetzung  bezweifle,  dass  er 
griechisch  verstand,^)  wenn  er  gleich  in  seiner  „Divina"  vielfach  die  grie- 
chischen Bezeichnungen^)  für  die  einzelnen  stereometrischen  Körper  ver- 
wendet. 

Wenn  ich  nun  kurz  auf  die  Leistungen  Paciuolo 's  als  Mathematiker 
eingehen  will,    so  kann   ich  die  Thatsache,    dass  derselbe  in  erster  Linie 


1)  Das  erste  Mal  im  Dedicationabrief  des  Werkes  „De  viribus  quantitatis *' 
mit  den  Worten:  „Insieme  col  iocondo  et  älegro  tractato  de  ludis  in  genere  cum 
üUcitorum  repröbatione  apetialmente  di  quello  de  schachi  in  ttUti  modi  detto  schifa 
noia/'  Aus  dieser  Stelle  geht  zugleich  hervor,  dass  jener  Tractat  dem  Marcbesen 
und  der  Marchesa  von  Mantna  gewidmet  war.  Das  zweite  Mal  in  jenem  Bitt- 
gesuch an  den  Dogen  mit  den  Worten:  „Item  de  ludo  scacJiorum  cum  lUuUomm 
repröbatior  diclo  schiphaniora  anchor  vuigär/* 

2)  Den  Grund  dieser  Erscheinung  sucht  Baldi  darin,  dass  damals  die  Mutter- 
sprache „im  Schlamme  versteckt  war",  und  zudem  Paciuolo  dem  Mönchstande 
angehörte. 

3)  Vergl.  Einleitungsbrief  der  „Divina"  an  Soderini. 

4)  Vergl.  „Summa"  I,  Bl.  114. 

5)  In  dem  „Epitome"  aus  Baldi 's  Werk  ist  zum  Ausdruck  desselben  Ge- 
dankens das  Bild  des  „Goldes  in  der  Asche"  gebraucht. 

6)  Vergl.  Vita  Vergili,  Cap.  71.  Doch  dürfte  hier  stercus  vielleicht  eher 
Schlacken  als  Koth,  wie  Baldi  will,  bedeuten. 

7)  Vergl.  auch  „Divina"  I,  BL  30,  2. 

8)  Meistens  sogar  mit  griechischen  Lettern. 
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Compilaior  war,  nicht  ausdrücklich  genug  betonen;  denn  nur  aus  einer  fal- 
schen Auffassung  der  Stellung  Paciuolo's  als  Mathematiker  entspringen 
die  meisten  der  später  noch  zu  behandelnden  Anklagen  gegen  ihn.     Dass 
aber  Paciuolo  vor  Allem  in  seinem  Hauptwerke,  der  ,, Summa'',  auch  in 
der  That  nur  jenen  Buhm  sucht,  geht  schon  klar  aus  dem  gleich  auf  dem 
ersten  Blatte  stehenden  Epigramm  hervor,  das  mit  den  Worten  beginnt: 
„QiMte  fuerant  mediis  carte  consumpta  latebria 
Bestüudt  LwMS  lector  amice  tibi,"^) 
Weiterhin  schreibt  er  in  der  einleitenden  üebersicht  zu  jenem  von  ihm 
selbst  später  als  „grandopera  nostra  compüata*'  citirten  Werke : *)   „...  und 
dies  Alles ,  sammt  dem  Folgenden ,  wird  nach  den  alten  und  neueren  Mathe« 
matikem    sein,    hauptsächlich    nach  dem   scharfsinnigen  Philosophen,    dem 
Megarenser  Euklid ,  und  dem  ernsten  Boetius ,  sowie  nach  unseren  neueren : 
Leonardo  Pisano,  Giordano,  Biagio  da  Parma,  Giovan  Sacrobusco  und  Pro- 
docimo  Podoano^   aus  welchen  ich  zum  grössten  Theil  vorliegendes  Werk 
entnehme. *'^)     In  der  That  sind  es  auch  der  eigenen  Zuthaten  Paciuolo's 
nur  wenige,  und  von   diesen  wenigen  sind  z.  B.  die  Versuche  einer  Ver- 
allgemeinerung zur  Lehre   von   den  Wurzeln^)   und  einer  Behandlung  von 
Wahrscheinlichkeitsrechnungen*)  geradezu  mathematisch  verfehlt    Aehnliches 
gilt    auch  von   der  Berechnung  einiger  Exponentialgleichungen  vermittelst 
einer  Näherungsmethode.^)     Dagegen  rühren  diejenigen  Abschnitte  der  „Di- 
vina'', in  welchen  Paciuolo  geometrische  Probleme  algebraisch  behandelt, 
wenigstens  so  wie  sie  vorliegen,  von  ihm  selbst  her;  vor  Allem  ist  ihm  aber 
hier  die  Ableitung  neuer  Körper  aus  bekannten  vermittelst  des  j,Beschneidens*' 
(äbscindere)  und  „üeberhöhens*'  (devare)  eigenthüinlich.^)  Ebenso  ist  es  falsch, 
wenn  Hanke l  demselben   noch  die  Eenntniss  der  rein  negativen  GrGssen 
abspricht^)    und   erst  bei   Cardan  ein   f^mmus  purum^   zu  finden  glaubt. 
Zum  Belege  dieser  meiner  Behauptung  möge  hier  aus  einer  Beihe  von  Stellen 
nur  folgende  angeführt  werden:    „Hat  man  z.  B.  +16  von  +4  zu  subtra- 
hiren,  so  sage  ich:  subtrahire  einfach  4  von  16,  bleibt  12,  und  dieses  12 
ist    ein   reines   — .     Also  wirst  du  sagen:    soll  +16  von  +4  subtrahirt 
werden,  so  bleibt  —  12,  d.  h.  4  — 16  =  — 12.     Und  dass  dies  wirklich  so 

1)  „Was  im  Staube  vermodert,  vergessen  im  Finatern  ruhte  ^ 

Stellte  dir,  Leser  und  Freund,  Lucas  nun  wiederum  her." 

2)  Vergl.  ,^ivina''  I,  Bl.  1,  2. 

3)  „"•  E  queste  cose  tuUe  con  le  aequenti  serano  aecondo  li  antichi  e  ancora 
moderni  mathemaiid,  maxime  dd  perapicaciaaimo  phüoaopJio  Megarenae  Euclide  e 
del  severin  Boetio  e  di  noatri  moderni  Leonardo  Piaano,  Giordano,  Biagio  de 
Parma,  Giovan  Sacrohuaco,  e  Prodocimo  Padoano  da  i  qiMli  in  magior  parte  cavo 
il  presente  volume," 

4)  Vergl.  „Summa''  I,  Bl.  142. 
6)  Vergl.  „Summa''  I,  Bl.  197. 

6)  Vergl.  „Summa"  I,  BL  187. 

7)  Vergl.  hierzu  einen  Aufsatz  Eästner'e  in  den  Göttinger  gel.  Anz.  1794,  S.  905. 

8)  VergL  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik,  S.  371.  (ToOQle 
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ist,  dafür  liegt  der  Beweis  im  Princip  der  Snbtraotion,  das  folgendes  ist: 
bei  der  richtigen  Subtraction  muss  als  Rest  eine  Grösse  bleiben,  die,  ver- 
bunden mit  der  Grösse,  welche  man  subtrahirt,  wieder  die  Grösse  ergiebt, 
von  welcher  man  subtrahirt/  ^)  So  stellt  Pacinoloin  diesem  Theile  der  Ent- 
wickelung  der  Mathematik  eine  bedeutsame  Stufe  dar,  doch  liegt  mir  nichts  fer- 
ner, als  in  ihm  den  Entdecker  eines  Gebietes  der  Mathematik  zu  sehen,  dessen 
allm&lige  Eroberung  eine  That  der  Geschichte  und  nicht  des  Einzelnen  war. 
Wichtige  selbstttndige  Verdienste  hat  fernerhin  der  Praktiker  Paciuolo  um 
die  Ausbildung  des  rein  formalen  Theils  der  Algebra.^)  üeberhaupt  ist  es 
ein  hervorragender  Charakterzug  an  ihm,  dass  er  stets  die  praktischen  Be- 
dürfnisse, vor  Allem  die  des  Kaufmanns  im  Auge  hat,  und  immer  wieder 
kommt  er  auf  diesen  Zweck  seiner  Werke  zu  sprechen. 

Diesen  Bücksichten  verdanken  auch  die  Tractate  XI  und  XII  der  neunten 
Distinction  der  „Summa"  ihre  Entstehung. 


1)  „Commo  86  havesae  a  cavare  piu  16  de  piu  4,  dico  che  com  4  aemplicemente 
de  16  resta  12,  e  questo  12  dico  che  sira  puro  fÄ.  Donca  dirai  che  a  cavare  piu  16 
de  piu  4  resta  ^  12,  cioe  4  rh  16  che  gionti  fanno  fA  12.  E  che  questo  sia  ei  wro 
ae  prova  con  la  raeiane  de  tdl  acto  de  aotrare  quäle  e  questa:  che  a  vijiler  ben  so- 
trare  biaogna  che  remanga  tal  quantüa  de  ditto  sotramento  che  giorUa  aüa  quantita 
che  Ihomo  cava  refacia  la  quantita  de  la  quäl  st  cavo,"   Vergl.  Summa  I,  Bl.  114,  s. 

2)  So  z.  B.  verwendet  Paciuolo  in  seiner  „Divina"  (noch  nicht  aber  in  der 
„Summa'*)  für  die  Unbekannte  und  ihr  Quadrat  statt  der  alten  Abkürzungen  von 

coaa  und  censua  die  Zeichen  vOv  ^^^     ^^    '   welche  Zeichen  allerdings  nicht 

gerade  glücklich  gewählt  sind,  aber  doch  den  Weg  andeuten,  der  weitergehende 
Vereinfachungen  durch  Einführung  neuer  Symbole  ermöglicht. 


(Sohluss  iolgt.) 


Digitized  by 


Google 


Recensionen. 


A  Short  aooonnt  of  the  hiitory  of  mathematios  bj  Walter  W.  Roübe 
Ball,  fellow  and  assistant  tator  of  Trinity  College,  Cambridge; 
and  of  the  inner  temple,  barrister  at  law.  London  1888,  Macmillan 
and  Co.    XXIII,  464  pag. 

Der  Verfasser  giebt  in  der  Vorrede  ausdrücklich  zu,  dass  er  nicht  nach 
ersten,  sondern  nur  nach  zweiten  Quellen,  d.h.  nach  anderen  Geschichts- 
werken sein  volksthümlich  geschriebenes  Werk  zusammengestellt  habe.  Er 
gewährt  ans  auch  insoweit  einen  Einblick  in  seine  Arbeitsweise ,  als  er  die- 
jenigen Schriften  henrorhebt,  auf  die  er  sich  hauptsächlich  yerliess.  Wir 
finden  hier  die 'Namen:  Allman,  Bretschneider,  Cantor,  Delambre» 
6ow,  Hankel,  Hoefer,  Libri,  Marie,  Nesselmann,  Poggendorff, 
Wolf.  Ungern  yermissen  wir  darunter  unsern  Altmeister  Chasles,  noch 
weniger  befriedigt  uns  das  Vorkommen  von  Hoefer,  dem  kritiklosesten 
Schriftsteller  unseres  Faches,  ans  welchem  denn  auch  eine  gute  Menge  von 
Irrthümern  in  Herrn  BalTs  Buch  Eingang  fanden.  Eine  weitere  Lücke 
müssen  wir  mit  Bedauern  darin  erkennen,  dass  Herrn  Ball  unsere  Zeit- 
schrift offenbar  nicht  zur  Verfügung  stand,  da  er  von  historischen  Zeit< 
Schriften  nur  das  Bulletino  Boncompagni,  das  Bulletin  Darboux  und  die 
Bibliotheca  mathematica  Eneström  kennt  Endlich  ist  der  Name  Curtze 
nirgend  genannt,  und  damit  ist  von  selbst  gesagt,  dass  die  Darstellung  des 
XIV.  Jahrhunderts  eine  mehr  als  mangelhafte  ist. 

Herr  Ball  wünscht  in  der  Vorrede,  dass  man  ihn  auf  die  Irrthümer 
aufmerksam  mache ,  die  sich  eingeschlichen  haben  mögen.  Wir  wollen  diesem 
Wunsche,  wenn  auch  keineswegs  vollständig,  zu  entsprechen  suchen. 

8.32:  Anaxagoras  lebte,  nachdem  er  aus  dem  GefUngniss  befreit 
war,  nicht  mit  Perikles  zusammen  und  starb  nicht  in  Athen. 

8.  33:  Antipho  war  nicht  der  einzige  unter  den  Alten,  der  die  Ereis- 
quadratur  als  Fläche  des  regelmässigen  Sehnenvielecks  von  unendlich  vielen 
Seiten  suchte,  sondern  es  gab  auch  einen  Brjson. 

8.  39:  Wie  kann  Plato  die  Delier  an  den  todten  Hippokrates  ver- 
wiesen haben?  Gerade  so  wenig,  wie  an  den  noch  nicht  geborenen  Euklid^ 
^ie  Stelle  ist  eben  frei  nach  Hoefer. 

8.48:  Euklid  ist  sicher  nicht  in  Tjrus  geboren.  Hätte  Herr  Ball 
die  in  der  Fussnote  genannten  Heiberg'schen  Studien  gelesen ^  so  hätte  er 
dort  auf  S.  4  den  Drsprupg  jenes  Irrthums  kennen  gelernt. 
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S.  59  sind  Worte  des  Hiero  und  des  Archimed  lateinisch  angeführt 
Entweder  mussten  sie  griechisch  oder  ins  Englische  übersetzt  auftreten, 
wenn  der  Leser  nicht  zur  Meinung  gelangen  sollte,  man  habe  in  Sjrakns 
Latein  gesprochen. 

S.  70:  Von  Gutenäcker's  deutscher  Archimed  -  üebersetzung  weiss 
nur  Hoefer.  Andere  kennen  blos  eine  üebersetzung  der  Ereismessung 
durch  ihn. 

S.  76  erfährt  man,  Eratosthenes  habe  den  Beinamen  „Pentathlus" 
geführt,  weil  er  in  allen  Kämpfen  des  athletischen  Sports  geübt  war! 

S.  108:  Boethius,  Cassiodorus,  Isidorus  sind  die  einzigen  latei- 
nischen Schriftsteller  über  Mathematik,  von  welchen  Herr  Ball  Etwas  weiss. 
Dann  hätte  er  eben  die  Agrimensoren  lesen  sollen ,  bevor  er  über  Bömische 
Mathematik  schrieb! 

S.  110:  Die  heronische  Dreiecksformel  rühre  vielleicht  vom  jüngeren 
Hero  um  900  her.  „It  certainly  possesses  the  charaderistics  of  the  UH>rk  of 
this  time,*^  Wenn  irgend  Etwas  nicht -byzantinisches  Gepräge  besitzt,  so 
ist  es  jene  Formel  und  ihr  heronischer  Beweis!  Ausserdem  hiess  der  938 
schreibende  Feldmesser  von  Bjzanz  nicht  Hero. 

S.  143:  Aus  Ärya-Bhatta's  Quadrat-  und  Cubikwurzelausziehong 
geht  gerade   unzweifelhaft  seine  Eenntniss  der  Stellungsarithmetik  hervor. 

S.  147  weiss  Herr  Ball,  dass  eine  historische  Grundlage  für  die  Ent- 
stehung der  Zahlzeichen  aus  Strichen  in  der  Anzahl  des  betreffenden  Zahl 
Wortes  nicht  vorhanden  ist.  Warum  giebt  er  dann  ein  Probebild ,  das  seine 
Unkenntniss  der  Gestalt  alter  Zahlzeichen  dem  Leser  verräth? 

Wir  gehen  summarischer  über  die  folgenden  Abschnitte  hinweg  und 
empfehlen  Herrn  Ball  nur,  sich  über  folgende  Schriftsteller,  die  ihm  fremd 
zu  sein  scheinen,  Kenntnisse  zu  verschaffen:  Bradwardin,  Oresme, 
Blasius  von  Parma,  Prodocimo  Beldomandi,  Leonardo  da  Vinci, 
Albrecht  Dürer,  Jodocus  Bürgi.  Es  sind  das  Männer,  wie  wir  ihm 
verrathen  wollen ,  deren  Leistungen  ganz  hervorragende  Bedeutung  besitzen. 
Daneben  mag  er  ruhig  vergessen ,  dass  man  früher  einmal  den  Algorithmus 
demonstratus  des  XIII.  Jahrhunderts  (wahrscheinlich  von  Jordanus  Ne- 
morarius)  dem  Begiomontan  zuschrieb,  mag  er  Tartaglia'a  Erzäh- 
lung von  der  Löung  der  cubischen  Gleichung  doch  auch  mit  den  gegne- 
rischen Berichten  vergleichen,  mag  er  bei  Beurtheilung  Leib nitzens  etwas 
weniger  englische  Voreingenommenheit  an  den  Tag  legen.  Es  dürfte  auch 
nicht  schaden,  wenn  er  die  Schriften  von  Napier  und  von  Harriot  an- 
sähe. Bei  Letzterem  würde  er  sich  überzeugen,  dass  derselbe  nicht  die 
Gleichungen  auf  Null  brachte.  Bei  Ersterem  würde  er  das  Zeitwort  n/Zuert' 
in  einer  Bedeutung  finden,  die  auf  die  späteren  Arbeiten  Newton^s  wesent- 
lich einwirken  musste,  so  wenig  Napier  der  Erste  war,  der  von  fliessen- 
den Grössen  sprach.  Vielleicht  käme  dann  Herr  Ball  zur  gleichen  lieber- 
Zeugung   mit    uns,    dass   im  XVII.  Jahrhundert   die  Infinitesimalrechnung 
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allmälig  entstand^  nicht  erst  von  Newton  oder  von  Leibniz  erfunden 
wurde ,  dass  also  die  unsterblichen  Verdienste  dieser  beiden  grossen  Neben- 
buhler auf  anderem  Gebiete  zu  ünden  sind.  Cantor 


Die  hanptsäohliohsten  Theorien  der  Geometrie  in  ihrer  früheren  nnd 
heutigen  Entwickelnng.     Historische  Monographie   von  Dr.  Gimo 
LoRiA ,  Professor  der  höheren  Geometrie  an  der  Universität  zu  Genua, 
unter  Benutzung  zahlreicher  Zusätze  und  Verbesserangen  Seiten  des 
Verfassers  ins  Deutsche  übertragen  von  Fritz  Sohüttb.    Mit  einem 
Vorwort  von  Professor  B.  Sturm.     Leipzig  1888,  B.  G.  Teubner. 
IV,  132  8. 
Wir  haben  Bd.  XXXIII  S.  194—195  die  italienische  Ausgabe  dieser 
Schrift  anerkennend  besprochen.     Wir  freuen  uns,  in  unserem  ürtheil  mit 
einem  Geometer   wie  Herrn  Sturm  übereinzustimmen,   welcher  in  seinem 
Vorworte  zur  deutschen  Bearbeitung  mit  dem  Lobe  des  Geleisteten  gleich 
uns   nicht  spart.     Die  mustergiltige  Anordnung  des  überreichen  Stoffes  hat 
sich  in  der  Uebersetzung,  welche  vermöge  der  von  Herrn  Loria  selbst  her- 
rührenden  Zusätze   als   vermehrte   und   verbesserte  Ausgabe  gelten   muss, 
noch  deutlicher  bewährt,  nachdem  aus  den  Stellen,  welche  auf  die  Gestalt 
der  Curven  und  der  Oberflächen,  sowie  auf  die  abzählende  Geometrie  sich 
beziehen,  ein  neues  Capitel  abgesondert  wurde.     Herr  Loria  hat  übrigens 
gerade  die  Entwickelung  der  abzählenden  Geometrie  auch  zum  Gegenstande 
geschichtlicher  Studien  gemacht,   welche  in  Herrn  Gust  Enestrdm's  Bi- 
bliotheca  mathematica  1888,  S.  39 — 48  und  67 — 80  zum  Abdruck  kamen. 
Die  von  Herrn  Schütte  herrührende  uebersetzung  ist  treu  und  zugleich 
in  gefölliger  Sprache  abgefasst.  Cantor. 


Johannes  Kepler  und  der  tellurisch-kosmiBche  Magneüimns.  Von  Dr.  Sibg- 

MUND  GÜNTHBR,  Profcssor  der  Erdkunde  an  der  königl.  technischen 

Hochschule   zu  München.     Mit   19  Abbildungen  im  Texte.     71  S. 

[Geographische  Abhandlungen,  herausgegeben  v.  Prof.  Dr.  Albrboht 

Pbnok  in  Wien.     Band  III,  Heft  2.]     Wien  und  Olmütz,  Eduard 

Hölzel.     1888. 

'Als  Kepler  sein  unsterbliches  Werk  über  den  Planeten  Mars  gedruckt 

vor  sich  sah,  sprach  er  die  Grundgedanken  der  magnetischen  Anziehungs- 

lehre,  welche  er  sich  gebildet  hatte,  in  einem  lateinischen  Distichon  aus, 

welches  deutsch  etwa  mit  den  Worten  sich  wiedergeben  lässt: 

„Dunkle  Pfade  machst  sichtbar  dem  Schiffer  des  Meers  Du,  Magnetstein; 
Freilich,  es  wandelt  ja  auch,  wie  Du'b  befiehlst,  der  Planet." 
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Wenn  bei  irgend  einem  Naturforscher  Entwickelongsstafen  der  Gedanken 
unterschieden  werden  müssen,  so  findet  Solches  bei  Kepler  statt  Ur- 
sprünglich ein,  man  möchte  sagen,  scholastisch  angelegter  Geist,  war  E- 
nur  zu  geneigt,  der  Natur  ihre  Bahnen  vorzuschreiben,  aus  der  Theorie 
heraus  die  Beobachtung  zu  bemängeln  und,  wie  er  wähnte,  zu  berichtigen. 
Erst  sehr  allm&lig  lernte  er,  der  Beobachtung  ihr  Recht  zuzuerkennen  und 
die  Flügel  der  Phantasie  mit  der  Scheere  der  Thatsachen  zu  stutzen.  Das 
iSsst  sich  auf  allen  Wissensgebieten  verfolgen,  denen  E.'s  reicher  Geist  sich 
zuwandte.  Herr  Günther  hat  in  einer  sehr  gelungenen  Studie  das  Einzel- 
gebiet des  irdischen  und  des  Weltmagnetismus  auf  den  Nachweis  dieser 
Geistesentwickelung  K.'s  hin  durchforscht.  In  einem  I.  Abschnitte  führt  er 
den  Leser  bis  auf  die  Stufe  der  Lehre  vom  Magnetismus,  welche  die  Zeit 
vor  E.  erreicht  hatte.  Ein  II.  Abschnitt  setzt  den  E'schen  Erdmagnetismus 
auseinander.  Der  III.  Abschnitt  endlich  ist  E.'s  Theorie  der  magnetischen 
Planetenaxen  und  der  allgemeinen  Anziehung  gewidmet.  Trotz  der  grossen 
Schwierigkeit  des  behandelten  Gegenstandes  hat  es  Herr  Günther  seinem 
Leser  verhSltnissmässig  leicht  gemacht,  sich  zurecht  zu  finden ^  indem  er 
auf  S.  23,  28,  43,  68  Sätze  durch  den  Druck  hervortreten  liess,  die  man 
fast  nur  zu  vereinigen  braucht,  um  die  Lehren  E.'s  in  ihrer  letzten  Aus- 
bildung vor  sich  zu  sehen.  / 

Noch  vor  dem  Erscheinen  des  Gilbert 'sehen  Werkes  „De  Magnete* 
(London  1600)  hat  K  ein  Inclinatorium  angegeben  und  zugleich  die  Grund- 
bestimmung hinzugefügt,  dass  dessen  Ereis  in  die  Ebene  des  magnetischen 
Meridians  fallen  müsse.  Gleichfalls  vor  Gilbert  hat  E.  ein  zu  numerischer 
Bestimmung  des  Ablenkungswinkels  geeignetes  Declinatorium  angegeben. 

Bis  1600  etwa  glaubte  E.  durch  theoretische  üeberlegungen  die  Lage 
des  magnetischen  Nordpols  ausfindig  machen  zu  können;  das  Studium  des 
Gilb  er  tischen  Werkes  überzeugte  ihn  von  der  Unmöglichkeit  dieses  Unter- 
fangens. Von  da  an  wies  er  auf  die  Wichtigkeit  der  Inclinationsbeobach- 
tungen  für  die  Auffindung  jenes  Poles  hin.  Die  allgemeine  Schwere,  der 
Fall  der  Eörper,  Ebbe  und  Fluth,  die  Bewegungen  der  Gestirne  wurden 
für  E.  mehr  und  mehr  zusammenhängende  Erfahrungsthatsachen,  welche 
zu  ihrer  Erklärung  nur  des  tellurisch -planetarischen  Magnetismus  bedurften. 

Dass  E  die  Gesetze  der  Gravitation  sich  entgehen  liess,  hat  in  dem 
von  ihm  begangenen  Irrthum  seinen  Grund,  als  verhielten  sich  die  An- 
ziehungen im  umgekehrt  einfachen  Verhältnisse  der  Entfernungen.  E.  zog 
also  —  wie  Herr  Günther  sehr  richtig  in  neuere  Ausdrücke  übersetzt  — 
das  logarithmische  Potential  in  Rechnung.  Gahtob. 
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Yergl.  UltraelliptiBche  Transcendenten. 

Analjrtitelie  Oeometrie  der  Ebene. 

3.  Remarqaes  sor  la  ff^om^trie  analjtique  des  cercles  du  plan  et  aar  son  appli- 

cation  ä  la  theorie  des  conrbes  bicirculaires  da  quatn^me  ordre.  G.  Loria. 
Quart.  JourzL  math.  XXII,  44. 
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4.  Interpretation  g^omätriqne  dn  systöme  d^^qnations  — :^—:=:^—^ —  =  — ^— ^• 

M '  Gay.    Mathesis  VHI,  271. 

5.  Eigenschafben  geiwisser  Ponkttripel  auf  der  Gissoide.    K.  Zahradnik.    Gran. 

Archiv  2.  R.  VI,  392. 

6.  Die  Lissajoas'schen  Garven.    H.  Ekama.    Gran.  Archiv  2.  R.  VI,  89. 

7.  Sar  nne  trisectrice  remarquable.    G.  de  Longchamps.    Mathesis  VIII,  5.  ~ 

M.  d*Ocagne  ibid.  70. 

8.  Troaver  la  podaire  de  la  courbe  v  =  r-: — s*    H.  Brocard.  Mathesis  VIII,  167. 

9.  Ddveloppantes  da  point    E.  Gdsaro.    Mathesis  VIII,  86. 

10.  Deuz  coarbes  sont  constraite  de  mani^re  ä  ce  que  les  cordes  commones  dirig^es 

vers  an  mdme  point  conna  servent  de  bases  k  des  biangles  de  sommet 
et  d*aire  constants.  £tant  donnäe  ane  coarbe  chercher  Taatre.  De- 
roassean,  D^prez,  Gob.    Mathesis  VIII,  122. 

11.  Liea  d'an  sommet  d^n  triangle  rectangle,  le  sommet  de  Tangle  droit  ^tant 

fixe,  et  les  conditions  de  d^placement  da  troisi^me  sommet  ^tant  donn^es. 
Minoliti,  G.  Rasso,  Verniory,  Boedt,  Gob,  Laarens.     Mathesis 
Vni,  268. 
Vergl.  Geometrie  (höhere).    Kegelschnitte. 

Analytitohe  Oeometrie  des  Baumes. 

12.  lieber  eine  Proportion  aas  der  elementaren  Geometrie.    M.  Gantor.    Zeitschr. 

Math.  Phvs.  XXXm,  119. 
Vergl.  Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronomie. 

13.  Ueber  den  mittleren  Abstand  eines  Planeten  von  der  Sonne.    0.  Bermann. 

Zeitschr.  Math.  Phvs,  XXXIU,  861. 

14.  Die  intermediäre  Bahn  des  Planeten  (17)  Thetis  nach  Herrn  Gyid^n^s  Theorie. 

V.  Wellmann.    Gran,  Archiv  2.  B.  VI,  853. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  102,  108,  106,  108. 


Binomialeoeflleienten. 
15.  Eine  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten.    0.  Seh  10 milch.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXUI,  190.  —  G.  Vivanti  ibid.  868.  ^  j 
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C. 

Gombinatorik. 

16.  Snr  lea  fractions  simples  de   , — .  ^.,   '    '" — ; — ; — :•     Verniory.     Matheeis 

^  (a;  +  l)(a;-f  2)...(a;+n)  "^ 

vni,  13. 

17.  Deux  formales  combinaioires.    Stuyvaert.    Mathesis  VlII,  124. 

Vergl.  WahrscheinlichkeitBrechnang. 

CompUmation. 

18.  DämoDstration  g^omätrique  et  g^n^ralisation  du  thäordme  de  Viviani.   E.  Was- 

teels.    Matheüs  VlII,  186. 

B. 

Determiaanteii. 

19.  Exposition   noavelle   de  la  thäorie  des  formes  Unfaires  et  des  d^terminante. 

Ch.  M^ray.    Journ.  mathäm.  Sär.  3,  X,  181. 

20.  Verschiedene  Darstellungen  der  Besultante  zweier  binären  Formen.    L.  Sehen- 

del.    ZeitBchr.  Math.  Fhys.  XXXIU,  1,  65. 

21.  Determinanten  bei  wiederholter  Halbirung  des  ganzen  Winkels.    J.  Hermes. 

Gran.  Archiv  2.  R.  VI,  276. 

22.  Üeber  gewisse  Determinanten.  K.  We  i  h  r  a  u  c  h.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII 1, 126. 

Bifforentialgleiolia&gen. 

23.  Znsammenhang  zwischen  particulären   und  allgemeinen   Integralen  gewisser 

Differentialgleichungen.     Bochow.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,    101. 

24.  Ueber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale  einer  linearen  nicht  homogenen 

Differentialgleichung.    C.  Koehler.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  231. 

25.  Sur  un  probl^me  concernant  les  ^quations  diff^rentielles  lin^aixes.    G.  H.  Hal- 

phen.    Journ.  math^m.  S^r.  4,  L  11. 

26.  Sur  les  courbes  d^finies  par  les  äquations  diffärentielles.   H.  Poincard.   Journ. 

math^m.  Sär.  4,  I,  167;  E,  151. 

27.  On  the  relations  of  certain  symbols.    J.  Cookie.    Quart.  Journ.  math  XXH, 

270.    [Vergl.  Bd.  XXVI,  Nr.  284.] 

28.  Ueber  die  Differentialgleichung     ^      =  ,_^ «    Wo  Id.  Hey  mann.     Zeitechr. 

Math.  Phys.  XXXUI,  61.    ^  ^ 

29.  Ueber  die  Differentialgleichung  der  Functionen  des  parabolischen  Cylindert. 

E.  Häntzschel.    Zeitschr.  Math.  Phys  XXXHI,  22. 

30.  Integrer  V4quAÜoii  xvy"+xy'*~yy'=0.    H.  Brocard.    Mathesis  VHI,  130. 

31.  Recherches  sur  les  integrales  ^^briques  de  T^quation  de  Kummer.  £.  Goursat. 

Journ.  mathäm.  S^r.  4,  HI,  255. 

32.  The  theory  of  the  singular  soIutions  of  integrable  differential  equations  of  the 

first  Order.    W.  P.  Workman.    Quart.  Journ.  math.  XXII,  175,  308. 

33.  Integration   d*un  systäme  d'^quations  auz  diffdrentielles  totales.    Sanvage. 

Journ.  math^m.  Sär.  8,  X,  387. 
Vergl.  Eettenbrfiohe  154.    Bectification  229. 

Bifferentialqaotient. 

34.  Bemerkung  zu  der  Formel  für  das  Differential  einer  Function  mehrerer  Varia- 

bein,   ß.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  351. 

35.  Application  de  la  d^rivation  d'Arbogast.    Formule  gänärale  ponr  le  change- 

ment  de  la  variable  ind^pendante.  David.  Journ.  math^m.  Sdr.4^  HI,  53. 

Elastioität 

36.  Memoire  sur  un  nouveau  cas  intägrable  du  probl^me  de  Tdlastique  et  Tune  de 

ses  applications.    M.  Lävy.    Journ.  math^m.  S^r.  3,  X,  5. 

37.  Sur  räquilibre  et  la  däformation  des  piäces  circulaires.    H.  Läaut^.    Journ. 

mathäm.  Sär.  3,  X,  367. 

88.  Einfluss  der  Versenkung  von  Maassstäben  in  eine  Flüssigkeit  auf  die  schein- 

bare Länge  derselben.    W.  Marek.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXHI,  256. 

89.  A  new  Solution  of  the  equations  of  an  Isotropie  elastic  solid  and  its  apulica* 

tion  to  the  theory  of  beams.    C.  Ghree.    Quart.  Joum^math.  XXif,  89. 
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EleUridttt. 

40.  Actions  ^lectrodjnamiqaes  renf ermaßt  des  fonctions  arbitraires:  hTpothäsee  qni 

dätermiDent  ces  fonctions.    P.  LeCordier.    Joorn.  math^m.  S4r.  4,  I,  357. 

41.  Theorie  des   actions  ^lectrodynamiques  les  plus   g^n^rales  qui  paissent  dtre 

observäejs.    P.  Le  Cordier.    Journ.  math^m.  Sär.  3,  X,  43. 

42.  Ueber  die  galvanische  Induction  in  einem  körperlichen  Leiter.    E.  0.  Richter. 

ZeitBchr.  Math.  Phys.  XXXIII.  209,  279. 

43.  Sur  une   formule  gänärale  relative  k  T^ectrisation  par  inflaence  de  Mr.  K. 

Clausius.    J.  G.  Legebeke.    Joom.  mathäm.  S^r.  3,  X,  109. 

44.  Zur  Einfährung  in  die  Theorie  der  dielektrischen  Polarisation.    0.  Tnmlirs. 

Zeitachr.  Math.  Phys.  XXXIII,  251. 

SUipse. 

45.  Ueber  einige  Sätze  Steiner's.    St  oll.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXXIII,  78. 

46.  Triangle  inscrit  ä  une  ellipse  sous  la  condition  que  les  deuz  cötds  partant  d*un 

Soint  dounä  coupeut  le  grand  axe  dk  ägafe  distance  d*un  point  donnä. 
[osnat.    Mathesis  VIII,  47.  —  Jeräbek,  Falisse,  Farisano  ibid.  48. 

47.  Maximum  et.  minimum  des  jambes  d*un  angle  droit  tangentes  ä  une  ellipse. 

W.  Mantel.     Mathesis  VIII,  276.  —  J.  Neuberg  ibid.  276. 

48.  Sur  le  rapport  des  deuz  aires  dans  lesquelles  une  ellipse  donnäe  est  partag^ 

par  une  parabole  egalement  donn^e.    Emmerich.    Mathesis  VlII,  126. 

EUipsoid. 

49.  Determination  en  grandeur  et  en  direction  des  azes  d*one  section  diametrale 

de  Pellipsoide.    Ph.  Gilbert.    Mathesis  YIII,  247. 

Elliptiseh«  Trmaseeiideiiten. 

50.  Zur   Theorie  der  elliptischen  Functionen.    H.  Weber.    Acta  math.  XI,   338. 

[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  377.] 

51.  Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  mit  complezem  Modul.    L.  Saalschutz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  311. 

52.  Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme.    E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  B. 

VI,  186. 

53.  Sur'  la  multiplication  compleze   des  fonctions  elliptiqnes.     Sylow.     Joum. 

math^m.  S^r.  4,  III,  109. 

54.  Complez  multiplication  of  eUiptic  fonctions.    A.  G.  Greenhill.    Quart  Joum. 

math.  XXII,  119,  174. 

F. 

Tomisn. 

55.  Zur  Lehre  der  Quadratischen  Formen.    J.  Vä^lvi.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  445. 

56.  Parameterdarstellung  von  orthogonalen  Subsitutionen,  welche  identisch  um- 

kehrbar sind,  auf  geometrischem  Wege.    Fr.  Hof  mann*    Zeitschr.  Math. 
Phys,  XXXIII,  381. 
Vergl.  Determinanten.    Substitutionen. 

Funstloiisii. 

57.  Methode  des  infiniments  petite.    P.  Mansion.    Mathesis  VIII,  149. 

58.  Eine  Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise  nebst  Amctionentheore- 

tischer  Anwendung.    Em  Stranss.    Acta  math.  XT,  13. 

59.  Sur  la  possibilitä  d*une  reprdsentation  analytique  des  fonctions  dites  arbitraires 

dune  variable  reelle.    E.  Weierstrass  (L.  Lau  gel).    Journ.  math^m. 
Sär.  4,  II,  105,  115. 

60.  Sur  les  fonctions  holomorphes.    Hermite.    Journ.  mat^^m.  S^r.  4,  I,  9. 

61.  Demonstration  d'un  thäor^me  gänäral  sur  les  fonctions  uniformes  liäes  par  une 

relation  algäbrique.    Em.  Pioard    Acta  math.  XI,  1. 

62.  Zur  Theorie  der  mehrwerthigen ,  mehrfach  linear  verknQpften  Functionen.    E. 

Heun.    Acta  math.  XI,  97. 

63.  On  Weierstrass^  doubly  periodic  functions.     A.  R.  Forsyth.    Quart.  Joum. 

math.  XXII,  1. 

64.  Snr  les  fonctions  quadruplem ent  päriodiques  de  deuzidme  et  de  troisi^me  esp^ce. 

M.  Eranse.    Joum.  mathem.  Sdr.  4,  III,  87. 

65.  Application  de  la  th^rie  des  fonctions  fuchsiennes  k  Tätude  des  courbes  alg^ 

bricjues.    G.  Humbert.    Joum.  mathem.  S^r.  4,  II,  239. 

66.  Snr  les  intä^ales  de   difp^rentielles  totales  alg^riques  de  premiäre  espäce. 


£m.  Picard.    Joum.  mathäm«  Sär.  4,  I,  281;  II,  389. 
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67.  Sar  las  fonctioas  it^rativoB.    J.  Parkas.    Joum.  math^m.  Sär.  3,  X,  101. 

68.  On  AbePs  Theorem.    A.  C.  Dizon.    Quart  Joam.  math.  XXII,  200. 

69.  The  law  of  symmetry  and  other  theorems  in  Symmetrie  functions.    P.  A.  Mac 

Mahon.    Qnart.  Journ.  math.  XXII,  74. 

70.  Sur  une  formale  de  Mr.  Tisserand  et  sur  les  fonctions  hyperg^omätriques  de 

detix  variables.    P.  Appell.    Joam.  mathäm.  S^r.  3,  X,  407. 

71.  üeber    die  Foarier-Bessersche   Transcendente.     E.   Häntzschel.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIIl,  186.    [V^ergl.  Bd.  XXXH,  Nr.  80.] 

72.  Propriötäs  da  polynome  f{x)  du  degrä  n  qui  vörifie  Tidentitä  n  f{x)  =  {x  ■  a)f'{x) 

+  h  /*"(«).    V.  J a  m  e  t.    MaÄesis  VIII,  228. 

73.  Sur  la  fonction  Ä  («;,«,«)=  2?  ; — nr--     Lerch.    Acta  math.  XI,  19. 

Verffl.  Abersche  Transcendenten.  Binomialcoefficienten.  Determinanten. 
Differentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische  Transcendenten« 
Formen.  Qammafunctionen.  Geometrie  (höhere)  85,  86.  Integration 
(unbestimmte).  Eettenbrache.  Eugelfunctionen.  Logarithmen.  Maxima 
und  Minima.  Mittelgrössen.  Rectification.  Reihen.  Richtungsgrössen. 
Substitutionen.    Ultiraelliptische  Transcendenten.    Zahlentiieorie. 

74.  Zur  Function  Fix),    W.  L&ska.    örun.  Archiv  2.  R.  VI,  448. 

75.  Ueber  Gammafimctionen  mit  negativen  Argumenten.  L.  Saalschutz.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIIl,  362.    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  57.] 

Geometrie  (deseriptiye). 

76.  Die  Axonometrie  als  Orthogonalprojection.    A.  Weiler.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXni,  257. 

77.  Sur  la  droite  de  profil.    Barbarin.    Mathesis  VIII,  265. 

Geometrie  nitthere). 

78.  Sur  les  th^orämes  fondamentaux  de  la  gäom^trie  projective.    G.  Le  Paige, 

Fr.  Deruyts.    Mathesis  VIII,  Supplement.' 

79.  Zur  synthetischen  Erzeugung  der  Gremona*schen  Transformation  4.  Ordnung. 

Doehlemann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  243. 

80.  Applications  de  la  quasi -Inversion  lindaire  aux  courbes  osculatrices.    Gl.  Ser- 

vals.   Mathesis  VIII,  28.    [Vergl.  Bd.  XXXIIl,  Nr.  60.] 

81.  Sur  la  th^orie  des  transformations.    Gl.  Servais.    Mathesis  VIII,  105. 

82.  Sur  les   transformations   quadratiques  involutives.     J.   Neuberg.     Mathesis 

Vni,  177. 

83.  Ueber  eine  Art  involutorischer  Verwandtschaft  des  zweiten  Grades.  Kilbinger. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  14. 

84.  The  mechanical  tracing  of  curves.  G.  M.  Jessop.   Quart  Journ.  math.  XXII,  151. 

85.  Application   gäomätrique   d'un   thäoräme   de   Jacobi.     G.  Humbert    Journ. 

mathäm.  S^r.  4,  I,  847. 

86.  Sur  le  thäor^me  d'Abel  et  quelques  unes  de  ses  applicatious  gäom^triqnes.    G. 

Humbert    Journ.  math^m.  S^r.  4,  HI,  327. 

87.  Th^ordme  sur  les  transversales.    L  a  u  r  e  n  s.    Mathesis  VQI,  17.  —  J.  N  e  u  b  e  r  g 

ibid.  69.    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  198.] 

88.  Sur  deux  triangles  homologiques.    Lanrens.    Mathesis  VUI,  204.  —  Beyens 

ibid.  206.  —  Servais  ibid.  206.  —  Jef  äbek  ibid.  207. 

89.  Sur  quatre  points  formant  un  groupe  orthocentrique.    Droz,  Fran^ois,  Em- 

merich, D^prez,  Brocard,  Gonvert    Mathesis  VIII,  209. 

90.  Emploi  de  la  mäthode  de  Robervai  pour  trouver  les  .tangentes  de  trois  courbes 

se  rapportant  toutes  les  trois  £t  une  courbe  donn^e.   Meurice.    Mathesis 
Vm,  117. 

91.  Lieux  des  points  des  tangentes  et  des  normales  d'une  courbe  quelconque  ayant 

d*un  point  donnd  la  mSme  distance  que  le  ppint  de  la  courbe,  aont  elles 

Sartent  Mineur,  M.  d'Ocagne.  Mathesis  Till,  70.   [Vergl.  Bd.  XXXIII, 
Tr.  64.] 

92.  On  a  System  of  cubic  curves.    A.  S.  Hart    Quart  Journ.  math.  XXU,  199. 

93.  üeber  die  Ourven  4.  Ordnung  mit  3  Inflexionsknoten«    P.  H.  Schonte.    Gmn. 

Archiv  2.  R.  VI,  118.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  91.] 

94.  üeber  eine  Aufgabe  aus  der_prqjectiven  Geometrie  des  Raumes.   G.  Hossfeld. 
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95.  CoDBtruction  der  RauincarTen  3.  Ordnung  aus  imaginären  Punkten.    C.  Hoss- 

feld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  114. 

96.  On  self-conjugate  polygons  and  polyhedra.    A.  R.  Johnson.    Quart  Journ. 

math.  XXil,  158. 

97.  Symmetrie  producta  in  relation  to  curves  and  surfacee.  A.  R.  Johnson.  Quart. 

Journ.  math.  XXII,  825. 

98.  Construction  einer  Plücker*8chen  Complezfläche  aus  ihren  vier  singulären  Strah- 

len.   Joh.  Kleiber.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUl,  349. 
Vergl.  Differentialgleichungen  26.     Functionen  65,  70,  73.    Geschichte  der 
Mathematik  120.  Kegelschnitte.  Kinematik.  Mehrdimensionale  Geometrie. 
Planimetrie  214.    Bectification. 

Oesehichte  der  Mathematik. 

99.  De  Tätude  sur  Thistoire  des  mathämatiques  en  Bnssie.  V.  Bobynin.   Biblioth. 

math.  1888,  103. 

100.  Sur  le  cours  d'histoire  des  math^matiqnes  de  TUniversit^  de  Gand.    P.  Mau- 

sion.    Biblioth.  math.  1888,  33. 

101.  Etudes  sur  Diophante.    P.  Tannery.    Biblioth.  math.  1888,  3.    [Vergl.  Bd. 

XXXni,  Nr.  79.] 

102.  Sur  Toptique  de  Claude  Ptoldmäe.    H.  Narducci.    Biblioth.  math.  1888,  97. 

103.  Historische  Miscellen.    A.  Witt  st  ein.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  bist.- 

lit  Abth.  96. 

104.  Ahmed  und  sein  Buch  über  die  Proportionen.    M.  Cantor.    Biblioth.  math. 
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110.  Entwurf  einer  Geschichte  der  Gesetze  des  Stosses.     E.  Gelcich.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIH,  bist.- lit.  Abth.  41,  81. 
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XXXm,  bist- lit.  Abth.  126. 
118.  Zur  Geschichte  der  annähernden  Berechnung  quadratischer  Irrationalitäten. 
K.  Hunrath.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  bist.- lit.  Abth.  1. 

113.  Sur  trois  petits  trait^s   math^matiques   attribuds   au   savant  suädois  Peder 

Mansson.    G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1888,  17. 

114.  Sur  la  rägle  de  m^diation.    P.  Mansion.    Biblioth.  math.  1888,  36. 

115.  Ueber  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  Pappus  und  Kepler.  S.  Günther. 

BibUoth.  math.  1888,  81. 

116.  Sur  nne  traduction  n^erlandaise  de  la  mäthode  de  perspective  de  Girard  D^s- 

argues  et  sur  les  le^ons  de  tän^bres.     C.  Le  Paige.    Biblioth.  math. 
1888,  10. 

117.  üeber  einen  De  la  Hire  zugeschriebenen  Lehrsatz.     M.  Gurtze.     Biblioth. 

math.  1888,  65. 

118.  Sur  un  point  de  Thistoire  du  probläme  des  isopärim^tres.     G.  Eneström. 

BibUoth.  math.  1888,  88. 

119.  La  tentative  de  Degen  de  g^näraliser  le  th^oräme  d*addition  d*Euler.    C.  A. 

Bjerknes.    Biblioth.  math.  1888,  1. 

120.  Notizie  storiche  suUa  geometria  numerativa.   G.  Loria.   Biblioth.  math.  1888, 

89   67. 

121.  Gedächtnissrede  auf  Leopold  Prowe,  f  26.  IX.  1887.     M.  Gurtze.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXni,lii8t.- lit.  Abth.  89. 

122.  Carl  Gustav  Arel  Hamack.  f  8.  IV.  1888.    M:  Noe  ther.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXni,  bist- lit.  Abth.  121. 
Vergl.  Gleichungen  129. 

Olelohnngen. 

123.  Demonstration  du  th^ordme  fondamental  de  Galois  dans  la  th^orie  de  la  r^so- 

lution  algäbrique  des  äquations.    J.  T.  Söderberg.   Acta  math.  XI,  297. 

124.  Sur  une  idenUtö.    J.  Neuberg,  Mosnat.    Mathesis  VIIl,  116. 
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125.  Sur  le  moment  auqael  se  renconirent  deux  poinis  matäriels,  ron  tombani  libre- 

ment,  Tautre  ätant  lanc^  de  haut  en  bas.    Emmerich,  6.  Busbo.    Ma- 
thesia  Vm,  209. 

126.  BäBolotion  d'one  äquation  biauadratique.  Beyens,  D^prez,  Heyne.  Matbesis 

VIII,  25.  —  Emmericn,  Bochetti,  Brocard  ibid. 

127.  Sur  leB  ^quations  da  clDqaidme  degrä.    P.  Gordan.    Joum.  mathäm.  S^r.  4, 

I,  455. 

128.  Sur  r^quation  da  6.  degrä  dont  les  racines  sont  les  prodaits  deax  £t  denx  des 

8  racines  d*ane  ^quation  du  8.  degrä.    L.  van  den  Broeck.    Mathesis 
vm,  195. 

129.  Sur  un  Systeme  de  4  äquations  du  premier  degrä  räsolu  par  Leonard  de  Pisa. 

E.  Fauquembergue.    Mathesis  VHI,  135. 

130.  Elimination   de   3   inconnues   entre  autant  dMqaations.     Mosnat,   Pisani, 

Däprez.    MathesiB  VJil,  147. 

131.  Bäsolution   d'un  Systeme   de  4  äquations  quadratiques.    D^prez,  Beyens. 

Mathesis  VIII,  78. 

132.  Ein  Satz   über  den  Qrad  der  Besnltante  zweier  Gleichungen.    J.  Vivanti. 

ZeitBchr.  Math.  Phys.  XXXIII,  184.  —  G.  Loria  ibid.  357. 
Vergl.  Differentialgleichungen  28.    Functionen  69. 


Hydrodynamik. 

133.  Memoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  an  fluide  ind^fini.   H.  Hugo- 

niot.    Joum.  math^m.  Sär.  4,  ÜI,  477. 

134.  On  a  Problem  in  fluid  motion.    B.  A.  Her  man.    Quart.  Joum.  math.XXII,  370. 

135.  On  the  motion  of  two  spheres  in  fluid  and  allied  problems.    B.  A.  Herrn  an. 

Quart.  Journ.  math.  XXII,  204. 

136.  Motion  of  conopound  bodies  through  liquid.    H.  J.  Sharpe.    Quart.  Journ. 

math.  XXIJ,  262. 

Hyperbel. 

137.  Sur  rhyperbole  inverse  de  la  droite  d^Euler.    Jer&bek.  «Mathesis  VHI,  81. 

—  J.  Neuberg  ibid.  82.  ~-  Fuhrmann  ibid.  115. 
Vergl.  Bectification  228. 

Hyperboloid. 

138.  HyperboloMe  engendr^  par  des  perpendicalaires  sur  les  faces  d'an  tätra^dre. 

Van  Dorsten,  Meurice.    Mathesis  VHI,  50.  —  J.  Neuberg  ibid.  61. 

139.  Hyperboloide  ä  une   nappe  touchä  par  denz  plana.    Ed.  Lucas.    Mathesis 

VUI,  233. 

I. 

Integration  (unbestimmte). 

140.  Sar  Tintägration  alg^briqoe  des  diffärentielles.    J.  Ptaszycki.    Acta  math. 

XI,  395. 

M. 

Xegelsohnitte. 

141.  Ueber  drei-  und  vierpanktige  Berührung  von  Kegelschnitten.    Chr.  Beyel. 

Zeitschr.  Math.  Phya.  XXXÜI,  120. 

142.  Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte.   E.  OekinghauB.    Grün.  Archiv  2.  K. 

VI,  112.  "^ 

143.  Sur  les  normales  aux  coniques.    G.  de  Longchamps.    Mathesis  VHI,  110. 

144.  Construction  der  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitte  entsprechenden  Punkte 

im  coUinearen  Systeme.    L.  Klug.    Gran.  Archiv  2.  B.  VI,  88. 

145.  Coniques  ayant  pour  foyers  les  points  de  Brocard  d*un  Systeme  de  triangles 

au  m6me  point  deLemoine.    D^prez,  Schonte.    Mathesis  VHI,  203. 

146.  Gonstruire  une  conique,  connaisBant  3  tangentes  quelconqaes  et  la  tangente 

en  Tun  des  sommets.    Mantel.    Mathesis  VUI,  202.  —  J.  Neuberg  ibid. 
203.  —  D^prez  ibid.  274. 

147.  Une  conique  passe  par  4  points  donn^s;  trouver  le  lieu  du  centre  da  oerde 

osculateur  au  premier  de  ces  4  points.    Brocard,  PiBani,  Verniory, 
D^prez.    MathesiB  VHI,  121. 
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148.  Une  coniqae  passe  par  3  points  donn^s  et  touche  une  droite  donn^e  en  an 

ßoint  vanable;  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur  ä  ce  point.    Pisani. 
[athesis  VIII,  143. 

149.  Enveloppe  de  l*axe  radicale  de  deaz  circonfdrences  variables  ä  rapport  des 

rayons  constants  et  passant  par  4  points  donn^s.  Brocard,  risani. 
Mathesis  VIII,  269.  -    Bruyr  ibid.  260. 

150.  £tant  donn^e  une  tangente  P  ä  une  conique  C,  on  m^ne  par  les  points  ou  T 

rencontre  nne  coniqae  variable  C\  homofocale  ä  C,  deuz  nouvelles  tau- 
gentes  ä  C.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  droites.  Dä- 
prez.    Mathesis  VIII,  231. 

151.  Ueber  rechtwinklige  und  gleichseitige  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt 

einbeschrieben  sind.    B.  Sporer.     Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXIII,  374. 

152.  Ein  Satz  über  das  dem  Eegelscnnitt  umschriebene  Siebeneck.   H.  Schroeter. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  374. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel    Kreis.    Parabel 

Kettenbrüehe. 

153.  Ueber  die  Entwickelang  complexer  Grössen  in  Kettenbrüche.    A.  Hurwitz. 

Acta   math.  XI,  187. 

154.  Sar  la  rädaction  en  fractions  continues  d*une  fraction  qui  satisfait  ä  une  aqua- 

tion  diffärentielle  Unfaire  du  premier  ordre  dont  les  coefßdents  sont 
rationnels.    E.  Laguerre.    Joum.  mathäm.  Sär.  4,  I,  135. 


155.  Zur  Bestimmung   der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  eines  ebenen 

Systems.  F.  Buka.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  117.  —  L.  Burmester 
ibid.  190.    [Vergl  Bd.  XXX,  Nr.  297.] 

156.  Kinematische  Flächenerzeugung  vermittelst  cylindrischer  Rollung.     L.  Bur- 

mester.   Zeitschr.  Math.  Ph^s.  XXXIII,  337. 

157.  Ueber  gleichzeitige  Bewegungen  eines  ebenen  Systems.    Ferd.  Wittenbauer. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  193. 

Kreis. 

158.  Herleitung  der  Mittelpunktscoordinaten  und  des  Halbmessers  eines  Kreises  aus 

seiner  Gleichung  in  trimetrischen  Punktcoordinaten.  StoU.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXUI,  246. 

159.  Ezerdces  sur  les  cerdes  tangents.    Däprez.    Mathesis  VIII,  91. 

160.  Consdquence  du  thäorfeme  de  Stewart.    Simart.    Mathesis  VHI,  17.  —  Thiry 

ibid.  93. 

161.  Girconfärence  passant  par  2  points  fixes  divisant  en  parties  harmoniques  le 

diamätre  d'un  cercle  donnä.  Boedt.  Mathesis  YHI,  99.  —  Mandart 
ibid.  100.  —  Döprez  ibid.  101. 

162.  Circonfärence  däcrite  par  le  milieu  d*une  droite  tir^e  dans  un  triangle  ä  base 

fixe  dont  le  sommet  däcrit  ^galement  une  circonf^^rence.  Thiry,  Meu- 
rioe,  Mineur,  Däprez,  Mandart,  Ghuys,  Lambotte,  Emmerich. 
Mathesis  VUl,  127. 

163.  Th^or^me  par  rapport  aux  triangles  inscrits  dans  un  cercle  ayant  tous  deux 

cöt^s  parallMes.    Gob,  Meurice.    Mathesis  VHI,  119. 

164.  Ginq  droites  concourrant  en  un  point  de  la  circonförence  des  neu f  points  d*un 

triangle.    Däprez,  Molenoroek  jr.,  J.  Beyens.    Mathesis  VUI,  146. 

165.  Sur  les  puissances  des  3  sommets  d'un  triangle  par  rapport  ä  3  circonfärences. 

Verniory,  Ddprez,  Choisis.    Mathesis  VIII,  173. 

166.  Lieu  du  centre  d'un  cercle  passant  par  un  point  quelconque  de  Taxe  radicale 

de  deux  cercles  et  les  points  de  tangence  des  tangentes  tiräes  de  ce  point 
aux  deux  cercles.    Brocard,  Ddprez,  Falisse.    Mathesis  VUI,  45. 

167.  Deux  circonfärences  variables  passant  Tune  par  A  et  J?,  Pautre  par  A  et  (7, 

et  se  coupant  sous  un  angle  donnd,  on  cherche  le  lieu  du  second  point 
d'intersectäon  des  deax  circonfdrences.  Jerä.bek,  Farisano,  Meurice, 
Verniory.    Mathesis  VUI,  73. 

168.  Sur  deux  cercles  ä  rayons  variables  mais  dgaux  et  passant  Tun  par  les  points 

^etjB,  Tantre  par  ^  et  C7.  Gob,  Meurice,  Pisani,  Boedt,  Mosnat. 
Mathesis  VUI,  95. 

169.  Point  de  contact  de  deux  circonfdrences  tangentes  entre  elles  et  passant  Tune 

par  2  points  donnds,  Tautre  par  2  autres  points  donnds  dgalemeut.  Ver- 
niory, Gob.    Mathesis  VUI,  254.  —  J.  Neuberg  ibid.  256. 
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XogelftmetioiiML 

170.  üeber  die  Goefficienten  der  KugelfimctioneD  einer  Veränderlichen.    W.  Braan. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXin,  314. 

Logarithmen. 

171.  Essai  d*uue  nouveile  thäorie  ^länreniaire  des  logarithmes.    Jamet.    Matbesis 

VIII,  40,  89,  158. 

H. 

Mognetitmiis. 

172.  Actions  m^aniques  produites  par  les  aimants  et  par  le  magn^tieme  terrestre. 

P.  Le  Cordier.    Joarn.  mathäm.  S^r.  8,  X,  lld,  281. 


173.  Sur  le  mazimum  du  produit  de  plusieurs  facteurs  positiüs  dont  ia  somme  est 

constante.  Goursat.  Mathesis  VUI,  10.  ~  Darbouz  ibid.  11.  —  H&ton 
de  la  Goupilliöre  ibid.  12.—  Desboves  ibid.  69.  [Vergl.  Bd.XXXIlI, 
Nr.  167.] 

174.  Si  la  Bomme  x-hy  est  maximum  dans  le  cas  de  a;  =  y,   ce  m6me  cas  rendra 

minimum  — +  — •    £.  Gelin.    Mathesis  VUL  246. 
X      y 

175.  üeber  den  grössten  (kleinsten)  Flächeninhalt  doppelt  centrischer  Drei-   und 

Vierecke.    0.  Schlömilch.    Zeitschr.  Math.  PhyB.  XXXIII,  191. 
VergU  Ellipse  97.    Oberflächen  195,  196.    Tetraeder  245. 

Meehanik. 

176.  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Joakovsky.  Joum.mathäm.  Ser.3,X,  97. 

177.  Sur  une   application  des  äquations  de  Lagrange.    A.  de  Saint  Germain. 

Joum.  mathäm.  Sär.  4,  I,  129. 

178.  Ueber  das  Jacobi'sche  Theorem  von  der  Ersetzbarkeit  einer  La^ange'schen 

Rotation  durch  zwei  Poinsot'sche  Rotationen.  W.  Hess.  Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXm,  292. 

179.  Sur  la  caract^ristique  d'un  Systeme  m^canique  en  mouvement.    H.  Läautä. 

Joum.  math^m.  S^r.  4,  III,  465. 

180.  Ueber  die  Integrale  des  VielkOrper- Problems.   H.  Er  uns.   Actamath.  XI,  S5. 

181.  Ueber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  Rotationsfläche.     0. 

Staude.    Acta  math.  XI,  303. 

182.  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  r^volution  fixä  par  un  point  de  son 

axe.    G.  Darbouz.    Joum.  math^m.  Sär.  4,  I,  403. 

183.  Momentaner  BewegUDgszustand  eines  in  der  Praxis  viel  angewandten  Mecha- 

nismus.   Aug.  Ramisch.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  442. 

184.  On   the   division   of  space   with  minimum   potential   area.     W.  Thomson. 

Acta  math.  XI,  121. 

185.  Ueber  die  Bewegung  von  Ketten  in  Curven.     F.  August.     Zeitschr.  Math. 

Phys  XXXIII,  321. 

186.  Beitrag   zur  Lehre   von  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  incom- 

pressibeln  Flüssigkeit.    Fr.  K Otter.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  167. 
Vergl.  Astronomie.   Elasticitat.  Elektricität.   Geschichte  der  Mathematik  109, 
110.   Hydrodynamik.  Kinematik.   Magnetismus.    Optik.   Potential.   Träg- 
heitsmoment. 

Mehrdimensionale  Geometrie. 

187.  Principien  der  n •  dimensionalen  Curventheorie.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv 

2.  R.  VI,  168. 

188.  Erweiterang   zweier  Sätze   auf  n  Dimensionen.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv 

2.  R.  VI,  69. 

MittelgTSssen. 

189.  Ueber  einige  Ungleichungen.    H.  Simon.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  56. 

190.  Mittelwerthe,  die  Krümmung  ebener  Curven  und  krummer  Flächen  betreffend. 

Em.  Czube^.    Gron.  Archiv  2.  R.  VI,  294. 

191.  Zur  Theorie  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels.  Th.  Lohnstein.   Ztschr. 

Math.  Phys.  XXXUI,  129,  318. 

192.  Ueber  da&  harmonisch  geometrische  Mittel.  Th  Lohnstein.  Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXUI,  316. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Abhandlnngsregister.  117 


OberiUdiMi. 

193.  BemerkuDg  über  diejenigen  Flächen,  bei  denen  die  Differenz  der  Hauptkrüm- 

mungsradien  coustcmt  ist.    B.  v.  Lilien thal.    Acta  math.  XI,  391. 

194.  On  Badio's  inverse  centro-surface.    A.  Gayley.    Quart.  Joum.  math.  XXII,  156. 

195.  Sur  nn  mode  de  transformation  de  surfaces  minima.  E.  Goarsat.  Acta  math. 

XI,  136,  257. 

196.  Ueber  Minimalfl&chen.    J.  Vivanti.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  137. 

197.  Ueber   Rotationsflächen   mit   lozodromischer  Verwandtschaft.     F.   Angnst. 

ZeiUchr.  Math.  Phys.  XXXIII,  154. 

198.  Extension  of  Gayley^s  differential  equation  for  orthogonal  surfaces.    A.  B. 

Johnson.    Qnart.  Joum.  math.  XXII,  81. 
Vergl.  Complanation.    Kinematik  156.    Optik  200,  205. 

OberllAflhon  iweiter  Ordaimg. 

199.  Construction  der  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  9  Punkten,  von  denen  8  ima- 

ginär sind.    C.  Hossfeld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXm,  187. 
Vergl.  Ellipsoid.    Hyperboloid. 

Optik. 

200.  Memoire  d*optiqae  g^omätriqne  comprenant  la  th^orie  du  point  repr^sentatif 

d'un   Clement   de   surfaces   r^gUe.     A.  Mannheim.     Joum.  math^m. 
8är.  4,  II,  4. 

201.  Untersuchungen  über  die  Constitution  unendlich  dünner  astigmatischer  Strah- 

lenbündel nach  ihrer  Brechung  in  einer  krummen  Obemäche.    L.  Mat- 
thiessen     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  167. 

202.  Geometrische  Untersuchung  über  die  Drehung  der  Polarisationsebene  im  mag- 

netischen Felde.    M.  Sternberg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  191. 

203.  Becherches  sur  Taction  de  la  mati^re  pond^rable  sur  Täther.   E.Jablonski. 

Journ.  math^m.  S^r.  3,  X,  147,  329. 

204.  Sur  une  loi  de  Fresnel.    E.  Jablonski.    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  H,  441. 

205.  On  a  physical  property  of  a  certain  generator  of  the  waye-surface  of  abiaxis 

crystal.    W.  Wal  ton.    Quart.  Journ.  math.  XXII,  268. 


Parabel. 

206.  Th^orämes  sur  la  parabole.    C.  Bergmans.    Mathesis  YHI,  63.    [Vergl.  Bd. 

XXXIH,  Nr.  191.] 

207.  Sur  les  normales  ä  la  parabole.    M.  d*Ocagne.    Mathesis  YHI,  94. 

208.  Propriätä  des  paraboles   qui  ont  une  mdme  corde  normale.    G.  de  Long- 

champs.     Mathesis  VlII,   164.  —  Brocard,  Gl.  Servals,  Verniory, 
D^prez  ibid.  234. 

209.  Sur  3  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  ^gaux  men^s  par  le  foyer 

d*une  parabole.    Mosnat.    Mathesis  VHI,  97. 

210.  Probldmes  se  rapportaut  ä  un  quadrilat^re  plan  et  deux  säries  de  paraboles. 

J.  Neuberg.    Mathesis  Vlil,  162,  226. 

211.  Paraboles  touchant  deux  droites  rectanguiaires.    Jeräbek.    Mathesis  VHI, 

18.  —  D^prez  ibid.  19. 

212.  Paraboles  passant  par  un  point  donnä  et  ayant  pour  tangente  au  sommet  une 

droite  donn^e.    Mosnat,  Verniory,  Däprez,  Boedt.    Mathesis  VHI, 
71.  —  PoiWache  ibid.  73. 

213.  Sur  les  deux  paraboles  passant  par  deux  points  d*une  circonfi^renoe  et  tau- 

gen tes  ä  la  mßme  circonfärence  dans  un  troisitoe  point  donn^.  Brocard. 
Mathesis  VUI,  170.  —  Boubals  ibid.  171. 

Planimetrie. 

214.  De  la  m^sure  de  la  simplidtä  dans  les  constructions  math^matiqnes.    E.  Le- 

rn eine.    Mathesis  VlII,  217,  241. 

215.  Sur  les  points  complämentaires.    M.  d*Ocagne.    Mathesis  VIII,  62.    [Vergl. 

Bd.  XXXIII,  Nr.  199.] 

216.  Propriätäs  du   triangle.     M.   d*Ocagne.     Mathesis  VIII,  131.     [Vergl.  Bd. 

XXXIII,  Nr.  208.] 

217.  Point  d*un  triangle  donn^  auquel  est  oirconscrit  un  autre  triangle.  Jerä*bek. 

Mathesis  VllI,  189.  —  Verniory  ibid.  140.  ^  j 
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218.  Der  Brocard*8che  Winkel  des  Dreiecks.    W.  Fuhrmann.    Grün.  Archiv  2.  B. 

VI,  1,  218. 

219.  Neuer  Punkt  und  Gerade  in  der  Preiecksebene.    J.  Hermes.    Grün.  Archiv 

2.  R.  VI,  4S7. 

220.  Sur  les  airee  de  quelques  triangles.    Barbarin.    Mathesis  VJII,  15. 

221.  Propri^te  d'un  quadrilatäre  ^  la  fois  inscriptible  et  circonscriptible.    D^prei. 

Mathesis  VlII,  237. 

Potential. 

222.  Ueber  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Schwere  für  das  Jacobi*8che  Gleich- 

gewichtsellipsoid.    Th.  Schmid.   Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXHI,  188. -L. 
Matthiessen  ibid.  306. 

223.  Sur  quelques  cons^^uences  de  la  formule  de  Gauss  et  sur  la  th^orie  du  po- 

tentiel.    Ph.  Gilbert.    Joum.  mathäm.  S^r.  3,  X,  429. 

224.  Die  Widerstandsgleichung  einer  Potential -Niveaufläche.  B.  Ulbricht.  Ztscbr. 

Math.  Phys.  XXXHI,  372. 
226.  Potential  einer  elliptischen  Walze.   Ulr.  Bigler.   Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  225. 
[Verffl.  Bd.  XXlI,  Nr.  642.] 
Vergl.  Reihen  230. 

BeotUleatlon. 

226.  De  la  longueur  d*une  ligne.    Goedseels.    Mathesis  VDI,  Supplement. 

227.  Sur  Tartide  de  Mr.  Goedseels:  ^^De  la  longueur  d'une  ligne."    P.  Mansion. 

Mathesis  Vm,  262. 

228.  Zur  Bectification  der  Hyperbel.   £.  Oekiughaus    Grün.  Archiv  2.  ß.  VI,  223. 

229.  Sur  la  räsolution  de  Täquation  dx^-h  dy*-hdz^  =  ds^  et  de  quelques  äquations 

analogues.    G.  Darbouz.    Journ.  math^m.  S^r.  4,  HI,  305. 

Reihen. 

230.  D^veloppements  eu  säries  trigonomätriques  de  certaines  fonctions  päriodiques 

v^nfiant  Täquation  ^JP=0.    P.  Appell.    Journ.  mathäm.  S^r.  4,  UI,  5. 
281.  Zur  Theorie  der  harmonischen  Beihe.    H.  Simon.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI, 
105,  820. 

232.  Sur  le  coefQcient  du  terme   g^näral  dans  certains  däveloppements.    A.  H. 

An  gl  in.    Jonm.  mathäm.  S^r.  4,  U,  139. 

233.  Ueber  die  Entwickelnng  von  e-^'^^-*)  in  eine  Potenzenreihe  nebst  einigen 

Anwendungen  derselben.    L.  Saalschutz.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  305. 

234.  S-f^-m    Bi  on  compiend  par  a«  le  plus  grand  diviseur  impair  de  n.    W. 

Mantel.    Mathesis  VÜI,  208. 
Vergl.  Functionen  58,  70,  73. 

Bichtangsgrössen. 

235.  On  multiple  algebra.    A.  Oayley.    Quart.  Joum.  matb.  XXU,  270. 


Sphirik. 

236.  Th^oräme   sur   le    quadrilat^re  sph^rique.    Beyens,  Deprez,  Demoulin. 

Mathesis  VIII,  52. 

Stereometrie. 

237.  PolyMres  ^  faces  triangulaires  et  ä  faces  quadrangulaires.    Droz.    Mathesis 

vm,  166. 

238.  Sommet  commun  de  deux  cönes  semblables  construits  sur  deux  cerclee  dans 

Tespace.    Emmerich,  Beyens,  Ghuys.    Mathesis  VIII,  103. 
Vergl.  Tetraeder. 

Snbttitatlonen. 

239.  Les  fonctions  fuchsiennes  et  Tarithm^tique.    H.  Poincar^.    Jounu  math^. 

S^r  4,  III,  405. 

240.  Sur  les   groupes  transitifs  dont  le  degr^  est  le  carr^  d*un  nombre  premier. 

L.  Sylow.    Acta  math.  XI,  201. 

241.  Becherches  sur  la  transformation  par  des  substitutions  reelles  d'nne  Homme 

de  2  ou  de  3  carr^s  en  eile  niSme.  Lipschitz  (J.  Molk).  Joom  math^m. 
Sär.  4,  II,  373. 
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242.  Recherches  aar  les  groupes  d'ordre  fini  contenu  dans  le  groape  Cremona.    L. 

Autonne.    Journ.  mathäm.  S^r.  4,  I,  481;  11,  49. 

243.  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenas  dans  le  ffroape  des  substita- 

tions  linäaires  de  contact.    L.  Aatonne.    Journ.  math^m  S^r.  4,  III,  63. 


TetnMder. 
244.  üeber  mehrfach  perspective  Tetraeder.    L.  Klug.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  93. 
246.  üeber  Triederschnitte  und  Minimaltetraeder.    B ermann.    Grün.  Archiv  2.  R. 
VI,  76,  219. 

246.  Deux  t^traädres  ayant  m^me  centre  de  gravitä.   Emmerich.   Mathesis  VIII, 

24.  —  J.  Neuberg  ibid. 

Trägheittmoment. 

247.  Moments  d'inertie  du  triangle  et  du  t^traädre    E.  Oesaro.  Mathesis  VIII,  183. 

248.  Moment  d*inertie  du  triangle.    P.  Mansion.    Mathesis  VIII,  227. 

249.  Moment  d^inertie  d*nn  qnadrilat^re  par  rapport  au  point  de  rencontre  des 

droites  qui  joignent  les  milieuz  des  cötes  oppos^s.   V.  J  am  et.    Mathesis 
VIII,  282. 

Trigonometrie. 

250.  Calcul  des  lignes  tri^onomätriques  des  arcs  du  premier  quadrant  de  8  en  3 

degräs.    E.  Gelin.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

251.  Questions  diverses  de  trigonomätrie.    E.  Geiiu.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

2ff 

252.  Snr  les  cosinus  des  siz  premiers  multiples  de  -r-»    Emmerich,  J.  Beyens, 

Stuyvaert    Mathesis  VIII,  22.  —  Lambotte,  Bonnet,  D^prez  ibid. 
23.  —  Choisis  ibid.  23. 
258.  Equation  la  plus  simple  admettant  pour  racines  les  tangentes  et  les  cotan- 
gentes  de  3^  21o,.33o,  39«.    Gelin.    Mathesis  VIII,  172. 

a*.cotg  —  +  h^.cotg—'^<*.cotgY    j^,^ 

254.  Dans  tout  triangle  on  a  ^ ^ 7? =-5 — .    Bevens, 

a*tg-  +  l^tg-  +  (*tgY 

Falisse,  Rochetti.    Mathesis  VIII,  54.  —  Russo,  Emmerich,  Meu- 
rice,  Ddprez  ibid.  55. 

255.  £qnations  entre  des  fonctions  trigonomätriques  des  angles  d*un  triangle  plan. 

Fran9oiB,  Molenbroek,  üenys,  Depres.    Mathesis  VIII,  211. 

256.  l^qnations  entre  des  fonctions  trigonom^triques  de  4  angles  dont  la  somme 

est  (2n+l)».    E.  Gelin.    Mathesis  VIII,  277. 

257.  Snr  quelques  espäces  particuliäres   de  triangles.     J.  Nenberg.     Mathesis 

VIII,  245. 

258.  Evaluation  de  la  puissance  n  d*un  cötä  d'un  triangle  au  moyen  des  denz  antres 

cötäs  et  de  deux  angles.    Emmerich,  Laisant.    Mathesis  VIII,' 102. 

259.  Connaissent  un  angle  A  d'un  triangle  et  ensus  Tangle  entre  les  droites  joig- 

nant  A  aux  points  de  trisection  du  cöt^  oppose,  calculer  les  deux  autres 
angles  da  tnangle.    Campbell,  Emmerich.    Mathesis  VIII,  58. 

260.  Ueber  einige  Winkel-  und  Längenrelationen  am  Dreieck.     E.  Zahradnik. 

Grün.  Archiv  2.  R.  VL  415. 

261.  Sur  les  angles  soos  lesqnels  on  voit  les  diagonales  d*un  cnbe  d*anpoint  quelc- 

onque  de  la  sph^re  inscrite  au  cube.  Gerondal,  Meurice,  Emmerich, 
Beyens.    Mathesis  VIII,  77. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes.    Determinanter  21. 


mtraelliptiselM  TnuiseendeiiteB. 
262.  Beiträge  zur  Transformation  der  hyperelliptischen  Integrale.    Wold.  Hey 
mann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  81,  818. 
Vergl.  AbeFsche  Transcendenten. 
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Wahrtohaiiilidhkeittreelixmng. 
268.  Üeber  swei  Sätze  der  Wahrscheinlichkeitsrecbnong.    Fr.  Hof  mann.   Ztscbr. 

Math.  Phys.  XXXIH,  876. 
264.  Probabilit^  que  la  »ommex-k-y  Boit  premier  avec  n,  pendant  qae  x^n^y^n. 

Laieant.    Mathesis  VUI,  252.  —  J.  Neuberg  ibid.  254. 


Zahlontheorie. 

265.  Untersuchungen  über  die  Normen  complezer  Zahlen.    K.  Schwerin g.    Acta 

math.  XI,  265. 

266.  Eine  Eigenschaft  der  Primzahl  107.    E.  Scbwering.    Acta  math.  XI,  119. 

267.  Propositions  arithm^tiques  tir^  de  la  throne  de  la  fonction  ezponentielie. 

Lipschitz.    Joorn.  mathäm.  S6t.  4,  U,  219. 

268.  Cons^quences  du  thäoröme  de  Wilson.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  226. 

269.  Sur  nn  th^or^me  de  Mr.  Oltramare.    Cesaro.    Mathesis  Ylil,  129.     [Vergl. 

Bd.  XXXIH,  Nr.  268.] 

270.  Sur  les  nombres  parfaits.    J.  J.  Sylvester.    Mathesis  VIII,  57.  <—  Cl.  Ser- 

vais  ibid.  92,  185.  —  Cesaro  ibid.  112.    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  263] 

271.  Sur  le  chiffire  final  de  la  somme  des  puissances  p  de  10  nombres  cons^cutifs. 

Brocard,    Gelin,    Molenbroek,   Emmerich,    Mosnat.      Mathesifi 
Vni,  108. 

272.  üeber  mansche  Quadrate.    Fei.  Glauss.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  424. 

278.  Des  Solutions  entiäres  de  xy-^ax  +  hy^c.    Beyens,  Bruyr,  Emmerich, 
Laisant.    Mathesis  VHI,  218. 

274.  Sur  une  somme  de  5  carräs.    Brasseur,   Däprez,   Emmerich,   Molen- 
broek.   Mathesis  VItl,  145. 

276.  La  diff^rence  de  deux  cubes  cons^cutifs  n*est  jamais  un  bicarr^.    Fan  quem 
bergue.    Mathesis  VIII,  21. 

276.  2n*«(2j)  +  l)«+(2g  +  l)'  est  impossible  sauf  pour  le  cas  n  =  5,   2»  +  l  et 
29  +  1  ^tant  des  nombres  premiers.  Fanqnembergue.  Mathesis  VlII,  75.  j 
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«HnlAii^  Tratte  r)e  fiubstitutioiiB. 
s  ^      Cremoiift^  Geometr  Theorie  4er  elitiien  Curven*    isiiö, 


E 


Terlag  ron  Fried  rieh  Vlewrg  d  Mahn  in  Braunsobweig. 

(2u  beziehen  durch  j^-cie  BucblmßjilongO 
Soeben  erschien  f 

Sammlung  von  Formeln 

der  reinen  und  auf^waadteu 

Mathematik 

von  Dr.  \V.  Liska. 

l.   Lieferanar      gr,  i^,     geh      Prt^is   7    Mark. 


Urn  die  Wi-ltlanügkeiten  zu  venueidtjn,  welcba  dadurch  i^utätelien, 
daÄs  vitik  Beitrüge  xur  Zeitschr.  f.  Math*  m.  Phys.  aacH  Leipzig 
(tlißils  an  den  Verleger j  tlieils  an  die  Redaetioü)  gasöiid**t  werden,  erglüht 
IUI  «Kt«  Höirea  Mitarlieitor,  Einsender  von  Beeensioosöxemplaren  etü.  die  Bittö^ 
sicU  nur  folgender  Adre^en  bedienen  m  wollen: 

far  Beiträge  zur  ersten  Ahtbeilung: 

an    Dn  O.  Sohlömiloli»  Gtjheimratli  a*  D    in  Dresden -i 
Porticusstr,  2, 

ftir  Beitrag*?  ^^^  zweiten  Abtteilong: 

an  Dr.  M.  Caator,  Professor  äe  der  Universität  Heidelberg, 
Gftisbergatr.  15. 
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Lncas  Paciuolo. 

Eine  biographische  Skizze 

▼on 

Dr.  H.  Staigmüller, 

ProfeBBor  »m  kOnigl.  BealgymnMlam  su  Stattgart. 
(SohluBS.) 


Im  Tractat  XI  giebt  Pacinolo  die  erste  Darstellung  der  doppelten 
Buchführung.  In  Betreff  dieses  Tractats  verweise  ich  auf  die  treue  Wieder- 
gabe und  die  vielfachen  Berücksichtigungen,  welche  derselbe  in  verschie- 
denen von  mir  oben  angeführten  Abhandlungen  des  Herrn  Privatdocenten 
Dr.  Jaeger  erfuhr.  Ich  für  meinen  Theil  möchte  hier  nur  die  Yermuthung 
aussprechen,  dass  Paciuolo  wahrscheinlich  in  der  Zeit,  welche  er  in  dem 
Hause  des  Kaufherrn  Antonio  de  Bopiansi  zubrachte,  sich  die  Kennt- 
nisse der  damals  in  Venedig  üblichen  Art  der  doppelten  Buchführung  an- 
eignete ,  um  nun  als  Erstet  ihre  Lehre  in  eine  strenge  Darlegung  zusammen- 
zufassen und  dem  Drucke  zu  übergeben. 

Der  Tractat  XII  trägt  den  Titel  „Tariffa**.  Wie  heute  noch  den  Lehr- 
büchern über  Arithmetik  meist  als  Anhang  Tabellen  zur  Yergleichung  der 
in  den  einzelnen  Ländern  gebräuchlichen  Maasseinheiten  beigegeben  sind, 
welche  Tabellen  vor  noch  nicht  allzulanger  Zeit  auch  bei  uns  sich  durch 
nichts  weniger  als  Einfachheit  auszeichneten,  so  schliesst  auch  Paciuolo 
den  arithmetischen  Theil  seines  Werkes  mit  Tabellen  ähnlichen  Inhalts,  in 
denen  vor  Allem  auch  die  Wechsel-  und  Geldgebräuche  der  für  den  italie- 
nischen Kaufmann  in  jener  Zeit  in  Betracht  kommenden  Länder  tarifmässig 
zusammengestellt  sind.  Dieser  Tarif  zeigt,  den  damaligen  politischen  Ver- 
hältnissen Italiens  entsprechend,  eine  Mannigfaltigkeit,  für  welche  wir  heute 
nur  noch  ein  n^itleidiges  Lächeln  haben.  Ausser  solchen  Vergleichnngen 
sind  dem  Tarife,  der  hauptsächlich  für  den  Gebrauch  in  Venedig  und  Flo- 
renz bestimmt  war,  einige  Winke  über  Waarenkenntniss  beigegeben.  Dass 
solche  Zusammenstellungen  nie  das  Werk  eines  Einzelnen  sind,^)  sondern 
aus  dem  Verkehr  selbst  herauswachsen,  ist  klar  und  so  werden  sicherlich 
solche  Tarife  lange  vor  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  in  den  Comptoiren 

1)  Brandaglia  scheint  der  Ansicht  zu  &ein,  dass  Paciuolo  wenigstens 
einen  grossen  Theil  der  Notizen  seines  Tarifs  auf  seinen  Reisen,  speciell  der  Orient- 
reise  gesammelt  habe,  welcher  Ansicht  ich  in  keiner  Weise  beipflichten  kaniT^^^^Tp 

Bist.  lit.  Abthlg.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXXIV,  4.  10  ^  O 


122  Historisch -literarische  Abtheilung. 

verwendet  worden  sein,  und  nichts  ist  natürlicher^  als  dass  dieselben  später- 
hin ohne  Autornamen  gedruckt  wurden.  Ein  solcher  Tarif  erschien  1481 
unter  dem  Titel:  „Questo  e  el  libro  che  tracta  di  mercatantie  et  usanze  di 
paesi^  ohne  Autornamen,  eine  andere  Ausgabe  trägt  nicht  einmal  ein  Druck- 
jähr.  Dieser  Tarif  wird  einem  Giorgio  di  Lorenzo  Chiarini  zuge- 
schrieben, da  diesen  Namen  ein  Manuscript  der  Magliabecchiana  zeigt 
Paciuolo*s  Tarif  stimmt  mit  jenem  wörtlich  überein ; ^)  deshalb  wurde  P a - 
ciuolo  von  der  einen  Seite  des  Plagiats  beschuldigt,  von  der  andern  die 
Hypothese  aufgestellt,  dass  auch  jener  Tarif  von  ihm  verfasst  sei.^)  Gegen  diese 
letztere  Annahme  sprechen  zwei  Gründe.  Erstens  finde  ich  nirgends  in  Pa- 
ciuolo's  Werken  eine  diesbezügliche  Andeutung;  im  Gegentheil  sagt  der- 
selbe, er  füge  diese  Notizen  bei,  ,, obgleich  sie  durch  viele  Andere  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  gesammelt  wurden  ^,^)  und  zweitens  befand  er  sich  1481 
auf  Reisen,  speciell  in  Zara.  Doch  kann  nach  obiger  Darstellung  Paciuolo 
ebenso  wenig  der  Vorwurf  gemacht  werden,  mit  diesem  Tarif  ein  Plagiat 
verübt  zu  haben,  als  man  heute  einen  solchen  Vorwurf  unter  analogen  Ver- 
hältnissen erheben  würde.^)  und  zudem  enthält  auch  schon  das  den  Jfing- 
lingen  von  Perugia  im  Jahre  1478  gewidmete  Werk  einen  Tarif,  der  mit  obigem 
wohl  identisch  sein  dürfte,  und  den  Paciuolo  vielleicht  ebenfalls  semem 
Aufenthalt  im  Hause  des  Kaufherrn  Antonio  de  Bopiansi  verdankte. 

Doch  nicht  nur  auf  den  Inhalt  der  Werke  Paciuolo 's  werden  wir 
unser  ürtheil  über  denselben  als  Mathematiker  gründen,  sondern  auch  auf 
die  Art  und  Weise  der  Behandlung  dieses  Inhalts,  und  hier  macht  sich 
unseren  heutigen  Forderungen  gegenüber  bei  Paciuolo  in  hohem  Grade 
ein  Mangel  an  Strenge  bemerklich.  Hat  Paciuolo  z.B.  irgend  eine  Vor- 
schrift zur  Lösung  einer  bestimmten  Art  von  Aufgaben  gegeben,  so  ftlUt 
er  nur  in  den  allerseltensten  Fällen  das  Bedürfniss ,  ausser  der  Probe  einen 
directen  Beweis  für  die  Richtigkeit  seiner  Vorschriften  zu  geben.  Paciuolo 
erweist  sich  in  dieser,  ich  möchte  sagen  dogmatischen  Behandlung  der 
Mathematik  als  echtes  Kind  des  Zeitabschnitts,  an  dessen  Ende  er  steht, 


1)  Wie  schon  Libri  1840  bemerkte.  Vergl.  dessen  Histoire  des  scienceB 
math^matiqnes,  Bd.  III  S.  148  Anm.  2. 

2)  Vergl.  z.  B.  die  Bemerkungen  zu  diesem  Tarife  in  Ricardi's  Biblioteca 
matematica  italiana. 

3)  „Benche  per  mölH  aUri  se  ndbino  recolteper  dwersi  tempi/'  VergL  „Swn- 
mario  de  la  quarta  parte  principaJe"  der  „Summa*'. 

4)  Aehnliche  Tarife  dürften  überhaupt  die  meisten  grösseren  der  damaligen 
arithmetischen  Werke  enthalten  haben.  VergL  z.  B.  Tagliente*8  „Libro  d'abaco". 
Derselbe  Verfasser  gab  1626  ebenfalls  eine  Lehre  der  doppelten  Buchführung  heraas. 

Bei  Alledem  ist  auch  im  Auge  zu  behalten,  data  bei  der  damaJigeo  relativen 
Seltenheit  und  dem  hohen  Preise  der  Drucke  Paciuolo  sich  bemühen  musste, 
mit  seinem  Werke  möglichst  viele  andere  dem  Käufer  zu  ersetzen.  So  schreibt  er 
eben  in  Bezug  auf  diesen  Tarif  auch,  er  setze  ihn  bei,  damit  der  Eaofmann  Alles, 

was  er  brauche,  stets  zu  Händen  habe.    Vergl.  Summario  der  „Summa*'.] 
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und  darf,  weder  was  Schärfe  und  Strenge  des  mathematischen  Denkens, 
noch  was  Freiheit  in  der  Behandlung  der  einzelnen  Aufgaben  anbetrifft, 
die  Schuhriemen  seines  Meisters,  des  grossen  Pisaners  15sen.  Auch  mehr 
äusserlich  betrachtet,  kann  die  Art,  wie  Paciuolo  seine  Wissenschaft  yor- 
trägt,  keine  streng  systematische  genannt  werden,*)  wenn  auch  überall  das 
Streben  nach  einem  solchen  Vortrag  angenehm  berührt. 

Dass  aber  in  einer  Zeit,  in  welcher  es  beinahe  für  eine  grössere  That 
galt,  Etwas  auf  die  Alten  zurückgeführt,  als  selbst  entdeckt  zu  haben, 
Paciuolo  trotz  aller  dieser  Mängel  durch  seine  „Summa''  hohen  Ruhm 
erwarb,*)  ist  nicht  zu  verwundem,  und  Paciuolo  ist  der  Letzte,  welcher 
uns  darüber  im  unklaren  lässt.  Vollständig  berechtigt  ist  er,  wenn  er  in 
seinem  Briefe  an  Petrus  Soderini  sich  selbst  das  Zeugniss  ausstellt: 
y^Ego  vero  qui  a  teneris  unguicuUs  pertinacissimo  stiidio  in  his  (sc.  disci- 
plinis  gtuw  Chraed  MaiJiematicas  appeüand)  äliquem  profidum^)  assecutus 
muUorum  iudicio  viderer'',  und  in  mehr  als  einer  Beziehung  ist  es  zutref- 
fend, wenn  ihn  Daniel  Cajetan  in  dem  oben  erwähnten  Briefe  „äUerum 
nostrae  aetatis  Nicomachum^  nennt/)  Eigenthümlich  berührt  es  uns  aber, 
jwenn  Paciuolo  immer  wieder  seinen  Ruhm  durch  namentliches  Aufzählen 
von  hochgestellten  Freunden ,  Bekannten  und  Zuhörern  zu  illustriren  sucht,^) 
und  geradezu  zu  verurtheilen  ist  es,  dass  er  jenen  Brief  Daniel  Caje- 
tan's  seinem  Werke  vorausschickt.  Cajetan  überschreitet  nämlich  in 
Vielem  weit  die  Grenzen  freundwilliger  Recension,  und  wenn  auch  nicht 
geleugnet  werden  soll,  dass  Paciuolo  sich  seiner  „ Divina ^'  gegenüber  in 
ganz  anderem  Sinne  als  Autor  fühlen  durfte,  als  seiner  „Summa'*  gegen- 
über, so  ist  doch  in  jenem  Briefe  die  Stellung  Paciuolo's  als  Mathematiker 
in  folgenden  Worten  vollständig  verkannt:®)  „u^  quod  miUus  in  id  genus pro- 


1)  80  wendet  z.  B.  Paciuolo  in  seiner  „Summa*'  die  Lösung  quadratischer 
Gleichungen  praktisch  schon  lange  an,  ehe  er  sie  lehrt.  Vielleicht  hängt  dieser 
Mangel  auch  mit  der  von  mir  auf  8.  99  anfgesteUten  Hypothese  zusammen. 

2)  So  schreibt  Paciuolo  in  seinem  Werke  „De  viribus  quantitatis*'  von  seiner 
„Summa":  „et  gia  per  tutto  Vtmiverso  divulgataf*, 

8)  Soll  profectitm  (=  Erfolg)  heissen. 

4)  Wie  Nicomachus  der  Erste  ist,  der,  wenn  ich  so  sagen  darf,  eine 
„Summa"  der  Arithmetik  zuBammenstellte,  welche  auf  uns  kam,  so  ist  Paciuolo 
der  Erste,  der  ein  solches  Werk  dem  Drucke  übergab.  Allerdings  ist  PaciuoIo*8 
„Samma"  nicht  das  erste  überhaupt  gedruckte  arithmetische  Werk;  von  italie- 
nischen Drucken  sind  z.  B.  älter  der  ohne  Autornamen  1478  in  Treviso  gedruckte 
Abaco,  sowie  das  von  1484—1667  in  elffacher  Auflage  erschienene  arithmetische 
Werk  Pietro  Borgi's.  Diese  Werke  scheinen  jedoch  sich  nur  mit  dem  prak- 
tischen Rechnen  beschäftigt  zu  haben  und  keineswegs  den  Titel  „  Summa"  zu  ver- 
dienen; zudem  ist  Paciuolo 's  Werk  über  Arithmetik  und  Geometrie,  das  er  den 
Jünglingen  von  Perugia  widmete,  so  alt  oder  älter  als  jene  Werke. 

6)  Vergl.  hierzu  z.  6.  Anm.  6  zu  8.  94  dieses  Aufsatzes. 

6)  In  ähnlicher  Weise  überschätzt  auch  Bini  die  Stellung  Paciuolo *8  al| 
Mathematiker.  Digitized  by  VjOOQIC 
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fessione  ad  hanc  usqtie  diem  aut  comprehendere  potuU  aut  scivU  hie  solus  sui 
äUissimi  inteUedus  indagine  conquirit  atgue  vestigat^^.  Ausser  einer  hier 
durchleachtenden  gewissen  Eitelkeit  wird  gegen  Pacinolo  anch  der  Vorwurf 
des  Neides  gegen  jüngere  Talente  erhoben.^)  Diese  Vorwürfe  gegen  den  Cha- 
rakter Pacinolo 's,  die  wohl  als  berechtigt  anerkannt  werden  dürften,  v^gen 
leicht  gegen  andere,  anf  welche  ich  nun  eingehen  mnss,  nnd  deren  Grand- 
losigkeit  ich  nachzuweisen  versnchen  werde. 

Vielfach')  wird  gegen  Pacinolo  der  Vorwurf  des  Plagiats,  begangen 
an  Leonardo  Pisano,  erhoben;  so  schreibt  Fabroni:  „ejusque  (i.  e. 
Leonardo's)  scripta  etc.  » . .  expüaverit  Lucas^%  nnd  in  der  That  kann 
leicht  gezeigt  werden,  dass  yielleicht  drei  Viertel  der  ganzen  ,Snnima' 
Leonardo's  Werken  entnommen  sind.  Eine  Vergleichnng  der  ersten 
Distinction  der  „Summa^  mit  Leonardo's  „Liber  quadratomm*  zeigt 
z.  B.,  dass  Pacinolo  den  ganzen  zweiten  Theil  jener  Distinction  dorther 
entlehnte,  ohne  jedoch  im  Entferntesten  die  lichtvolle  nnd  strenge  Darstel- 
lung seines  Vorbildes  zu  erreichen.  Aber  zu  Anfang  (Tract.  IV  Art.  4)  wie 
am  Schlüsse  (Art  9)  dieses  Auszuges  aus  Leonardo's  „Liber  quadratomm* 
erwShnt  Pacinolo  ganz  ausdrücklich  seine  Quelle,  im  zweiten  Falle  sogar 
mit  der  Bemerkung,  dass  dort  die  von  ihm  nur  angeführten  Regeln  bewie- 
sen seien.  Diese  Quellenangaben  sind  so  genau,  dass  Libri,  der  Leo- 
nardo's „Liber  quadratorum^  für  yerloren  hielt,  im  Stande  war,  dessen 
Inhalt  richtig  zu  reconstmiren.^  In  seiner  Geometrie  vollends  beginnt  Pa- 
cinolo gleich  das  erste ' Capitel  mit  der  Erklärung,  dass  er  hauptsSchlich 
Leonardo  Pisano  folgen  werde  und  deshalb  sei,  wo  er  keinen  Antor 
angebe,  stets  Leonardo  derselbe;^)  die  übrigen  Autoren  dagegen  werde 
er  nennen,  unter  solchen  umständen  und  dazu  noch  bei  einem  Werke,  das 
sich  ausdrücklich  für  eine  Arbeit  compilatorischen  Charakters  ausgiebt,  von 
einem  Plagiat  zu  sprechen  ist  in  keiner  Weise  gerechtfertigt,  und  in  der 

1)  Yergl.  Vermiglioli*B  Biographie  Bigazzini  Girolamo*8  I.  (1480-1564). 
Jene  Biographie  beruht  auf  einem  Manuscript  eines  gewissen  Sotii  vom  Jahre  1540. 
Dieses  Mannscript  wurde  1831  von  MariottoAntinori  herausgegeben.  Allerdingi 
könnte  der  Grund,  warum  Pacinolo  dem  über  schwierige  sahlentheoretische 
Fragen  Auskunft  verlangenden  Schüler  antwortete,  er  wolle  zuviel  wissen,  anch 
ein  anderer  als  Neid  gewesen  sein!  Ich  möchte  hier  eine  Notiz,  die  ich  in  eben 
jener  Biographie  fand,  beisetzen,  da  dieselbe  für  die  Geschichte  der  Mathematik 
in  Deutschland  von  einigem  Interesse  ist.  Dort  las  ich  nämlich:  wäre  Girolamo, 
ein  Schüler  Pacinolo 's,  nicht  durch  gewisse  häusliche  Verhältnisse  verhindert 
gewesen,  „so  würde  er,  um  sich  in  Mathematik  besser  zu  unterrichten,  nadi 
Erakan,  Ulm,  Tübingen,  Wien,  Paris  und  Nürnberg  sich  begeben  haben,  woeelbfi 
diese  Wissenschaft  mit  grösstem  Eifer  betrieben  wurde**. 

2)  Yergl.  auch  Foscarini. 

3)  Vergl.  Libri,  Bd.  II  S.  40. 

4)  Yergl.  „Summa**  II,  BL  1,  i:  „E  perche  not  segwitamo  per  la  magior  parte 
Leonardo  Pisano  io  intendo  dechiarire  che  quando  si  porra  alcuna  proposta  js^nro 
atUore,  quella  sia  di  detto  Leonardo." 
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That  ist  anch  dieser  Vorwurf  nie  mit  der  Schärfe  und  OehSssigkeit  gegen 
Paciuolo  erhoben  worden  wie  der,  zu  dem  ich  nun  übergehe. 

Yasari  dchreibt  in  seiner  Biographie  des  Malers  Piero  della  Fran- 
cesca:  „Unglücklich  in  Wahrheit  sind  Diejenigen,  welche,  indem  sie  sich 
bemühen,  in  den  Wissenschaften  Anderen  zu  nützen  .und  sich  selbst  Buhm 
zu  erwerben ,  durch  Krankheit  oder  Tod  verhindert  werden ,  die  begonnenen 
Werke  zu  vollenden.  Ja  nicht  selten  geschieht  es,  wenn  die  Werke  fast 
vollendet  oder  zu  einem  gewissen  Abschluss  gediehen  sind ,  dass  der  Eigen- 
dünkel Deijenigen,  welche  ihre  Eselshaut  mit  dem  glänzenden  Felle  des 
LOwen  zu  bedecken  suchen,  sich  dieselben  anmasst.  ...  Piero  galt  fElr 
einen  vorzüglichen  Meister  in  den  Schwierigkeiten  der  regulären  Körper, 
sowie  in  der  Arithmetik  und  Geometrie,  wurde  aber  im  Alter  durch  Blind- 
heit und  Tod  verhindert,  die  Früchte  seiner  Arbeiten,  seine  vielen  Werke 
herauszugeben ,  welche  noch  in  seiner  Vaterstadt  Borge  aufbewahrt  werden. 
Derjenige  aber,  welcher  mit  allen  Kisten  sich  hätte  bemühen  sollen,  ihm 
Buhm  zu  erwerben,  weil  er  Alles,  was  er  wusste,  von  ihm  hatte,  suchte 
als  gottloser  und  tückischer  Mensch  den  Namen  Piero's,  seines  Lehrers, 
za  vernichten  und  sich  selbst  widerrechtlich  die  Ehre  anzueignen,  welche 
Jenem  allein  zukam,  indem  er  unter  seinem  Namen  als  Fra  Luca  dal 
Borgo  die  Früchte  der  Mühen  jenes  guten  Greises  veröffentlichte.  ... 
Piero  war,  wie  gesagt,  sehr  eifrig  im  Studium  der  Kunst,  beschäftigte 
sich  viel  mit  Perspective,  und  besass  sehr  gute  Kenntnisse  in  Euklid,  so 
dass  er  die  richtigsten  umrisse  der  regelmässigen  Körper  besser  als  irgend 
sonst  ein  Geometer  verstand.  Ja  die  meisten  Aufklärungen  über  diese 
Gegenstände  haben  wir  von  ihm,  denn  Meister  Luca  dal  Borgo,  der 
über  die  regelmässigen  geometrischen  Körper  schrieb,  war  sein  Schüler; 
und  als  Piero,  nachdem  er  viele  Bücher  geschrieben  hatte,  gestorben  war, 
masste  sie  sich  Meister  Lucas  an  und  Hess  dieselben,  als  sie  ihm  nach 
seines  Meisters  Tod  zu  Händen  kamen,  als  die  seinigen  drucken." 

Auf  diese  Anklage,  welche  bis  heute  oft  wiederholt  und  oft  zu  wider- 
legen versucht  wurde,  ist  zunächst  zu  erwidern,  dass  Paciuolo  gerade  den 
Piero  della  Francesca  in  ganz  hervorragender  Weise  mehrfach  als  Autor 
citirt.  Aus  der  grossen  Zahl  dieser  Stellen,  in  welchen  Piero  meist  das 
Epitheton  „mofiarcka  deUapiäura"  führt,  verweise  ich  speciell  nur  auf  drei. 
In  den  beiden  ersten*)  theilt  Paciuolo  mit,  dass  Piero 's  Werk  über  Per- 
spective sich  in  der  Bibliothek  des  Herzogs  von  ürbino  befinde;  in  der 
dritten,*)  dass  jenes  Werk  von  einem  tüchtigen  Sprachkenner  ins  Lateinische 
übertragen  worden  sei.  Die  Gesammtheit  dieser  Stellen  zeugt  doch  unwider- 
leglich dafür,  dass  Paciuolo  keineswegs  „den  Namen  seines  Lehrers  zu 
vernichten  suchte''.  Wenn  so  diese  Anklage,  welche  Vasari  gegen  Paciuolo 
vorbringt,  im  höchsten  Grade  ungerechtfertigt  ist,  so  bleibt  noch  zu  unter- 

1)  „Summa'',  Einleitungsbrief  an  Guidobaldo,  und  „Divina"  I,  Bl.  38,  i. 

2)  „Summa''  I,  Bl.  68,  ?. 
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Sachen,  wie  weit  sich  überhaupt  der  Einfluss  Pier o 's  auf  Paciuolo  er- 
streckt. Hierbei  ist  vor  Allem  festzustellen,  dass  der  Kreis  dessen,  waa 
Paciuolo  in  seinen  uns  erhaltenen  Werken  yon  den  Ergebnissen  selbst- 
ständiger Forschung  Piero's  sich  angeeignet  haben  könnte,  nicht  sehr  gross 
ist|  da  ja  jene  Werke  selbst  nicht  allzuviel  enthalten,  was  nicht  aus  filteren 
Schriftstellern  nachzuweisen  wäre.  Yon  diesem  Gesichtspunkte  aus,  zugleich 
mit  Berücksichtigung  der  von  Vasari  dem  Piero  hauptsächlich  zugeschrie- 
benen Verdienste ,  komme  ich  zu  dem  Schlüsse ,  dass  jener  Einfluss  sich  vor- 
zugsweise auf  Perspective ,  sowie  Behandlung  und  perspectivische  Darstellung 
der  regulären  Körper  beschränkte.  Nun  ist  aber  in  den  uns  erhaltenen 
Werken  Paciuolo 's  nirgends  ein  Lehrgang  der  Perspective  oder  der- 
gleichen enthalten,  und  gerade  bei  der  perspectivischen  Darstellung  der 
regulären  Körper  zeigt  ein  Vergleich  der  in  der  „Summa"  enthaltenen  Zeich- 
nungen mit  denen  der  „Divina"  den  grossen  Einfluss  Leonardo  da 
Vinoi's.  Der  Tractat  über  Architektur,  welcher  wohl  auch  in  Betracht 
kommen  könnte,  ist  dagegen  zum  grössten  Theile,  manchmal  sogar  in 
längeren  wörtlichen  Citaten,  dem  Vitruvius  entlehnt.  Doch  fast  in  jedem 
Capitel  weist  Paciuolo  mehrfach  auf  diese  seine  Quelle  hin.  Nur  die  bei- 
gegebene Tafel  y  welche  einen  menschlichen  Kopf  im  Profll  mit  übergezeich- 
netem Netze  giebt,  ist  allem  Anscheine  nach  Piero's  Werk  entnonmien,^) 
ebenso  rühren  vielleicht  auch  die  übrigen  ziemlich  bedeutungslosen  Tafeln 
über  architektonische  Glieder  etc.  von  Letzterem  her,  wenigstens  machen 
dieselben  mir  nicht  den  Eindruck,  als  hätte  sie  Leonardo 's  Hand  ge- 
zeichnet. Wenn  fernerhin^)  Paciuolo  in  seinem  „Libellus^'  sich  ausser 
Stand  erklärt,  eine  perspectivische  Zeichnung  mehrerer  von  ihm  behandelter 
Vielflächner  zu  geben,  da  ihm  Leonardo 's  Meisterhand  fehle,  so  ist  doch 
klar,  dass  diesem  Werke  kein  Manuscript  Piero's  zu  Grunde  lag.  Li  einem 
solchen  wären  die  Zeichnungen  die  Hauptsache  gewesen ,  während  in  jenem 
„Libellus"  gerade  auf  die  algebraische  Berechnung  der  einzelnen  Strecken  etc. 
das  Hauptgewicht  gelegt  wird.  Ausserdem  ist  es  doch  wahrlich  undenkbar, 
dass  ein  Mann  von  der  socialen  Stellung  eines  Paciuolo  an  einem  Werke, 
das  in  der  Bibliothek  seines  Gönners  sich  befand,  und  dessen  Bekanntschaft 
in  weiten  Kreisen  selbst  eine  lateinische  üebersetzung  documentirt,  ein 
Plagiat  verübt  habe.  War  Paciuolo  Schüler  Piero's,  so  ist  selbstver- 
ständlich, dass  er  seine  ersten  Kenntnisse  über  reguläre  Körper  diesem 
Lehrer  verdankte.  Doch  ist  ein  Einfluss  Piero's  auf  Paciuolo  nicht 
allein  im  Verhältniss  von  Lehrer  zu  Schüler  denkbar;  nach  Baldi  war 
jenes  Verhältniss  vielmehr  das  eines  Freundes  zum  Freunde.  Baldi  erzählt^ 
weiter,   dass  im  Besitz  der  Fürsten  von  ürbino  sich  ein  nach  dem  Leben 

1)  Vergl.  Boflsi,  Del  cenacolo  di  Leonardo  da  Vinci. 

2)  Vergl.  „Divina"  II,  Bl.  22,  t. 

3)  Vergl.  die  von  Boncompagni  mitgetheüte  Biographie  Paciuolo*8  aus 
Baldi's  „Vite  de  matematici^*. 
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gemaltes  Bildnifls^)  Paciuolo's  von  der  Hand  Piero's  befinde.     Auf  dem- 
selben sei  Paciuolo  mit  seinem  Buche  „vor  der  Summa"  dargestellt,  und 
von  oben  hängen  einige  scheinbar  aus  Erjstall  geschliffene  reguläre  Körper 
herab,   aus   denen,   was  die  Contouren,   sowie  was  Licht  und  Schatten  an- 
betreffe, man  ersehen  könne,  welcher  Künstler  Piero  gewesen  sei.    Liegt  in 
diesem  Bilde  nicht  ein  Beleg  dafür  vor,  dass  jene  Männer  in  ihrem  freundschaft- 
lichen Verkehr  auch  Fragen  aus  der  Mathematik  erörterten?    Dort  das  arith- 
metische Werk,   hier   die   stereometrischen  Modelle!     Hierbei  ist  es   nicht 
ausgeschlossen,   dass  Paciuolo  von  Piero  Anregungen  erhielt,  sich  ein- 
gehender mit  den  regulären  und  den  damit  verwandten  Körpern  zu  beschäf- 
tigen,   aus    welcher   Beschäftigung    dann    zunächst   jene    von    mir   schon 
mehrfach  erwähnte  Modellsammlung  hervorging.     Paciuolo's  vorzugsweise 
algebraische  Methode  der  Behandlung  jener  Körper  aber,  sowie  das  Fehlen 
von  Angaben  über  ihre  perspectivische  Darstellung  in  seinen  Werken  spricht 
mir  jedoch  deutlich  dafür,  dass  diesen  Werken  kein  Manuscript  eines  „Künstler- 
Mathematikers  *'    zu  Grunde   liegt;   im   Gegentheil,  gerade  in  Behandlung 
regulärer  und  damit  zusammenhängender  Körper  ist  ja  Paciuolo  selbst 
nicht  ohne  eigenes  Verdienst.     Hiermit  glaube  ich  auch  den  Vorwurf,  dass 
Paciuolo  seine  Eselshaut  mit  dem  Löwenfelle  zu  bedecken  suchte,  als  voll- 
ständig aus  der  Luft  gegriffen  nachgewiesen  zu  haben.     Aber  ich  gehe  noch 
einen  Schritt  weiter  und  behaupte:  in  seinen  letzten  Lebensjahren  trug  sich 
Paciuolo  mit  dem  Plane ,  von  den  theil weise  unvollendeten  Werken  P i e r o *8 
über  Perspective  einen  Auszug  zu  veranstalten  und  denselben  dem  Drucke  zu 
übergeben,  um  so  seinem  inzwischen  verstorbenen  Freunde  ein  bleibendes  Denk- 
mal zu  errichten.    Paciuolo  schreibt  nämlich  einigen  seiner  Schüler  in  dem 
einleitenden  Briefe  zu  seinem  Tractat  über  Architektur,  dass  er  für  sie  ein  aus- 
führliches Werk  über  Architektur  zusammenstellen  und  mit  demselben  zugleich 
ihnen  auch  eine  vollständige  Lehre  der  Perspective  geben  werde,  und  zwar 
Letzteres  nach  den  Schriften  Piero  della  Francesca's,   von  welchen  er 
sich   schon  einen  Auszug  gemacht  habe.^)     „Bemühte  siqh  also  Paciuolo 
nicht y  seinem  Lehrer  Buhm  zu  erwerben?" 

Wenn  so  sämmtliche  Anklagen,  welche  Vasari  gegen  Paciuolo 
schleudert,  sachlich  in  keiner  Weise  begründet  sind,  so  können  sie  nur  per- 
sönlichen Motiven  entsprungen  sein.  Im  Jahre  1550  schrieb  Vasari, 
Tvelcher  mit  der  Familie  des  Piero  della  Francesca  befreundet  war, 
zur  Hochzeitsfeier  eines  Angehörigen  dieser  Familie  jene  Biographie  des 
Künstlers.  Wahrscheinlich  hatte  Vasari  von  jenem  „Auszuge 'S  den  Pa- 
ciuolo aus  den  Werken  Piero 's  sich  gemacht  hatte,  gehört  und  dessen 

1)  Tat  vielleicht  das  Bildnias  eines  Mönches  mit  Zirkel  und  Buch  in  einer  Ini- 
tiale auf  Blatt  1  der  „ Summa'*  eine  grobe  Wiedergabe  desselben? 

2)  Vergl.  ^^Divina'^  I,  Bl.  2S,  x:  „e  anco  con  qudla  promeUo  darvepima  notitia 
de  perspeetiva  mediante  li  docummti  dd  nostro  conterraneo  e  eontemporaU  di  tal 
fcLodta  all  tempi  nostri  monareha  Maestro  Fetro  de  franceschi  dela  qudl  gia  feci 
dignisäfno  ccnnpendio."  ^^^^^^^ byGoOgk 
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Text  des  Codex  yiennensls  no.  275  auf  fol.  27'. 


Infer[i]onim  differentianim  prima  enb  anperiorii  disposicioiuB  ultima  ponitar.  et  nna- 
qn^qae  superiorom  cnm  omnibas  |  inferioribus  conferatar.  in  qua  coUectione  si  quis  prime 
creaerit  speciei,  super  presentialitatem  conlatam  locetur.  u  neio  |  secand^,  ad  secnndam  tran»^ 
feratur.  iJerbi  gratia:  Seconde  speciei  disposicio  sie  fiai  Ponatur  prima  moltiplicandi  |  sab 
extrema  mnitiplicantis.  Proponatm:  ergo  nobis  in  prima  specie«10.24.per  306  multiplicationis  | 
hoc  modo,  iste  sant  differentie:  9876643210. 
(Die  nun  folgenden,  sowie  die  seitlich  stehenden  Buchstabenreihen  werden  hier  weggelassen.) 
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460 
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760 
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480 

640 

800 
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1120 

80 

17 

340 

610 

680 
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1020 

1190 

1360 

90 

18 
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360 

640 

720 

900 

1080 

1260 

1440 

1620 

380 

670 

760 

960 

1140 

1330 

1620 

1710 

Secondam  nomina  planetamm  indita  sunt  nomina  diebos:  Omnis  enim  dies  a  prima  hora 
diei  I  in  aua  aliquis  principatur,  nomen  sortitar.  Sol  ergo  medias  planetarum,  cum  fons  et  origo 
tociuB  oaio|ris  sit,  philosophi  medium  posuerunt.  Naturalis  autem  dies  cum  XXUII  horas  habet, 
prima  hora  |  diei  principatur,  toti  diei  nomen  institait.  Incipiens  ergo  a  sole  cui  übet  sequenti 
et  prejcedenti  horam  depnta  usque  ad  XXTTTT  et  qücunque  primus  sit  planeta,  ab  eo  nomen 
diei  I  conformato. 

DE  ADDITIONE.  |  8i  autem  addere  noluimus,  unusquisque  [  sub  suo  genere  ratio[ne?  oder 
primo]  ponatur,  eri||[atar.  81  autem  ezcreuerit  in  ^iqua  differentianim  dejuarius,  ad  superiorem 
erigatur.  Sed  si  nihil  remanserit  in  aliqua,  |  ciffre  ponatur.  DE  DIMINVTIONE.  In  diminutione 
c^uoque  |  unusquisque  ponendus  est  in  prima  statione  et  minor  de  maiori  aufe|rendus  est  sed 
81  superior  mmor  fuerit,  uel  etiam  nihil  habuerit,  unitas  auferenda  de  sequentibus.  Si  |  de 
secnnda,  in  prima  denarium,  idem  io  cuuctis  significabis.  est  autem  notandum,  in  addicioue  et 
diminutione  I  inicium  a  primis  debere  sumi.  D£  MEDIATIONE.  Cum  uero  mediare  iubemur, 
sulmentes  inicium  a  prima  differeutia.  si  numerus  inpar  fuerit,  mediando  parem  |  pro  unitate 
SUD  pro[xima?]  eadem  differentia  •••  DE  D1U18I0NE.  Ultima  diuidentis  I  sub  ultima  diuidendi 
ponitur,  si  minor  uel  equalis  fuerit.  si  uero  majior,  secundetur.  ultima  aiuidentis  quotiens  in 
ultima  uel  uljtimis  diuidendi  fuerit,  denominatione  super  primam  |  diuisoris  posita,  tociens 
sequens  aujferatnr  de  reliquo.  PROBATiO  DlUl|SIONlS.  Si  diuisionem  probare  |  uolneris, 
denominationem  |  per  diuisorem  multiplica. 

Florem  .  Peperit .  Genitriz  .  Karum  •  Lux  •  Celestis  •  Zell .  Genuit .  Beatum  •  Totis .  Dedit, 
Florem  •  Pratis  •  |  Animam  •  Viris .  Lumina  .Capitibus  •  Quid .  Est  •  Bon  um  .Totis.  Dedit.Soientiam. 
Panes  •  Fratribus .  Creator  •  Cur|rentibus .  Ynnulos .  Omne  •  Bonum .  Tribuit  •  Karitas. 

Si  quis  prime  speciei  aliquid  eiusdem  multiplicauerit,  differentiam  maioris  de  minori 
demere  et  denominajtionem  facere,  differentias  eorum  inter  se  ducere  et  eidem  addere  oportet 
Prima  multiplicantis  sub  ulti|ma  multiplicandi  ponitur,  et  unaqu^eque  superiorum  cum  omnibus 
inferioribus  confertur.  et  si  quid  pnm^  speciei  excrescet,  |  super  presentialitatem  collatam 
ponitur.  Sed  si  denarins  excresoet,  aa  superiorem  differentiam  transferatur.  Si  mul|tiplioationem 
probare  uolumus,  ipsam  nonenario  diuidemus  et  residuum  pre  nota  seruabimus.  Item  |  multipli- 
cantem  separantes  multiplicatumque  nouerario  diuidemus.  et  superfluos  inter  se  ductus  et  noue- 
raria  |  dimsione  diuidemus  residuum  sine  errore  similem  not^  iuueniemus.    98766432  1. 
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Zweck  missverstaDden ,  oder  diesen  Auszug  mit  anderen  Werken  Paciuolo^s 
verwechselt  und  wollte  nun  das,  wie  er  glaubte,  wahre  Yerhältniss  klar- 
stellen; zugleich  war  es  ihm  natürlich  Pflicht,  die  Verdienste  PI  er  o 's  als 
Mathematiker,  die  wohl  vergessen  waren  ^  nachdrücklich  zu  betonen.  Wenn 
Yasari  aber  zur  Ausführung  dieser  Absichten  die  von  mir  mitgetheilte 
Form  wählte,  so  kann  ich  für  mich  die  Ansicht  nicht  unterdrücken,  dass 
der  Grund  für  die  Leichtfertigkeit  und  Gehässigkeit  des  Angriffs  in  der 
Stellung  gesucht  werden  dürfte,  welche  um  jene  Zeit  die  Angehörigen  der 
Familien  beider  berühmten  Männer  in  Borgo  zueinander  einnahmen.  Hierbei 
ist  noch  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  sich  Yasari  auch  sonst  als  Geschichts- 
schreiber in  hohem  Grade  unzuverlässig  erweist. 

Zum  Abschlüsse  dieser  biographischen  Skizze  mSchte  ich  nur  noch  mit 
ein  paar  Worten  auf  die  Stellung  zu  sprechen  kommen,  welche  Paciuolo 

^  in  der  Geschichte  der  Mathematik  einnimmt. 

^  Der  ^,Liber  Abbaci"  (1202)  Leonardo  Pisano 's  bezeichnet  den  viel- 

versprechenden Anfang  einer  neuen  Periode  in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik der  heutigen  Yölker  Europas;  doch  der  Fortgang  entsprach  nicht  dem 
Anfange.  In  den  folgenden  Jahrhunderten  bewegten  andere  Fragen  die 
Yölker  des  Abendlandes,  und  noch  nie  war  die  Mathematik  das  Lieblings- 
kind der  damals  alle  Wissenschaften  beherrschenden  Kirche  gewesen.  So 
kam  es,  dass  drei  Jahrhunderte  nach  Leonardo  Pisano  die  Kenntniss 
des  Lihalts  seines  „Liber  Abbaci'^  die  höchste  Stufe  mathematischen  Wis- 
sens bezeichnete.  Diese  Stufe  nahm  auch  Paciuolo  ein.  Doch  jetzt  war 
das  Erbe  Leonardo 's  Allgemeingut  aller  Derjenigen  geworden,  welche  auf 
den  Titel  eines  Mathematikers  Anspruch  machen  wollten,  und  Yiele  ver- 
dankten ihre  Kenntnisse  Paciuolo 's  „  Summa 'S^)  Yergeblich  sucht  man 
in  diesem  Werke  nach  hervorragend  Neuem,  doch  umfasst  es  getreu  das 
überkommene  Alte,*)  und  auf  diesem  Fundamente  standen  jene  Männer, 
welche  das  „impossihüe''y  das  Paciuolo  seinen  cubischen  Gleichungen  bei- 
schreibt, in  ein  ),poss%büe*'  verwandelten  und  damit  eine  neue  Periode  in 
der  Geschichte  'der  Mathematik  begründeten,  während  Paciuolo  den  Ab- 
schluss  derjenigen  Periode  darstellt,  in  welcher  die  heutigen  Yölker  Europas 
das,  was  sie  von  älteren  Culturvölkern  ererbt  hatten,  auch  erwarben,  am 
es  zu  besitzen. 


1)  Vergl.  hierzu  die  vielfache  Erwähnung  jenes  Werkes  bei  Card  an  o,  Tar- 
taglia  etc. 

2)  Wie  aoeh  noch  einige  andere,  zeitlich  nicht  allzasehr  davon  getrennte 
Werke,  so  vor  Allem  Ghaligai's  „ Summa ^'  vom  Jahre  1621. 


Berichtigungeii. 

Im  ertten  Thefle  dieses  Aufsatzes  ist  sm  lesen:  S.  88  Z.  4  t.  o.  ostendUaet  st  otfaitffs»«,  &  91  Z^  4 
T.  o.  peritüsimo  st.  pentisshno,  8.  92  Z.  6  t.  n.  Paolnolo  st  Paoiulo,  8.  95  Z.  5  t.  o.  rarutkna  sL  rarw» 
«imtM,  S.  9i  Z.  7  ▼.  a.  doeendum  st  dooentum,  8.  98  Z.  17  t.  o.  AUnueabaia  si.  Altnueabula,  8.  99  Z.  11 
▼.  o.  enrAhnt  st  erwfthnte,  8.  91  Anm.  1  Bl  Bt.  A  TT,  8.  97  Anm.  S  benfltste  st  benutzte. 
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neber  eine  Algorismus- Schrift  des  XEL  Jalirhmiderts 
und  über  die  Verbreitung  der  indisch  -  arabischen 
Rechenkunst  und  Zahlzeichen  im  christl.  Abendlande. 

Von 

Dr.  Alpred  Nagl 

in  Wi«n. 


ffieran  Taf  VII. 


Der  Compntns-Tractat  vom  Jahre  1143,  dessen  Handschrift  im  Sam- 
melbande 275  der  Wiener  Hof  bibliothek  die  Blattseiten  fol.  27^—34^  ein- 
nimmt^)  nnd  dessen  erste  Seite  (fol.  27^)  von  Sickel  in  photographischer 

1)  Das  Jahr  1143  ist  das  Abfassmigsjahr  dieser  Schrift,  worüber  zo  vergl. 
Sickel,  liunarbuchstaben,  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  kaiserl.  Akademie, 
Bd.  38  (1862)  S.  170,  Note  6.    Indess  herrscht  darüber  kein  Widersprach,  dass  die 
Handschrift  noch  dem  12,  Jahrhondert  angehört.    Sie  ist  mit  den  oben  bezogenen 
Blättern  27—34  abgeschlossen  nnd  ganz  von  einer  und  derselben  Hand  geschrie- 
ben.   Die  von  Sickel  a.  a.  0.  bezogene  Stelle  findet  sich  anf  fol.  29'  nnd  lautet 
daselbst:   „Anni  domini  mutanttMr  S.kl.icm     Atmi  ah  origine  mundi  lö.Jd.apl. 
Gidus  19. in  14,l%vnae  apl,    Concwrrentes  in  kl.  marciü  Epaete  in  U,  aepteba.    In- 
dictiones  8.1cl*octdba**    Die  von  Sickel  berufene  Berechnung  des  Abfassuugsjahres 
folgt  erst  weiter  unten  nach  einer  kurzen  Bestimmung  der  Quatember  und  lautet* 
Anni  domini  quot  aint,  per  ordinem  indicHonum,  qui  in  pr^enti  sunt  75,  inttenian- 
twr.    ordinea  namque  indictionum  75  per  15  tMÜtiplicfimdi  swnt,  qma  in  wnoquoque 
ordine  15  continentur  anni,  acüicet  3  lu8tra,15  (l.  quindeciea)  igitur  75  1125  awnt. 
Quibua  19  addantur,  quod  3  anni  tranaierawt  de  ülo  ordine,  nato  domino.  et  enmt 
1137.    addenda  est  et  indictio  prpaentia  anni,  quod  tot  preteriti  atmt  de  ultimo 
imperfecta  ordine,  acüicet  6,    Sunt  itctque  anni  domini  in  preaenti  1143.     Die 
angeführte  Epochenbestimmung  ßfutatio  anni  .  • .)  kommt  in  dieser  Handschrift 
mit  demselben  Wortlaut  noch  einmal  vor  auf  fol.  34  ▼,  wo  sie  mit  einer  hier  eben" 
falls  folgenden  kurzen  Bestimmung  der  ieiunia  quattuor  temporum  und  der  An- 
führung  der  zwölf  Himmelszeichen  die  Handschrift  abschliessi     Aber  noch  ein 
drittes  Mal  findet  sich  diese  Formel  auf  fol.  30^°  mit  etwas  abweichender  und 
theilweise  fehlerhafter  Teztirang:  Anni  ah  incamatione  domini  mutantur  8,kLian. 
Anni  ab  origine  mundi  15.  kl.  apl.     Ciclua  lunaria  in  kl  ian.    Ciclua  19*' 
luna  apl,     Concurrentea  in  kl.  mar.     Epaete  in  kl.  aepteb,    IndicUonea  8.  octob. 
Die  ersterwähnte  Wiederholung  erklärt  sich  daraus,  dass  auf  fol.  33^  überhaupt 
ein  zweiter  neuer  Tractat  beginnt,  der  den  Gegenstand  des  vorigen  wiederum  ab- 
bandelt.   Die  zweiterwähnte  Wiederholung  der  Epochen  aber  erkläre  ich  aus  dem 
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Nachbild uDg  veröffentlicht  worden,^)  hat  anf  der  Vorderseite  des  ersten 
Blattes  dieser  Handschrift  (fol.  27^)  eine  in  kurzen  Sätzen  zasammengestellte 
arithmetische  Lehrschrift  aus  der  Classe  des  sogenannten  Algorismus,  deren 
Besprechung  wir  heute  zu  unserer  Aufgabe  machen.^)  Ihrer  Entstehungs- 
zeit nach  ist  diese  Algorismus  -  Handschrift  wohl  die  älteste  bis  jetzt  bekannte 
und  sie  theilt  mit  der  ihr  zeitlich  zunächst  stehenden  im  Codex  aus  dem 
Kloster  Salem  am  Bodensee ,^  jetzt  zu  Heidelberg,  aus  der  Zeit  um  1200 
die  wichtige  Bedeutung,  dass  sie  einen  Schluss  auf  die  früheste  Verbreitung 
dieser  Wissenschaft  im  Abendlande  gestattet,  während  die  gleich  zu  erwäh- 
nenden beiden  an  Alkharismi  unmittelbar  anschliessenden  Schriften  doch 
nur  für  die  erste  Bekanntschft  einzelner  Männer  mit  diesem  Oegenstande 
zeugen. 

Die  Algorismus  •  Schrift  ist  im  Wiener  Codex  von  derselben  Hand  ge- 
schrieben, wie  der  darauf  folgende  Computus-Tractat,  und  enthält  insbeson- 
dere auch  genau  dieselben  Ziffemformen,  wie  sie  in  dem  letzteren  zu  durch- 
gängiger, in  so  früher  Zeit  sehr  bemerkenswerther  Anwendung  kommen. 
Wenngleich  aber  diese  Algorismus -Schrift  ihren  Gegenstand  sehr  rudimentär 
und  unvollkommen  abhandelt  und  gegenständlich  in  keiner  Beziehung  an 
den  sehr  werthvollen  Tractat  aus  dem  Erlöster  Salem  hinanreicht,  so  ver- 
dient sie,  eben  um  der  Zeit  ihrer  Niederschrift  willen,  nichtsdestoweniger 
eine  genau  Prüfung  und  Classificirung  des  Inhalts.  Dies  um  so  mehr,  als 
namentlich  ihre  hervorgehobene  Verbindung  mit  einem  Computus- Tractat 
zugleich  einen  Fingerzeig  in  der  sehr  wichtigen  Frage  giebt,  in  welchen 
Richtungen  damals  der  Algorismus  schon  praktische  Anwendung  gefun- 
den hatte. 

I.  Es  war  lange  die  allgemeine  Annahme,  dass  die  abendländischen 
Völker  die  Eenntniss  der  indisch -arabischen  Ziffern  und  der  mit  ihnen 
geübten  Bechenmethode  dem  Liber  Abaci  des  Leonardo  Pisano  (Fibo- 
nacci)  von  1202^)  verdanken.  Es  ist  dies  ein  umfangreiches,  noch  latei- 
nisch geschriebenes  Werk,  welches  mit  seinem  genauen  Eingehen  auf  alle 
Einzelheiten  der  Anwendung  im  praktischen  und  namentlich  im  Handels- 
leben   einen    bedeutenden   Eindruck    macht.      Aber    die   Forschungen    der 


ZuBammenhange  der  Erscheinungen,  wozu  weiterhin  die  eingestreuten,  auch  in  dem 
Computus -Theile  auftretenden  Sprüche  und  Verse  (z.  B.  fol.  38^)  zu  rechnen,  dahin, 
dass  die  ganze  Handschrift  die  Nachschrift  eines  oder  mehrerer  Schulvoitrftge  sein 
dürfte.  Auf  diese  Weise  allein  wird  die  salope  Zusammenstellung  des  Gtansen 
begreiflich. 

1)  Monumenta  graph.  med,  aevi  fasc.  VIII.  no.  XVL 

2)  Vergl.  die  mitfolgende  Nachbildung  sammt  Textwiedergabe  (Tal  VE). 

3)  ed.  M.  Cantor  in  Zeitschr.  f.  Math  u.  Phys.  X,  S.  2flgg.  Dieser  anonyme 
Tractat  beginnt  mit  den  Worten:  ,Jncipit  l%ber  algoriemi/' 

4)  „Indpit  Qiber  abaci  compositus  a  leonardo  filio  Bonacij  Pisano  in 
annoM^^CC^lP'S  herausgegeben  vonBaldassarre  (principe)  Boncompagni 
in  den  Scritti  di  Leonardo  Pisano,  voL  L    Borna  1867. 
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neuesten  Zeit  haben  gelehrt,  dass  der  Anfang  unserer  Kenntnisse  in  dieser 
wichtigen  Disciplin  der  indischen  Urquelle  weit  näher  liegt. 

In  einer  für  die  Geschichte  dieses  Gegenstandes  höchst  verdienstlichen 
Abhandlung  bemerkt  Woepcke^^)  dass  die  Araber  mit  ihrer  Arithmetik, 
die  sie  ausdrücklich  und  in  zahlreichen  Stellen  als  indischen  Ursprungs  be- 
zeichnen, yielleicht  schon  gegen  Ende  des  YIII.  Jahrhunderts  bekannt  ge- 
worden seien.  Eigentlich  vertraut  mit  derselben  wurden  sie  aber  jedenfalls 
erst  durch  die  sodann  lange  Zeit  in  grossem  Ansehen  verbliebene  Schrift 
des  Abu  Djafar  Mohamed  Ben  Mussa  Alkharismi  (d.  i.  aus  Eharism 
[Chiva]  stammend,  schrieb  unter  EhalifAlmamun^  813  —  833).  Es  ist  ein 
bemerkenswerther  Umstand,  dass  die  erste  üebertragung  der  indischen 
Arithmetik  nach  dem  Abendlande  unmittelbar  an  Alkharismi  selbst  an- 
knüpft Man  vermochte  neuester  Zeit  nachzuweisen,  dass  die  Bezeichnungen 
„Algoarismus'S  „Algorismns*^,  „ Algorithmus '\  unter  welchen  diese  Bechen- 
methode  bei  den  Völkern  Europas  bis  ins  XYI.  Jahrhundert  hinein  geübt 
wird,  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der  Person  des  berühmten 
arabischen  Gelehrten  stehen,  wenn  sie  daselbst  auch  sehr  bald  zu  einer 
gegenständlichen  und  unverstandenen  Bezeichnung  der  Wissenschaft  selber 
geworden  waren.^)  Ja  mehr  noch,  der  Tractat  des  Alkharismi  über  die 
indische  Arithmetik,  dessen  Urtext  leider  noch  nicht  wieder  aufgefunden 
worden,  ist  uns  wenigstens  in  einer  lateinischen  üebersetzung,  wenngleich 
augenscheinlich  mit  manchen  Zusätzen,  erhalten  und  mit  derselben  wurde 
ausserdem  in  neuerer  Zeit  auch  eine  etwas  eingehendere  Bearbeitung  jenes 
Tractates  von  Johannes  Hispalensis  entdeckt,  sodann  Beides  zusammen 
herausgegeben]  vom  Fürsten  Boncompagni.^)     Dieser  Johannes  von  Se- 


1)  Propagation  des  chiffres  indiena,  im  Journal  aaiatique  XYI  (VIlAe  g^rie 
iome  I.  1863),  pag.  446  sq. 

2)  So  schon  beiFibonacci  L  c:  Sedhoctotiim  etiam  et  algorismum  atque 
areus  pictogore  quasi  errorem  computain  reapeetu  modi  indorum.  Noch  ent- 
schiedener der  angefahrte  arithmetische  Tractat  aus  dem  Kloster  Salem:  Quoniam 
de  seientia  huiw  artis,  quae  algorismvs  inscribitwr  cet,..  Der  Tractat  Omnia 
quae  aprimaeva  aus  der  ersten  Hälfte  des  XIII.  Jahrhunderts  führt  das  Wort 
schon  zurück  auf  einen  „phüosophue  nomine  Algus**,  und  diese  und  ähnliche  Ab- 
leitungen, wobei  auch  das  Wort  oiQtJ&gi6g  gewöhnlich  mit  im  Spiele  war,  blieben 
von  nun  an  allgemein  geglaubt,  trotzdem  dass  die  astronomischen  Schriften  Al- 
kharismi's  in  Europa  stets  gelesen  wurden  (vergl.  Jo ach.  Heller,  De  elementis 
et  artibus  coelestibus,  Nürnberg  1549,  cap.  19:  Bind  est,  quod  dixit  Älchoarismus). 
Auf  die  richtige  Ableitung  des  Wortes  Algorismus  hat  erst  Josef  Beinaud  wieder 
hingewiesen  in  M^m.  de  riust.  XYIII,  n,  1849  (lectures  du  28. 3. 1845  et  20. 2. 1846), 
pag.  303.  Yergl.  A  Favaro  im  BuUett.  Boncompagni  XU,  pag.  115  sq.  Und  Bei- 
naud's  Yermuthung  wurde  dann  bestätigt  durch  die  Auffindung  des  von  Boncom- 
pagni verö£fentlichten  Tractates  (s.  u.). 

3)  Trattati  d*Aritmetica  pubb.  da  Baldassarre  Boncompagni,  Roma  1857. 
I.  Algoritmi,  De  numero  Indorum.  E.  Johannis  Hispalensis,  Liber  Algo- 
rismi  De  practica  Aritmetioe.    („Incipit  prologus  in  libro  alghoariismi  de  practica 
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villa,  auch  Johannes  de  Lnna,  ein  in  Spanien  lebender  jüdischer  Ge- 
lehrter, hatte  sich  im  Auftrage  des  Erzbischofs  Baimnnd  von  Toledo 
(zwischen  1130 — 1150)  an  der  üebersetznng  arabischer  Werke  betheiligt  ,^) 
nnd  so  erscheint  hiemach  die  Mitte  des  XII.  Jahrhunderts  als  der  späteste 
Zeitpunkt,  in  welchem  die  indische  Arithmetik  nach  arabischen  Quellen  den 
abendländischen  Völkern  zugänglich  geworden  sein  muss.  Wenn  jene  üeber- 
setzung  der  Schrift  Alkharismi's,  wie  Gantor  meint,')  von  Atelhart 
von  Bath  (um  1120)  herrühren  würde,  so  wäre  hiermit  auch  die  früheste 
Zeitgrenze  für  diese  wichtige  culturhistorische  Thatsache  annähernd  bestimmt. 
Allein  die  Anhaltspunkte  für  Cantor's  Annahme  sind  ziemlich  vage.^  So 
bleibt  es  sowohl  für  die  Zeitbestimmung,  als  für  den  Weg,  den  die  indische 
Arithmetik  in  Europa  gemacht  hat,  eine  nothwendige  Aufgabe,  die  ältesten 
Erscheinungen  dieses  Gegenstandes  genau  zu  prüfen. 

II.  Der  auf  Tafel  VII  enthaltene  arithmetische  Text  giebt  sich  als  eine 
Art  Einleitung  zu  dem  unmittelbar  folgenden  Computus-Tractat,  wie  denn 
in  der  Folge  die  Algorismus-Tractate  sehr  häufig,  ja  regelmässig  in  dieser 
handschriftlichen  Zusammenstellung  auftreten.  Die  Erscheinung  erklärt  sich 
aus  der  Natur  der  Sache.  Schon  Beda  Ven.  hat  es  fOr  nothwendig  ge- 
halten, die  für  den  Computus^)  nöthigen  arithmetischen  Vorkenntnisse  durch 
eine    seinem  Computus-Tractat   eingeschobene  Abhandlung    zugänglich  zu 


arismetice,  qui  editus  est  a  magistro  Johanne  Hyspalensi."),  enterer  in  einer  Hand- 
schrift der  Universität  Cambridge  (I.  i.  6.  5),  letzterer  im  Pariser  Codex,  Anden 
fonds  n.  7869,  beide  Handschriften  aus  dem  XIV.  Jahrh. 

1)  Vergl.  Nonvelle  Biographie  umverselle  XXVI,  565. 

2)  Vorl.  über  Geschichte  der  Mathematik  1,  S.  611  ügg, 

3)  Indess  gewönne  die  Annahme  an  Wahrscheinlichkeit,  wenn  es  richtig  ist, 
dass  Atelhart  sich  mit  der  üebersetzung  der  Schriften  Alkharismi^s  beschäf- 
tigt hat.  Nach  Boncompagni  im  Bulleti  XIH  S.  83  trägt  nämlich  eine  Hand- 
schrift (Paris,  Bibl.  Mazarin  no.  1258)  der  astronomischen  Tabellen  Alkharismi^s 
den  Titel:  Indpit  liber  Ezich  Jafaris  Elkanrezmi  per  Adelhardum  Bathoniensem 
ex  arabico  in  latinum  sup. 

4)  Der  Ausdruck  oompuius  wird  das  ganze  Mittelalter  hindurch  im  engem 
Sinne  als  technische  Bezeichnung  ffir  die  Berechnung  des  Kalenders  und  der  Kir- 
cbenzeiten  gebraucht.  Zu  den  bei  Si ekel,  Lunarbuchstaben,  S.  158  Nr.  1  bezoge- 
nen Stellen  aus  den  Capitularien  Karl 's  d.  Gr.  und  des  Durandus  aus  dem 
Xill.  Jahrhundert  wäre  diesfalls  zu  verweisen  auf  die  einleitenden  Definitionen  der 
Computas-Tractate,  z.  B.  Johannes  a  Sacro  Bosco,  Computus  vom  Jahre  1282: 
(Cap.  De  aetate  luuae:  „Sed  a&  inca/matione  Domini  dapsi  sumt  1232  anni'*),  pr. 
praef.:  Computus  est  scientia  consiäerans  tempora  ex  solis  et  Iwnae  matibus  cet. 
und  weiterhin  Cap.  De  part.  temp.  m  d. :  Cum  igitur  in  istarum  temporis  partium 
et  differentiarum  computatione  huius  scientiae  consistat  completio,  a  computando 
nomen  computus  accepit.  Non  quod  computare  doceat,  sed  quoniam  n/umeris  certis 
et  suhtiliter  coniunctxs  doceatur.  (Ed.  11.  De  sphaera  et  Computi,  Vitebergae 
a.  MDXLIX.)  Vergl.  noch  insbesondere  eine  Stelle  im  Speculum  doctrinale  des 
Vincentius  Bellovacensis  (f  um  1264),  wichtig,  weil  sie  beide  Disciplinen 
nebeneinander  definirt  (ed.  Eoberger,  Nürnberg  1486,  lib.  XVH  <»p.  IX):  Com- 
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machen.  Die  arithmetische  Methode  ist  bei  ihm  noch  die  Fingerrechnnng.^) 
Das  Yerhältniss  der  Rechenmethode  zu  dem  in  der  mittelalterlichen  Eirchen- 
geschichte  so  bedeutsam  gewordenen  Compntns  ecclesiasticns  bietet  über- 
haopt  einen  Prüfstein  fCLr  ihre  praktische  Bedentang.  Die  von  6  erb  er  t 
und  seiner  Schule  geübte,  übrigens  nunmehr  als  älter  nachgewiesene  Me- 
thode^ mit  den  neun  Zahlzeichen  auf  dem  Abacus  erweist  sich  in  ihrer 
beschränkten  praktischen  Anwendung  und  ihrem  ganzen  Charakter  nach  als 
eine  reine  Schulgelehrsamkeit,  namentlich  auch  durch  den  umstand,  dass 
die  zahlreich  erhaltenen  Tractate  dieser  Classe  nicht  die  geringste  Verbin- 
dung mit  dem  Computus  ecclesiasticus  verrathen,  wogegen  gerade  die  hier 
besprochene  Handschrift  daraufhindeutet,  dass  die  indische  Arithmetik  diese 
Verbindung  alsbald  nach  ihrem  Eintritte  in  die  Kenntniss  der  abendlän- 
dischen Nationen  eingegangen  ist 

Es  sind,  wie  gesagt,  nur  sehr  kurze,  dürftige  Lehrsätze  über  die 
Rechenkunst,  die  wir  in  der  Wiener  Handschrift  vorfinden,  und  aus  diesem 
Texte  müssen  wir  noch  den  Absatz:  Secundum  nomina  planäarum  bis  zu 
den  Worten:  ab  eo  nomen  did  conformato  sammt  der  vorhergehenden  und 
der  seiiwärts  stehenden  Buchstabenreihe,  als  in  die  eigentliche  Zeitberech- 
nung gehörig,  ausscheiden.  Ueberhaupt  werden  wir  die  Wahrnehmung 
machen,  dass  wir  es  mit  einer  sehr  unvollkommen  zusammengestückelten 
Lehrschrift  zu  thun  haben;  am  Schlüsse  nach  dem  Absätze  über  die  Divi- 
sion finden  sich  einige  Verse  lyrischen  Inhalts  und  dann  folgt  ein  wieder- 
holter Absatz  über  die  Multiplication,  den  sich  der  Schreiber  irgendwo  auf- 
gesammelt und  als  bessere  Erklärung  seines  Gegenstandes  oder  auch  zur 
RdumausfüUung  nachträglich  angefügt  haben  mag.  Endlich  muss  auch  noch 
der  Computus -Tractat  selbst  mit  einem  Satze  zur  Vervollständigung  des 
arithmetischen  Textes  beitragen  (s.  u.). 

Wir  finden  in  diesem  Texte  die  vollständigen  Capitel  De  additione, 
De  diminutione,  De  mediatione,  De  divisione.    Den  Anfang  macht 

potus  dieüur  a  comptUando  i.  e.  numerando,  unde  quadibet  eotnputatio potest  did 
compotus  large  sumpto  vocäbulo:  proprio  vero  compositus  (1.  eompoiiui)  dicitur 
scientia  temporum  distinctiva  secwndvm  motum  solis  et  Itme^,  tum  ad  cognitionem 
eorum  qup  in  Kälendario  sunt  festorum  immobilium,  Dicitur  ergo  compotus  non 
quia  compotare  tempus  doceat,  sed  quia  difficiliora  quaedam  in  eo  compotanda 
reservantur.  Quoniam  autem  ad  intelligentiam  compoti  omniumque  maiorum  nume^ 
rorum  necessaria  est  scientia  algorismi,  scüicet  propter  minudas  temporis  vel 
euiuslibet  alterius  rd  numerdbilis  ad  summam  fadlius  redigendas,  de  pauca  de 
algorismi  figuris  hreviter  annotanda  sunt,  Uebrigens  kann  auch  Einhardas  in 
Vita  Earoli  M.  26:  Biscebat  artem  computandi  et  intentione  sagad  siderum  cursum 
euriosisdme  rimahcUur,  —  nach  dem  Zusammenhange  nur  im  oben  dargestellten 
Sinne  verstanden  werden. 

1)  VergL  Beda  Ven.,  opp.  ed.  J.  P.  Migne  in  Patrol.  lat.  tom.  XC.  (Paris 
1860)  pag.  294  8.:  De  temporum  ratione,    Cap.  I:  De  computo  vel  loquela  digitorum. 

2)  Vergl.  meine  Abhandlung:  Gerbert  und  die  Rechenkunst  des  zehnten  Jahr- 
hunderts.   In  den  Wiener  Sitzungsber.,  Bd.  96  (1888)  S.  862  flg.  y^  t 
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der  Schlnss  eines  Capitels  über  die  muUiplicatio.  Es  scheint  nicht  einmal, 
dass  von  der  Handschrift  ein  vorhergehendes  Blatt  verloren  gegangen  w&re, 
welches  den  Anfang  dieses  Capitels  und  eine  Erklärung  der  zehn  indischen 
Zahlzeichen  nebst  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Zahlendarstellung  (nume- 
ratio)  enthalten  hätte.  Diese  letztere  ist  übrigens  die  den  arabischen  Trac- 
taten  entsprechende  und  mit  unserer  modernen  genau  übereinstimmend. 

unser  Text  iSsst  zweimal,  wenngleich  an  ganz  unmethodischen  Stellen 
und  ohne  allen  Zusammenhang  mit  der  Darstellung ,  scheinbar  nur  zur  Aus- 
füllung leerer  Platze ,  die  Zahlzeichen  reihenweise  auftreten,  nach  damaliger 
üebung  in  aufsteigender  Folge  von  rechts  nach  links:  9,  8,  7,  6,  5,  4, 
3,  2,  1,  0,  wie  denn  überhaupt  die  ganze  Richtung  der  Numeration  dieser 
Methode  mit  der  linkslSufigen  Schrift  der  Araber  und  Inder  im  Zusammen- 
hange steht  üeber  einzelne  dieser  Zahlzeichen  w&re  Folgendes  hervorzu- 
heben. 

0.  unser  Text  bietet  für  dieses  Zahlzeichen  schon  den  von  den  Ara- 
bern ins  Abendland  übergegangenen  Ausdruck  dffre  (ciffra),  der  auch  hier 
zunächst  nur  auf  die  Null  beschränkt  blieb,  bis  er  erst  in  späterer  Zeit 
eine  Verallgemeinerung  auf  die  Bezeichnung  der  arabisch -indischen  Zahl- 
zeichen überhaupt  erfahren  hat.^) 

3.  Die  Handschrift  hat  für  dieses  Zeichen,  neben  der  nur  vereinzelt 
angewandten  Form  3  (vergl.  die  in  den  Mon.  graph.  m.  ae.  1.  c.  veröffent- 
lichte Seite)  durchwegs  die  Form  h.  Ich  vermag  die  graphische  Abstam- 
mung dieses  Zeichens  nicht  aufzuklären;  es  findet  sich  nur  im  XII.  Jahr- 
hundert, so  namentlich  in  den  Begensburger  Annalen  des  Münchener  lat 
Codex  no.  14733.«) 

4.  Unsere  Handschrift  hat  hierfür  ausschliesslich  die  Form  Si,  über 
welches  im  Schriftwesei)  des  Mittelalters  charakteristisch  hervortretende 
Zeichen  ich  hier  Folgendes  bemerken  will.  Die  arabische  Numeration  so- 
wohl von  der  ostarabischen,  als  von  der  westarabisohen,  als  Oobar  bezeich- 
neten Schichte  kennt  nur  die  Form  ^,  welche  mit  dem  entsprechenden  Zahl- 
zeichen der  Gerbert 'sehen,  auch  im  Mittelalter  schon  dem  Bo^tius  zu- 
geschriebenen Reihe  augenscheinlich  genetisch  zusammenhängt  An  diesem 
Zahlzeichen  scheidet  sich  der  geschichtliche  Gking  der  praktischen  Arith- 
metik in  Europa,  wovon  unten  noch  die  Rede  sein  soll,  in  anschaulicher 
Weise.  Di».  Florentiner  Handschrift  des  Liber  Abeci  Fibonacci's')  hat 
noch  die  Form  4S  &ber  auch  schon  4;  ^ie  denn  überhaupt  unsere  moderne 
Form  nichts  Anderes  ist,  als  die  arabische  mit  Hin  weglassung  des  Hakens. 


1)  Yergl.  die  Nachweise  hierüber  bei  Woepeke  a.  a.  0. 

2)  Facfiimiles  in  Mon.  Germ.  SS.  XVII,  678  und  bei  W.  Arndt,  Schrifttafeln, 
2.  Aufl.,  Taf.  285.  Der  Codex  ist  nach  Arndt  zwischen  1174  und  1197,  spätestens 
1201  geschrieben. 

8)  Auch  die  Formen  dieser  Handschrift  fKr  die  Zwei  Z,  und  fär  die  Drei  $, 
stehen  den  arabischen  noch  sehr  nahe. 
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Jener  liegenden  Form  J},  haben  sich  die  Italiener  niemals,  oder  vielleicht 
nur  späterhin  infolge  vereinzelter  Rückwirkung  von  Norden  her  bedient.  In 
Frankreich,  England  und  Deutschland  bildet  aber  ihre  Anwendung,  im 
steten  Zusammenhange  mit  dem  Algorismus,  die  weitaus  überwiegende 
Regel  bis  ins  XV.  Jahrhundert,  wo  wir  dann  mit  den  von  Italien  her  ein- 
geführten verbesserten  Methoden  und  Anwendungen  der  neuen  Rechenkunst 
die  stehende  Form  4  wieder  häufiger  auftreten  sehen.  Die  in  der  cursiven 
Schreibweise  vorkommenden  verschiedenen  Neigungen  zwischen  der  stehen- 
den  und  der  vollkommen  liegenden  Form  verrathen  ganz  deutlich  den  Zu- 
sammenhang der  Entstehung  des  Zeichens  A.«  Sein  fast  ausschliesslicher 
Gebrauch  in  Mitteleuropa  hat  aber  gerade  im  XV.  Jahrhundert,  wo  die 
stehende  Form  von  Italien  her  unterstützt  wird,  eine  besondere  Verstärkung 
erfahren  durch  den  Zusammenhang,  dass  eben  in  diesem  Jahrhundert  der 
Gebrauch  der  Ziffern  und  der  indischen  Rechenmethode  sich  sehr  verallge- 
meinert hat  und  dass  die  Jahreszahl  damals  in  der  Hunderterstelle  das 
Zeichen  der  Vier  hatte.  Es  wurde  in  der  Form  X  ^^^  ^^^^  Gewohnheit  in 
der  Schreibung  der  Jahreszahl  und  daher  auch  sonst  beibehalten,  obwohl  es 
gegen  Ende  des  Jahrhunderts  entschieden  veraltete,  und  so  erklärt  sich 
wohl  gegenüber  dem  damals  noch  sehr  häufigen  Gebrauche  desselben  die 
sehr  auffallende  Erscheinung,  dass  es  mit  Eintritt  des  Jahres  1500  mit  einer 
gewissen  Plötzlichkeit  verschwindet,  was  namentlich  in  den  laufenden  Rech- 
nungen der  damaligen  Zeitwende  sehr  bemerklich  hervortritt.^) 

Sonst  wäre  hinsichtlich  der  Numeration  auch  noch  die  Terminologie 
unseres  Textes  zu  beachten.  Derselbe  hat  für  den  Begriff  der  dekadischen 
Stelle  schon  den  Ausdruck  differentiaj  dem  wir  in  diesem  Sinne  dann  regel- 
mässig in  allen  Algorismus -Tractaten  begegnen.  Er  findet  sich  bekanntlich 
als  eine  wichtige  technische  Bezeichnung  auch  in  den  arithmetischen  Trac- 
taten der  Gerbert'schen  Schule  und  ihrer  Vorgänger,  aber  in  wesentlich 
anderem  Sinne.  Auch  dies  ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Funkt,  in  wel- 
chem sich  beide  Richtungen  scharf  voneinander  scheiden.     Andere  Bezeich- 


1)  Sehr  vereinzelte,  vielleicht  immer  nur  als  antiquarische  Erinnerung  oder 
Spielerei  aufzufassende  Anwendungen  im  16.  Jahrhundert  sind:  auf  dem  Eeutschach- 
Tbaler  von  1604,  vergl.  Zell  er  in  Mittheil.  d.  Ges.  f  Salzburgsche  Landeskunde, 
XXVI;  auf  einzelnen  Raitpfennigen  (Jetons),  wie  Neu  mann,  Kupfermünzen, 
Nr.  83886  (von  1604),  Nr.  34703  (von  1614),  in  A.  Smaller,  Biblia  Pauperum  von 
1679  (Bezeichnung  des  Holzschnittes  mit  1640),  besonders  aber  in  dem  Euchiridion 
Christianismi.  Argentorati  apud  Joannem  Schottum  MDXLI,  wo  durchweg,  auch 
in  der  Paginirung,  noch  die  liegende  Form  der  Vier  angewandt  ist  Im  Jahre 
1499  hat  dieselbe  noch  allerwärts  Anwendung  mit  dem  augenscheinlichen  Charakter 
der  Allgemeinheit;  Albrecht  Dürer  benützt  sie  bei  seinen  Datirangen  vor  dem 
Jahre  1600  noch  Ofber,  seitdem  aber  niemals  mehr.  In  den  Stifksrecbnangen  von 
Klosterneuburg  habe  ich  sie  im  Jahre  1499  noch  aasschliesslich,  in  den  vorhan< 
denen  Rechnungen  des  16.  Jahrhanderts  gar  nicht  mehr  gefonden.  ^^  . 
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nungen  in  unserem  Texte  für  die  Stelle  sind  species  und  statio})    Sie  scheinen 
keine  allgemeine  Aufnahme  gefunden  zu  haben. 

Hinsichtlich  der  Multiplication  iSsst  gleich  das  zu  Anfang  des 
Textes  erhaltene  Stück  ganz  deutlich  die  Identität  der  Methode  mit  der- 
jenigen der  arabischen ')  und  der  abendlSndischen  Algorismus-Tractate 
erkennen.  Die  untere  Zahl  (Multiplicand)  wird  mit  der  niedrigsten  (Einer-) 
Stelle  unter  die  höchste  Stelle  der  oberen  Zahl  (Multiplicator)  gestellt,  nun 
zuerst  mit  dieser  höchsten  Stelle  multiplicirt  und  das  Product  oberhalb  des 
Multiplicators ,  mit  den  Einem  bei  jener  höchsten  Stelle  beginnend ,  angesetzt 
(super  praesentiäUtatem  conUUam  locetur).  Ein  in  der  Multiplication  sich 
ergebender  Zehner  wird  nicht  sofort  in  die  nSchste  Stelle  eingerechnet, 
sondern  in  derselben  angestellt  (si  vero  secundae  [quis  creverii  spmei]  ad 
seoundam  transferatur).  Nicht  zum  Ausdrucke  kommt  in  unserem  Text« 
das  wichtige  Moment  in  der  Fortsetzung  dieser  Bechnungsart,  n&mlich, 
dass  nach  vollzogener  Multiplication  mit  jener  höchsten  Stelle  der  Multipli- 
cand um  eine  Stelle  nach  rechts  zu  verschieben  und  sohin  mit  der  vorletz- 
ten oberen  Stelle  zu  multipliciren  ist  u.  s.  w.  Die  Producte  werden  succes- 
sive  alle  stellenmSssig  übereinander  geschrieben  und  am  Schlüsse  addirt,  so 
dass  das  Gesammtproduct  zu  oberst  der  ganzen  Bechnungsaufstellung  er- 
scheint. Zur  Yeranschaulichung  lasse  ich  hier  die  in  dem  Tractate  Algo- 
ritmi,  De  numero  Indorum  (Boncompagni,  pag.  10  s.)  beschriebene 
Bechenoperation  2326x214  folgen: 
m.    497764  -^Is  Multiplicator  fungirt  hier  die  Zahl  2326  (&),  als 

Multiplicand  214  (a).  Der  letztere  unterliegt  den  succes- 
siven  Verschiebungen  dj  g^  i  (Algoritmi,  De  n.  I.  p.  11: 
mutäbis  numerum  inferiorem  una  differentia  verstts  dexU- 
ram)^  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  bei  der  wirklichen 
Operation  die  Verschiebung  nicht  in  der  Form  der  ünter- 
einanderstellung ,  sondern  unter  We glöschen  der  früheren 
Stellung  stattfindet,  wodurch  die  beiden  Factoren  immer  un- 
mittelbar untereinander  bleiben.  Von  dem  Löschen  der 
Ziffern  macht  namentlich  Johannes  Hispalensis  umfassenden  Gebrauch; 
er  stellt  die  Einer  des  ersten  Productes  sofort  an  die  Stelle  des  weggelöscb- 
ten  Multiplicators  (in  unserem  Beispiele  die  8  der  !Eleihe  c  an  Stelle  der 
darunter  befindlichen  2  in  Reihe  h)  und  rechnet  alle  Zehner  sofort  ein.  Bei 
ihm  ist  also  mit  Vollendung  der  Multiplication  der  multiplicirende  Factor 
verschwunden.  Es  ist  namentlich  die  erstere  Form,  die  des  Alkharismi, 
welche  das  ganze  Mittelalter  hindurch  von  den  Algorismikem  geübt  wird. 
Eine  nicht  unwichtige  Beigabe  unseres  Textes  sind  die  beiden  Multi- 
plicationstabellen ,  wovon  die  erstere  das  sogenannte  kleine  Einmaleins,  die 

1)  Vergl.  das  gleichbedeutende  mcmsio  bei  Algoritmi,  De  num.  Ind.  ed.  Bon- 
compagni, pag.  10. 

2)  Vergl.  Woepcke  in  der  angefahrten  Abhandlung.         ^  j 
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zweite  die  weiteren  Multiplicationen  bis  19x90=1710  enthält,  offenbar 
aaf  das  specielle  Bedürfniss  der  Compatisten  berechnet.  Die  mannigfachen 
Fehler  und  ein  in  der  zweiten  Tabelle  ganz  verstSndnisslos  eingezogener 
Strich  sind  in  unserer  Tertwiedergabe  beseitigt.  Eine  Yergleichung  mit 
dem  Original  wird  die  Abweichungen  leicht  ersichtlich  machen.  Es  bedarf 
wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  immer  eine  Zahl  der  letzten  Reihe  links 
und  eine  der  zu  oberst  in  den  stufenförmig  absteigenden  Vierecken  befind- 
lichen Zahlen  als  Factoren  zu  denken  sind,  und  dass  das  entsprechende 
Product  sich  dort  findet,  wo  die  Verlängerungen  der  von  beiden  Zahlen 
ausgehenden  Columnen  zusammentreffen. 

Wir  haben  keine  Veranlassung,  hier  von  den  ohnehin  höchst  einfachen 
Operationen  der  Addition  und  Subtraction,  sowie  von  den  weiteren 
zwei  das  ganze  Mittelalter  hindurch  als  eigene  Bechnungsspecies  festgehal- 
tenen der  Duplation  und  der  Mediation  zu  sprechen.  Dagegen  wollen 
wir  auf  die  Stelle  unseres  Textes  näher  eingehen»  welche  von  der  Division 
handelt  und  auch  mit  dieser  letzteren  der  Classe  der  Algorismus-Tractate 
sich  vollkommen  einreiht.  Das  unterscheidende  Merkmal  liegt  zuvörderst 
wieder  in  der  Anstellung.  Der  Divisor  wird  unter  den  Dividenden  und 
zwar  mit  seiner  höchsten  Stelle  unter  die  höchste  des  Dividenden  gestellt. 
Ist  der  Divisor  in  der  hierdurch  abgeschnittenen  Stellenreihe  des  Dividenden 
nicht  wenigstens  einmal  enthalten,  so  wird  er  sogleich  (durch  Weglöschen) 
um  eine  Stelle  nach  rechts  gerückt^)  und  sodann  der  Quotient*)  gesucht. 
Die  Stellung  der  gefundenen  Quotientenziffer  ist  dann  über  oder  unter  den 
beiden  Zahlenreihen  und  zwar  immer  in  der  niedrigsten  Stelle  des 
Divisors  nach  seiner  jeweiligen  Stellung.  Diese  rein  graphische  Bestim- 
mung der  Quotientenstellung,  welche  in  allen  früheren  Methoden  nur  durch 
eine  ziemlich  verwickelte  Regel  zu  finden  war,  ist  eine  sehr  wichtige  Er- 
rungenschaft in  der  Fortbildung  der  praktischen  Arithmetik.  Von  der  sohin 
nothwendigen  Subtraction  des  Productes  aus  Quotient  und  Divisor  von  dem 
Dividenden  spricht  unser  Text  nicht  mehr.  Sie  geschieht,  beginnend  mit 
der  höchsten  Stelle  des  Divisors  und  unter  stetem  Weglöschen  der  ver- 
schwindenden Ziffern  des  Dividenden.  Vielleicht  ist  es  dienlich,  die  Sache 
hier  durch  ein  Beispiel,  dasjenige  von  Algoritmi,  De  num.  Ind.  pag.  14  s. 
zu  versinnlichen.  Es  ist  46468 :  324  und  wickelt  sich  in  folgenden  graphi- 
schen Stadien  ab  (Alkharismi  stellt  die  Quotienten  unterhalb): 
a.  h.  c.        d. 

46468  14068  1108    136  n«,«.^^f,„M;«„f  U?i 

324  324  324    324  öesammtquotient  143, 

-•  ^A  -ijoi^o  Dl  Visionsrest  Job. 

1  14  14o     14o 


1)  secwndetwr,  der  Terminologie  der  Abacistenschule  entnommen  und  später- 
hin, noch  im  XVI.  Jahrhundert,  gebraucht 

2)  denominatio.    Auch  dieser  Ausdruck  ist  der  Abaciatenschule  und  mittelbar 
dem  antiken  Sprachgebrauch  (BoStins)  entnommen. 
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Unser  Text  kommt  dann  auch  noch  auf  die  Probe  der  Division  durch 
Maltiplication  des  Gesammtquotienten  mit  dem  Divisor  und  in  dem  weiter 
folgenden  Nachtrage  über  die  Multiplication  auch  auf  die  Neun  erprobe 
zu  sprechen. 

So  zeigt  also  auch  die  Prüfung  des  eigentlich  arithmetischen  Inhalts 
der  besprochenen  Blattseite  des  Wiener  Codex,  was  schon  die  bunte  Zu- 
sammenstellung ihrer  Texte  andeutet,  dass  wir  es  mit  einer  Schrift  von 
gegenständlich  sehr  untergeordneter  Qualität  zu  thun  haben,  der  wir  mit 
der  Bezeichnung  Algorismus-Tractat  sicher  auch  zu  hohe  Ehre  anthun 
würden.  Ihre  Bedeutung  liegt  nur  in  der  Zeit  ihres  Erscheinens  und  in 
dem  hieraus  hervorgehenden  Schlüsse,  dass  der  Algorismus  in  der  zweiten 
Hälfte  des  XII.  Jahrhunderts  in  Mitteleuropa  schon  eine  gewisse  Verbreitung 
und  praktische  Anwendung  erlangt  hatte.  Denn  eben  die  unvollständige 
und  handschriftlich  fehlerhafte  Abhandlung  des  Gegenstandes,  die  Nach- 
tragung eines  zweiten  Absatzes  über  die  Multiplication  lassen  erkennen,  dass 
der  ganze  arithmetische  Text  unserer  Handschrift  nicht  aus  erster  guter 
Quelle  stammt,  sondern  in  der  Weiterverbreitung  schon  Verunstaltungen 
und  Verstümmelungen  erfahren  hatte.  Der  Hergang  bis  zu  seiner  Nieder- 
schrift war  wohl  der,  dass  man,  für  den  nachfolgenden  Computus-Tractat 
das  Bedürfniss  einer  vorausgehenden  kurzen  Anleitung  zum  Rechnen  fühlend, 
jene  kurzen  Sätze  des  Algorismus  aus  irgend  einer  zur  Hand  befindlichen 
Quelle  entnahm.  Bezüglich  der  Division  fügt  der  Schreiber  sogar  im  Com- 
putus-Tractat noch  eine  Stelle  ein,  allerdings  wieder  ohne  allen  Zusammen- 
hang mit  dem  vorausgehenden  Texte  und  dem  Anscheine  nach  wieder  nur 
zur  Ausfüllung  eines  leeren  Platzes.  Sie  lautet  (fol.  25^):  ultima  divisoris 
sub  uUima  dividendi  ponituTy  si  minor  aut  aequalis  fuerU;  si  maioTj  secun- 
däur,  quotiens  uUima  divisoris  in  ultima  aut  uUimis  dividendi  fuerü,  de- 
nominatione  super  prima  divisionis  posita,  totiens  sequens  auferetur  de  rdiguo, 

III.  Die  früheste  Verbreitung  der  indisch -arabischen  Arithmetik  und 
Zahlzeichen  in  der  Praxis  des  Abendlandes  erhält  also  durch  unsere  Hand- 
schrift einen  wichtigen  Beleg. 

Wir  stehen  hiermit  in  der  Mitte  des  XIL  Jahrhunderts  und  fragen 
daher,  wie  es  zu  erklären,  dass  die  Annahme  und  Weiterverbreitung  dieser 
Zahlzeichen  in  Europa  bisher  gemeinhin  erst  in  das  XV.  Jahrhundert  ver- 
legt werden  konnte?^) 

Es  ist  bei  der  Untersuchung  dieser  Frage  von  vornherein  eine  Wahr- 
nehmung im  Auge  zu  behalten,  die  sich  freilich  nur  in  einer  zusammen- 
hängenden genetischen  Geschichte  der  praktischen  Arithmetik  ausreichend 


1)  Vergl.  neuestens  die  Nachweise  bei  Fried r.  ünger,  Die  Methodik  der 
praktischen  Arithmetik  in  historischer  Entwickelung  vom  Aasgange  des  Mittelalters 
bis  auf  die  Gegenwart.  Leipzig  1888.  §  5:  Einführung  und  Ausbreitung  der  indi- 
schen Zahlen  im  Abendlande. 
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begründen  Iftsst,  nämlich,  dass  die  Entstehung  aller  Systeme  von 
Zahlzeichen  mit  dem  praktischen  Rechnen  im  Zusammenhange 
steht.  Indess  hat  eines  jener  Systeme,  welches  fttr  uns  bis  zur  Gegenwart 
stets  von  so  grosser  Bedeutung  geblieben,  nämlich  das  römische,  im  ope- 
rativen Rechnen  niemals  in  dem  Sinne  Verwendung  gefunden,  dass  die 
operirenden  Zahlen  in  der  Rechnung  selbst  mit  diesen  Zeichen  geschrieben 
worden  wären.  Ihr  schriftlicher  Gebrauch  beschränkte  sich  vielmehr  auf 
Schrifttexte  aller  Art,  wo  sie,  wie  Zahlzeichen  überhaupt,  die  Bestimmung 
hatten  und  haben ,  der  Unübersichtlichkeit  voll  ausgeschriebener  Zahlwörter 
durch  Notirung  abzuhelfen.  Eine  thatsächliche  Anwendung  der  römischen 
Zahlzeichen  im  schriftlichen  Rechnen,  die  wir  nnten  kennen  lernen  werden, 
gehört  dem  Mittelalter  an  und  war  durch  ganz  eigenthümliche  umstände 
veranlasst. 

Zu  dieser  Rolle  der  römischen  Zahlzeichen  bildet  einen  geraden  Gegen- 
satz der  Gebrauch  jener  Zahlzeichen,  deren  sich  die  mittelalterlichen 
Abacisten  und  die  Schule  Gerbert's  bedienten.  Dieses  System  der 
Zahlennotirung  war  nämlich  ausschliesslich  nur  im  operativen  Rechnen  an- 
wendbar und  in  Schrifttezten  aus  dem  Grunde,  weil  die  Numeration  mit 
jenen  Zahlzeichen  an  den  Abacus  gebunden  war,  nicht  zu  gebrauchne.^) 
Aus  diesem  Grunde  hat  man  auch,  obwohl  die  Ger  her  tischen  „novem 
caracteres*^  mit  den  Gobar- Ziffern  zweifellos  die  gleiche  graphische  Abstam- 
mung haben ,  das  System  der  Numeration  in  beiden  für  unsere  Frage  wohl 
zu  scheiden.  Denn  erst  der  Umstand,  dass  die  indisch  -  arabische  Arithmetik 
die  gänzliche  Loslösung  vom  Abacus  vollzogen  hat,  vermochte  zu  bewirken, 
dass  ihre  Zahlendarstellung  genau  so,  wie  sie  in  der  Rechnungsoperation 
selbst  stattfand,  auf  die  gelegentliche  Anwendung  in  Schrifttezten  im  All- 


1)  Eine  ganz  vereinzelte,  sehr  merkwürdige  Ausnahme  findet  sich  in  einer 
Handschrift  der  Bibl.  Alessandrina  zu  Rom,  welche  Zangemeister  in  die  Zeit 
am  das  Jahr  1200  verlegt  C^abüito  Vanno  1200  egli  crede  che  ü  nostro  codice  non 
po88a  essere  anteriore  o  posteriore  dipiü  dt  20  anni**),  worüber  zu  vergl.  Em.  Nar- 
ducci,  Intorno  ad  un  manoscritto  della  bibliotheca  Alessandrina  contenente  gli 
apid  di  Boezio  senz^abaco  e  con  valore  di  posizione,  in  den  Atti  della  r.  accad. 
dei  Lincei,  Scienze  fis.  Ser.  III.  vol.  I,  1877,  pag.  608  s.  Mit  photogr.  Nachbildung. 
Es  sind  darin  in  der  That  zweistellige  Zahlen  wie  22,  17  u.  s.  w.  mit  den  von  der 
Gerbert'schen  Schule  her  bekannten  fwvem  caracteres,  jedoch  nach  der  Numeration 
des  AlgorismuB,  d.h.  ohne  die  Abacus -Linien  dargestellt;  aber  der  Gebrauch 
der  Null  fehlt  und  die  vorkommenden  Zehn  und  Zwanzig  sind  einfach  mit  den 
römischen  Zeichen  X  und  XX  gegeben.  Für  die  Geschichte  der  praktischen  Arith- 
metik hat  das  bisher  ganz  vereinzelte  Vorkommniss  keine  andere  Bedeutung,  als 
dass  es  das  Ineinandergreifen  der  Uebungen  der  Gerbert^schen  Schule  und  des 
Algorismus  anschaulich  macht,  welches  für  jene  Zeitperiode  allerdings  schon  ganz 
wohl  anzunehmen  ist  und  sich  noch  an  einigen  anderen  Erscheinungen  wahrnehm- 
bar macht.  Vergl.  z.  B.  aus  dem  XIII.  Jahrhundert:  Le  troubadour  Pierre  de  Cor- 
biac  ännm^rant  son  ^^tr^sor'':  „L*abac  e  Talgorisme  apressi.'^  (Renouard,  Glos- 
saire  de  la  langue  romane  v.  Abac.)  ^^  j 
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gemeinen  übertragen  werden  konnte.  Wir  würden  nun  aus  dieser  Beobach- 
tung zu  dem  Schlüsse  gelangen,  dass  die  Anwendung  der  indisch -arabi- 
schen Zahlzeichen  sich  gleichzeitig  und  in  dem  Maasse  verbreitet  haben 
müsse,  als  die  arithmetische  Methode  der  Araber  im  Abendlande  Eenntniss 
und  Aufnahme  fand.  Wenn  gleichwohl  die  Thatsachen  dem  stark  wider- 
sprechen, so  können  für  diese  auffallende  Erscheinung  zwei  bestimmte 
Gründe  namhaft  gemacht  werden,  deren  Untersuchung  wir  uns  im  Folgen- 
den zuwenden  wollen. 

Der  Eingang  des  indisch -arabischen  Bechensystems  in  Europa  hat  er- 
wiesenermassen  durch  Yermittelung  der  Araber,  aber  in  zwei  HauptstrSmen, 
deren  Veranlassung  und  Charakter  sich  streng  unterscheiden,  stattgefun- 
den. Hiervon  geht  die  eine  Richtung  über  Frankreich  und  England  nach 
Deutschland  und  ist  im  engeren  Sinne  an  die  Bezeichnung  Algorismus 
gebunden,  während  die  andere  den  Italienern  ihre  Entstehung  verdankt^ 
von  ihnen  aus  sich  ebenfalls  nach  dem  Norden  verbreitet  und  dort  mit  der 
ersteren  zusammentreffend  die  Grundlage  zu  dem  modernen  Stande  der 
Bechenkunst  gelegt  hat.  Die  erstere  Richtung  ist  nun^  dadurch  charakte- 
risirt,  dass  sie  mit  dem  Namen  des  ersten  Lehrmeisters  der  Araber  auch 
dessen  System  völlig  unvermindert  aufnimmt,  zunächst,  wie  erwähnt,  geradezu 
durch  eine  üebersetzung  seiner  Schrift  ins  Lateinische,  und  diese  Disciplin 
ohne  jede  wesentliche  Veränderung  oder  Fortbildung  in  den  Schulen  fort- 
lehrt. Muss  man  bei  der  schriftlichen  üeberlieferung  der  in  Mitteleuropa 
noch  zahlreich  erhaltenen  Algorismus -Tractate  von  vornherein  an  die  Mönche 
als  Schreiber  denken,  so  fehlt  uns  auch  sonst  jede  Wahrnehmung  für  die 
Annahme,  dass  diese  Wissenschaft,  abgesehen  von  dem  schon  berührten,  der 
Schule  aber  unmittelbar  nahestehenden  Ealenderwesen ,  im  praktischen 
Leben  Aufnahme  und  Verwendung  gefunden  hätte.  Wir  haben  es  wieder 
mit  einer  Richtung  zu  thun,  die  lange  Zeit  ausschliesslich  Schulwissenschaft 
geblieben  ist.  Das  ganze  Mittelalter  hindurch  tritt  uns  hierin  besonders 
ein  Tractat  in  auffallend  vielen  Abschriften  und  sodann  um  die  Wende  des 
XV,  Jahrhunderts  in  einer  ganzen  Reihe  von  Druckausgaben  entgegen,  so 
dass  wir  auf  ein  besonders  grosses  Ansehen  desselben  schliessen  müssen. 
Er  ist  natürlich  lateinisch  und  lehrt  den  alten  Algorismus  völlig  unverändert 
Er  beginnt  mit  den  Worten:  Omnia,  guae  a  primaeva  rerum  origine;  sein 
Verfasser  ist  nicht  bekannt.^)     Dieser  Tractat  erscheint  in  der  überwiegen- 


1)  Abgedruckt  in  neuerer  Zeit  bei  Halliwell,  Bara  Mathematica,  London 
1880,  nach  einer  mittelalterlichen  Handschrifk,  in  welcher  Johannes  de  Sacro 
BoBCO  (Johann  aus  Holywood,  dem  heutigen  Halifax  in  Yorkshire,  gest  1244  oder 
1266  nach  seiner  überlieferten,  aber  undeutlich  abgefiässten  Grabschrift)  als  Ver- 
fasser bezeichnet  ist.  Mich  macht  an  seiner  allgemein  angenommenen  Autorschaft 
zweifeln  der  Umstand,  dass  in  fast  allen  Handschriften,  namentlich  schon  in  denen 
des  XIII.  Jahrhunderts,  der  Tractat  anonym  dem  ausdrücklich  bezeichneten  Com- 

putus-Tractate  des  Johannes  de  Sacro  Bosco  vorausgeht.    Dazn^h&dkBi  B.  auch 
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den  Zahl  aller  Handschriften  dem  Computus  des  Johannes  a  Sacro  Bosco 
vorangehend  und  wir  schliessen  hieraas  wieder,  dass  mit  seinem  Inhalt  and 
seiner  Uebang  sich  hauptsächlich  nur  Diejenigen  beschäftigt  haben,  die  dem 
Studium  der  Zeitberechnungen  und  der  jährlichen  Aufstellung  des  Kalenders 
oblagen.  Einen  ganz  vereinzelten  Fall,  in  welchem  die  Anwendung  der 
indisch -arabischen  Ziffern  dieses  enge  Gebiet  überschreitet  und  auf  die  Dar- 
stellung der  Zahlen  in  einem  der  eigentlich  arithmetischen  Wissenschaft 
fremden  Gebiete  übergeht,  bieten  die  Annales  Batisponnenses  in* dem  schon 
erwähnten  Münchener  Codex  Nr.  14733  des  Xu.  Jahrhunderts.  Aber  auch 
dieser  Fall  ist  nur  durch  die  naheliegende  Berührung  des  Verfassers  mit 
der  Zahlenwissenschaft  zu  erklären  und  lässt  durchaus  keineUvSchluss  darauf 
zUy  dass  diese  letztere  damals  schon  Eingang  in  das  praktische  Leben  secu- 
larer  Kreise,  namentlich  also  des  Handelsstandes,  gefunden  hätte,  j^ie^ 
Beschränkung  der  arithmetischen  Kenntniss  auf  die  Schule  w^  .[Oj^ttl^j^pti 
der  Ausbreitung  des  Ziffernsjstems  von  vornherein  nicht  g^^g^  |^^^e[l)jl|(jli^f 
den  einen  Erklärungsgrund  für  die  Erscheinung,  da^., die jp^kjjjisj^l^e  ^^.^ 
gemeine  Benützung  des  neuen  Numerationssjstem^  ip^t  ,d^r/\^et^^tuj^  ^ 
Wissenschaft  nicht  gleichen  Schritt  gehaii^ii,k9>i,],  ,^i',,\f    ,;(.;',,,[  ., },  mj  jjii 

Einem  ganz  andern  ZusammctoJIpj^Pgi^  ^  v^df^i^^ 
führung  dieser  Kenntniss.  ^peri..^«J??chwiiflg^vdfip  ^4W-&W^^/"  ^A  Wft- 
besondere  das  hier  m^gfi^0,.B^ij^Tfi9§en,iÄ,ift})W':rfl9^^ 
Xn.  Jahrhundert,  j^9i\W/i  WA^te-l^^Sty^f^ö^Uf^  M^  ^P^^^^^ii^m^^ 
länglichkeit  ,a^er '  ^herige?)  JBeql^ßiyn^^jpdefi  s^br  pip^dUc^.  j^  es^  i^P^i^^ 
dahe^.  .^I|*,,ftuff9jte^d,,4as^,?j^.i^ifl^  d  4<^r,  4jff^Hie,i4^ftb,^ 

yei:hrei^jiW .,  ne^in^ft.MeÖ^e.^i?,,  Te?f>.i;iQjjgn  n^^g^Wt :  .M^  ^^Wfie4^^ .  4^»  1«  ftftr; 

QödiiVCeimi^o.iMi  •JQUisb^mnv^löhemirdeir  Tnuatat^^AÜ^B^ii^  duulnafaqi^nrlaise 

computi  finamstri  Johannis,  de  SäcroSosco.  Die  pru^kaasgaben.  0ie.  äffesti^  ^trass- 
burg  imroann  z.'ß.  Wien'lÄr  (Hfer/V^t^ry  e'te/t^eriJäikW^ 

Dxbdkai/sj^beti  a^f)  b0imeifc:)alleiJolLamie&  ileiSaaittiBoBlk)  (aochrip^ano  D^midähn^ 
Bu8tot)jftte;yerf(W<Wi(^Aucli'MtoWt^  4?9^/#gf??fiWftffpha^¥MfIf4ö.|%c^o  }m^aM 

ais  diesfdT  Tractat  gemeint,  ^'t  galt  also»  ^m  XV.'  und  XVI.  Ja^rhäinaert  allgejuein 
älis'  6iÄÖ  Scliiift'  des'Johänii  Vöü^blih^^  Öancfcdirtfteü'  des^ÄeM'  fiidää'di6fi 
ungewöhnlich  zahlreich  namentlich  in  der  Münchener  Bibliothek  und  es  darf  wohl 

IfWdBigo^fi^o^fen.  Ti^er^ff.  ,,TJßfe^r^^pt;i.^^ 
fiifli*P^g^§W>i,:?^^Wll/W(9*:P*^?I».^9^?^c^hpn.^^^^^^ 

yi9M]*4W  ¥^^^!^^  f^^'-JW^^g'  beii)erkt;^;<7{iin.^<ttirfo^  hifiitib^dh^  tof^^Qi^i8,.^}i^ 
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nardo  Fibonacci  zu  seinem  Liber  Abaci  von  1202  sagt  ganz  deutlich, 
dass  er  der  Erste  war,  welcher  diese  Methode  literarisch  nach  Italien  ein- 
führte, nachdem  er  mit  derselben  durch  den  Anfentbalt  seines  Vaters  in 
Bngea  an  der  nordafrikanischen  Ettste  (das  heutige  Bougie  in  der  Provinz 
Constantine)  in  Berührung  gekommen  war,  überhaupt  alle  in  den  üferlSn- 
dem  des  Mittelmeeres  gel)räuchlichen  Methoden  auf  seinen  weiten  Beisen, 
sowie  auch  die  wissenschaftlich  überlieferten  Lehren  eifrig  studirt  hatte.  Er 
verwirft  Alles,  mit  einziger  Ausnahme  der  indischen  Methode.  j^Sed  hoc 
totum  etiam  et  älgorismum  atque  arcus  piäagore  qiMsi  errorem  computaui 
respeäu  modi  indorum,^  Dass  dem  praktischen  Italiener  der  schwerflülige 
Abacus  und  die  unfruchtbare  Methode  Oerbert's  nicht  zusagten ,  begreift  sich 
leicht;  aber  auffallend  bleibt,  dass  er  den  Algorismus  in  einen  Gegensatz 
zu  dem  Modus  Indorum  stellt,  da  sie  doch  beide  identisch  waren.  Die 
Sache  erklärt  sich  durch  den  in  der  Oeschichte  des  Gegenstandes  sehr  wich- 
tigen Umstand,  dass  die  Aufnahme  der  indischen  Methode  bei  den  Italienern 
von  allem  Anbeginn  im  engsten  Zusammenhange  mit  den  Anforderungen 
und  der  Anwendung  im  praktischen  Leben  geschah.  Fibonacci  nahm  über- 
haupt die  indische  Methode  gar  nicht  in  ihrer  reinen  Gestalt  auf,  trotzdem 
er  dies  versichert,  sondern  er  combinirte  sie,  j^ex  proprio  sensu  quoddam 
addens^y  wie  er  selbst  hervorhebt,  mit  der  in  Italien  damals  noch  gang- 
baren antiken  Fingerrechnung  zu  einem  eigenthümlichen  Ganzen,  in  welchem 
seine  Methode  sich  eher  als  eine  durch  schriftliche  Aufzeichnung  der  Zahlen- 
resultate unterstützte  computatio  digitalis  darstellte.^)  Darum  erscheint  die 
Methode  Fibonacci's  gegenüber  dem  Algorismus,  der  reinen  indisch -arabi- 
schen Lehre,  nichts  weniger  denn  als  ein  Fortschritt,  und  der  „ Error ^  liegt 
hier  viel  eher  auf  Seiten  des  Autors.  Aber  die  eigentliche  Bedeutung  seines 
umfangreichen  Werkes  liegt  auch  ganz  und  gar  nicht  in  diesem  ersten  Theile, 
sondern  vielmehr  in  der  angewandten  Arithmetik,  die  bei  Fibonacci  wohl 
zum  ersten  Male  ein  wohlsystemisirtes  Eingehen  auf  alle  Gebiete  des  Yer- 
kehrslebens  findet  Erst  die  Beachtung  dieser  Seite  seines  Werkes  wird 
es  erklären,  warum  dasselbe  im  Laufe  der  nächsten  Jahrhunderte  bei  den 
Italienern  so  grosses  Ansehen  erwerben  und  noch  zu  Ende  des  XV.  Jahr- 
hunderts, zeuge  einer  Bemerkung  Luca  Pacioli's,  behaupten  konnte. 

Es   ist  daher  irrig,   zu  glauben,  dass  dem  Werke  Fibonacci 's  ein 
Verdienst  an  der  Einführung  der  indischen  Arithmetik  in  Europa  zukomme. 


1)  Ja,  wir  erfahren  durch  Fibonacci  unmittelbar,  wie  die  reine  Fingerrechnung 
in  ihrer  wirklichen  Anwendnng  eigentlich  ansgesehen  hat  (cap.  IT  pars  VI,  ed. 
Bono.  pag.  17).  Er  stellt  zwar  auch  die  schon  von  den  Arabern  her  bekannte  und 
später  in  Italien  noch  im  XVI.  Jarhundert  vielgeübte  Schachbrett -Moltiplication 
dar,  aber  erst  nachträglich  bei  der  Addition  (cap.  III.  pag.  19  s.)  und  mit  den  deut- 
lichen Anzeichen,  dass  es  sich  für  ihn  hierbei  um  eine  minder  praktische  Lehre 
handelt.  (Est  enim  älius  modus  tnültiplicandi  ualde  lauddbilis,  maxime  in  tnutti- 
pltcandis  magnis  numeris  ...  Constituatur  quadrüaterum  in  forma seachern .. ,) 
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Wohl  aber  ist  dasselbe  für  deren  Verbreitung  im  Abendlande  von  beson* 
derem  Einflösse  geworden,  denn  erst  ihre  Einführung  in  das  praktische 
Leben  vermochte  zu  bewirken ,  dass  man  mit  der  neuen  Methode  in  weiteren 
Kreisen  bekannt  ^urde  und  ihre  Vorzüge  allseitig  verwerthen  lernte.  Wir 
können  hier  auf  die  Einzelheiten  dieser  Entwickelung^  die  übrigens  für  das 
ganze  XIII.  und  XIV.  Jahrhundert  in  auffallend  geringer  Zahl  überliefert 
sind,  nicht  eingehen.  Es  genügt  aber  für  unsem  Zweck,  die  Gestalt  des 
Endpunktes  ins  Auge  zu  fassen. 

Neben  den  zahlreichen  Versuchen  zweckmässigerer  Bechnungsformen, 
die  in  Italien  besonders  im  15.  Jahrhundert  hervortreten ,  ist  besonders  eine 
Schrift  von  geschichtlichem  Interesse,  nämlich  der  Algorismi  tractatus  des 
Prosdocimo  de'Beldomandi,^)  eines  angesehenen  Professors  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  zu  Padua  (geb.  daselbst  zwischen  1370  —  1380, 
gest.  1428).^)  Ist  schon  die  Beschäftigung  einer  solchen  Persönlichkeit  mit 
diesem  Gegenstande  bemerkenswerth,  so  giebt  die  Vorrede  des  Büchleins 
wichtige  Aufschlüsse  über  den  damaligen  Stand  der  Entwiokelung;  wir  wollen 
sie  daher  im  Wortlaute  hierher  setzen: 

Inveni  in  quam  plurimis  libris  algorismi  nuncupatis  mores  circa  nu- 
meros  operandi  satis  varios  atque  diversos^  qui  licet  boni  existerent  atque  veri 
erantf  tarnen  fastidiosi,  tum  propter  ipsarum  reguLarum  muUitudinemy  tum 
propter  earum  deleationesy  tum  etiam  propter  ipsarum  operationum  pro- 
hationes;  utrum  si  honae  fuerint  vd  ne,  Erant  etiam  isti  modi  interim 
fastidiosif  quod  si  in  aliquo  eakulo  astroloico^)  error  contigisset^  cdlcuUi' 
torem  opercUionem  suam  a  capite  incipere  oportebat,  dato  quum  error  suus 
adhuc  satis  propinquus  existeret  et  hoc  propter  figuras  in  sua  operatione 
deletas,  Indigehat  etiam  calculator  semper  aliquo  lapide  vel  siU  conformi, 
semper  quo  scrihere  atque  faciliter  delere  posset  figuras^  cum 
quihus  operahatur  in  cälculo  stw.  Et  qua  haec  omnia  satis  fastidiosa  atque 
Jahoriosa  mihi  visa  sunt,  disposui  lihellum  edere,  in  quo  omnia  ista  dbiceren- 
tur:  qui  etiam  algorismus  sive  liber  de  numeris  denominari  poterU,  Scias 
tarnen  quod  in  hoc  libeUo  ponere  non  intendo  nisi  6a,  (/uae  ad  cälculum  ne- 
cessaria  sunt^  älia  quae  in  aliis  libris  pradice,  arismetice  tanguntur,  ad  cäl- 
culum non  necessaria  propter  brevitatem  dimittendo. 

Es  haben  also  damals  schon  praktische  Rechenbücher  in  Italien  be- 
standen. Die  zahlreichen  uns  erhaltenen  des  XV.  und  XVI.  Jahrhunderts, 
sowie  auch  die  grosse  Summa  de  arithmetica  des  Luca  Pacioli, 
Venedig  1494,  gehen  alle  auf  das  System  der  angewandten  Arithmetik  ein. 
Es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  dem  gegenüber  der  Gelehrte  von  Padua 
sich  blos  auf  die  Verbesserung  der  Methoden  beschränken  wollte.    Die  An- 

1)  Gedruckt  zusammen  mit  der  Schrift  des  Johannes  deLiveriis,  De 
minuciis,  zu  Padua  1483  und  öfter. 

2)  Vergl.  über  ihn  Antonio  Favaro  im  BuUett.  Boncompagni  XII,  p.  Is. 

3)  d.  i.  die  Astronomie,  das  specielle  praktische  Arbeitsfeld  des  Verfassers. 
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fUhrnng  seiner  nachfolgenden  Beispiele  für  die  sechs  Species:  a)  Addition, 
l)  Subtraction,  c)  Dimidiation,  d)  Duplation,  e)  Mnltiplibation,  f)  Division, 
kann  in  Kurzem  klar  machen,  worin  das  Wesen  seiner  Arithmetik  besteht 
und  dass  sie  bis  auf  die  Division  mit  unseren  heutigen  Methoden  völlig 
identisch  ist. 


a. 

h. 

e. 

<l. 

e. 

f. 

9573 

50073 

9080753 

540603 

6204 

2 

8164 

36582 

4540371^ 

1081206 

5073 

13 

4720 

13491 

18612 

587 

2937 

43428 

345 

25394 

• 

0000 
31020 
31472892 

5799 
975311 39 
24688 

246 

(Das  Divisionsexempel  f  ist  97531:2468.  Die  untersten  Ziffern  246  zu- 
sammen mit  der  Einerstelle  8  der  nächst  oberen  Beihe  zeigen  die  eigen- 
thümliche  Verschiebung  des  Divisors  mit  Umgehung  des  Weglöschens;  die 
zuoberst  verbleibenden  Ziffern  1279  stellen  den  Divisionsrest  dar;  die  Quo- 
tienten 39  erscheinen  rechts  von  der  zu  ziehenden  Linie  neben  dem  Divi- 
denden. Diese  Methode  ist  eigentlich  mit  der  alten  arabischen  noch  immer 
identisch,)  Welche  Wichtigkeit  der  kleinen  Schrift  des  Prosdocimo  bei- 
gemessen worden,  erhellt  daraus,  wenn  Luca  Pacioli  in  seiner  Summa 
de  arithmetica,  dem  umfassendsten  Werke,  welches  jemals  über  praktische 
Arithmetik  geschrieben  worden,  als  seine  Quellen  für  die  abstracte  Bechnung 
nennt:  die  Schriften  del  perspicacissmo  phüosopho  megarense  Euclide^  dd 
Severino  Boetio  e  de  nostri  moderni  Leonardo  Pisano^  Giordano^ 
Biagio  daFarma^^)  Qiovan  Sacrohosco  e  Frosdoeimo  F.adoano  (ed. 
1494,  carta  4^). 

Deutlich  ist  hieraus  erkennbar,  wie  in  Italien  das  Moment  der  prak- 
tischen Brauchbarkeit  bei  diesem  Gegenstande  massgebend  geblieben  isi 
Das  Ziffemlöschen ,  dessen  Anwendung  den  doppelten  Uebelstand  einer  un- 
reinlichen „Schmiererei^  und  des  Verschwindens  der  operirenden  Zahlen  mit 
'der  hierdurch  erschwerten  üeberwachung  der  Operation  hatte,  war  schon 
von  Mazimus  Planudes^)  im  XIV.  Jahrhundert  beklagt  worden. 

Es  war  um  so  weniger  zu  verwundern,  dass  Frankreich  und  Deutsch- 
land diesen  Bestrebungen  der  Italiener  nicht  fremd  blieben,  als  durch  die 
so  ausgedehnten  Handelsbeziehungen  der  letzteren  auch  die  übrigen  von 
ihnen    ausgebildeten  Handelswissenschaften,    namentlich    die  Buchhaltung, 

1)  Jordanus  Nemorarius  und  Biasio  da  Parma. 

2)  Maiiaov  Movaxov  xov  TlXavovdrj  tprjtpoqtOQia  uav^Ivdovg  rj  iByofiivi^  ftsyalfj 
ed.  C.  J.  Gerhardt,  Halle  a.  S.  1865.  Deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  Hermann 
Wäschke,  ibid.  1878. 
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eben   im  XV.  Jahrhundert   in   die  genannten  Länder   übertragen   wurden. 
Sehr  sprechend  und  in  bewusster  Weise  drückt  sich  der  Gegensatz  der  in 
Deutschland  üblich  gebliebenen  Methode  des  Algorismus  zu  der  neuen  ita- 
lienischen Methode  aus  um  die  Wende  des  XV.  Jahrhunderts  in  den  Titeln 
zweier  in  Deutschland  erschienenen  Druckschriften.    Hiervon  lautet  der  eine : 
ÄrUhmetice  opuscuüa  dm  Theoderici  tüwiuel  de  numerorum praxi 
(guae  älgorühmi  dioufdur)^  unum  de  integris  per  figurarum  (more 
dtemanorum)  ddäionem.     AUervm  cä  ...  QtAenteU  iterato  disse- 
minari  proeuravü.Ä.1507.$.l.i 
der  andere  lautet: 

Algorismus  nauus  de  integris  eampendiase  sine  figurarum  (more  Itäbh 
rum)  deleUone  compHatus.    Artem  numerandi  onmemque  viam  caln 
cidandi  enudeatim  cet.  ohne  Druckort  und  Jahreszahl,  jedoch  in 
der  Entstehungszeit  bestimmt  durch  wiederholte  Hinweisungen  des 
Textes  auf  die  Jahreszahl  1491  (z.  B.  in  der  quinta  species:  Vdh 
dividere  annos  dni  currentes  videUcU  1491  per  24). 
Diese  Gegenüberstellung  der  Methoden  per  figurarum  deletionem 
more  Jlemanorum  und  sine  figurarum  deletione  more  Italorum 
giebt  Zeugniss ,  dass  man  sich  der  Herkunft  der  vervollkommneten  Methode 
dauernd  bewusst  blieb.     Schon  zu  Anfang  des  XV.  Jahrhunderts  treffen  wir 
übrigens  (in  dem  angeführten  Wiener  Codex  Nr.  3Q29)  auf  einen  in  deut- 
scher Sprache  geschriebenen  arithmetischen  Tractat,  welcher  nicht  allein 
durch   diese   deutsche   für   die  Verbreitung   seines  Inhalts   im  praktischen 
Leben  sprechende  Abfassung ,   sondern  auch  dadurch  sehr  merkwürdig  ist, 
dass  er  ganz  auf  dem  Boden  der  italienischen  Praxis  steht  und  die  meisten 
der  bei  den  späteren  Italienern  um  die  Wende  des  XV.  Jahrhunderts  vor- 
kommenden  neueren    Methoden    ohne    die  Ziffernlöschung    schon    enthält. 
Ebenso  zeigt  den  Einfluss  der  italienischen  Bechenkunst  die  seit  dem  ersten 
Viertel  des  XV.  Jahrhunderts  blühende  und  zu  hohem  Ansehen  gekommene 
Wiener   Schule,    welche   vornehmlich   durch  die  Namen  Johann   von 
Gmunden  und  Georg  von  Peurbach  ihren  Glanz  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  repräsentiri^) 

Die  Erfindung  der  Buchdruckerkunst,  entsprungen  einem  plötzlich  em- 
porwachsenden Bedürfnisse  nach  Bethätigung  auf  allen  Gebieten  des  geistigen 
und  des  wirthschaftlichen  Lebens,  hat  auf  dem  der  Bechenkunst  alsbald  eine 

1)  Die  bezüglichen  Schriften  des  Magister  Joannes  de  Gmunden,  Algo- 
rithmus de  minuciis  physicis  (d.  i.  den  Sexagesimalbrüchen)  und  des  M.  Georgins 
Peurbachius,  Algorithmus  in  integris,  sind  enthalten  in  dem  von  Georg  Tann- 
stetter,  genannt  Collimitins,  bei  dem  Bachdrucker  Singriener  zu  Wien  1615 
herausgegebenen  Sammelwerke:  Conteuta  in  boclibro:  Arithmetica  communis  (des 
Joannes  de  Muris  nach  BoStius)  cet.  Den  „Algorismus^  des  Peurbach  hat  aber  der 
Wiener  Buchdrucker  Winterburger  schon  1600  zum  ersten  Male  in  zwei  nachein- 
ander folgenden  Auflagen  erscheinen  lassen,  worüber  zu  vergl.  Majer,  Wiener 
Buchdruckergeschichte  U,  S.  894. 
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wahre  Fluth  von  Dmckschriften  zur  Folge  gehabt.^)  Es  sind  dies  kurze, 
gemeinverstädnlich  gehaltene  Lehranweisungen  in  der  Volkssprache,  welche 
die  theoretische  Bechenkunst  und  die  gewöhnlichsten  Anwendungen  der  Pro- 
portion abhandeln.  In  den  Ländern  ausser  Italien  geht  der  Ziffemrechnung 
gewöhnlich  die  Darstellung  des  Rechnens  auf  den  Linien  mit  den  Bait- 
pfennigen  (jetonSj  coimters)  voran,  welch'  letzteres  in  Mitteleuropa  noch  im 
XVL  und  XVII.  Jahrhundert  die  weitaus  überwiegende  Anwendung  im  Ver- 
kehrsleben hatte  und  der  Verbreitung  der  arabisch  -  indischen  Arithmetik 
nicht  wenig  im  Wege  stand.')  Mit  diesen  Lehrbüchlein  und  der  hiermit 
zusammenhängenden  mündlichen  Lehre,  welche  allerdings  noch  immer  nicht 
in  den  gewöhnlichen  Schulen,  sondern  von  eigenen  „Bechenmeistem'  in 
besonderen  Schulen,  wovon  die  des  Adam  Biese  zu  Annaberg  in  Sachsen 
die  bekannteste,  ertheilt  wurde,  war  nun  der  Verbreitung  der  Bechenkunst 
und  der  Ziffern  die  weiteste  Bahn  geö£fhet. 


1)  Die  älteste  italienische  und  wohl  überhaupt  eiste  Druckschiifb  über 
diesen  Gegenstand  ist  das  anonyme  Trevisaner  Bechenbücblein  von  1478,  dessen 
Charakter  der  Titel  deutlich  hervorhebt:  Incomincia  una  practica  moUo  bona  et 
utile:  a  ciaschadwno  chi  vuole  uxare  larte  dela  tnercadantia.  chiamata  vuigarmente 
larte  de  lahbacho  ...  A  Triviso:  A  di  10  Decenibre  1478.  Vergl.  hierüber 
Bonoompagni  in  den  Atti  de'  Nuovi  Lincei  XVT  (1862—1863).  Die  nächsten  sind: 
Pietro  Borgo,  Qui  eotnema  la  nobel  opera  de  arithmetica  ne  la  quäl  se  trada 
tute  cosse  amercantia  pertinente  facta  e  compilata  per  Pietro  borgi  da  Veniesia. 
Venedig  1482  (Hain  3659),  1484,  1488;  und  Fra  Luca  Pacioli,  genannt  di  Borgo 
San  Sepolcro:  Summa  de  Arithmetica,  Geometria,  Proportioni  et  Proportionalita. 
Venedig  1404  (vergl.  E.  Nardacci:  Intomo  a  due  edisdoni  della  Summa  di  Arith- 
metica di  Fra  Luca  Pacioli.  Borna  1463,  und  Boncompagni  in  den  Atti  de*  Lincei 
XVI  p.  eis.,  106  8.,  129,  134).  —  Von  deutschen  Drucken  dieser  Art  dürften  die 
ältesten  wohl  sein  und  bleiben  die  beiden  von  Heinrich  Petzensteiner  in 
Bamberg  gedruckten  Bechenbücblein,  nämlich  dasjenige  des  Ulrich  Wagner, 
Bechenmeisters  zu  Nürnberg,  von  1482,  und  dasjenige  von  1483  (Hain  13713,  von 
Petzensteiner  selbst  verfasst?),  über  welche  jetzt  besonders  zu  vergL  Friedr.  ünger 
a.  a.  0.  S.  d6flgg.  Ihnen  folgt  das  bekannte  Werkchen  des  Johann  Widmann 
aus  Eger,  Behende  und  hübsche  Bechnung  auff  aUen  kauffmanschaft,  Leipzig  1489 
(Eacheloffen).  —  Diese  Daten  gewinnen  ihre  wahre  Bedeutung  erst  im  Zusammen- 
hange mit  dem  massenhaften  Erscheinen  italienischer,  besonders  aber  deutscher 
BecheDbüchlein  zu  Anfkng  des  XVI.  Jahrh.  und  der  Thatsache,  dass  die  Anfänge 
der  Bnchdruckerkunst  sich  überhaupt  keinem  populär -praktischen  G^enstande 
mit  gleichem  Eifer  zugewandt  zeigen,  als  eben  der  praktischen  Arithmetik. 

2)  Der  Gegensatz  zwischen  beiden  Becbenmethoden  wird  gemeinhin  bezeichnet 
mit  Bechnen  auf  den  Linien  und  mit  der  Feder,  „compter  aux  geU  (jets) 
comme  ä  la  plume";  auch  die  Bezeichnung  Algorithmus  linealis  findet  sich.  Vergl. 
meine  Abhandlung  „Die  Bechenpfennige  und  die  operative  Arithmetik.'^  Wien 
1888  (Numismatische  Zeitschrift  XIX,  1887). 


(Soblnsi  folgt.) 
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Acta  nationig  Oermanioae  universitatis  Bononiensis  ex  archetypis  tabn- 
larii  Malvezziani.  lussu  instituti  Germanici  SaTiguyani  ediderunt 
Ebnestus  Fribdlaender  et  Cabolus  Malagola.  Cum  V  tabulis. 
Berlin,  G.  Reimer.  1887.  XXXIX  und  503  S.  gr.  4^ 
Man  schrieb  das  Jahr  1876.  Der  damalige  Assistent,  jetzige  Director 
am  Staatsarchiv  zu  Bologna,  Herr  Dr.  Carlo  Malagola,  hatte  in  dem 
dortigen  Familienarchiv  der  Grafen  Malvezzi  de'Medici  einen  wichtigen 
Fund  gemacht.  Dieses  Archiv  enth&lt  nämlich  die  Acten  der  Deutschen 
Nation  an  der  üniversitttt  Bologna ,  d.h.  die  vollsiSndigen  Namenseinzeich- 
nungen aller  dort  studirenden  deutschen  Studenten,  die  Statuten  der  Nation, 
ihre  Privilegien  u.  s.  w.  Unter  den  darin  verzeichneten  Namen  befinden 
sich  auch  die  von  Nicolaus  und  von  dessen  Bruder  Andreas  Copper- 
nicus.  Herr  Malagola  war  damals  so  freundlich,  ausserhalb  Italiens 
zuerst  dem  Unterzeichneten  von  seinem  Funde  Eenntniss  zu  geben,  und  ich 
beeilte  mich,  denselben  sofort  dem  Coppemicus -Verein  für  Wissenschaft 
und  Kunst  zu  Thorn  mitzutheilen,  zugleich  betonend,  dass  ich  eine  voll- 
ständige Veröffentlichung  der  Acten,  die  vom  Anfange  des  XIII.  bis  an  das 
Ende  des  XVIII.  Jahrhunderts  reichen,  fQr  sehr  wünschenswerth  hielte.  Der 
Coppemicus -Verein  ging  mit  grossem  Eifer  auf  mein  Froject  ein.  Der 
Protector  desselben,  der  Oberpräsident  von  Westpreussen  Herr  Dr.  v.  Achen- 
bach,  begeisterte  sich  ebenfalls  für  das  Werk,  und  so  wurden  bald,  immer 
unter  Vermittelung  des  Herrn  v.  Achenbach,  zwischen  dem  Vereine  und 
dem  königl.  Cultusministerium  Verhandlungen  über  die  Herausgabe  gepflogen. 
Herr  Malagola  erstattete  ein  sechs  Bogen  starkes  Gutachten  über  die  Ver- 
öffentlichung, Herr  Ferdinand  Gregorovius,  der  auf  meine  Bitte  in 
Bologna  selbst  die  Schriftstücke  eingesehen  hatte,  sprach  sich  in  jeder  Be- 
ziehung zustimmend  aus,  und  auf  Verlangen  des  Herrn  Ministers  trat  der 
Coppemicus -Verein  mit  der  J.  G.  Cotta'schen  Verlagsbuchhandlung  in  Stutt- 
gart in  Verhandlungen  über  die  Höhe  der  Subvention,  welche  diese  für 
einen  etwaigen  Druck  in  ihrem  Verlage  verlangen  würde.  Freiherr  v.  Cotta 
normirte  diese  eigenhändig  auf  1200  Mark.  So  war  Alles  zur  Herausgabe 
vorbereitet  —  da  legte  mit  einem  Male  die  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin  ihre  Hand  auf  das  Werk.  Neidlos  gab  der  Coppemicus- 
Verein  der  um  so  viel  mehr  legitimirten  Gesellschaft  die  Herausgabe  anbem.        j 
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die  endlich  im  Herbste  1887  —  nach  11  Jahren  —  für  die  sie  sehnlichst 
erwartende  wissenschaftliche  Welt  erfolgte. 

Nun  hätte  man  denken  dürfen,  dass  entweder  Herr  Dr.  Carlo  Mala- 
gola,  oder  die  königl.  Akademie  zn  Berlin,  mit  deren  Vertreter,  Herrn 
Archivrath  Dr.  FriedlSnder,  der  verstorbene  Vorsitzende  des  Coppemieos- 
Vereins,  Prof.  Dr.  L.  Prowe,  fast  bis  zu  seinem  letzten  Lebenstage  wegen 
der  Herausgabe  im  Briefwechsel  stand,  sich  beeilt  hätten,  dem  Vereine, 
dem  das  unbestreitbare  Verdienst  gebührt,  zuerst  die  Aufmerksamkeit  der 
kOnigl.  Staatsregierung  in  Betreff  dieser  Fundgrube  für  die  Literftrgeschichte 
Deutschlands  rege  gemacht  und  deren  Veröffentlichung  angebahnt  za  haben, 
wenigstens  ein  Druckezemplar  des  Werkes  zugänglich  zn  machen;  doch 
nichts  dergleichen  ist  geschehen.  Wenn  nicht  der  Unterzeichnete  sich 
auf  seine  Kosten  in  den  letzten  Wochen  ein  Exemplar  des  nicht  gerade  bil- 
ligen Buches  —  dem  Verleger  entstanden  für  dasselbe,  da  es  völlig  auf 
Staatskosten  gedruckt  ist,  gar  keine  Aufwendungen  —  hätte  kommen  lassen, 
so  würde  auch  noch  heute  weder  der  Coppernicus -Verein,  noch  sonst  Jemand 
in  Thom  irgend  Etwas  von  der  Ausgabe  kennen. 

In  dem  Buche  werden  alle  Verdienste,  welche  sich  Mitglieder  der 
Akademie,  sowie  Minister  u.  s.  w.  um  das  Zustandekommen  desselben  ge- 
macht haben,  gebührend  hervorgehoben:  weshalb  sind  aber  die  Namen  des 
Herrn  Oberpräsidenten  v.  Achenbach  und  dessen  Nachfolgers  im  Amte, 
des  Herrn  v  Ernsthausen,  verschwiegen,  die  sich  beide  mit  der  grossesten 
Hingabe  bemüht  haben,  die  Herausgabe  herbeizuführen?  Weshalb  wird 
nicht  darauf  hingewiesen ,  dass  der  Coppemicus  -Verein  zu  Thom  in  hervor- 
ragender Weise  und  als  Erster  die  Herausgabe  nicht  nur  beabsichtigt,  son- 
dern fast  schon  den  Verlagscontract  mit  dem  Freiherm  v.  Cotta  zum  Ab- 
schluss  'gebracht  hatte?  Sind  nur  Mitglieder  der  Akademie  und  active 
Staatsminister  geeignet,  öffentlichen  Dank  für  ihre  Thätigkeit  bei  einer  so 
wichtigen  Publication  zu  erhalten?* 

Und  nun  weiter.  Herr  Prof.  Dr.  Jacob  Caro  in  Breslau'  sprach 
seinerzeit  dem  Unterzeichneten  gegenüber  seine  Ueberzeoig^n|g^''d&^m  ^ioR, 
dass  er  den  Coppemicus -Verein  nicht  für  geeignet  hjütöldibfragiliäiä*  Ver- 
öffentlichung aaszuführen,   da  diesem  die  nötlii'g6>h ' Ut6ra^^6n^n^nii&^ 

*  Dass  Se.  Excellenz  der^  Herr  iUinis^r  der  geis^ichenei^^ 
über  die  Verdienste  des  Ver^^s  linif'di^neT^tisgkbef  aii^^ki'ehti^^äs'^d^^^ 
Akademie,  geht  am  d«kn^^^l(d«&'iScki:yil>^n^hd]j^orvW^lieheBi^ 
langte:        .4i;>..»//-    ,n^'Ui..7:\i:'<.  -j-.L    -jd'Mi    -j'L    -i  .<iij    U''^-.'i,;n>iij;i(i.j7   lü    ji.., 

;  dicinaUngelegentieiten  benachriphtige.  iohr  ^^  Vo^^stanii  ergebenat,  dass  die 
"W^egen  ^eraus^abe  der  Acta  Nationis  Germanora&i  gepflogenen  weiteren  Ter- 

''  haädlto^eA ,  äü'*t^cltOTi  kucK  \ifer  ^Öerr  ^JWiainfin&tet^'riff&'feeffieiti^ml  -tt 
-•J  idi^ifiieBüI«^  ^'e>miMi^baben,.4ll»^/jeä^^a«i«.abfaäi  dttfcichiidi»^Akttdtfmf4:.dee 
.>u:  .WttBeil«^»£b«D]^intf^dto([Mjaai)  ^^ 
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nicht  80  zn  Gebote  ständen  wie  der  Akademie:  nun  sehe  man  aber  die  Aas- 
gabe an,  so  wie  sie  bis  jetzt  vorliegt  —  ich  spreche  nicht  von  dem  in 
Aussicht  gestellten  Supplement  — ,  dann  sieht  Jeder,  dass  man  für  diese 
weder  Akademiker,  noch  Archiydirecior  zn  sein  braucht.  Die  Orundsfttze 
zur  Publication  solcher  Acten  sind  Gemeingut  aller  Geschichtsforscher  und 
zu  der  sicherlich  nothwendigen  scrupulösesten  Genauigkeit,  mit  der  die 
Ausgabe  gemacht  ist,  braucht  man  nur  einen  guten  Handschriftenleser,  der 
doch  aber  nicht  gerade  Akademiker  zu  sein  braucht.  Ich  wenigstens  habe 
von  dieser  Ausgabe  auf  Staatskosten,  die  mindestens  sechs  Jahre  zur  Vor- 
bereitung gebraucht  hat  ^-  August  1881  bis  Herbst  1887  — ,  mehr  erwartet, 
als  sie  geleistet  hat  Nur  das  vorzügliche  Register  hat  meine  ganze  Be- 
wunderung erregt.  Hier  und  nur  hier  allein  erkennt  man  den  mit  AUem 
vertrauten  Archivbeamten,  und  doch  sind  auch  hier  mehrfach  Yerweisungen 
auf  Namen  vorhanden,  welche  im  ganzen  Register  nicht  vorkommen. 

Wie  für  die  Geschichte  jedes  deutschen  Gaues,  so  ist  speciell  für  die 
Literaturgeschichte  von  Ost-  und  Westpreussen  ein  ganz  erklecklicher  Ge- 
winn aus  diesen  Acten  zu  entnehmen  ^  viel  grösser,  als  man  aus  den  Publi- 
cationen  Malagola's  über  die  Acten  der  Deutschen  Nation,  welche  in 
üebersetzung  auch  in  den  Schriften  des  Coppemicus -Vereins  erschienen  sind, 
annehmen  durfte. 

Da  der  Coppemicus -Verein  als  solcher  sein  Recht  zu  wahren  nicht  ge- 
willt zu  sein  scheint,  so  halte  ich,  als  früherer  langjähriger  Schriftführer 
des  Vereins,  welcher  die  ganze  Correspondenz  in  dieser  Angelegenheit  ge- 
führt hat,  es  für  meine  Pflicht,  die  Namen  Derer  nicht  untergehen  zu  lassen, 
welche  an  erster  Stelle  an  diesem  in  Wahrheit  nationalen  Werke  gearbeitet 
haben,  und  bemerke  nur  noch,  dass  ich  Alles,  was  ich  oben  gesagt  habe, 
actenmfissig  belegen  kann. 


Mitteln  und  mit  Hilfe  einer  von  Sr.  Majestät  dem  Kaiser  Allerhöchst  bewillig- 
ten Beihilfe  bewirkt  werden  wird. 

Ein  Vertrag  zwischen  der  Akademie  einerseits  und  dem  Grafen  Malvezzi 

29   Juli 
de*  Medid  und  Dr.  Malagola  zu  Bologna  andererseits  unter  dem  —^ r 

V.  J.  sichert  sowohl  die  Benutzung  des  in  dem  Besitze  des  Grafen  Malvezzi  de* 
Medici  befindlichen  Materials,  als  die  Mitwirkung  des  Dr.  Malagola  bei  dem 
Unternehmen. 

Danzig,  den  21.  Februar  1882. 

Der  Oberpräsident  der  Provinz  Westpreussen: 
von  Ernsthausen. 
An  den  Vorstand 

dM 

Coppemicus  -Vereins  far  Wissenschaft  und  Kunst 
"  Thom." 

Thorn,  6.  Mftrz  1889.  M.  Curtzb,  Professor, 

oorrMpondirendet  Mitglied  der  Akademie  dez  WiMonuhaften 
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Ziyot  i  cljela  B.  J.  Boikovica  (Leben  und  Werke  von  B.  J.  Boscovich)  Yon 
Dr.  F.  Ra£ki.  Separatabdruck  aus  dem  87.,  88.  und  90.  Bande  der 
Berichte  der  südslavischen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agmin. 
1888.    428  S.  8«. 

Das  uns  vorliegende  Werk  zerfällt  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  Theü 
enthält  eine  von  Dr.  Backi  in  slavischer  Sprache  yerfasste  Biographie  des 
berühmten  Jesuiten,  der  zweite  (von  Prof.  Josef  Gelcic'h  zusammengestellt) 
eine  Sammlung  von  91  bisher  ungedruckt  gewesenen  Briefen  diplomatischen 
Inhalts,  der  dritte  eine  ähnliche  CoUection,  die  zumeist  ein  mathematisches 
und  wissenschaftliches  Interesse  bietet  und  fast  ausschliesslich  durch  Schia- 
parelli  zusammengetragen  wurde.  S&mmtliche  Briefe  sind  zum  Glfick  in 
ihrer  Originalfassung,  d.i.  italienisch  und  französisch,  wiedergegeben.  An 
dieser  Stelle  können  wir  uns  natürlich  nur  mit  dem  letzten  Theile  des  Wer- 
kes beschftfdgen. 

Von  den  114  Briefen  wissenschaftlichen  Inhalts,  welche  182  Seiten 
des  ganzen  Buches  einnehmen  ^  ist  zunächst  ein  guter  Theil  der  Astronomie 
gewidmet.  In  zwei  Briefen  finden  wir  Angaben  über  die  Berechnung  der 
Gometenbahnen ,  und  zwar  lediglich  eine  Verbesserung  der  durch  Bosco- 
yich  1749  veröffentlichten  Methode:  De  determinanda  orbita  planetae  ope 
catoptrica  ex  datis  vi,  celeritate  et  directione  motus  in  dato  puncto.  In 
einem  andern  Briefe  (17.  April  1785)  beklagt  er  sich,  dass  Pingr6  seine 
ältere  Methode  geringschätzte,  ohne  von  der  bewussten  Verbesserung  Kennt* 
niss  zu  nehmen,  die  schliesslich  doch  die  Seele  der  ganzen  Bechnung  bildet 
Boscoyich  beruft  sich  darauf,  dass  sich  M^chain  und  Saron  zur  Be- 
rechnung der  Gometenbahnen  stets  seiner  yerbesserten  Bechnungsweise  be- 
dienten und  dass  ihre  Besul|»te  doch  vorzüglich  waren.  Die  Wiedergabe 
des  mathematischen  Inhalts  dieser  Briefe  erscheint  ganz  überflüssig,  da  die 
verbesserte  Methode  im  3.  und  5.  Bande  des  1785  erschienenen  Werkes: 
B.  J.  Boscovich  opera  pertinentia  ad  opticam  et  astronomiam  enthalten  ist. 

In  einem  guten  Theile  seiner  Correspondenz  erscheint  uns  der  Jesuit 
als  wissenschaftlicher  Vermittler  zwischen  den  Astronomen  von  Paris  und 
jenen  des  Instituts  Brera  zu  Mailand,  welch*  letzterem  er  die  in  Paris  aus- 
geführten Cometenbeobachtungen  und  die  daraus  durch  ihn  selbst  berech- 
neten Bahnelemente  mittheilte  oder  die  Berechnungen  Anderer  berichtigte, 
weitere  Daten  zur  Verbesserung  der  ersten  Bahnbestimmung  verlangte 
u.  s.w.  Die  Cometen,  worauf  hier  Bezug  genommen  wird,  sind  folgende: 
1779,  17801,  1780  II,  17811,  1781 II,  17851,  1785  II. 

Einige  von  den  hier  besprochenen  Documenten  liefern  mehrere  Details 
zur  Geschichte  der  Entdeckung  des  Uranus,  der  bekanntlich  am  13.  März 
1781  durch  Herschel  gesehen  und  als  Gomet  angezeigt  wurde.  Am 
19.  April  1781  schrieb  Boscovich,  von  Messier  undLalande  Beobach- 
tungen des  neuen  Cometen  erhalten  zu  haben ,  die  sich  jedoch  für  eine 
Bahnberechnung  wegen  der  geringen  Breitenänderung  schlecht  eignen.     Er 
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findet  auf  Grand  dieser  Daten  zwei  sehr  abweichende  Bahnen  and  macht 
darauf  aufmerksam,  dass  das  neue  Object  keine  Spur  von  einem  Schweife 
zeige.  Am  10.  Juni  kann  er  noch  nicht  entscheiden ,  ob  es  sich  um  einen 
neuen  Planeten  oder  um  einen  Cometen  handelt;  doch  neigt  er  zur  ersteren 
Annahme  und  sagt,  dass  Ende  Juli  darüber  Gewissheit  erlangt  werde.  Am 
6.  October  giebt  er  ausfahrliche  Daten  über  den  Planeten;  da  er  sich  aber 
ausserhalb  seines  Domicils  befindet,  wo  er  nur  die  Sinustafeln  bei  sich  hat, 
so  kann  er  einer  Mittheilung  Messier's  nicht  unbedingt  zustimmen,  laut 
welcher  sich  die  Bahn  sehr  der  Ereisform  nähern  sollte.  Am  19.  November 
1781  hielt  man  am  Observatorium  Brera  den  neuen  Stern  noch  für  einen 
Cometen  und  Boscovich  machte  die  dortigen  Kreise  darauf  aufmerksam, 
dass  man  zu  jener  Zeit  schon  allgemein  anerkannte,  einen  neuen  Planeten 
vor  sich  zu  haben.  Laut  Brief  vom  18.  Februar  1782  fand  der  gelehrte  Jesuit 
die  mittlere  Entfernung  des  Uranus  von  der  Sonne  18,9  (Lalande  18,913) 
und  die  ümlaufszeit  88,15  Jahre. 

Im  Uebrigen  finden  wir  von  astronomischen  Fragen  Vieles  über  ein 
Wasserfernrohr,  von  dem  sich  Boscovich  besondere  Erfolge  versprach, 
einige  unbedeutende  Winke  über  die  Bestimmung  der  Befraction,  und  An- 
sichten über  die  Atmosphäre  des  Mondes,  deren  Vorhandensein  ihm  unwahr- 
scheinlich klingt  und  die  er  durch  Sterabedeckungen  nachzuweisen  auffordert. 

Ein  grosses  Interesse  bieten  jene  Briefe,  die  sich  auf  die  Enthebung 
Boscovich 's  von  der  Stelle  eines  Directors  der  Sternwarte  der  Brera  be- 
ziehen, da  sie  einiges  Licht  auf  den  Zustand  der  praktischen  Astronomie 
in  Italien  am  Ende  des  vergangenen  Jahrhunderts  werfen.  Es  genüge  kurz 
anzuführen,  dass  die  Jesuiten  für  die  Anschaffung  und  Installirung  der 
Instrumente  oft  aus  eigenen  Mitteln  sorgen  mussten ,  wollten  sie  in  der  Lage 
sein ,  ihre  Institute  auf  der  Höhe  der  Zeit  zu  erhalten.  Merkwürdig  ist  das 
ürtheil,  das  Boscovich  über  Lagrange,  einen  seiner  hartnäckigsten 
Gegner,  den  er  zwar  für  theoretische  Studien  als  besonders  geeignet  an- 
erkennt, dem  er  aber  jede  Eigenschaft  zum  praktischen  Astronomen  abspricht. 
Noch  in  seinen  letzten  Jahren  beklagte  sich  B.  darüber^  dass  La  Grange 
ihm  soviele  Schwierigkeiten  in  den  Weg  legte,  und  u.  A.,  dass  er  sich  stets 
weigerte,  einen  Meridiankreis  für  den  Unterricht  in  der  Astronomie  aufzu- 
stellen. Er  wirft  ihm  vor,  das  Aequatorial  dem  Meridiankreis  vorgezogen 
zu  haben ,  die  Aufstellung  eines  Quadranten  für  die  Bestimmung  der  Aber- 
ration verhindert  zu  haben  u.  dergl. 

Von  mathematischen  Fragen  enthalten  die  Briefe  nur  Kurzes  und 
Weniges,  so  einige  Bemerkungen  über  die  Bectification  der  Kegelschnitte 
und  über  einige  Punkte  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Erstere 
sind  durch  die  Herausgabe  eines  Werkes  von  einem  P.  Fortunato  ver- 
anlasst, welches  diesbezügliche  Fehler  enthielt,  letztere  sind  Antworten  auf 
bestimmt  gestellte  Fragen  und  drehen  sich  um  elementare  Erklärungen  über 
den  Begriff  und  die  Bedeutung  der  Integrationsconstante.  ^  . 
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Seite  95 — 100  des  Werkes  enthalt  ein  Verzeichniss  der  sammtiiclien 
von  Boscoyich  herausgegebenen  Werke,  sowie  der  in  verschiedenen  Zeit- 
schriften zerstreuten  Monographien,  doch  ist  entweder  dieses  Yerzeiclmiss 
nicht  vollständig  oder  müssen  noch  unedirte  Manuscripte  von  B.  vorhanden 
sein.  So  spricht  er  z.  B.  in  Briefe  vom  19.  August  1784  (S.  371)  von  einer 
Brochure  über  sein  Wasserfernrohr,  die  wir  im  Verzeichniss  nicht  vorfinden. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  auch  der  Naturforscher  manches  ilm 
Interessirende  finden  wird,  so  z.  B.  ziemlich  lange  Auseinandersetzangen 
über  die  Hebung  und  Senkung  der  Küsten,  über  die  Faltungen  der  Erd- 
rinde und  über  die  damit  zusammenhängenden  Veränderungen  in  den  Azd- 
mnthen  der  Instrumentenpfeiler  der  Sternwarten. 

Der  Druck  und  die  Ausstattung  des  Werkes  lässt  nichts  zu  wünseben 

^^"«f-  E.  Gblcich. 

Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen  und  unberufenen  Köpfen.     Eine 
culturgeschichtliche   Studie  von  Dr.  Hbbmann  Schubebt,   Professor 
an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg.     [Heft  67  der 
Sammlung  gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  Vorträge,  heraus- 
gegeben von  BuD.  ViBOHOW  und  Fb.  v.  Holtzendobff.]     Hamburg 
1889.     Verlagsanstalt  und  Druckerei  A.-G.  (vormals  J.  F.  Bichter). 
40  S. 
Der  hübsch  geschriebene  Aufsatz  ist  der  Sammlung  entsprechend,    als 
deren  Theil  er  im  Drucke  erschien ,  durchaus  volksthümlich  gehalten.     Man 
braucht  nicht  Mathematiker  zu  sein,  um  ihn  zu  verstehen;  man  darf  Mathe- 
matiker sein,  und  wird  noch  immer  das  Eine  oder  das  Andere  daraus  lernen. 
Wir   heben  namentlich  S.  36   hervor,   wo  an  Beispielen  klar  gemacht  ist, 
welche  praktische  Bedeutung  ftlr  die  Kreisausmessung  es  besitzt,   ob   die 
Zahl  9C  auf  15  oder  gar  auf  100  Decimalstellen  genau  bekannt  ist.     Der 
Verfasser  hat  diesen  Auseinandersetzungen  eine  den  Völkern  und  der  Zeit- 
folge nach  geordnete  üebersicht  der  Werthe  vorausgeschickt,  welche  für  n 
in  Anwendung  kamen,  hat  eine  Andeutung  des  Beweises  der  Transcendenz 
von  n  folgen  lassen.    Eines  dagegen  vermissen  wir:  die  Angabe,  seit  wann 
der  Buchstabe  n  für  die  Mathematiker  das  Verhältniss  des  Kreisumfanges 
zum  Durchmesser  darstellt?    Euler  wird  wohl  nach  wie  vor  das  Verdienst 
zugeschrieben  werden  müssen,  n  und  ebenso  auch  6  =  2,718281828...  in 
die  Mathematik  eingeführt  zu  haben,  wenn  auch  die  Annahme,  n  sei  erst- 
malig in  der  Introductio  in  analysin  infinitorum  gebraucht,  durch  Herrn 
0.  Eneström    (Bibliotheca  mathematica  1889,    pag.  28)   als  irrig  nach- 
gewiesen ist.     Andere  als  Euler  haben  schon  1742  des  Buchstaben  n  sich 
bedient;  Euler  selbst  hat  abwechselnd  mit  n  auch  p  gebraucht.    Aber  seit 
der  Introductio  bürgerte  jt  sich  allgemein  und  ausschliesslich  ein. 

Cantob. 
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Prineipien  der  mathematisohen  Optik  von  Clebsch,  herausgegeben  von 
Dr.  Kurz.     Augsburg  1887.    53  S. 

Es  war  Cauchj,  welcher  zuerst  die  Bewegung  des  Lichts  in  Mitteln, 
die  nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  sich  verhalten ,  aus  den  gegen- 
seitigen Anziehungen  der  Massentheilchen  (der  Herausgeber  schreibt  noch 
„Molekül",  als  ob  das  Wort  ursprünglich  französisch  wäre)  abzuleiten  suchte. 
Er  gelangte  dabei  zu  Differentialgleichungen ,  welche  die  Bewegung  des 
Lichts  in  Erystallen  und  die  Wellenfl&che  ergeben,  so  lange  man  es  mit 
homogenem  Lichte  zu  thun  hat.  Die  Abhandlungen  von  Cauchj  sind  weit 
zerstreut,  es  wird  daher  Jedermann,  der  sich  für  diese  Theorie  interessirt, 
dem  Herausgeber  dankbar  sein,  dass  er  eine  Zusammenstellung,  vollends 
ans  einer  so  competenten  Feder  wie  die  von  G  leb  seh,  dem  Publicum  giebt. 

Der  Titel  ist  freilich  zuviel  versprechend,  da  das  Verfahren  von  Cauchy 
weder  zur  Erklärung  der  Dispersion,  noch  der  Absorption  führt,  unter 
Prineipien  der  mathematischen  Optik  wird  man  heutzutage  noch  manches 
Andere,  als  das  hier  Besprochene  verstehen.  Aber  dass  ein  erster  Versuch 
abgeschlossen  dargestellt  ist,  ist  insbesondere  für  den  Studirenden  von 
grossem  Werthe.  p  ^^^ 


ITene  Theorie  der  Reibung  von  Petroff.  üebersetzt  von  Wübzel.  Ge- 
krönte Preisschrifb.     Hamburg  und  Leipzig  1887.     187  S. 

Die  Frage  der  mechanischen  Wirkung  der  Reibung  ist  von  den  Tech- 
nikern —  aus  Mangel  an  Besserem  —  in  der  Art  gelöst,  dass  man  die 
Sätze  von  Coulomb  (Unabhängigkeit  von  Geschwindigkeit  und  Grösse  der 
Beibungsfläche ,  Abhängigkeit  nur  von  dem  Drucke)  als  für  alle  Fälle  richtig 
annahm  und  darnach  die  Rechnung  weiter  führte.  Der  Verfasser  sucht,  da 
diese  Sätze  durchaus  nicht  immer  sich  bestätigen,  den  einzelnen  Ursachen 
des  unter  dem  allgemeinen  Namen  der  „Reibung^  Znsammengefassten  nach- 
zuspüren. An  der  Hand  der  neuesten  Arbeiten  wird  zuerst  die  Reibung 
in  Flüssigkeiten  betrachtet,  insbesondere  das  Gesetz  von  Hagen-Poiseuille 
abgeleitet  und  seine  Uebereinstimmung  mit  Versuchsergebnissen  nachgewiesen. 
Dabei  ergeben  sich  eine  Anzahl  Folgerungen,  nach  denen  die  Reibung  von 
der  Zähigheit  des  Schmiermittels  abhängig,  der  relativen  Geschwindigkeit  der 
bewegten  Theile  direct,  der  Pressung  (Druck  auf  Flächeneinheit)  indirect 
proportional  ist.     Auch  auf  die  Temperatur  wird  noch  Rücksicht  genommen. 

Es  zeigt  sich  dabei,  dass  die  bisherigen  Versuche  noch  nicht  genügend 
Material  geben,  um  definitive  Resultate  zu  erhalten.  Der  Verfasser  giebt 
das  Charakteristische  solcher  zu  machenden  Versuche,  ohne  auf  deren  Ein- 
zelheiten einzugehen.  p^  Zech. 


Hitt.-Ut.  Abthlg.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  n.  Phya.  XXXIY,  4. 
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Die  Lehre  von  der  Energie,  historisch -kritisch  entwickelt  von  Dr.  Helm« 
Leipzig.     104  S. 

^Die  ganze  Bedeutung  eines  Naturgesetzes  liegt  allein  in  dem  Erfolg, 
in  der  Macht,  mit  der  es  uns  gestattet,  die  Welt  erkennend  zu  beherrschen 
oder  in  der  einfachsten  Weise  zu  beschreiben.  Die  letzten  BegrOndongen 
bleiben  immer  schwankende,  weil  sie  aus  dem  exacten  Gebiet  hinausftlhren." 
Mit  diesen  Worten  charakterisirt  der  Verfasser  seinen  Standpunkt,  ein  Stand- 
punkt, der  in  der  neueren  Zeit  vielfach,  besonders  bei  Kirchhoff  und 
Mach  vertreten  ist. 

In  Theil  I  werden  die  Quellen  der  Energie -Ideen  aufgesucht,  in  der 
Mechanik ,  der  Physik ,  der  Philosophie  und  der  Technik,  Es  wird  gezeigt, 
wie  auf  allen  diesen  Gebieten  mehr  oder  weniger  unbewusst  von  dem  Ge- 
setze der  Energie  seit  langer  Zeit  Gebrauch  gemacht  wird.  Besonders  be- 
merkenswerth  scheint  dem  Referenten  die  Darstellung  des  instinctiven  Vor- 
dringens des  Gesetzes  in  der  Technik. 

In  Theil  II  wird  die  Begründung  des  Energiegesetzes  behandelt.  Es 
wird  die  Leistung  Robert  Mayer 's  in  einer  Weise  anerkannt,  wie  das 
leider  selten  der  Fall  ist;  es  werden  die  Arbeiten  von  Joule  besprochen, 
die  „unser  Wissen  von  der  Energie  erweitert,  aber  nicht  begründet  haben", 
die  auf  Schlüssen  beruhen,  wie  sie  Mayer  gemacht  und  die  experimentell 
zu  bestätigen  sein  Ideal  war.  Dann  werden  die  Verdienste  Helmholtz' 
hervorgehoben,  der,  von  der  Idee  Mayer's  „ex  nihüo  nihü  fit**  ausgehend, 
sie  in  der  Form:  „Ein  Perpetuum  mobile  ist  unmöglich*'  benützt,  womit  er 
zum  Gesetz  von  der  „Erhaltung  der  Kraft*'  gelangt.  Während  es  sich  hierbei 
um  Gewinn  und  Verlust  an  Energie  von  aussen  oder  nach  aussen  handelt, 
tritt  die  Vorstellung  der  Eigenenergie  eines  Körpers  als  einer  Function  des 
augenblicklichen  Zustandes  vorzugsweise  bei  Clausius  und  W.  Thomson 
auf.     S.  41  wird  dann  das  Ergebniss  der  Untersuchung  aufgestellt 

In  einem  Theil  III  ist  von  der  „Energetik**  die  Rede,  wie  Rankine 
eine  neue  Wissenschaft  genannt  hat,  deren  Aufgabe  ist,  das  Energiegesets 
zu  einer  Weltanschauung  auszubilden ,  welche  die  Mechanik  als  Naturwissen- 
schaft in  sich  schliesst,  aber  über  ihre  Grenzen  hinausgeht.  Im  Energie- 
gesetz entwickelt  sich  damit  eine  Weltformel,  wie  sie  Laplace  vorschwebte. 
Als  Beispiel  für  die  Tragweite  der  Energie -^  Ideen  werden  zum  Schlosse 
Begriffe  aus  der  Volkswirthschaftslehre  verwendet. 

Das  kurze,  präcis  und  stramm  gehaltene  Werk  wird  Jedem,  der  sich 
mit  dem  Studium  der  Energie  abgiebt,  für  Gewinnung  klarer  Gedanken  und 
richtige  Auffassung  der  früheren  grundlegenden  Arbeiten  von  unschätzbarem 
Werthe  sein.  p  2,cn. 
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Orashof,  Theoretische  Masohineiiielire.  S.Band,  1.  bis  3.  Lieferang.  Ham- 
burg und  Leipzig,  Leopold  Voss.     1886,  1887. 

Der  3.  Band  des  rühmlichst  bekannten  Grashof 'sehen  Werkes  soll  in 
fünf  Lieferungen,  von  denen  bis  jetzt  drei  erschienen  sind,  die  Kraft- 
maschinen in  ihrem  ganzen  umfange  behandeln. 

Die  erste  Lieferung  beginnt  mit  einer  üebersicht  der  Formen  des  zu 
technischen  Arbeitszwecken  verwendbaren  natürlich  vorhandenen  Arbeitsver- 
mögens. Hieran  schliesst  sich  die  Besprechung  der  belebten  Motoren: 
Mensch  (Tragen  von  Lasten,  Arbeiten  an  Maschinen  bei  Angriff  mit  Hftnden  und 
Füssen),  Thier  (Göpel,  Tretwerk).  Bei  den  Wassermotoren  wird  nach 
allgemeinen  Erörterungen  über  die  üblichen  Arten  dieser  Kraftmaschinen  die 
Fassung  des  Aufschlagwassers  besprochen  und  sodann  in  eingehender  Be- 
handlung der  Wasserräder  im  engeren  Sinne,  der  Turbinen  und  der 
Wasser sSulenmaschinen  eingetreten.  Hierauf  folgen  die  Windräder 
und  von  den  Wftrmemotoren  nach  allgemeinen  Bemerkungen  über  die- 
selben die  Dampfkessel. 

Die  vorliegenden  Lieferungen,  welche  des  lebhaften  Interesses  der  be- 
treffenden Kreise  sicher  sind,  lassen  den  bekannten  Charakter  der  Gras- 
hof'sehen  Arbeiten  erkennen:  wissenschaftlich  gebildeten  Technikern  und 
Studirenden  als  theoretische  Grundlage  zu  rationeller  Praxis  zu  dienen  und 
durch  eine  streng  wissenschaftliche  Behandlungsweise  zugleich  auch  solche 
Leser  zu  befriedigen ,  welche  an  den  technischen  Anwendungen  der  von  ihnen 
gepflegten  Mathematik  und  Naturwissenschaften  Interesse  nehmen.         q 


lieber  die  Berechnung  und  die  bildliehe  Darstellung  Ton  Tr&gheits-  und 

Centrifhgalmomenten  ebener  Massenfiguren.     Von  Robbrt  Land 

in  Dresden.     Separatabdruck  aus  dem  „Civilingenieur^.    Verlag  von 

A.  Felix  in  Leipzig.     1888. 

Die  Brochure  knüpft  an  eine  Abhandlung  von  Herrn  Mohr:   „Ueber 

die  Bestimmung  und  graphische  Darstellung  von  Trägheitsmomenten  ebener 

Figuren"  an,  welcher  eine  neue  Darstellung  von  Flächenmomenten  zweiter 

Ordnung  gegeben  hat. 

Ist  eine  ebene  Fläche  F  und  zwei  durch  einen  Punkt  P  gehende  Axen 
PA  und  PB  gegeben  und  sind  a  und  h  die  Abstände  eines  Flächenelements 
dF  von  diesen  Axen,  so  wird  das  zugehörige  Centrifugalmoment  fa.h.dF 
der  Fläche  F  in  Bezug  auf  die  zwei  Axen  auf  ein  statisches  Moment  zu- 
rückgeftlhrt  durch  Zuhilfenahme  eines  Kreises,  welcher  eine  gewisse  Abbil- 
dung der  Massenfigur  auf  den  Kreis  möglich  macht.  Ist  nämlich  e  der 
Abstand  des  Flächenelements  dF  vom  Pol  P  und  legt  man  durch  P  einen 
beliebigen  Kreis  vom  Radius  r,  welcher  ÄP  in  Ä^y  BP  in  B,  und  die  Ver- 
bindungslinie von  dF   mit  P  in  Z^  trifft,    so  zeigt  sich  leicht,   dass^as        ^ 
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Centrifdgalmoment  a,h.d¥  aufgefasst  werden  kann  als  das  statische  Moment 
eines  Massenelements  (lm  =  — ^ —  in  Zj,  bezogen  anf  die  Sehne  AiB^, 

Der  Schwerpunkt  aller  dieser  Punktmassen  dm  wird  der  TrSgheitsschwer- 
punkt  genannt.  Fallen  die  beiden  Azen  PA  and  PJ?  in  eine  zusammen, 
so  geht  das  Centrifugalmoment  in  das  Trägheitsmoment  der  FlSche  um  diese 
Aze  über. 

Dieser  Darstellungsweise  nun  fügt  Herr  Ltf^d  vereinfachende  Bech- 
nungsmethoden  hinzu ;  er  untersucht  die  Beziehungen  zwischen  den  verschie- 
denen Lagen  der  Pole  und  zugehörigen  Trägheitsschwerpunkte,  giebt  eine 
Construction  des  TrSgheitsschwerpunktes ,  und  bei  dieser  Oelegenheit  er- 
schliessen  sich  ihm  eine  Reihe  von  interessanten  Folgerungen,  die  zum  Theil 
auch  zur  projectivischen  Geometrie  Bezug  haben ;  schliesslich  wird  noch  der 
Zusammenhang  zwischen  Kreis  mit  Trägheitsschwerpunkt  einerseits  und 
Centralellipse  andererseits  erwähnt. 

Man  muss  zugeben ,  dass  diese  so  durchgefdhrte  Darstellung  der  Träg- 
heitemomente der  bekannten  Darstellung  durch  Centralellipsen  an  Einfach- 
heit und  Anschaulichkeit  zum  Mindesten  nicht  nachsteht.  Die  Brochure 
kann  den  Technikern  und  Mathematikern  empfohlen  werden. 

Hervorzuheben  ist  die  klare,  leicht  fassliche  Form  der  Entwickelung 
und  die  anschaulich  gezeichneten  Figuren. 

Stuttgart,  Juli  1888.  C&anz. 

lieber  die  Bewegung  eines  festen  Kreises  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 

Von  Dr.  Ludwig  Fbnnel.  Programm  der  städtischen  Realschule  in 
Cassel  1888  (Programm  Nr.  378). 

In  einer  kurzen  historischen  Einleitung  werden  die  Umwandlungen  be- 
sprochen, welche  die  Theorie  der  hydrodynamischen  Gleichungen  seit  Eni  er 
und  Lagrange  durch  Clebsch,  Thomson  und  Tait,  besonders  aber 
durch  Kirch  hoff  erfahren  hat.  Der  Verfasser  stellt  sich  sodann  als  Ziel, 
alle  die  Fälle  zn  ermitteln  und  zu  behandeln,  in  denen  sich  die  Bewegung 
eines  festen  Körpers  vom  Charakter  des  dreiaxigen  Ellipsoids  durch  die 
Umkehrung  elliptischer  Integrale,  d.  h.  durch  elliptische  Functionen  ond 
elliptische  Transcendenten  darstellen  lässt.  Die  Aufgabe  läuft  darauf  hinaus, 
die  Fälle  auszusuchen,  in  denen  gewisse  hyperelliptische  Integrale  zu  ellip- 
tischen werden,  unter  der  erwähnten  Voraussetzung  über  die  Gestalt  nnd 
Massenvertheilung  des  festen  Körpers.  Von  den  neun  Fällen,  um  die  es 
sich  handelt,  werden  drei  vollständig,  die  übrigen  hinsichtlich  ihrer  Besul- 
tate  besprochen. 

Die  gründliche  und  klare  Arbeit  ist  durchaus  geeignet,  über  die  neueren 
Bestrebungen  im  Gebiete  der  Hydrodynamik  zu  orientiren,  und  steUt  einen 
bemerkenswerthen  Beitrag  zu  derselben  dar.  n».»». 
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Lehrbnoh  der  analytisohen  Mechanik.  Von  Dr.  Otto  Baubenbebger. 
I.  Band :  Mechanik  der  materiellen  Pankte.    Leipzig ,  Tenbner.    1888. 

Von  der  analytischen  Mechanik ,  mit  welcher  der  Verfasser  nach  einer 
Beihe  von  Yeröffentlichangen  anderer  Art  nunmehr  vor  das  mathematische 
Publicum  tritt,  ist  zunächst  der  erste  Theil  erschienen.  Eine  eingehendere 
Beurtheilung,  besonders  Besprechung  von  Einzelheiten  wollen  wir  auf  die 
Zeit  verschieben,  wenn  das  Werk  als  Ganzes  vorliegt,  und  uns  vorläufig 
darauf  beschränken,  den  günstigen  Eindruck  zu  constatiren,  den  der  erste 
Theil  auf  den  Leser  hervorzubringen  im  Stande  ist.  Der  Verfasser  be. 
absichtigt,  eine  zusammenhängende,  systematische  und  übersichtliche  Dar- 
stellung des  Gesammtgebiets  der  analytischen  Mechanik  vorzutragen;  er  will 
weder  ein  Elementarbuch,  noch  ein  Nachschlagebach,  noch  eine  historische 
Entwickelung,  sondern  eine  systematisch  geordnete,  nur  das  Wesentlichste 
ins  Auge  fassende  Darstellung  der  neueren  analytischen  Mechanik  geben. 
Den  Kreis  der  Studirenden,  welche  sich  an  der  Hand  seines  Lehrbuchs  in 
die  theoretische  Mechanik  einführen  zu  lassen  beabsichtigen,  scheint  der 
Verfasser  mehr  unter  denen  der  Universitäten,  als  denen  der  technischen 
Lehranstalten  zu  suchen,  wie  die  ganze  Darstellung  zeigt.  Der  Anfänger 
wird  es  dem  Verfasser  Dank  wissen ,  dass  die  meisten  mathematischen  Hilfs- 
resultate, welche  verwendet  werden,  ausführlich  entwickelt  sind,  wie  z.  B. 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  Beihenentwickelungen, 
bestimmte  Integrale  u.  A« ,  und  dass  die  Probleme  nicht  sogleich  in  vollster 
Allgemeinheit  vorgeführt,  sondern  durch  Beispiele  eingeleitet  werden.  Die 
Beispiele  sind  aus  der  Physik,  Geophysik,  Ballistik,  besonders  aber  aus  der 
Astronomie  gewählt.  Ob  unter  diesen  die  astromechanischen  Untersuchungen 
nicht  einen  im  Verhältniss  zum  Ganzen  etwas  zu  grossen  Baum  einnehmen, 
dürfte  zum  Mindesten  eine  discutable  Frage  sein. 

Behandelt  sind  im  vorliegenden  ersten  Theil  die  freie  und  unfreie  Be- 
wegung materieller  Punkte,  die  Principien  der  Mechanik,  auf  deren  Behand- 
lung besonders  aufmerksam  gemacht  werden  soll ,  und  die  Differentialgleich- 
ungen der  Bewegung  in  allgemeiner  Behandlung ;  femer  ist  eine  Einleitung 
in  die  Potentialtheorie  ebenfalls  diesem  ersten  Theil  einverleibt.  Für  den 
zweiten  Theil,  Mechanik  der  starren  Systeme,  stellt  der  Verfasser  in  Aus- 
siebt, sich  in  der  Theorie  der  Elasticität  und  der  Hydromechanik  nur  auf 
die  wesentlichen  Punkte  beschränken  zu  wollen.  Wir  möchten  den  Wunsch 
aussprechen,  dass  die  neueren  Methoden  in  beiden  Theorien  nicht  allzukurz 
behandelt  werden. 

Stuttgart,  Juli  1888.  Cranz. 
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IV.  Nach  den  eigentlichen  Lehranweisungen  wendet  sich  bezüglich  der 
Verbreitnngsmittel  der  praktischen  Arithmetik  die  Aufmerksamkeit  zunächst 
auf  die  Handels-  und  Wirthschaftsrechnungen ,  in  Deutschland  vornehmlich 
auf  die  reichlich  erhaltenen  städtischen  und  Klosterrechnungen.  Aber  ge- 
rade hier  tritt  der  Umstand  ganz  deutlich  hervor,  dass  der  Anwendung  der 
Ziffern  bis  in  das  XVI.  Jahrhundert  hinein  ein  specieller  Hinderungsgrund 
im  Wege  gestanden  ist  Es  ist  Öfter  hervorgehoben,  aber  niemals  nach 
seinen  Ursachen  untersucht  worden,  dass  sowohl  in  Italien,  als  in  Deutsch- 
land und  Frankreich  die  Rechnungen  durchwegs  mit  römischen  Zahlzeichen 
geführt  werden,  bis  erst  gegen  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  darin  die  ara- 
bischen Ziffern  vereinzelt  zum  Vorschein  kommen,  um  dann  nach  und  nach 
erst  im  XVI.  Jahrhundert  die  Oberhand  zu  gewinnen«  Mit  der  oben  dar- 
gestellten Verbreitung  der  theoretischen  Rechenkunst  steht  dies  in  einem 
auffallenden  Widerspruche,  der  auch  durch  die  Erwägung,  dass  der  Algo- 
rismus  zunächst  lange  Zeit  Schulwissenschaft  bleibt,  nicht  abgeschwächt 
wird.  Denn  die  Rechnungen  sowohl  im  Handels  -  als  im  Privatleben  zeigen 
schon  im  XIV.  Jahrhundert  allerwärts  deutlich  den  massgebenden  Einfluss 
Italiens  und  es  ist  eine  selbstverständliche  Sache,  dass  die  Handels-  und 
Industriekreise  Mitteleuropas,  welche  schon  im  XIII.  Jahrhundert  eine  leb- 
hafte  Verbindung  mit  den  ober-  und  mittelitalienischen  Handelsstädten  unter- 
hielten, eine  Verbindung,  die  namentlich  auch  auf  dem  Gebiete  des  Bank- 
wesens von  grosser  Bedeutung  geworden  ist,  mit  den  buchhalterischen  For- 
men Italiens  auch  die  Kenntniss  der  dort  gangbaren  Bechenkunst  erwarben.^) 


1)  Umfassende  Nachweise  über  diese  ErBcheinungen  sind  hier  unausführbar. 
Ich  verweise  nur  beispielsweise  auf  die  Notiz  bei  De  Wailly,  FA4m  de  PaU>I,  j 
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Der  Grund  ist  nun  Bemerkens werther  Weise  ein  juristischer  und 
ich  will  hier  den  öfter  erwähnten,  aber  bisher  noch  nicht  veröffentlichten 
Artikel  101  des  Statute  delT  Arte  di  Cambio  zu  Florenz  dd.  19.  April 
1299,^)  durch  welchen  die  Sache  ihre  unmittelbare  Aufklärung  erhält,  zu- 
niichst  seinem  vollen  Wortlaute  nach  anführen. 

GL  Quod  nullus  de  arte  scrihat  in  suo  lihro  per  ahbacum. 
Item  statutum  et  ordinatum  est,  quod  nuUus  de  hac  arte   atideal  vd 
permittat  vd  per  se  vd  per  dlium  scribere  vel  scrtbi  facere  per  se  vel  älhm 
in  suo  Ubro  vd  quaterno^)  vel  in  aliqua  parte  in  quo  vd  guibus  srribat  data 
ei  accepfta  aliqttody  quod  per  modum  vel  literam  ahhachi  intelligatur 
sed  aperte  et  extense  scrihat  per  literaw.    Facienti  contra  ieneantur 
consules  toUere  nomine  pene  (poenae)  solidos  viginti  per  qualihet  vice  et  per 
quaJtibds  cripta,  et  nihüominus  teneantur  consules^  si  ad  eorum  manus  pervencrü 
aliquod  scriptum   esse  contra  praedicta  vel  aliquid  praediäorum  per   se  e' 
eorum   ofßium  teneantur  condempnare  modo  praedicto.     et  praedicta  locun* 
hdbeant  a  media  mense  aprüis  sub  anno  domini  miUesimo  ducento  duceni^' 
(sie)  nonagesimo  nono  ind.  duodecimae  in  antea,  sive  de  libris  incipiendi^ 
scribi  a  medio  mense  aprüis  in  antea  et  pro  rationibus  quae  scribeniur  a 
media  mense  aprüis  in  antea.^) 

Die  juristische  Auslegung  dieser  Stelle  ist  nicht  ganz  leicht.     Man  be- 
achte,   dass   die  Italiener   das  Wort  ahbaco  unmittelbar  aus  dem   antiken  • 
Sprachschatze  bis   zum   heutigen  Tage  beibehalten,   den  Gegenstand  seiner 
Bedeutung  selbst  aber,  das  Bechenbrett,  in  ihre  mittelalterlichen  Culturein- 
richtungen  nicht  übernommen  haben.^)     Der  italienische  Ausdruck  bedeutet 


714,  dass  in  Frankreich  die  römischen  Zahlzeichen  bis  1549  io  Gebrauch  waren. 
Bezüglich  Italiens  und  Deutschlands  vergl.  das  oben  im  Text  Gesagte.  GeeriDg, 
Handel  und  Industrie  der  Stadt  Basel,  Basel  1886,  berichtet  S.  211:  „Italien 
nimmt  die  arabischen  Ziffern  bereits  im  XII.  Jahrhundert  an  (?),  unsere  Kaufleate 
im  XY.  und  XVI.  Der  Haudelsstand  war  der  specifische  Vertreter  der  neaen 
Schrift  (Zahlzeichen).  Sie  dringt  in  den  Archiven  der  Handelszünfte  viel  früher, 
schon  im  XV.  Jahrhundert  durch,  während  sich  das  lateinische  System  im  gemeinen 
Leben,  bei  den  Handwerkszünften  wie  in  der  städtischen  Verwaltung,  bis  tief  ins 
XVI.  Jahrhundert  hält.**  Der  Verfasser  merkt  hierzu  an:  „Arabische  Ziffern  fielen 
mir  zuerst  auf  in  der  Frohnvestenrechnung  von  1579/80,  Angaria  H."  (Vergl  auch 
oben  S.  138  Note  1.) 

1)  Dieses  für  die  Rechtsgeschichte  höchst  wichtige  Docnment  entbehrt  leider 
noch  der  Veröffentlichung. 

2)  Italianismus  von  quademo,  dem  gangbaren  Ausdruck  für's  Handelsbach. 

3)  Man  sagt,  dass  diese  Bestimmung  auch  in  die  späteren  renovationes  dieser 
Statuten  aufgenommen  worden,  was  allerdings  sehr  wahrscheinlich  ist.  Ich  habe 
solcher  Renovationen  nach  dem  Katalog  des  Archivio  di  stato  (reformagioni)  zQ 
Florenz  folgende  notirt:  15.  März  1300  —  11.  September  1313,  14.  März  1314- 
6.  April  1316,  7.  März  1316  —  13.  Mai  1320,  11.  Juni  1347  -  6.  Februar  1584  (1384?), 
ohne  sie  jedoch  einsehen  zu  können. 

4)  Das  Umgekehrte  war  in  Frankreich  und  in  ganz  Mitteleuropa  der  Fall 
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gegenwärtig,  wie  schon  in  obiger  Stelle,  die  Bechenkunst,  im  engeren 
Sinne  das  schriftliche  Stellenrechnen,  also  die  arabisch -indische  Methode. 
Modus  dbaä  ist  mithin  jede  Einrichtang  der  Handelsbücher,  welche  irgend 
Etwas  aus  dem  Princip  dieser  Methode  mitnimmt,  insbesondere  also  das 
stellenmässige  Untereinanderschreiben  der  Postenbetrftge  am  Bande  des 
Blattes,  und  dass  man  sodann  unter  LUterae  äbaci  nichts  Anderes  als  die 
Figurae  Indorum,  die  indisch -arabischen  Ziffern  zu  verstehen  habe,  ergiebt 
sich  von  selbst.  Wir  werden  unten  den  Grund  kennen  lernen,  warum  das 
Gesetz  hier  den  Modus  abaci  gesondert  von  den  Litterae  aufführt  und 
Beides  verbietet.^)  Aber  auch  die  Anordnung  des  aperte  ei  extense  scribere 
per  Uüeraim^  worunter  natürlich  in  geradem  Gegensatze  zu  den  indischen 
Zahlzeichen  das  Buchstabenalphabet  gemeint  ist,  erscheint  nicht  ohne  Wei- 
teres klar.  Man  würde  zunächst  an  ein  wörtliches  Ausschreiben  der  Zahlen 
denken.  Allein  dass  die  Stelle  neben  diesem  auch  mit  dem  Gebrauche  der 
römischen  Zahlzeichen  vereinbar  gswesen ,  beruht  auf  der  üntersuchang  der 
damaligen  Praxis  und  auf  der  Erwägung,  dass  die  römischen  Zahlzeichen, 
ursprünglich  nur  notae  im  engeren  Sinne,  nach  und  nach  den  Charakter 
von  Buchstaben,  die  Zeichen  für  Tausend  und  Hundert  sogar  denjenigen 
von  Wortabkürzungen  angenommen  haben.  Das  extense  scHhere  bedeutet 
darnach  nur  soviel,  dass  die  Zahlen  ohne  Unterbrechung  der  Zeile  im  un- 
mittelbaren Anschlüsse  an  den  Text  zu  schreiben  seien,  im  Gegensatze  zu 
dem  bekannten  Auswerfen  der  Zahlen,  und  wohl  auch  mag  dabei  schon 
an  das  ebenfalls  sogleich  zu  besprechende  graphische  Zusammenziehen  der 
römischen  Zeichen  gedacht  sein,  mit  einem  Worte  die  ganze  Erscheinung 
der  damals  üblichen  Zahlendarstellung  in  den  Handelsbüchern. 

Wir  sind  nämlich  in  der  günstigen  Lage,  diese  üebung  an  gleich* 
zeitigen,  durchaus  massgebenden  Quellen  beurtheilen  zu  können.  Von  der 
Compagnia  Peruzzi,  sowie  von  den  Alberti  del  Giudice  zu  Florenz,  zweien 
der  hervorragendsten  Bankhäuser  jener  Zeit,^)  deren  Mitglieder  höchst  wahr- 

wo  das  Wort  gänzlich  aus  der  Volkffeprache  verschwindet,  die  Sache  aber,  das 
Rechenbrett,  noch  im  XVI.  und  XVU.  Jahrhundert  die  regelmässige  Einrichtung 
der  praktischen  Arithmetik  bildet.  Yergl.  über  diesen  auffallenden  Gegensatz  meine 
angeführte  Abbandlnng:  Die  Rechenpfennige,  bes.  S.  39 flg. 

1)  Die  Schule  Gerbert 's  und  der  Vorgerbert'sche  Tractat  wenden  das  Wort 
abacus  technisch  auf  ihr  Rechenbrett  und  ihre  Methode  an.  Gleichwohl  ist  an 
diesen  Zusammenhang  hier  nicht  zu  denken.  In  Italien  waren  die  Arcus  Pjtha- 
gorae  niemals  heimisch,  am  wenigsten  zu  Ende  des  XIII.  Jahrhunderts,  wo  sie 
kaum  mehr  anderwärts  geübt  wurden. 

2)  Vergl.  S.  L.  Peruzzi,  Storia  del  Commercio  e  dei  banchieri  di  Firenze, 
ibid.  1868.  Doch  sind  darin  die  Stellen  aus  den  florentinischen  Handelsbüchern 
alle  mit  arabischen  Ziffern  wiedergegeben  und  die  Beträge  „in  abhaco"  unterein- 
andergestellt, was  allerdings  mehr  der  Bequemlichkeit  des  modernen  Lesers  als  der 
historischen  Treue  entspricht.  Die  einwärts  gezogene  Einstellung  der  Seitensum- 
men ist  jedoch  richtig  zum  Ausdruck  gebracht  (S.  276  flg.).  Meine  Ansfifihrangen 
im  Texte  beruhen  auf  eigener  Einsicht  der  Handschriften. 
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scheinlich  an  der  Oesetzgebong  aach  unmittelbar  theilgenommen  haben ,  sind 
noch  wichtige  Handlnngsbücher  erhalten,  so  insbesondere  ein  Libro  secreto 
des  Oiotto  d'Arnoldo  de'  Pernzzi,  ein  Buch  seines  Bruders  Arnolde 
de'  Peruzzi,  beide  mit  Kaien  november  1308  hegiimendj  ein  Libro  secreto 
sesto  der  Compagnia  Peruzzi  von  1339  und  ein  Libro  del  asse  sesto  der 
Oiotto  de'  Peruzzi  e  Compagni  von  1335  an«^)     In  diesen  Büchern  ist 
keine  Spur  der  Anwendung  der  Ziffern  zu  finden,  das  römische  Zahlzeichen 
führt  noch  die  Alleinherrschaft;  aber  die  wichtigsten  Betrftge,  nämlich  die 
Tausende  der  Lire,  sind  zumeist  in  Worten  ausgeschrieben,  z.  B.:  ft  guin^ 
dicimiUa   CXV/V  ^i  VI  in  fiorimJ)     Ganz    in  Worten   ausgeschriebene 
Btiträge  habe  ich  jedoch  nirgends   gefunden.     Aber  jene  erwähnte  Zusam- 
menziehung  der  Zahlzeichen  ist  überall  bemerkbar.    Das  Zeichen  für  tausead^ 
0},  hebt  sich  zwar  noch  immer  gesondert  ab,  aber  d,  c,  h  ^  und  v,  die  ge- 
wöhnliche Minuskeln,  werden  nun  nach  Thunlichkeit,  wie  in  fortlaufenden 
Texten,  graphisch  verbunden.     Besonders  charakteristisch  ist  hier  und  im 
ganzen  Mittelalter  die  regelmässige  Verlängerung  des  letzten  |  in  den  Ein- 
heiten, wie  vi;  =  VII,  was  keinen  andern  Zweck  hat,  als  die  nachträgliche 
Hinzuffigung  einer  weiteren  Einheit  zu  verhindern.     Die  einzelnen  Posten 
und  ihre  Abschlüsse  sind  durchaus  in  laufender  Schrift  gehalten,  so  dass 
von  einem  Rechnen  in  den  Büchern  selbst  keine  Bede  sein  kann,  sondern 
zur  arithmetischen   üeberprüfung  alle  Zahlen  besonders   herausgeschrieben 
werden  mussten.     Nur  in  dem  Buche  des  Arnolde  und  in  dem  Buche  der 
Compagnia  von  1335  tritt  schon  das  Auswerfen  der  Zahlen  an  den  Band 
auf,  wobei  aber  die  abacusgemässe  Untereinanderstellung  noch  immer  ver- 
mieden ist  und  die  Qesanmitsummen  Wieder  innerhalb  mit  textartig  fortlaufen- 
der Scriptur  erscheinen. 

In  einem  Libro  biancho  des  Paliano  de  Falcho  Paliani  von  Flo- 
renz ,*)  mit  12.  October  1382  begicnend,  finde  ich  zum  ersten  Male  die 
arabischen  Ziffern  an  einzelnen  Stellen  auftretend.  Mit  ihnen  ist  die  Fo- 
liirung  hergestellt  und  der  Buchftihrer  bemerkt  gleich  im  Eingange:  „dha- 
masi  libro  biancho  ed  i  di  Charta  IVO^.  Diese  150  Blätter  sind  vollständig 
erhalten  und  weisen  an  einzelnen  Stellen  (fol.  12)  sogar  Geldbeträge  in  ara- 
bischen Zahlen  auf.  Es  ist  wohl  eine  Einwirkung  des  neuen  Systems  der 
venetianischen  Buchhaltung,  das  freilich  in  etwas  ganz  Anderem  bestand,  als 
in  dem  schon  von  der  antiken  Zeit  her  bekannten  Sondern  der  Expensi- 
und  Acceptilationes  nach  gegenüberstehenden  Paginae.  Paliano  sagt  näm- 
lich weiter  im  Eingange  seines  Buches:  scriveröUo  aUa  vencjsiana  dod  ndJC 
una  carta  dare  e  dirrimpeito  lavere. 

Noch  stärker  zeigt  sich  der  venetianische  Einfluss  in  der  Zahlendarstellang 
in  den  Büchern  des  Francesco  di  Marco  Datini  von  Prato  bei  Florenz 

1)  Bibliotheoa  Biccardiana.    Vergl.  Peruzzi  a.  a.  O.  p.  228. 

2)  Die  Währung  ist  die  Lira  a  fiorino  d*oro  zu  20  Soldi  zu  12  Denari. 

3)  Archivio  di  stato  daselbst.    Vergl.  Perazzi  pag.  224. 
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aus  dem  Ende  des  XIY.  und  dem  Anfang  des  XV.  Jahrhunderts,  in  wel- 
chen die  durchweg  römischen  Betrftgezahlen  einerseits  sorgfältig  zusammen- 
gezogen, andererseits  zum  ersten  Male  m  äbbaoo  gestellt  erscheinen.  Sie 
werden  nSmlich  ausgeworfen  und  derart  untereinander  gestellt,  dass  die 
Kategorien,  nämlich  die  Tausender  {aj)^  die  Hunderter  (c — ),  die  Fünfziger 
(^)  und  die  Zehner  mit  den  Einem  (oc,,  ^,  fiff}  je  eine  gesonderte,  gra- 
phisch verbundene  Gruppe  bilden  und  mit  den  gleichen  Gruppen  unterein- 
andergestellt erscheinen,  so  dass  ein  Zusammenzfthlen  im  Buche  selbst  un- 
mittelbar ermöglicht  isi  Aber  die  absichtliche  Umgehung  der  arabischen 
Ziffern  zeigt  sich  in  diesen  Büchern  sehr  auffUlig.  Durchweg  werden  die 
Summen  der  einzelnen  Seiten  und  die  Saldi  seitwSrts  mit  arabischen 
Ziffern  angedeutet  oder  überrechnet,  ja  in  einem  Buche ^)  finden  sich  sogar 
zwei  Geldrubriken,  deren  äussere  die  Beträge  in  der  gebräuchlichen  Weise 
mit  römischen  Zeichen,  die  innere  aber  dieselben  Beträge  jeweils  daneben 
mit  arabischen  Ziffern  enthält,  um  so  einerseits  der  gesetzlichen  Vorschrift 
und  andererseits  dem  Bedürfhisse  nach  besserer  Uebersicht  der  Contobewegung 
zu  entsprechen. 

Jene  merkwürdige  Zahlendarstellung  durch  gruppenweises  ünterein- 
anderstellen  der  römischen  Zahlzeichen  9  welche  zweifellos  unter  dem  modo 
ddF  ahhacho  der  Florentiner  Sprachweise  gemeint  war,^)  findet  sich  nun  in 
der  That  in  den  venetianischen  Handelsbüchem  am  schärfsten  ausgeprägt. 
Die  Scritture  Grimani  von  1408')  z.  B.  halten  diese  Einrichtung  auf  das 
Genaueste  fest,  es  erscheinen  darin  sogar  die  Zehner,  Fünfer  und  Einer 
abacusmässig  gesondert  Auch  wenden  sie  für  die  kleinste  Münzsorte, 
den  Picciolo,^)  schon  durchweg  die  arabischen  Ziffern  an  und  die  absicht- 
liche Umgehung  der  letzteren  für  die  übrigen  Geldbeträge  tritt  auch  hier 
wieder  darin  hervor,  dass  in  den  Conti  selbst  hier  und  da  die  Saldirungen 
und  Seitensunmiirungen  seitwärts  in  arabisch -indischer  Rechnung  und  mit 
Ziffern  nachgerechnet  erscheinen« 

Von  einem  ausdrücklichen  gesetzlichen  Verbote  der  Anwendung  der 
Abacus- Darstellung  und  der  arabischen  Ziffern,  wie  sie  in  Florenz  bestand, 


1)  Libro  biancbo  segnato  6  von  1404,  f.  (Nr.  720  der  Sammlung  zu  Prato) 
roglio  c^^t'^TVl  (^-  ^'  ^^^)-  Der  Anfimg  lautet:  Questo  libro  e  da  franeesdu>  de 
marcho  da  prato  merckatante  e  cittadino  fiorentino  nel  quale  seriveremo  debitori 
e  crediiori  diehontro  luno  alaltro,  ehomincicmdo  questo  adi  primo  dt  no- 
vembre  I4O4  (arabisch)  al  2  (arabisch)  e  chianum  libro  biancho  sengniato  B, 

2)  Vergl.  auch  die  ^^Libri  bignati  per  Abacnm  a  principio  usque  ad  finem'' 
der  Statuta  Mantuana,  eine  Stelle,  zu  deren  Erklärung  die  Bemerkung  von  Du 
Gange  (t.  Abacus):  Hine  ...  inteUigo  Codices  notis  numerids per singtUas paginas 
sig7tat(»8  nicht  ausreicht.  Doch  vermag  ich  nicht  zu  unterscheiden,  ob  es  sich  um 
'eine  Paginirung  in  arabischen  Ziffern,  oder  mit  römischen  in  abhaoo  gestellten 
Zahlzeichen,  wie  sie  sich  bei  Francesco  Datini  findet,  gehandelt  habe. 

3)  Archivio  notorile  di  Yenezia. 

4)  Die  Stückelung  ist  Lira  zu  20  Soldi,  zu  12  Grossi,  zu  32  P)f^fhj  ^@^^<3qIc 
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ist  mir  zwar  für  Venedig  nichts  bekannt,  aber  dass  der  Bechtssatz  dort  eben- 
falls bestand,  unterliegt  schon  nach  jener  absichtlichen  Umgehung  der  Zif- 
fern keinem  Zweifel,  wenngleich  das  Bedfirfniss  yorlänfig  zar  abacnsrnSssigen, 
d.  h.  zur  stellenwerthigen  Darstellung  gedrSngt  hat,  wobei  das  römiaclie 
Zahlzeichen  zn  jener  ganz  absonderlichen  Fanction  gelangt  ist    Pacioli, 
in  dem   bekannten  Tractate  über  die  Bnchhaltang  in  doppelten  Posten  in 
seiner  grossen  Snmma  de  arithmetica  von  1494,^)  sagt  darüber  nichts  weiter, 
als  dass  die  Jahreszahl  am  Kopfe  dtt  anticüf  aW  ahaoo  aniieo,  per  alfaheio 
zn  schreiben  sei.     Aber  noch  Domenico  Manzoni  spricht  von  der  forma 
deüe  figure  afUicke  che  si  $ogUon  fare  nei  Jibri  doppij  nnd  stellt  sie  mit  der 
besprochenen   Zusammenziehung  nnd  Verlängenmg  der  letzten  I  dar.      Er 
betont  insbesondere  die  Noth wendigkeit ,  sie  gnt  zusammen  yereinigen  (bin- 
den) zu  lernen  und  dass  dies  aus  dem  Grunde  der  Sicherheit  gegen  nach- 
trSgliche  Aenderungen  geschehe.')   Auch  das  Buchhaltnngswerk  des  Genneser 


1)  Distinctio  IX.  Tractatns  XI.  particularis  de  computis  et  scripturis  (ed. 
Prof  Vincenzo  Gitti,  Torino  1878),  Cap.  XV:  Ma  came  e  düto,  prima  di  sapra  nd 
Quademo  porrai  ü  miUesimo  (die  Jahreszahl)  all'  dbaco  antioo,  cioe  per  alfabeto, 
costMCCCCLXXXXIIl.  (1493.)  Die  grapbischeVerbindongistnatürlich  im  Drucke 
verwischt.  Vergl.  die  üebersetzang  bei  Dr.  E.  L.  Jäger,  Lucas  Paccioli  und  Simon 
Stevin,  Stuttgart  1876. 

2)  Von  Domenico  Manzoni  aus  üderzo  sind  zwei  Werke  über  die  vene- 
tianische  Buchhaltung  vorhanden ,  der  Quademo  doppio  col  8uo  Giomale  .  •  •  se> 
cundo  ü  costume  di  Venetia  di  Dominioo  Manzoni  Opitergiense,  Venedig  1554,  und 
der  Libro  mercantile  ordinaio  col  suo  Giomale  et  Alfabeto  per  tener  conti  doppi  al 
modo  di  Venäia  di  Domenioo  Manzoni  da  üderzo,  Venedig  1564  und  1573  (alle  drei 
Drucke  des  Da  Trino).    Die  im  Texte  angeführten  Worte  sind  dem  15.  Capitel  des 
letzteren  Werkes  entnommen.    Umständlicher  spricht  der  Verfasser  von  dem  Ge- 
genstande aber  schon  in  dem  Werke  von  1554  (vergl.  die  Uebersetzuog  von  Dr. 
E.  L.  Jäger,  Geschichte  der  Doppelbuchhaltung,  Stuttgart  1874),  zunächst  im 
I.  Buche,  Cap.  14  (Jäger  S.  57),  dann  im  II.  Buche,  Cap.  2  (Jäger  S.  68).    Er  schreibt 
in  der  letzteren  Stelle  das  sogenannte  Auswerfen  der  Geldbeträge  vor  und  zwar 
aus  Sicherheitsgründen  mit  den  ^^alten  Figuren'',  besonders  bei  den  Lire,  Soldi  und 
€kx)S6i,  wogegen  bei  den  Piccioli  nicht  soviel  daran  läge:  legual  figure  antique 
sölamente  si  fanno,  perche  le  non  eipossono  cosi  facilmente  diffraudare,  come  qudle 
delV  abaco  modemo,   lequal  con  facilitä  di  una  sene  (d,  i.  im  segno)  potria  fare 
U/n'  ältra,  come  e  quella  dd  nülla,  dallaqual  sene  potria  farunß  uno  9  e  moUe 
altre  si  potriano  mutare,    (Die  Uebersetzung  bei  Jäger  S.  69  von  abaco  modemo 
mit,, moderner  Rechentafel''  ist  nach  dem  oben  im  Texte  Ausgeführten  zu  verbessern.) 
Diese  Rücksicht  auf  die  Unveränderlichkeit  der  römischen  im  Gegensatz  zu  den 
modernen  Zahlzeichen  sei  hauptsächlich  bei  wichtigeren  Geschäften  mit  Rücksicht 
auf  die  gerichtliche  Beweisführung  zu  beachten,  perche  quando  essi  libri  con  tal 
figure  antique  con  düigenza  tenuti,  in  qualque  giudizio  li  accadesse  producti, 
quelli,  come  di  piü  auttorita  sariano  creduti.    Daher  erklärt  es  der  Ver- 
fasser schon  vorher  Bd.  I  Cap.  14  (Jäger  S.  57)  als  wichtig  für  die  BnchfOhrer,  die  * 
alteren  Zählzeichen  gat  bilden  und  gut  in  einem  einzigen  Zuge  verbinden  ra 
können,  ben  formarle  et  ben  ligarle  Vuna  con  l'altra,  accio  siano  in- 

catenate  insieme  ...  con  prestezza  senza  levar  la  penntndelacarta. 
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Mönches  Don  Angelo  Pietra  von  1586^)  kommt  auf  den  Gegenstand  zu 
sprechen  (cap.  XIV,  Jfiger  S.  122).  Er  nennt  die  römischen  die  „kaiser- 
lichen*' Zahlen  und  sagt^  dass  sie  hauptsfichlich  für  Bankhalter  and  Han- 
delslente  wegen  des  Schatzes  gegen  Fftlschongen  wichtig  seien. 

Wir  sehen  uns  nach  Alledem  su  dem  Aassprache  yeranlasst^  dass  der 
Oebraach  der  römischen  Zahlzeichen  in  der  flblichen  graphischen  Verbin- 
dang  geradezu  Gegenstand  eines  Gewohnheitsrechtes  geworden  war,  in  der 
Richtung,  dass  die  Glaubwürdigkeit  der  Handelsbficher  vor  Gericht  durch 
den  Gebrauch  der  arabischen  Ziffern  wesentlich  beeinträchtigt  wurde. 

Dies  ist  also  der  Grund,  warum  der  allgemeine  Gebrauch  der  arabi- 
schen Ziffern  in  HandelsbOchem  bis  zu  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  ganz 
vereinzelt  bleibt  und  erst  im  XVI.  Jahrhundert  mit  dem  Zurücktreten  der 
alten  Anschauung  aUmftlig  durchdringt.  Bemerkenswertherweise  ist  die  ganze 
Erscheinung  auch  auf  Deutschland  übergegangen.  Im  XV.  Jahrhundert 
sehen  wir  daselbst  überall  die  Buchführung  ganz  nach  italienischer  Art 
geübt.  Die  Zahlen  sind  durchweg  in  römischen  Zeichen  und  gewöhnlich 
mit  der  beschriebenen  Verbindung  dargestellt,  insbesondere  fehlt  nirgends 
die  Verlängerung  des  letzten  I.  Auch  die  abacusmttssige  Darstellung  in 
römischen  Zeichen  und  die  seitliche  Ueberrechnung  in  arabischen  Ziffern 
werden  angetroffen.')  Aber  am  bezeichnendsten  für  die  Annahme  der  ita- 
lienischen Rechtsanschauung  ist  eine  Erscheinung  zu  Frankfurt  a«  M.,  von 
welcher  Krieg k')  berichtet.  „Die  arabischen  Zahlzeichen,  damals  schlecht- 
weg die  Ziffern  genannt,  wurden  in  den  Rechenbüchern  des  Frankfurter 
Rathes  am  Anfang  des  Jahres  1494  zum  ersten  Male  gebraucht,  jedoch 
vereinzelt  'und  mitten  zwischen  den  römischen.  Ein  wenige  Wochen  nach- 
her gefasster  Rathsbeschluss  aber  verbot  den  Beamten,  welche  jene  Bücher 
führten,  sich  der  ersteren  zu  bedienen.  Hierauf  erscheinen  die  arabischen 
Ziffern  zuerst  wieder  im  Rechenbuch  von  1546,  wiewohl  noch  immer  mit 
römischen  untermischt,  und  es  dauerte  noch  eine  Zeit  lang,  bis  sie  ganz 
an  die  Stelle  der  letzteren  traten.^  Anmerkung  71  hierzu:  „Im  Rechenbuch 
von  1493^)  kommt  auf  den  Karlstag  1494  die  erste  arabische  Ziffer  vor; 
am  Tage  Invocavit  dieses  Jahres  aber  enthält  das  Bürgermeisterbuch  folgen- 
den Beschluss:  „Item  sollen  die  rechenmeister  sich  hiefür  mit  zjffem  zu 
rechen  massen.^^) 

1)  Indiriezo  degli  Economi  ima  ordinatissima  instrutUone  da  regolatamente 
formare  quälunque  scrittufa  in  im  libro  doppio  ecc.  Mantova  per  Francesco  Osana. 
1586.    Uebersetzt  aaszugsweise  von  E.  L.  Jäger,  Doppelbuchhaltung,  S.  105 flgg. 

2)  So  in  den  Raitungeu  des  Bürgerspitales  und  des  Oberkammeramtes  der 
Stadt  Wien.  Arabische  Ziffern  erscheinen  darin,  aber  nur  im  Contezt  and  in  seit- 
lichen Anmerkungen,  mit  dem  Jahre  1470. 

3)  Deutschee  Bürgerthum  im  Mittelalter,  N.  F.  S.  88. 

4)  d.  h.  welches  mit  dem  Jahre  1493  beginnt 

5)  Bemerkenswerth  ist  der  von  Fried,  ünger  a.  a.  0.  S.  15  aus  KöbeTs 
Visirbuch  von  1515  geführte  Nachweis,  dass  die  um  1500  in  Deutschland /noch        t 
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Sehen  wir  also  hier  die  Ziffern  gerade  yon  jenem  Felde,  welches  ihnen 
ausser  der  operativen  Arithmetik  naturgemSss  bestimmt  ist,  durch  eine  con- 
crete  Bechtsanschauung  Jahrhunderte  lang  verdrängt,  so  kann  die  Langsam- 
keit ihrer  Verbreitang  trotz  der  örtlich  sich  kundgebenden  Vorliebe  fQr  die- 
selben nicht  Wunder  nehmen.  Dass  der  Handelsstand  schon  frühzeitig  auf 
den  Algorismas  aufmerksam  geworden,  ist  naheliegend,  und  die  Aufoahzne 
der  italienischen  Arithmetik  im  Laufe  des  XIV.  Jahrhunderts,  wo  auch  die 
italienische  Buchhaltung  nach  Deutschland  vordringt,  ist  durch  die  arith- 
metischen Tractate  in  deutscher  Sprache  aus  dem  Anfonge  des  XV.  Jahr- 
hunderts^) bezeugt.  Schon  im  XIII.  Jahrhundert  erscheinen  arabische  Zif- 
fern vereinzelt  auf  Siegeln,  die  sich  dann  immer  h&ufiger  dieser  DarsteUan^g 


allgemein  and  überwiegend  gebrauchten  römischen  Zahlzeichen  damals  geradesn 
als  „deutsche  Zahlen''  im  Gegensätze  zn  den  ^^iffem''  bezeichnet  worden.  Es  er- 
innert dies  dem  Sinne  nach  an  die  Bezeichnung  numeriM  naturalis  im  ersten 
Boetias- Anhange.  Die  von  Eöbel  daselbst  gehandhabte  Verwendung  der  römi- 
schen Zeichen  für  die  Numeration  und  Operation  in  gemeinen  Brüchen  erachte  ich 
indess  als  einen  singalären  Versuch  des  Autors,  die  Bechnang  in  gemeinen  Brüchen 
mit  dem  Rechenbrett  zu  verbinden.  —  Zn  dem  bei  ünger  S.  16  vorkommenden 
Citate  aus  dem  Orbis  sensualiam  pictus  des  Joh.  Arnos  Comenius:  „Die Bauern 
zählen  mit  Kreuzen  und  halben  Kreuzen'',  w&re  noch  zu  verweisen  auf  desselben 
Verfassers  Janaa  lingaarum  von  1631,  cap.  72,  De  Arithmetica  (Opera  didact.  Amsterd. 
1657,  1,  289):  Buricolae  per  decussea,  d%hodenas,  quindenas  ei  sexagenas  aupptUant. 
Bei  den  Bauern  des  Dauphin^  sollen  die  römischen  Zeichen  noch  jetzt  im  Gebrauche 
sein  nach  Edelestand  duMenil,  Ei  d*arch^ol.,  p.  141  (Wattenbach,  Lat.Pal). 
Doch  dürfte  auf  solche  Anskunftsmittel  des  Bauernstandes  für  die  Geschichte  der 
praktischen  Arithmetik  kein  besonderes  Gewicht  zu  legen  sein. 

1)  Das  Erscheinen  der  Lehranweisungen  in  der  Volkssprache  ist  selbstver- 
ständlich für  die  Geschichte  der  Verbreitung  des  Gegenstandes  sehr  wichtig.  Ich 
will  daher  hier  die  ältesten,  von  denen  ich  Wissenschaft  erlangen  konnte,  anführen. 
Italienisch:  Libro  d'Abacho,  cod.  man.  der  Magliabecchiana  GL  XI  no.  74,  ge- 
schrieben um  1320  (vergi.  Boncompagni,  Trattato  d*arithm.  stamp.  nel  1478  in  den 
Atti  der  Lincei  1863,  XVI  pag.  803).  Paolo  Dagomari,  Le  Megolusse  di  Maestro 
Paolo  dell'Abbaco,  gedr.  bei  Libri,  Eist,  de  math.  3,  296  und  besser  in  Miscel- 
lanea  Pratese  no.  1.  Prato,  1860.  Französisch:  Ein  anonymer  Algorismus 
im  cod.  man.  der  Biblioth.  de  St«  Genevi^ve  in  Paris  B.  1.  17,  geschrieben  nnter 
Philipp  dem  Kühnen,  also  zwischen  1270  und  1385,  beginnend  mit  den  Worten: 
Chi  commencke  algorisme.  (Vergl.  Ch.  Henry,  Sur  les  deux  plus  anciens  trait^ 
fran^ais  d'Algorisme  et  de  Geometrie  im  BuUett.  Boncompagni  XV  pag.  49.) 
Deutsch:  Der  schon  erwähnte  Tractat  im  Wiener  Codex  no.  3029  aus  dem  XV.  Jahr- 
hundert, beginnend:  „Addim  haiszt  zusamgeben^;  zwei  Algorismus -Tractate  in 
den  Münchener  Handsdiriften  des  XY.  Jahrhunderts  no.  4162  und  no.  7088,  letzterer 
beginnend:  „Wiit  du  maisterlich  nach  rechter  Kunst  des  weisen  hochgelehrten 
meisters  ...  AI  gl  lernen  rechnen  ...^  Niederdeutsch:  Ein  Algorismuatractat 
im  Codex  zu  Basel  F.  VII,  12,  geschrieben  im  Jahre  1446  (nach  fol.  208^  acriphu 
per  manns  bemardi  de  Veda  qui  temporia  fuü  visitanus  Qüdensis,  anno  domini 
1415)  auf  fol.  169'— 177':  Ällgoriemus  is  een  aerst,  —  Inzwischen  hat  sich  Fried. 
Qnger  der  dankenswerthen  MQhe  unterzogen,  den  letzteren  Tractat  herausin- 
geben:  ,^Das  älteste  (?)  deutsche  Bechenbuch'S  in  der  Zeitschr.  £  Math.  i^  Phys. 
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der  Jahreszahl  bedienen,  seit  Ende  |e8  XIII.  Jahrhunderts  auf  Grabsteinen.^) 
Das  XV.  Jahrhundert  bringt  eine  besondere  Vorliebe  für  sie  in  den  mittel- 
und  süddeutschen  Stftdten,  namentlich  in  Nürnberg,  wo  sie  schon  allerwärts 
auf  Oebftuden,  Bildwerken  u.  dergl.  anzutreffen  sind,  wohl  ob  ihrer  in  die 
damalige  Stylweise  gut  harmonirenden  Gestaltungen.  Die  gewöhnliche  Ver- 
wendung derselben  in  den  Kaiendarien  des  XV.  Jahrhunderts  ist  aber  ein 
untrügliches  Zeichen  für  ihre  damals  schon  sehr  allgemeine  Kenntniss  und 
Ausbreitung. 

Die  Verbreitung  der  indisch -arabischen  Arithmetik  im  Abendlande  war 
also  von  sich  entgegenwirkenden  Momenten  bestimmt,  dem  lebhaften  Be- 
dürfnisse der  Handelswelt  und  dem  Wissensdrange  der  Gelehrten  einerseits 
und  den  oben  dargestellten  besonderen  Hindemngsgründen  andererseits.  Es 
wird  aber,  um  nicht  neue  Missrerstftndnisse  hervorzurufen  oder  alte  zu  ver- 
stärken, zu  betonen  sein,  dass  jene  Hinderungsgründe  zum  Theil  mehr  der 
Hervorbringung  von  Schriftmonumenten,  die  uns  für  die  damalige  Uebung 
der  Rechenkunst  Zeugniss  ablegen  würden,  im  Wege  standen,  als  dieser 
letzteren  selbst.  Wenn  gegen  Ende  des  XIV.  Jahrhunderts  in  Italien  sich 
die  Ziffern  trotz  der  gesetzlichen  Verbote  und  entgegenstehender  Bechts- 
anschauungen  in  die  Handelsbücher  eindrftngen,  Abschlüsse  in  römischen 
Zeichen  darin  mit  den  arabischen  überprüft  werden,  so  ist  dies  ein  schla- 
gender Beweis,  dass  damals  die  indisch -arabische  Arithmetik  bei  den  ita- 
lienischen Handelsleuten  schon  die  allgemein  übliche,  ja  gewöhnliche  Bech- 
nungsform  war.  Diese  Erwftgimg  wird  ausserordentlich  verstärkt  durch  den 
Umstand,  dass  bei  den  Italienern  das  Bechenbrett  erwiesenermassen  nicht 
mehr  in  Anwendung  gewesen  und  dass  die  damab  noch  geübte  Fingerreoh- 
nung  für  die  Bedürfhisse  jenes  grossartig  entwickelten,  mit  fast  sftmmt- 
liehen  Einrichtungen  des  heutigen  Bankverkehrs  schon  arbeitenden  Handels 
bei  Weitem  nicht  mehr  ausgereicht  haben  konnte.  Das  Auftreten  eines 
Tractates  über  die  Ziffemarithmetik  in  der  italienischen  Volkssprache  um 
1320,  dem  ein  solcher  in  französischer  Sprache  schon  um  1280  vorangeht, 
wird  daher  zu  einem  bedeutsamen  Umstände,  der  dazu  drftngt,  diesen  Zu- 


1S88,  hisl-lii  Abth.  S.  125.  Er  verweist  hierbei  auf  eine  schon  fol.  180'  vorkom- 
mendeDatirang,  welche  mir  entgangen  ist:  Deo  graiiaa  affinüus  et  campletusper 
me  hemardum  studentem  temports  tttne  hüdensem.  Anno  domini  M^cccc^xlv^.  Zu 
ünger'8  Notes,  S.  143,  bemerke  ich,  dass  die  moderne  Bedeutung  des  deutschen 
Wortes  ^^Ziffern^'  nach  dem  oben  im  Texte  erw&hnten  Frankfurter  Bathsbeschluas 
von  1494  schon  für  jene  Zeit  als  allgemeiu  gangbare  zu  betrachten  ist. 

1)  Die  Fälle  des  frühesten  Vorkommens  der  indisch -arabischen  Zahlzeichen - 
in  Deutschland  sind  sehr  sorg^tig  gesammelt  und  besprochen  von  Manch  im 
Anzeiger  für  Kunde  deutscher  Vorzeit  1860,  Sp.  130:  ,^ Mittelalterliche  Siegel  mit 
Jahrzahlen '^;  8p.  46,  81,  116,  161,  189,  229,  268:  ^^Ueber  den  Gebranch  arabischer 
Ziffern  und  die  Veränderungen  derselben/'  Vergl.  ebenda  1863,  Döbner,  ,^Zar 
Geschichte  der  arabischen  Ziffern '^  und  1876,  8p.  38,  F.  K.,  ,, Grabstein  mit  der 
Jahreszahl  1883  in  arabischen  Ziffern''. 
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stand  auch  der  Zeit  nach  bedeutend  zi^ückzurficken.  Denn  eben  jene  Flo- 
rentiner Anordnung  von  1299,  welche  die  Abacuseinrichtungen,  d.  h.  die 
Ziffernarithmetik  für  die  buchhalterischen  Schriften  untersagt,  kann  folg- 
lich nur  damit  erklärt  werden ,  dass  die  neue  Rechenform  eben  auch  damals 
schon  allgemein  in  Anwendung  gewesen  ist 

Was  Deutschland  betrifft,  so  zeigt  sich  allerdings  die  Praxis  mit  dem 
XV.  Jahrhundert,  wo  dieselbe  uns  wahrnehmbar  hervortritt,  und  in  den  fol- 
genden Jahrhunderten  so  stark  von  den  italienischen  Formen  abhängig,  dass 
wenigstens  kein  Beweis  dafür  erübrigt,  es  sei  der  im  XII.  Jahrhundert 
daselbst  erscheinende  Algorismus  in  das  Verkehrsleben  eingedrungen.  Aber 
bemerkenswerth  bleibt  immerhin  die  Thatsache,  dass  der  Algorismus  wenig- 
stens in  theoretischer  üebung  fortlebt  und  noch  im  XV.  Jahrhundert  bei 
einem  italienischen  Gelehrten  ersten  Ranges,  Prosdocimo  de'  Beldo- 
maudi,  in  der  theoretischen  Verbesserung  der  Methoden  hohe  Beachtang 
finden  konnte.  ViTenngleich  der  Algorismus,  gleich  der  6  erb  er  t 'sehen 
Arithmetik,  die  gar  keine  Spur  praktischer  Anwendung  hinterlassen  hat, 
vornehmlich  als  Schulgelehrsamkeit  auftritt,  so  ist  doch  nicht  zu  verkennen, 
dass  seine  praktische  Anwendung  innerhalb  eines  beschränkten  Kreises  von 
allem  Anfang  eine  weit  umfassendere  gewesen  sein  muss,  als  sie  der  6er- 
bert'schen  Theorie  jemals  zu  Theil  geworden. 

Wenn  wir  auf  dem  doch  sehr  praktischen  Gebiete  des  Ealenderwesens 
die  Anwendung  der  Ziffern  in  Deutschland  mit  Beginn  des  XV.  Jahrhunderts 
als  eine  ganz  regelmfissige  Einrichtung  hervortreten  sehen,  so  wird  es  an- 
gesichts dieser  bedeutsamen  Erscheinung  vorsichtig  sein,  das  Ergebniss  einst- 
weilen dahin  zu  bestimmen,  dass  die  Anwendung  des  Algorismus  in  weiten 
Kreisen  seit  dem  XII.  Jahrhundert  zwar  nicht  wahrscheinlich  ist,  immerhin 
aber  bis  zu  einem  gewissen  Grade  nicht  als  unmöglich  gedacht  werden  kann. 


Nachtrag. 

S.  130  Z.  2  V.  o.  lies:  fol.  27'  statt  27^;  S.  138  Z.  25  v.  o.  lies:  fol.  29^  statt  25^; 
S.  134  Z.  9  V-  u.  lies:  Abaci;  S.  135  Z.  8  v.  u.  lies:  Enchiridion;  S.  141  Z.  1  v.u. 
lies:  praesertim. 
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Theorie  der  Transformationsgrnppen.   L   unter  Mitwirkung  von  Dr.  Fried-  ^ 
RICE  Engel  bearbeitet  von  Sophus  Lie.     Leipzig,  Teubner.     1888* 
X  u.  632  S. 

Das  vorliegende  Werk  bietet  eine  zasammenfassende  Darstellung  einer 
ausgedehnten  Theorie,  welche  Herr  Lie  seit  einer  langen  ßeihe  von  Jahren  in 
einer  grossen  Anzahl  einzelner  Abhandlungen  entwickelt  hat, «die  theils  in 
den  Mathematischen  Annalen,  theils  in  dem  in  Christiania  erscheinenden 
Archiv  für  Mathematik  und  Naturwissenschaft  veröffentlicht  sind.  Die  Un- 
zugSnglichkeit  der  meisten  dieser  Publicationen,  die  abgerissene  Form  man- 
cher von  ihnen,  endlich  auch  die  Schwierigkeiten,  welche  sich  dem  ersten 
Eindringen  entgegenstellten,  sind  die  Ursache  gewesen,  dass  der  Inhalt 
dieser  Schriften  ungeachtet  seines  hohen  Werthes  dem  wissenschaftlichen 
Publicum  bis  heute  fast  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Denselben  Ursachen 
haben  wir  es  aber  auch  zu  danken,  dass  der  Autor  fernab  von  dem  athem- 
losen  Wettlaufen  unserer  Tage  das  seltene  Glück  genoss,  seine  Gedanken 
in  Buhe  zur  Reife  bringen ,  harmonisch  gestalten  und  selbständig  ausdenken 
KU  können. 

So  stehen  wir  denn  keinem  Lehrbuche  gegenüber;  welches  bereits 
mehr  oder  weniger  bekannte,  dem  Zusammenwirken  verschiedener  Autoreu 
entsprungene  Theorien  verarbeiten  will,  um  sie  in  weitere  Kreise  zu  tragen, 
sondern  der  Schöpfung  eines  einzelnen  Mannes,  einem  Original  werke,  das 
uns  von  der  ersten  Seite  bis  zur  letzten  fast  nur  Neues  sagt.  Bei  der  ungeheuren 
Fülle  des  Stoffes,  welche  bereits  dieser  erste  Band  darbietet,  ist  es  nicht 
wohl  möglich,  in  einer  wenige  Seiten  umfassenden  Besprechung  einen  auch 
nur  einigermassen  vollstSndigen  üeberblick  über  den  Inhalt  des  Werkes  zu 
geben ;  wir  werden  uns  daher  auf  den  Versuch  beschrSnken ,  eine  allgemeine 
Vorstellung  von  dem  Wesen  und  der  Bedeutung  der  wichtigsten  Gedanken- 
wendnngen  zu  erwecken. 

Es  ist  bekannt,  welche  Bedeutung  der  Begriff  der  Gruppe  seit  den 
Entdeckungen  Galois'  für  die  Algebra  gewonnen  hat;  die  Theorie  der 
Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  beruht  ja  vornehmlich  auf  der 
Betrachtung  gewisser  Gruppen  von  Substitutionen  oder  Vertauschungen  der 
Wurzeln.  Ein  in  gewissem  Sinne  ähnliches  Problem  wie  das  der  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  ist  nun,  wie  Herr  Lie  bemerkt  hat,  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen.  Erfand,  „dass  die  meisten  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen,  deren  Integration  durch 
die  älteren  Integrationsmethoden  geleistet  wird,  bei  gewissen 
leicht  angebbaren   Schaaren  von  Transformationep  invariant 
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bleiben,  nnd  dass  jene  Integrationsmethoden  in  der  Verwer- 
thung  dieser  Eigenschaft  der  betreffenden  Differentialgleich- 
ungen bestehen''.  Hierin  lag  der  Keim  zu  einer  neuen  Integrations- 
theorie ,  welche  bekannte  Methoden  unter  gemeinsame  Gesichtspunkte  stellte 
und  durch  deren  zielbewusste  Verfolgung  auch  in  noch  unbekannte  Gebiete 
manchen  Einblick  zu  erO&en  versprach.  Mit  der  Entwickelung  dieser  neuen 
Theorie  aber  musste  nothwendig  ein  eindringendes  Studium  der  erwfthnten 
Schaaren  yon  Transformationen  Hand  in  Hand  gehen.  Das  sind  nun  die 
Transformationsgruppen,  oder  doch  gewisse  unter  ihnen,  mit  welchen 
wir.  es  hier  zu  thun  haben.* 

Eine  Transformationsgruppe  heisst  jede  endliche  oder  un- 
endliche Schaar  von  Transformationen  mit  der  Eigenschaft, 
dass  zwei  Transformationen  der  Schaar  hintereinander  ans- 
geführt  wieder  eine  Transformation  der  Schaar  ergeben. 

Denken   wir  uns  die  Punkte  x  {Xi.**Xi^  einer  n-fach   ausgedehnten 

Maniiichfaltigkeit   einer    endlichen    oder   wenigstens   discreten   Anzahl    von 

Transformationen  /       ^  /  v  , .      ^  n 

Xi—fi{x^  ...Xn)  (»=  1  ...n) 

unterworfen.  Dann  kann  es  eintreten,  dass  der  Inbegriff  dieser  Trans- 
formationen die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  wie  z.  B.  für  ft  ss  1  die  Trans- 
formationen flj'=a:  +  l,  ic'=aj+2,  »=«  +  3  u.  s.  f.  Eine  solche  Trans- 
formationsgruppe heisst  discontinuirlich.  Im  Gegensatz  dazu  stehen 
die  Gruppen,  bei  welchen  man  von  einer  Transformation  continuirlich 
zu  anderen,  , benachbarten ^  Transformationen  der  Gruppe  übergehen 
kann,  bei  welchen  also  die  einzelne  Transformation  noch  yon  willkürlichen 
Parametern  oder  gar  von  willkürlichen  Functionen  abhängt.  Auch 
solche  Gruppen  haben  sich  schon  seit  langer  Zeit  yiel£EM;h  der  Betrachtung 
aufgedrängt.  Ich  erinnere,  um  nur  einige  der  bekanntesten  Beispiele  zu 
erwähnen,  an  die  Gruppe  aller  Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt,  deren  allgemeine  Transformation  von  drei  willkürlichen  Para- 


*  Um  wenigstens  eine  Vorstellang  von  dem  Zusammenhang  des  Integrations- 
problems mit  dem  Gruppenbegriff  zu  geben,  sei  Folgendes  bemerkt.  Wie  das 
Problem,  eine  vorgelegte  Differentialgleidiung  zu  integriren,  gegenwärtig  au^efiust 
wird,  handelt  es  sich  daram,  dieselbe  womöglich  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher in  eine  Differentialgleichung  überzuführen,  deren  Integrale  bereits 
bekannt  sind  oder  doch  als  bekannt  angesehen  werden.  Die  Transformation,  durch 
welche  dies  geschieht,  kann  nun  entweder  eine  bestimmte  sein :  dann  erfordert  das 
Integrationsgescbäft  nur  sogenannte  ausführbare  Operationen;  oder  zweitens,  es 
giebt  eine  ganze  continuirliche  Schaar  von  Transformationen,  welche  die  verlangte 
UeberfQbrnng  leisten.  Im  letzteren  Falle  wird  offenbar  jede  der  beiden  Differential- 
gieichungen  noch  durch  eine  continoirliche  Schaar  von  Transformationen  in  sich 
selbst  übergeführt,  und  zwar  bildet  der  Inbegriff  dieser  Transformationen  eine 
Gruppe.  Die  Natur  der  Operationen,  welche  zur  Yerwandlang  der  einen  Diffe- 
rentialgleichung in  die  andere  erforderlich  sind,  hängt  dann  von  den  Eigenschaflen 
dieser  Gruppe  von  Transformationen  ab.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Becensionen.  173 

meiern  abhängt,  und  an  die  Gruppe  aller  conformen  Abbildungen  einer 
Ebene  auf  sich  selbst,  in  deren  analytischem  Ausdruck  willkürliche  Func- 
tionen auftreten.  Es  ergiebt  sich  hiernach  eine  erste  Scheidung  der  nicht 
aus  discreten  Transformationen  bestehenden  Oruppen  in  „endliche^  und 
„unendliche  Gruppen^,  je  nachdem  die  einzelne  Transformation  der 
Gruppe  nur  von  einer  endlichen  Zahl  willkürlicher  Parameter  oder  von  will- 
kürlichen Elementen  höherer  Art,  von  willkürlichen  Functionen  abhängt 
Gegenstand  des  vorliegenden  Werkes  sind  nur  die  endlichen  Gruppen,  und 
unter  ihnen  wieder  Yorzugsweise  eine  besondere  Classe,  die  ^^continuir- 
lichen  Gruppen^.  Es  sind  dies  solche  Transformationsgruppen,  deren  Trans- 
formationen eine  einzige  continuirlich  zusammenhängende  Mannichfaltigkeit 
bilden,  bei  welchen  es  also  nicht  möglich  ist,  die  in  der  Gruppe  enthaltenen 
Transformationen  in  mehrere  discrete  Schaaren  zu  ordnen.  Eine  continuir- 
liche  endliche  Gruppe  bilden  hiemach  z.  B.  für  n  =  1  die  Transformationen 
x'^=x  +  a^  sofern  a  einen  völlig  willkürlichen  Parameter  bedeutet;  fügen 
wir  aber  zu  denselben  noch  die  einzige  Transformation  x='-x^  so  ent- 
steht eine  Gruppe,  deren  Transformationen  in  zwei  getrennte  continuirliche 
Schaaren  zerfallen. 

Eine  endliche  continuirliche  Gruppe  wird  dargestellt  durch  ein  System 
von  Gleichungen: 

1)  Xi^fi{Xi...Xny  ai...ar)  (»«=l...n). 

Die  Grössen  a^  ...ar  sollen  hier  die  willkürlichen  Parameter  sein.  Die 
Functionen  fi,  welche  in  der  Regel  als  analytische  Functionen  ihrer 
Argumente  vorausgesetzt  werden ,  müssen  die  folgende  Eigenschaft  besitzen : 
Führt  man  nach  der  Transformation  1)  eine  zweite  Transformation  der 
Schaar  aus: 

2)  x'i^fi{x\...ixfn,  hi...hr); 

substituirt  man  also  in  2)  die  Werthe  1),  so  soll  der  auf  diese  Art  erhal- 
tene Ausdruck  der  x'\  durch  die  Xi  wiederum  der  Schaar  angehören,  d.  h. 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

3)  a?"£=/i(a5l  •..««,    C|...Cr). 

Hier  ist  also  ft  dieselbe  Function  wie  in  1)  und  2) ;  die  Constanten  c^  ,.,Cr 
aber  sind  gewisse  Functionen  der  Parameter  a|...ar,  &|...&r' 

4)  CA  =  g?*(ai  ...Or,  &, ...  6r)  (Xr  =  l.,.r). 
Die  Gleichungen  1)  werden  im  Allgemeinen  nicht  gerade  o/  verschie- 
dene Transformationen  darstellen,  da  es  denkbar  ist,  dass  in  ihnen  die  Para- 
meter a^  ...Gi  nur  in  gewissen  Verbindungen  auftreten.  Von  grösserem 
Interesse  ist  indessen  nur  der  Fall,  wo  die  r  Parameter  alle  ,, wesentlich'' 
sind,  d.  h.  wo  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  nicht  auch  schon 
durch  weniger  als  r  Parameter  ausgedrückt  werden  kann.  In  diesem  Falle, 
der  im  Folgenden  allein  in  Betracht  gezogen  wird,  heisst  die  Gruppe 
„r-gliedrig**. 
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Das  Operiren  mit  den  ausgeschriebenen  Gleichungen  1)  ist  sehr  um- 
ständlich und  dürfte  für  sich  allein  zur  Zeit  wohl  kaum  eine  geei^piete 
Methode  sein,  um  eine  allgemeine  Trausformationstheorie  zu  entwickeln. 

Die  wesentliche  und  entscheidende  Wendung,  durch  welche  das  Lie'sche 
Werk  zu  seinen  Resultaten  gelangt,  liegt  in  der  Bemerkung,  dass  man  die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  continuirlichen  Transformationsgruppen  bereits 
aus  der  Betrachtung  eines  viel  einfacher  gebauten  Ausdruckes  herleiten  kann, 
welcher  die  sogenannten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppen  dar- 
stellt. Mit  Benutzung  einer  nicht  völlig  exacten,  aber  kurzen  und  sofort 
verständlichen  Ausdrucksweise  bezeichnen  wir  als  eine  „unendlich  kleine* 
oder  ^^infinitesimale  Transformation"  eine  solche,  welche  jeden  Pankt 
{Xi  ...0^)  allgemeiner  Lage  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  ein  unendlich 
kleines  Stück  fortschiebt.*  Sie  wird  definirt  durch  ein  Gleichuogäsy2»tem 
von  der  Form: 

5)  il(>'i=Xi+^i{Xi...Xn)Öt,  (i=l..,«), 

worin  öt  eine  im  Verschwinden  begriffene  Grösse  bedeutet. 

Freilich  enthält  nicht  jede  continuirliche  Transformationsgruppe  1)  solche 
infinitesimale  Transformationen.  Ein  von  Herrn  Engel  construirtes  Bei- 
spiel  y  welches  auf  der  Benutzung  einer  Function  mit  natürlicher  Grenze 
beruht,  zeigt  im  Gegentheil,  dass  es  auch  continuirliche  Gruppen  giebt, 
welche  keine  Transformation  von  der  Form  5)  enthalten,  ja  in  welchen  die 
identische  Transformation  {Xi=Xi)  nur  an  der  Grenze  oder  gar  nicht  vor- 
kommt Es  wird  aber  nachgewiesen,  dass  sich  derartige  Gruppen  durch 
Einführung  neuer  Parameter  und  analytische  Fortsetzung  aus  den  Gleich- 
ungen solcher  Gruppen  ableiten  lassen,  die  in  der  genannten  Hinsicht  kein 
unregelmässiges  Verhalten  darbieten.  Wir  wollen  uns  hier  auf  die  Betrach- 
tung der  letzteren  Gruppen  beschränken,  da  die  Gruppen  der  anderen  Art 
in  dem  Li  ersehen  Werke  nur  eine  untergeordnete  Stellung  einnehmen.  Die 
r-gliedrigen  Gruppen,  von  welchen  weiterhin  die  Bede  ist,  enthalten  oc/— ' 
infinitesimale  Transformationen;  sie  lassen  sich,  wie  eine  leichte  Betrach- 
tung zeigt,  auch  dadurch  kennzeichnen,  dass  ihre  Transformationen  paar- 
weise als  „entgegengesetzte"  oder  „inverse**  zusammengehören. 

Der  analytische  Ausdruck  der  infinitesimalen  Transformation  5)  ist  noch 
einer  wesentlichen  Vereinfachung  fähig.  Berechnet  man  nämlich  den  „Zu- 
wacbs**  oder  das  „Incremen t**  einer  unbestimmt  gelasseneu  Function  f 
bei  der  Transformation  5) ,  d.  h.  den  Betrag,  um  welchen  f{Xi  ..,Xn)  wächst, 
wenn  man  statt  der  Veränderlichen  Xi  die  5)  zu  entnehmenden  Nachbar- 
wertbe  x\  einsetzt,  so  ergiebt  sich: 

*  Um  etwaigen  MissverständnisaeD  vorzubeugen,  sei  ein-  für  allemal  bemerkt, 
daes  dieser  und  andere  Bpäter  einzuführende  Begriffe  in  dem  Li e'schen  Werke 
selbst  in  genügender  Strenge  entwickelt  werden.  In  einem  Berichte,  deraufeiuen 
beschränkten  Raum  angewiesen  ist,  Schürfe  des  Ausdrucks  auf  Kosten  des  Gedan- 
keninhalts  erreichen  zu  wollen,  scheint  dem  Referenten  nicht  aui^^Litze. 
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Der  hier  auftretende,  durch  das  Symbol  X(f)  oder  Xf  bezeichnete  Dififeren- 
tialausdruck:  »>         o/» 

kann  nun  das  Gleichungssystem  5)  yollst&ndig  vertreten:  aus  6)  sind  ja  die 
Functionen  $/  der  Gleichungen  5)  als  die  Coefßcienton  der  Differentialquo- 
tienten  von    f  nach   den   Veränderlichen  Xi   sofort   zu  entnehmen;    es  ist 

Die  Eigenschaften  einer  Gruppe  nun  durch  diese  „Sj mhole"  J^f  ihrer 
infinitesimalen  Transformationen  zum  Ausdruck  zu  bringen ,  ist  der  durchaus 
eigenartige  und  Herrn  Lie  eigen thttmliche  Grundgedanke  des  Buches. 
Welche  ausserordentliche  Fruchtbarkeit  ihm  innewohnt,  werden  die  sogleich 
anzuführenden  Theoreme,  die  Fundamentalsätze  der  Lie'schen  Theorie, 
bereits  genugsam  zeigen. 

Betrachten  wir  mit  dem  Lie'schen  Werke  zuerst  die  eingliedrigen 
Gruppen,  also  Transformationsgruppen 

«'i  =  /i(«i  ...a:»,  a)  (t=l...n) 

mit  nur  einem  Parameter  a,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich 
die  Transformationen  Xi=^fi[x^a)  paarweise  als  inverse  zusammenordnen 
lassen  (s.  oben). 

Von  diesen  Gruppen  wird  gezeigt^  dass  man  statt  des  Parameters  a 
einen  neuen  Parameter  t  derart  einführen  kann,  dass  ihre  Gleichungen  für 
<  =  0  die  Form  x'i=Xi  und  für  t  =  öt  die  Form 

Xt=Xi  +  ii{Xi...Xn)St 

annehmen.  Durch  diese  ihre  infinitesimale  Transformation  ist  die  ein- 
gliedrige Gruppe  völlig  bestimmt  und  kann  in  Form  einer  convergenten 
Reihe  ^2 

7)  x'i^Xi  +  X{Xi).t  +  XiX(Xi))Y-^  +  ... 

geschrieben  werden ,  in  welcher  das  Operationszeichen  X{f)  die  oben  erklärte 
Bedeutung  besitzt.  Die  Darstellung  7)  der  eingliedrigen  Gruppe  ist  dadurch 
ausgezeichnet,  dass  man,  um  zwei  Transformationen  der  Gruppe  zusammen- 
zusetzen (hintereinander  auszuführen),  nur  ihre  Parameter  zu  addiren  braucht: 
der  erhaltene  neue  Werth  des  Parameters  ist  unmittelbar  der  Parameter  der 
zusammengesetzten  Transformation.* 

*  Die  Ä.Dalogie  des  Bildungsgesetzee  dieser  Reihe  mit  dem  Bildungsgesetz 
der  Exponentialfunction  springt  in  die  Augen.  Wirklich  lässt  sich  der  Ausdruck  7) 
zu  einem  Grenzübergang  in  Beziehung  setzen,  ganz  ähnlich  dem  bekannten,  wel- 
cher zur  Bildung  der  Exponentialfunction  führt.  Man  sieht,  dass  die  angeführte 
Eigenschall  des  Parameters  t  aus  derselben  Quelle  fliesst>  wie  die  Eigenschaft  der 
Exponentialfunction,  welche  sich  durch  die  Functionalgleichung /'(^i). /*(£«)  =  /'(^i-ftt) 
ausdrückt.  ^-^  ^ 
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Die  eingliedrige  Gruppe  7)  enthält  die  identische  Transformation  (fOr 
t^O)j  und  ihre  Transformationen  ordnen  sich  paarweise  als  inyerse  za- 
sammen  (nämlich  die  Transformationen  mit  den  Parametern  i  und  —  t).  Je 
zwei  Transformationen  der  Gruppe  sind  yertauschbar,  d.  h.  esist  einerlei^ 
ob  man  erst  die  Transformation  mit  dem  Parameter  t^  und  dann  die  mit 
dem  Parameter  t^  ausführt,  oder  ob  man  die  umgekehrte  Reihenfolge  inne- 
hält —  Es  wird  die  Ausdrucksweise  gebraucht:  „die  eingliedrige 
Gruppe  7)  sei  von  der  infinitesimalen  Transformation  X(J) 
erzeugt^. 

Betrachten  wir  nun  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe,  welche 
ebenfalls  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Transformationen  sich  paarweise  als 
inverse  zusammenordnen  lassen.  Eine  solche  Gruppe  enthält  die  identische 
Transformation  und  ihr  benachbart  infinitesimale  Transformationen.  Jede 
solche  infinitesimale  Transformation  j, erzeugt''  eine  eingliedrige  Gruppe,  und 
alle  Transformationen  dieser  eingliedrigen  Gruppen  sind  in  der  r-gliedrigeo 
Gruppe  enthalten.    Dies  ist  ein  erster  Fundamentalsatz  der  Theorie. 

Sind  ferner  X^f  und  X^f  irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  auch  Ci*Xif+  c^.X^f  nfieder  eine  infini- 
tesimale Transformation  derselben  Gruppe,  sofern  c^  und  e^  ttbrigens  be- 
liebige Constante  sind. 

Alle  infinitesimalen  Transformf^ionen  einer  r-gliedrigen 
continuirlichen  Gruppe  lassen  sich  additiv  mit  constanten 
Coefficienten    aus   r   linear    unabhängigen   Transformationen 

r 

X^f...Xrf  zusammensetzen,  so  dass  also    ^riaXif  der  analytische 

Ausdruck  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  wird. 

Jede  dieser  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  eine  eingliedrige 
Gruppe,  deren  sämmÜiche  Transformationen  in  der  r-gliedrigeu  Gruppe 
enthalten  sind.  Lässt  man  die  Verhältnisse  der  Constanten  e^...Cr  alle 
möglichen  Werthe  annehmen,  so  erhält  man  eine  Schaar  von  oo^~^  solchen 
eingliedrigen  Gruppen.  Die  endlichen  Transformationen  derselben  erf&llen 
die  ganze  Mannichfaltigkeit  der  endlichen  Transformationen  der  yorgelegten 
r-gliedrigen  Gruppe,  welche  demnach  in  jene  co^~^  eingliedrigen  Gruppen 
zerlegt  erscheint.  Es  wird  gesagt,  die  r-gliedrige  Gruppe  sei  yod 
den  in  ihr  enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt. 

Wegen  des  Folgenden  ist  es  nützlich,  schon  hier  zu  bemerken,  dass 
ebenso,  wie  die  Verhältnisse  der  Constanten  (^...(V  die  einzelne  infini- 
tesimale Transformation  der  Gruppe  bestimmen,  so  die  absoluten  Werthe 
derselben  Constanten  bei  gegebenen  Xtf  einer  eindeutig  bestimmten  end- 
lichen Transformation  der  Gruppe  zugeordnet  sind.  Man  erhält  dieselbe, 
wenn  man  den  Ausdruck 

9)  Xf^C,XJ-^^..  +  CrXrf 
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in  die  Gleichung  7)  einsetzt  und  dann  ^  =  1  nimmt.  Offenbar  entstehen 
aJle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen  Qruppe,  wenn 
man  für  e^...Cr  der  Beihe  nach  alle  zueinander  proportionalen  Werthsjsteme 
setzt  Da  umgekehrt  jeder  endlichen  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  "* 
eine  discrete  Anzahl  yon  Werthsjstemen  Cj  ...(V  zugeordnet  sind,  so  können 
ivir  mit  Hilfe  dieser  Constanten  die  Transformationen  der  Torgelegten  Gruppe 
in  einer  besonders  bemerkenswerthen  Weise  auf  die  Punkte  eines  r-fach 
ausgedehnten  Baumes  beziehen,  indem  wir  nttmlich  die  Cy.Cr  als  Carte- 
sische  Coordinaten  deuten.  Wir  werden  auf  diese  Abbildung  später  zurück- 
zukommen haben. 

Es  seien  wieder  X,/*  und  X^f  zwei  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe.  Dann  giebt  es  noch  eine  zweite  Operaidon, 
durch  welche  man  aus  diesen  infinitesimalen  Transformationen  eine  neue 
infinitesimale  Transformation  herleiten  kann,  welche  wiederum  der  Gruppe 
angehört y  nämlich  diese: 

10)  X,(Z,(n)-X,(Xi(/}). 

In  diesem  Differentialausdruck  heben  sich  nämlich  die  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  weg  und  es  bleibt  ein  Ausdruck ,  der  wieder  in  der  Form 

Xf=s=^^^i^^ —    geschrieben    werden    kann    und    eine    neue   infinitesimale 

Transformation  der  Gruppe  vorstellt.  Da  die  Operation  10)  sehr  häufig 
gebraucht  wird ,  so  wird  für  sie  ein  eigenes  Zeichen  eingeführt  und  für  lü) 
kurz  geschrieben  {X^X^), 

Es  sei  hier  die  Bemerkung  eingeschaltet ,  dass  durch  den  Gebrauch 
dieses  Zeichens  eine  sehr  wichtige  Belatiou  zwischen  drei  ganz  beliebigen 
infinitesimalen  Transformationen  Xf,  Yf,  Zf  einen  einfachen  Ausdruck 
erhält,  die  sogenannte  Jacobi'sche  Identität: 

11)  {X[YZ))  +  (r(zx))  +  (Z(zr)) = o. 

Man  verificirt  dieselbe  sofort,  indem  man  links  die  drei  Glieder  wirklich 
ausrechnet.  Diese  Belation  bildet  eines  der  vornehmsten  Hilfsmittel  der  Lie- 
schen Theorie. 

Nach  dem  Obigen  sind  alle  Ausdrücke  (X^  X^),  die  man  aus  den  r  un- 
abhängigen Transformationen  einer  Gruppe  bilden  kann,  wieder  Transfor- 
mationen der  Gruppe.  Da  aber  die  Gruppe  eben  nur  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  enthält,  so  folgt,  dass  alle  diese  Ausdrücke  sich 
linear  mit  Constanten  Coefßcienten  aus  X^f.^.Xrf  zusammensetzen  lassen 

t*.  f*~~  1 
müssen.     Es  bestehen  also  -^-^ —  Belationen  der  Form 

12)  {XiXk)^^'eiksX.f  (•,Ä=l...r), 

worin  die  Cik$  blose  Constanten  sind. 
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Diese  Belationen  12)  haben  eine  fandamentale  Bedentang,  denn  sie 
erweisen  sich  als  charakteristisch  dafür,  dass  r  Torgelegte  infinitesimale 
Transformationen  eine  Gruppe  erzeugen. 

Stehen  irgend  r  infinitesimale  Transformationen  2^/*...  Xrf 
(zwischen  welchen  keine  Relation 

e^XJ+.^.  +  e,Xrf^O 
mit  Constanten   Coefficienten  besteht)  in   der  durch  die  Formeln   12) 
gegebenen  Beziehung,   so  erzeugen  dieselben  eine  (r-gliedrige) 
Gruppe. 

Hiermit  ist  es  also  wirklich  gelungen,  eine  jede  endliche  continnirliche 
Gruppe,  deren  Transformationen  sich  paarweise  als  inverse  zusammenordnea, 
dnrch  ihre  infinitesimalen  Transformationen  vollständig  zu  kennzeichnen.  Man 
kann  abschätzen,  welchen  Vortheil  diese  Art  Gruppen  zu  definiren  bringen 
muss,  wenn  man  das  System  der  Ausdrücke  X^f...Xrf^  welche  sämmtlich 
nur  eine  Reihe  von  Veränderlichen  (o?! . . .  Xn)  enthalten ,  mit  den  Gleichungen 
1)  zusammenhält,  in  welche  zwei  Reihen  von  Veränderlichen  und  aasserdem 
noch  die  Parameter  a^,..ar  eintreten.  Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass 
das  System  X^f.,.Xrf  mit  den  zugehörigen  Relationen  12)  kein  YÖllig 
bestimmtes  ist,  insofern  man  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen 
X^f,,,Xrf  selbstverständlich  durch  r  andere  linear  unabhängige  Transfor- 
mationen ersetzen  kann,  die  aus  jenen  mit  constanten  Coefficienten  linear 
abgeleitet  sind. 

Die  sämmtlichen  analytischen  Darstellungen  einer  Gruppe  sind  abhängig 
von  der  Wahl  des  benutzten  Coordinatensystems  {x^...Xn)y  die  Formel  1) 
ausserdem  von  der  Wahl  der  Parameter  a^^^Or.  Führt  man  statt  der 
Veränderlichen  Xi,,,Xn  dnrch  eine  geeignete  Substitution 

13)  «i  =  9<(yi..-yn)  (*=l...fl) 

neue  Veränderliche  ^i  •  •  •  ^n  ein ,  so  kann  dadurch  die  Gruppeneigenschaft 
der  vorgelegten  Transformationen  natürlich  nicht  zerstört  werden;  aber  der 
analytische  Ausdruck  derselben  wechselt.  Dennoch  behalten  die  eingeführten 
Operationssymbole  ihre  allgemeine  Form  bei:  Geht  die  Function  f{Xi  ,..Xu) 
dnrch  die  Substitution  13)  über  in  F(^j...^„),  so  geht  gleichzeitig  das 
Symbol  Xif)  über  in  ein  entsprechendes  Symbol  T(F)^  und  es  geht 
ferner  {XiXk)  über  in  {TtYk),  wenn  Xif  xmd  r<F  dieselbe  infinitesi- 
male Transformation  bedeuten.  Ferner  geht  auch  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation  Xf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  über  in  die  von  YF  er- 
zeugte Gruppe  u,  s.  w. 

Die  betrachteten  Operationen  und  Eigenschaften  der  Gruppen  sind  also 
in  gewissem  Sinne  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems.  Da 
man  die  Einführung  neuer  Veränderlicher  auch  als  eine  Transformation 
des  Raumes  deuten  kann,  indem  man  die  Grössen  ^i  •••  y«  wieder  als 
Cartesische  Coordinaten  ansieht,    so   können  wir  die  genannte  Eigenschaft 
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auch  80  ausdrücken:  Es  sind  die  betrachteten  Operationen  ihrer  allgemeinen 
Form  nach  invariant  gegenüber  beliebigen  Punkttransforma- 
tionen. 

Gruppen  y  welche  durch  eine  Punkttransformation  ineinander  übergeführt 
werden  können,  heissen  „ähnlich^. 

Da  der  analytische  Ausdruck  einer  Gruppe  in  den  Ausdruck  der  mit 
ihr  ähnlichen  Gruppen  durch  Einführung  neuer  Coordinaten  übergeht,  da 
femer  die  Wahl  des  Goordinatensjstems  bei  grossen  Classen  von  Untersuch- 
ungen völlig  gleichgiltig  ist  und  der  Willkür  überlassen  bleibt,  so  liegt  es* 
nahe,  diejenigen  Eigenschaften  der  Gruppen  zusammenzufassen,  welche  allen 
ähnlichen  Gruppen  gemeinsam  zukommen ,  und  diese  gemeinsam  zu  behan- 
deln; oder  mit  anderen  Worten,  sich  auf  einen  Standpunkt  zu  stellen,  von 
welchem  aus  ähnliche  Gruppen  nicht  als  wesentlich  verschieden  betrachtet 
werden.  Dies  ist  der  Standpunkt  des  vorliegenden  Werkes.  Es  werden, 
wenigstens  in  der  Hauptsache,  nur  solche  Eigenschaften  der  Gruppen  be- 
trachtet, welche  durch  eine  beliebige  Pnnkttransformation  nicht  zerstört 
werden.  Darin  liegt,  dass  vorzugsweise  solche  allgemeine  Eigenschaften  der 
Transformationsgruppen  zur  Untersuchung  gelangen,  welche  sich  bereits 
durch  Betrachtung  eines  endlichen  Gebietes  des  Kaumes  (x^ . . .  Xn)  in  der 
Umgebung  einer  gewissen  Stelle  erkennen  lassen;  denn  über  die  Art  und 
Weise,  wie  der  ganze  Baum  transformirt  wird,  iSsst  sich  Nichts  aussagen, 
was  allen  ähnlichen  Gruppen  gemeinsam  zukäme.  Eigenschaften  der  genann- 
ten Art  aber  finden  ihren  naturgemässen  Ausdruck  durch  das  Bechnen  mit 
den  Symbolen  Xf. 

Ein  wichtiges  Problem ,  welches  für  alle  miteinander  ähnlichen  Gruppen 
durch  den  Gebrauch  der  Symbole  Xf  in  einfacher  Weise  erledigt  wird,  ist 
das  der  Bestimmung  aller  continuirlichen  Untergruppen  einer  gegebenen 
Gruppe  ff;  also  das  Problem,  alle  continuirlichen  Schaaren  von  Transforma- 
tionen der  Gruppe  G  zu  finden,  welchen  bereits  für  sich  allein  die  Gruppen- 
eigenschaft zukommt.  Nach  dem  bereits  Gesagten  ist  klar,  dass  sich  die 
continuirlichen  Untergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  in  einfacher  Weise 
durch  ihre  infinitesimalen  Transformationen  kennzeichnen  lassen:  Diese  in- 
finitesimalen Transformationen  Tf  müssen  erstens  die  Form  EaXif  haben, 
da  sie  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehören,  und  zweitens  müssen  sie  schon 
für  sich  die  in  der  Formel  12)  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzen. 

Um  also  etwa  alle  m-gliedrigen  Untergruppen  der  vorgelegten  r-glied- 
rigen Gruppe  Xif,..Xrf  zu  finden ,  wird  man  auf  alle  möglichen  Arten 
m  linear  unabhängige  Ausdrücke 

r 

Ti=^kaikXkf  (*=1  ...m) 

1 
zu  bestimmen  haben,  welche  bereits  untereinander  Relationen  der  Form^  , 
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^      (F.  r*)  =2'  y*'  '^'f  (t,  fc  =  1 . . .  «) 

1 

erfüllen.  Das  ist  aber  aagenscheinlich  ein  rein  algebraisches  Pro- 
blem, dessen  L6sung  ganz  allein  von  der  Beschaffenheit  der  in  der  Formel 
12)  auftretenden  Constanten  Cikt  abhängt. 

Dieses  wichtige  Resultat  ergiebt  sich  also  ohne  Weiteres  darch  Ein- 
fahrung der  Symbole  Xf  der  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gruppe. 
Ebenso  werden  wir  erwarten  dürfen,  dass  auch  Untergruppen  von  aus- 
gezeichneten Eigenschaften  sich  an  der  Beschaffenheit  ihrer  infinitesimalen 
Transformationen  Tf  leicht  erkennen  lassen.  Die  allgemeinste  Art  solcher 
Untergruppen  wird  dargestellt  durch  die  „invarianten^  Untergruppen. 
Für  die  infinitesimalen  Transformationen  Yf  einer  solchen  Untergruppe  der 
r-gliedrigen  Gruppe  O  bestehen  Relationen  von  der  besonderen  Form 

14)  (x.r.)=^.d«.r./'       Cil:::«)i 

ihre  endlichen  Transformationen  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  unterein- 
ander vertauscht  werden ,  wenn  man  auf  die  Punkte  des  Raumes  eine  Tnuis- 
formation  der  Gruppe  Q  ausführt.  (Führt  man  allgemein  auf  die  Punkte 
des  Raumes  eine  Transformation  8  einer  gegebenen  Gruppe  Q-  aus ,  so  geU 
jede  Transformation  T  von  Q  wieder  in  eine  Transformation  von  O  über,  deren 
symbolischer  Ausdruck  in  bekannter  Schreibart  ist  i9~^  T8>  Gehört  T  einer 
invarianten  Untergruppe  an,  so  ist  auch  8^^  TS  immer  wieder  eine 
Transformation  der  nämlichen  Untergruppe.) 

Das  Problem ,  alle  Untergruppen  einer  gegebenen  Gruppe  0-  zu  finden, 
wird  übrigens  nicht  allein  für  alle  miteinander  ähnlichen  Gruppen  gemein- 
sam erledigt,  sondern  für  eine  noch  viel  umfassendere  Glasse  von  Gruppen. 
Die  Aufgabe  der  Algebra,  oder  genauer  der  Invariantentheorie,  auf  welche 
dasselbe  hinführt,  ist  nämlich  offenbar  unabhängig  von  der  Form  der  infini- 
tesimalen Transformationen  Xtf^  ja  sogar  von  dem  Begriffe  der  infinitesi- 
malen Transformation  überhaupt,  und  nicht  minder  unabhängig  von  Wahl 
und  Anzahl  der  Veränderlichen  Xi..»x„:  ihre  Lösung  hängt  ausschliesslich 
i  ab  von  den  Zahlenwerthen  der  Constanten  cu«  in  den  Relationen  12).    Bd 

\  man  also  für  eine  Gruppe  Qr  &^  Grund  der  Gleichungen  12)  alle  Unter- 

I  gruppen  bestimmt,  so  sind  damit  von  selbst  die  Untergruppen  jeder  andern 

I  r  •  gliedrigen  Gruppe  gefunden ,  in  welcher  sich  r  infinitesimale  Transforma- 

I  tionen  X\f..,X'rfBo   wählen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  die  nämlichen 

Relationen  12)  bestehen,  und  zwar  unabhängig  davon,  ob  die  Ausdrücke 
X'kf  in  den  Veränderlichen  x^...Xn  oder  in  irgendwelchen  anderen  Ver- 
änderlichen x\,., x'tn  geschrieben  sind. 

Diese  Bemerkung  führt  zur  Bildung  des  wichtigen  Begriffes  des  Iso- 
morphismus. 
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Man  wird  darauf  hingeleitet,  wiederum  diejenigen  Eigenschaften  der 
Gruppen  zusammenzufassen  und  gesondert  zu  betrachten,  welche  nicht  blos 
allen  ähnlichen  Gruppen  gemeinsam  zukommen,  sondern  Oberhaupt  allen 
denjenigen  Gruppen,  für  welche  bei  geeigneter  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen  die  Constanten  dkg  der  Formel  12)  die  nämlichen  Werthe 
erhalten.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  dieser  Art  heissen  ggleichzusam- 
mengesetzt**  oder  „holoedrisch  isomorph* ;  der  Inbegriff  aller  ihnen 
gemeinsam  zukommenden  Eigenschaften  ist  die  Lehre  von  ihrer  „Zusam- 
mensetzung*'. 

Der  Begriff  d^s  Isomorphismus  tritt  auch  in  der  Substitutionentheorie 
auf,  ebenso  wie  yerschiedene  andere  der  eingeführten  Begriffe;  er  wird  aber 
dort  bekanntlich  anders  definirt.  Zwei  Gruppen  Ton  je  r  Substitutionen 
werden  in  der  Substitutionentheorie  dann  als  (holoedrisch)  isomorph  be- 
zeichnet |  wenn  es  möglich  ist,  die  Substitutionen  der  einen  denen  der  an- 
dern so  zuzuordnen,  dass  auch  alle  Substitutionen,  welche  aus  der  Zusam- 
mensetzung entsprechender  Paare  von  Substitutionen  entstehen,  einander  in 
derselben  Zuordnung  entsprechen.  Setzt  man  in  der  TOrstehenden  Definition 
an  Stelle  des  Wortes  „Substitution*'  das  Wort  „Transformation*',  so  erhält 
man  eine  zweite  Definition  des  Isomorphismus  von  Transformationsgruppen, 
welche  sich  mit  der  oben  gegebenen  formal  nicht  deckt.  Es  wird  aber 
mit  Hilfe  der  sogleich  zu  erwähnenden  Theorie  der  Parametergruppe  gezeigt, 
dass  beide  Definitionen  materiell  übereinstimmen. 

In  der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  continuirlichen  Transforma- 
tionsgruppen wirft  sich  das  Hauptinteresse  auf  die  Belationen  12)  und  ins> 
besondere  auf  die  Werthe  der  in  ihnen  auftretenden  Constanten  Cikt*  Diese 
letzteren  erweisen  sich  nun  als  nicht  yoneinander  unabhängig ;  vielmehr  be- 
stehen zwischen  ihnen  die  folgenden  Belationen: 

^y  { CiktCrJs  +  Ckjf  CtiM  +  Cji^Crk» |  =  0 

^  (t,  Af,i,  s  =  l...r). 

Weitere  allgemein  giltige  Identitäten  zwischen  den  Constanteu  r^«  be- 
stehen nicht;  es  wird  vielmehr  gezeigt,  dass  umgekehrt  zu  jedem 
System  von  Constanten  c^ji«,  welches  die  Belationen  15)  erfüllt, 
Gruppen  gehören,  deren  Zusammensetzung  durch  diese  Con- 
stanten bestimmt  ist. 

Zu  bemerken  ist,  dass  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  die  Constanten 
Cik9  natürlich  nicht  völlig  bestimmt  sind,  da  man  ja  statt  der  ursprüng- 
lichen r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  irgend  r  unabhängige 
lineare  Combinationen  derselben  als  neue  unabhängige  Transformationen  ein- 
führen kann  und  dann  natürlich  ein  neues  System  von  Constanten  dk, 
erhält.     Zwei  solche  Systeme  von  Constanten  c,jfc«,   die  auseinander  durch 
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lineare  Transformation  herrorgehen,  sind  als  nicht  „wesentlich''  ver- 
schieden zu  betrachten ,  sondern  nur  als  rerschiedene  Formen  eines  und  des- 
selben Systems. 

Die  Aufgabe^  die  Oleichungen  15)  in  allgemeinster  Weise  zu  befriedi- 
gen, ist  natflrlich  eine  rein  algebraische.  Fassen  wir  diese  Bemerkung  mit 
einer  früher  gemachten  zusammen,  so  ergiebt  sich  das  wichtige  Theorem: 

Die  Bestimmung  aller  wesentlich  yerschiedenen  Zusam- 
mensetzungen von  r-gliedrigen  Gruppen,  ferner  die  Auffin- 
dung aller  continuirlichen  Untergruppen  einer  gegebenen 
Gruppe  sind  rein  algebraische  Probleme. 

Es  sind  Aufgaben  aus  der  Algebra  der  linearen  Transformationen  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauslftuft,  aus  dem  Gebiete  der  projectiyen  Geometrie. 

Neben  den  holoedrischen  Isomorphismus^  tritt  auch  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  noch  ein  zweiter  wichtiger  Begriff,  der  durch  das 
Wort  „meroedrischer  Isomorphismus '^  bezeichnet  wird.  Die  Definition  des- 
selben ist  ähnlich  der  oben  gegebenen. 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  und  eine  rj(<^r)-gliedrige  Gruppe  heissen 
meroedrisch* isomorph,  wenn  sich  r  unabhängigen  Transformationen  Xf  der 
ersteren  r  (natürlich  nicht  unabhängige)  Transformationen  Yf  der  zweiten 
Gruppe  derart  zuordnen  lassen,  dass  wieder  die  nämlichen  Belationen  be- 
stehen :  (Äi Xk)  =  ^CikM  Xgfy  {Ti  Yk) «  £eika  Y,f.  Zwei  in  diesem  Sinne  me- 
roedrisch  isomorphe  Gruppen  sind  es  auch  in  dem  Sinne,  welcher  der  Defini- 
tion des  meroedrischen  Isomorphismus  in  der  Substitutionentheorie  entspricht 

Unter  den  Gruppen,  welche  zu  einer  gegebenen  Gruppe  isomorph  sind, 
finden  sich  drei  besonders  ausgezeichnete.  Betrachten  wir  zuerst  die  so- 
genannte Parametergruppe.  Dieselbe  wird  durch  die  Gleichungen  4)  definirti 
welche  die  Abhängigkeit  der  Constanten  a^  h,  c  der  Gleichungen  1)»  2),  3) 
voneinander  ausdrücken.  Sehen  wir  in  4)  die  Constanten  ai»,,  Or  und 
c^,,,Cr  als  Punktcoordinaten  eines  r-fisu^h  ausgedehnten  Raumes  an  und 
betrachten  'b^,,.hr  als  Parameter,  so  bestimmen  diese  Gleichungen  wieder 
eine  Gruppe.     Diese  Gruppe  heisst  die  Parametergruppe  der  gegebenen. 

Die  Parametergruppe  hat  u.  A.  folgende  ausgezeichnete  Eigenschaften. 
Zunächst  ist  sie  selbst  ihre  eigene  Parametergruppe.  Femer  ist  sie  »ein- 
fach transitiv*',  d.  h.  man  kann  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  des  r-fsch 
ausgedehnten  Baumes  nur  durch  eine  discrete  Anzahl  von  Transformatio- 
nen der  Gruppe  in  jeden  andern  überführen.  —  Hätten  wir  statt  des  Systems 
der  Parameter  a  in  den  Gleichungen  1)  irgendwelche  r  unabhängige  Func- 
tionen der  a  als  Parameter  genommen,  so  würden  wir  eine  andere  Para- 
metergruppe erhalten  haben.  Man  sieht  aber  sogleich,  dass  diese  von  der 
ersten  nicht  wesentlich  verschieden,  sondern  mit  ihr  ähnlich  ist,  da  sie 
eben  aus  jener  durch  Einführung  neuer  Coordinaten  hervorgeht.  Die  Para- 
metergruppe ist  ferner  mit  der  gegebenen  Gruppe  gleichzusammengesetzt: 
sie  ist  es  selbstverständlich  nach  der  zweiten ,  der  Substitutionentheorie  ent- 

Digitized  by  VjOOQIC 


Beoensionen.  183 

nommenen  Definition  des  Isomorphismus,  es  wird  aber  auch  gezeigt,  dasa 
sie  es  nach  der  ersten  Definition  ist.  Hieraas  ergiebt  sich  leicht  der  oben 
angeführte  Fandamentalsatz  von  der  Identität  beider  Definitionen.  Zwei 
Gruppen  in  r  Veränderlichen,  die  gleichzasammengesetzt  und  beide  einfach 
transitiv  sind,  sind  nämlich  ähnlich.  Daraus  aber  folgt  insbesondere  die 
Aehnlichkeit  der  Parametergruppen  gleichzusammengesetzter  Gruppen,  und 
hierin  liegt  obiger  Satz.  Man  kann  das  letztgenannte  Ergebniss  auch  so 
ausdrücken:  Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen  gleich  zusammen- 
£^esetzt,  so  kann  man  statt  der  Parameter  der  einen  immer  r 
unabhängige  Functionen  derselben  als  neue  Parameter  derart 
einführen,  dass  nun  beide  Gruppen  dieselbe  Parametergruppe 
erhalten.  Es  werden  dann  also  die  Transformationen  der  einen  dargestellt 
durch  ein  Gleichungssjstem  x\  &= /Jf  (o?,  a) ,  die  der  andern  durch  ein  Gleich- 
ungssystem yi^fi(yfa)y  und  zu  beiden  gehören  die  nämlichen  Gleich- 
ungen 4). 

Eine  zweite  wichtige  Gruppe,  welche  mit  einer  gegebenen  Q-  isomorph 
ist,  ist  ihre  ,,adjungirte  Gruppe**.  Wir  knüpfen  an  die  oben  gemach* 
ten,  auf  Formel  9)  bezüglichen  Bemerkungen  an  und  deuten  die  Constanten 
C| ...  Cr  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Baumes  von  r  Dimensionen.  Führen 
wir  nun  eine  Transformation  S  der  Gruppe  G  aus,  so  werden  die  Trans- 
formationen T  von  G  untereinander  yertauscht,  wie  bereits  bemerkt  worden 
ist.  Es  werden  also  durch  eine  gewisse  Transformation  des  r-fach  aus- 
gedehnten Baumes  den  Coordinaten  c, ...  ^  des  Punktes,  welcher  der  Trans- 
formation T  entspricht,  die  Coordinaten  c\  ..,Cr  eines  gewissen  Punktes 
zugeordnet,  welcher  der  Transformation  8^^  TS  entspricht.  Der  Inbegriff 
aller  dieser  Transformationen  des  Baumes  von  r  Dimensionen  bildet  wieder 
eine  Gruppe,  die  „adjungirte**  der  Gruppe  G.  Auch  sie  ist  mit  der  Gruppe 
Cr  isomorph;  der  Isomorphismus  ist  aber  nicht  noth wendig  holoedrisch,  wie 
oben  bei  der  Parametergruppe;  es  tritt  vielmehr  unter  gewissen  umständen 
meroedrischer  Isomorphismus  ein,  ja  es  kann  sich  die  ganze  adjungirte 
Gruppe  auf  die  identische  Transformation  reduciren  (nämlich  dann,  wenn 
die  Transformationen  von  G  vertauschbar  sind,  d.  h.  wenn  S^-^TS^^T 
oder  ST  =  T8).  Die  adjungirte  Gruppe  ist  eine  projective  Gruppe, 
d.  h.  ihre  Transformationen  sind  linear;  und  zwar  ist  sie  von  der  besondern 
Art,  welche  Herr  Lie  als  „lineare  homogene  Gruppen*'  bezeichnet:  die 
Grössen  c  sind  ganze  und  homogene  Functionen  der  Grössen  c;  es  bleibt 
daher  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten stehen,  und  die  Punkte  der  „unendlich  fernen''  (r— l)-fach  aus- 
gedehnten ebenen  Mannichfaltigkeit  werden  nur  untereinander  vertauscht. 

Der  Nutzen,  den  die  Betrachtung  der  adjungirten  Gruppe  bringt,  liegt 
darin,  dass  an  ihr  alle  Verhältnisse,  welche  die  Zusammensetzung  der 
Gruppe  G  betreffen,  auf's  Klarste  zu  sehen  sind.  Die  Transformationen  der 
eingliedrigen  Untergruppen  von  G  werden  iu  der  benutzten  Abbildung  durch       ^ 
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die  Punkte  gerader  Linien  {<fi  =  Ci,t)  dargestellt,  welche  den  Anfangspnnkt 
enthalten,  und  überhaupt  die  Transformationen  einer  v-gliedrigen  Unter- 
gruppe durch  gewisse  v-fach  ausgedehnte  ebene  Mannichfaltigkeiten,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  gehen.  Diese  Mannichfaltigkeiten  nun  werden  durch 
die  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe  genau  so  untereinander  ver- 
tauscht, wie  die  von  ihnen  dargestellten  Untergruppen  der  Gruppe  G. 
Invariante  Untergruppen  zum  Beispiel  bilden  sich  als  solche  lineare  Man- 
nichfaltigkeiten ab,  welche  von  der  adjungirten  Gruppe  in  sich  selbst  über- 
geführt werden.  Mann  erkennt  hier  noch  deutlicher  als  oben  das  Problem 
der  Zusammensetzung  als  eine  Aufgabe  der  projectiven  Geometrie.  Gleich- 
zusammengesetzte  Gruppen  haben  dieselbe  adjungirte  Gruppe. 

Eine  dritte  mit  der  Gruppe  G  isomorphe  und  gleichfalls  projectiTe 
Gruppe  entsteht I  wenn  man  die  Constanten  c^,.,Cr  nicht  als  Cartesiscfae 
Coordinaten  in  einem  Baume  von  r  Dimensionen,  sondern  als  homogene 
Coordinaten  in  einem  Baume  von  r — 1  Dimensionen  auffasst.  Jetzt  erscheint 
also  nicht  die  einzelne  endliche  Transformation  der  Gruppe  als  Baumelement, 
sondern  eine  ganze  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  einzelne  infinitesimale  Transformation.  An  dieser  Gruppe  iSsst  sich  die 
Theorie  der  Zusammensetzung  ebenso  gut  öder  vielmehr  noch  besser  sta- 
diren,  wie  an  der  adjungirten;  sie  ist  leider  nicht  mit  einem  besondern 
Namen  belegt  worden.    . 

Aus  einer  r-gliedrigen  Gruppe  kann  man,  wie  oben  hervorgehoben, 
durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  unbegrenzt  viele  neue  Gruppen  her- 
leiten, die  zu  der  ersten  fthnlichen  Gruppen.  Alle  diese  Gruppen  werden 
von  einem  gewissen  Standpunkte  aus  als  nicht  wesentlich  verschieden  be- 
trachtet; sie  gehören  demselben  „Tjpn%^  von  Gruppen  im  n-fEM^h  ausgedehn- 
ten Baume  an. 

Wieviele  und  welche  verschiedene  Typen  von  r-gliedrigen 
Gruppen  giebt  es  im  n-fach  ausgedehnten  Baume?  Kann  man 
dieselben  in  einfacher  Weise  charakterisiren? 

Diese  Frage  hat  Herr  Lie  vor  nunmehr  15  Jahren  zum  ersten  Male 
gestellt.  Wir  nehmen  keinen  Anstand,  das  hierin  liegende  Problem  als 
eines  der  Grundprobleme  nicht  allein  der  Theorie  der  Transformationsgmp- 
pen,  sondern  der  mathematischen  Wissenschaft  überhaupt  zu  bezeichnen. 
Leider  müssen  wir  es  uns  versagen ,  an  dieser  Stelle  auch  nur  eiuen  Begriff 
von  den  tiefen  Untersuchungen  zu  geben,  durch  welche  Herr  Lie  diese 
Aufgabe  ihrer  Lösung  nfther  zu  bringen  strebt;  wir  wollen  statt  dessen,  nm 
die  Bedeutung  des  Gegenstandes  sichtbar  zu  machen,  den  Entwickelungen  des 
noch  nicht  erschienenen  Abschnittes  vorgreifend ,  nur  das  merkwürdige  Ergeb- 
niss  anftiehmen ,  zu  welchem  er  im  einfachsten  Falle  n  &=  1  gelangt  ist 

In  der  einfach  ausgedehnten  Mannichfaltigkeit  giebt  es 
nur  dreiTypen  von  endlichen  continuirlichenTransformationB* 
gruppen.     Zu  diesen  Typen  gehören  die  Zahlen^=  l,  2|  3.   Sie 
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lassen   sich   durch   geeignete   Wahl   der  Verttnderlichen   über- 
führen in  die  drei  bekannten  projectiven  Gruppen: 

'         I  '  17.'     ax  +  h 

x=x  +  a,    x==ax  +  o^    x= p^« 

cic  +  a 

Für  die  niedrigsten  Fälle  n>l  liegt  die  Sache  freilich  schon  viel 
weniger  einfach:  es  lassen  sich  nicht  mehr  alle  vorhandenen  Typen  in  pro- 
jective  Gruppen  überführen,  auch  ist  die  Zahl  r  an  keine  obere  Grenze 
gebunden^  und  die  Typen  selbst  hSngen  zum  Theil  noch  von  willkürlichen 
Parametern,  ja  sogar  von  willkürlichen  Functionen  ab.  Wir  wollen  hier 
nur  noch  ein  allgemeines  Resultat  aufnehmen,  welches  in  dem  vorliegenden 
ersten  Bande  ausgesprochen  wird: 

Die  Bestimmung  aller  Typen  von  r-gliedrigen  Gruppen  im 
Baume  von  n  Dimensionen  erfordert  ausser  sogenannten  aus- 
führbaren Operationen*  höchstens  noch  die  Integration  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Die  Ausdrücke  Xf^  die  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen, 
tretjen  mit  der  Lie'schen  Theorie  nicht  zum  ersten  Male  in  der  Wissenschaft 
auf.  In  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  spielen  sie  schon 
seit  längerer  Zeit  eine  wichtige  Bolle;  allein  dort  wurden  sie  bisher  immer 
in  einem  andern  Sinne  gebraucht.  Während  in  der  Theorie  der  Transfor- 
mationsgruppen der  endliche  Ausdruck  JS^f  den  Gegenstand  der  Betrach- 
tung bildet,  kam  es  in  jenen  älteren  Untersuchungen  immer  nur  auf  die 
Gleichung  X/*s=0  an.  In  der  von  Jacobi  und  Clebsch  begründeten 
Theorie  der  vollständigen  Systeme,  welche  auch  in  dem  Lie'schen  Werke 
vorgetragen  wird,  zeigt  man  bekanntlich,  dass  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  q  voneinander  unabhängige  Gleichungen 

16)  Zi/'=0,     ...,     Xgf^O 

in  n  Veränderlichen  n  — ^  unabhängige  gemeinsame  Lösungen  haben,  die 
ist:  Es  muss  jede  durch  Anwendung  der  Elammeroperation  (X^Xjt)  aus  den 
Gleichungen  X^f^O,  ...»  Xqf=0  hergeleitete  neue  Gleichung  Xi{Xkf) 
—  Xk (Xif) »  0  eine  Folge  der  ersteren  sein,  d.  h.  es  muss  fCLr  jedes  i  und  k 
eine  Relation  der  Form  bestehen: 

17)  {XiXk)  =2^*  ^**'  ^^1  '"SSn)X,f  (i,  Ar,  5=  1 ...  q). 
Die  Analogie  der  Gleichungen  12)  mit  diesen  Gleichungen  17)  f^lt  in  die 
Augen.  Es  besteht  aber  ein  wesentlicher  unterschied:  in  den  Gleichungen 
12)  sind  die  CoefQcienten  dta  reine  Constanten,  in  den  Gleichungen  17) 
aber  die  entsprechenden  Coefficienten  q>iks  Functionen  der  Veränderlichen 
Xi^^.Xn.  Gleichwohl  ist  es  vortheilhaft,  die  linke  Seite  jeder  der  Gleich- 
ungen 16)  oder  vielmehr  den  allgemeinen  Ausdruck 

18)  Xi(p)XJ+.'-  +  Xg(x)X,f, 


, Ausfahrbar"  im  Sinne  der  Functionentheorie,  nicht  in  dem  der  ^dgebra. 
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worin  %| . •  •  %«  irgendwelche  Functionen  Ton  Xi,,,Xn  bezeichnen ,  als  infini- 
tesimale Transformationen  zu  deuten.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  nftmlich 
eine  neue  Auffassung  der  gemeinsamen  Lösungen  des  vollständigen  Systems. 
Sind  Wg+\.,,  Wh  (n—q)  unabhängige  Lösungen,  so  bestimmt  jedes 
Gleichungssystem 

eine  ^-fach  ausgedehnte,  sogenannte  charakteristische  Mannichfal- 
tigkeit  des  vollständigen  Systems.  Jene  neue  Auffassung  liegt  nan 
in  der  Bemerkung,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  18)  alle  charak- 
teristischen Mannichfaltigkeiten  in  sich  selbst  überfährt. 

Der  Inbegriff  aller  dieser  oo"— f  charakteristischen  Manmchfaltigkeiten 
bildet  eine  ;,Zerlegung^  des  Baumes  {Xi,,,Xn)'j  umgekehrt  lässt  sich  jede 
solche  Zerlegung  in  oo"— 5  Mannichfaltigkeiten  q*^  Dimension  durch  ein 
vollständiges  System  definiren. 

Solche  Zerlegungen  und  die  zugehörigen  vollständigen  Systeme  spielen 
in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  wichtige  Bolle :  gehört  ja 
doch  zu  jeder  Transformationsgruppe,  welche  nicht  transitiv  ist,  ein  voll- 
ständiges System  9  das  man  durch  Nullsetzen  ihrer  infinitesimalen  Transfor- 
mationen erhält.  Die  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems  geben,  gleich 
Constanten  gesetzt,  die  Mannichfaltigkeiten,  längs  deren  ein  Punkt  all- 
gemeiner Lage  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  hingeführt  wird 
Jede  einzelne  Lösung  wird  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  in  sich 
selbst  übergeführt;  sie  heisst  daher  eine  „Invariante''  der  Gruppe.  Es 
liegt  auf  der  Hand,  dass  man  alle  Invarianten  einer  continuirlichen  Gruppe 
durch  Elimination  der  Parameter  finden  kann,  sobald  die  Gleichungen  der 
Gruppe  in  der  Form  1)  vorliegen. 

Neben  die  Frage  nach  den  Invarianten  einer  Gruppe  stellt  sich  die 
nach  invarianten  Gleichungen  und  Gleichungssystemen. 

Unter  einem  „invarianten  Gleichungssystem ^  wird  ein  solches  System 
von  (untereinander  verträglichen)  Gleichungen  g>i(Xi.,.Xn)^^0  verstanden, 
dessen  Bestehen  für  ein  Veränderlichensystem  Xi,.*Xn  ttnd  das  Bestehen 
der  Gleichungen  <Pi{x\,. »  Xn)s=0  nach  sich  zieht ,  in  welchen  »\.,.Sm 
Veränderliche  bedeuten,  die  aus  x^.^.Xn  durch  eine  Transformation  der 
Gruppe  hervorgegangen  sind.  Die  invarianten  Gleichungssysteme  sind  augen- 
scheinlich die  analytische  Darstellungsform  fär  die  „bei  der  Gruppe  invarian- 
ten'' Punktmannichfaltigkeiten,  d.h.  Mannichfaltigkeiten,  deren  Punkte  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  nur  untereinander  vertauscht  werden  oder 
welche  ;,die  Gruppe  gestatten".  Von  ihnen  wird  gezeigt,  dass  sie  in  zwei 
Classen  zerfallen:  in  der  ersten Classe  stehen  solche  Mannichfaltigkeiten,  deren 
Punkte  allgemeiner  Lage  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  nach  soviel 
unabhängigen  Bichtungen  fortgeführt  werden,  als  unter  den  Gleichungen  XJ 
=  0,  ...,  Xrf=0  unabhängige  vorhanden  sind  —  sie  werden  dargestellt  durch 
beliebige  Belationen  zwischen  den  gemeinsamen  Lösungen  des  vollständigen 
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Systems  9  den  Invarianten  der  Grappe;  in  der  zweiten  Classe  stehen  die- 
jenigen Mannichffdtigkeiten ,  deren  Punkten  allgemeiner  Lage  eine  kleinere 
Zahl  von  unabhängigen  Fortsohreitnngsrichtnngen  zugehört  —  sie  werden 
durch  NuUsetzen  gewisser  Matrices  gefunden,  welche  man  aus  den  Coefficien- 
ten  ^ik  der  infinitesimalen  Transformationen  Xjtf  der  Gruppe  bilden  kann. 
Transitive  Gruppen  haben  keine  Invarianten;  bei  ihnen  können  natürlich  nur 
invariante  Mannichfaltigkeiten  der  zweiten  Art  auftreten. 

Aber  auch  fdr  die  Theorie  der  transitiven  Gruppen  gewinnen  die  voll- 
ständigen Systeme  eine  hohe  Bedeutung:  die  transitiven  Gruppen  zerfallen 
naturgemäss  in  zwei  Classen,  je  nachdem  eine  Zerlegung  des  Baumes  vor- 
handen ist,  deren  einzelne  Mannichfaltigkeiten  durch  die  Transformationen 
der  Gruppe  untereinander  vertauscht  werden ,  oder  nicht.  Zu  den  Gruppen 
der  ersten,  bei  Weitem  umfassenderen  Classe,  den  „imprimitiven  Grup- 
pen^, gehört  jedes  Mal  (mindestens)  ein  vollständiges  System,  welches  eine 
Zerlegung  von  der  eben  definirten  Beschaffenheit  bestimmt;  von  ihm,  wie 
von  der  Zerlegung  selbst  wird  gesagt,  es  „gestattet  die  Gruppe^.  Durch 
Bechnen  mit  den  Symbolen  der  infinitesimalen  Transformationen  ergiebt  sich 
wieder  ein  sehr  einfaches  Kennzeichen  dafür,  dass  ein  vollständiges  System 
eine  vorgelegte  Gruppe  gestattet 

Damit  die  charakteristischen  Mannichfaltigkeiten  des  vollständigen  Systems 
Xi^=0,  ...,  Äqf=0  durch  eine  infinitesimale  Transformation  7/*  unter- 
einander vertauscht  werden,  ist  noth wendig  und  hinreichend  das  Bestehen 
von  q  Belationen  der  Form: 

19)  {X,Y)  ^yj  xkj{x, ...  »„)  Xjf  (Ar  =  1 ...  q). 

unter  den  Hilfsmitteln,  durch  welche  Herr  Lie  aus  bekannten  Gruppen 
neue  herleitet,  dürfen  wir  hier  dasjenige  nicht  unbesprochen  lassen,  welches 
vielleicht  das  bedeutsamste  von  allen  ist,  die  Erweiterung. 

Betrachtet  man  unter  n  Veränderlichen  x^.^.Xn  irgend  n— g  als  un- 
abhängig, die  übrigen  als  (unbestimmt  gelassene)  Functionen  derselben,  so 
werden  diese  gewisse  Difierentialquotienten  p^^  p^^  ...  besitzen.  Unterwirft 
man  nun  das  ganze  System  einer  Transformation,  so  werden  sich  vermöge 
derselben  auch  die  entsprechenden  Differentialquotienten  p\j  p\,  ...  der 
transformirten  Functionen  ausdrücken  durch  P|,  p,»  •••  ^^^  ^^^  ursprüng- 
lichen Veränderlichen  o?!  •..flp».  Fügt  man  diese  Transformationsformeln,  in 
welchen  Pj,  p^t  •*-  ^^  unabhängige  Grössen  zu  behandeln  sind,  den  ur- 
sprünglichen Transformationsfoimeln  hinzu,  so  erhält  man  eine  neue,  „er- 
weiterte^ Transformation y    geschrieben   in  den  Veränderlichen  x^.,,x„ 

Pit  P«>  ••• 

Es  besteht  nun  der  fundamentale  Satz,  dass  die  derartig 
erweitertenTransformationen  einer  Gruppe  wieder  eine  Gruppe 
bilden,    und  zwar  eine  solche,  welche  mit  der  ursprüngLi-chen    j 
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gleich  zasammengesetzt  ist.  Von  so  entstandenen  Gruppen  wird 
gesagt,  sie  seien  durch  „Erweiterung^  aus  der  ursprünglichen  Gruppe 
hervorgegangen. 

Die  Reihe  der  erweiterten  Gruppen,  welche  zu  einer  gegebenen  Gruppe 
gehören,  ist  unbegrenzt,  wie  die  Beihe  der  höheren  DifFerentialquotienteii, 
welche  bei  ihrem  Bildungsprocess  zur  Verwendung  gelangen;  auch  kann 
man  ihre  Entstehungsart  noch  mannichfach  abftndem.  Wir  gehen  hierauf 
nicht  näher  ein,  auch  nicht  auf  die  einfache  Beziehung,  welche  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  erweiterten  Gruppen  zu  denen  der  ursprüng- 
lichen zeigen,  und  wenden  uns  sogleich  zu  dem  wichtigen  Begriffe,  dessen 
Bildung  durch  den  Begriff  der  erweiterten  Gruppe  vermittelt  wird,  zu  dem 
Begriffe  der  Differentialinvariante. 

Die  „Differentialinvarianten^  einer  Gruppe  sind  nichts  Anderes,  als  die 
Invarianten  der  intransitiven  unter  den  zugehörigen  erweiterten  Gruppen. 

Differentialausdrttcke,  deren  Form  durch  die  Transformationen  einer 
gewissen  Gruppe  nicht  zerstört  wird,  haben  sich  der  Betrachtung  schon  zu 
wiederholten  Malen  aufgedrängt.  Wir  erinnern  nur  an  den  aus  den  Unter- 
suchungen von  Herrn  Schwarz  wohlbekannten ,  schon  beiLagrange  auf- 
tretenden Differentialausdruck  dritter  Ordnung 

yy  —\y^ 

welcher  die  Invarianteneigenschaft  hat  bei  allen  Transformationen  der  drei- 
gliedrigen Gruppe 

y  =  a?,    ^=  ^  ■   J^' 
c  +  dy 

Man  hatte  aber  bisher  kein  allgemein  anwendbares  Mittel ,  um  alle  von 
einander  unabhängigen  Ausdrücke  dieser  Art  zu  bestimmen;  auch  war  es, 
wie  Herr  Lie  hervorhebt,  den  Mathematikern  entgangen,  dass  zu  einer 
jeden  endlichen  continuirlichen  Gruppe  Differentialinvarianten  in  unbegrenz- 
ter Zahl  gehören. 

Die  Lie'sche  Theorie  liefert  ein  Mittel,  alle  diese  Diffe- 
rentialinvarianten systematisch  zu  bestimmen:  sie  erscheinen 
als  die  gemeinsamen  Lösungen  gewisser  vollständigerSjsteme, 
derjenigen  vollständigen  Systeme,  welche  man  (unter  Fortlassung  der  über- 
flüssigen Gleichungen)  durch  Nullsetzen  der  infinitesimalen  Transformationen 
der  intransitiven  erweiterten  Gruppen  erhält 

Daraus  ergeben  sich  dann  aber,  nach  dem  oben  über  invariante  Gleich- 
ungen Gesagten,  ohne  Weiteres  auch  alle  Systeme  von  Differential- 
gleichungen, welche  eine  gegebene  Gruppe  gestatten  (d.  h.  welche 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  in  sich  selbst  übergeführt  werden). 

Man  sieht,  diese  Untersuchungen  lassen  die  Methoden  weit  hinter  sich 
zurück,  durch  welche  in  neuerer  Zeit  ein  hochverdienter  englischer  Mathe- 
matiker einzelne  Differentialinvarianten  einzelner  specieller  Gruppen  zu  he- 

Digitized  by  VjOOQIC 


BecensioneiL  189 

stimmen  begonnen  hat,  Methoden,  welche  weder  überall  anwendbar  sind, 
noch  aach  im  Falle  ihrer  Anwendbarkeit  eine.  Bürgschaft  für  die  Yollstän- 
digkeit  ihrer  Ergebnisse  in  sich  tragen. 

Die  Yorstehenden  Auseinandersetzungen  werden  genügen,  wenn  auch 
nicht  eine  üebersicht  über  den  reichen  Inhalt  des  Werkes,  so  doch  wenig- 
stens eine  allgemeine  Yorstellung  von  der  Art  der  in  ihm  behandelten  Auf- 
gaben und  deren  eigenthümlicher  Auffassungsweise  zu  geben.  Viele  wichtige 
Begriffe  freilich  haben  wir  unerörtert  lassen  müssen,  weil  ihre  Einführung 
zu  viele  Vorbereitungen  erfordert  h&tte,  und  der  Inhalt  mehrerer  grosser 
Capitel  wurde  nicht  einmal  erw&hnt.  Möge  das  Gesagte  dazu  dienen,  auch 
in  weiteren  Kreisen  den  Wunsch  nach  einer  näheren  Bekanntschaft  mit  dem 
so  wichtigen  Inhalt  des  Werkes  zu  erwecken.  Wir  glauben  nicht  zuviel  zu 
sagen  mit  der  Behauptung,  dass  es  wenige  Gebiete  der  mathematischen 
Wissenschaft  geben  wird,  die  nicht  durch  Aneignung  der  Grundgedanken 
der  neuen  Disciplin  eine  wesentliche  Förderung  erfifthren  könnten.  Vor 
Allem  aber  werden  den  nächstverwandten  Gebieten  der  Differentialgleich, 
ungen  und  der  Geometrie  eine  Fülle  neuer  Ansichten  und  Aufgaben  zu- 
geführt. Sind  doch,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  überaus  wichtigen 
Probleme  der  Theorie  der  Zusammensetzung  im  Grunde  Aufgaben  der  pro- 
jectiven  Geometrie;  und  dieser  merkwürdige,  von  vornherein  nicht 
einmal  zu  vermuthende  Zusammenhang  der  allgemeinen  Transformations- 
theorie mit  Problemen  von  scheinbar  so  specieller  Natur  ist  keineswegs  der 
einzige  dieser  Art  Wollte  die  projective  Geometrie  sich  der  neu  zugefUhr- 
ten  Aufgaben  bemächtigen  und  statt  der  immerwährenden  Untersuchung  com- 
plicirter  specieller  Gebilde  einmal  den  Gruppenbegriff  mit  seiner  Einfachheit 
und  seiner  weittragenden  Bedeutung  mehr  in  den  Vordergrund  stellen,  so 
würden  wir  einen  neuen  Aufschwung  dieser  allgemach  etwas  ins  Stocken  ge- 
rathenen  Forschungen  erwarten  dürfen. 

Die  Stellung  des  analytischen  Gegenbildes  der  projectiven  Geometrie, 
der  „Algebra  der  linearen  Transformationen''  oder  der  im  engeren  Sinne 
sogenannten  Invariantentheorie  zur  allgemeinen  Theorie  der  Transformations- 
gruppen läest  sich  etwa  so  kennzeichnen:  In  der  Li e 'sehen  Theorie  stehen 
nach  unseren  obigen  Ausführungen  auch  bei  speciellen  Gruppen  in  der  Haupt- 
sache nur  solche  Eigenschaften  im  Vordergrunde  des  Interesses,  deren  Dar- 
stellungsform von  der  Wahl  des  Coordinatensjstems  nicht  abhängt  und 
welche  daher  bereits  innerhalb  eines  begrenzten  Baumstückes  zum  vollen 
Ausdrucke  gelangen.  In  der  Algebra  der  linearen  Transformationen  aber 
werden  solche  Eigenschaften  algebraischer  Gebilde,  der  algebraischen  Formen 
behandelt,  welche  durch  beliebige  lineare  Transformationen,  die  Transfor- 
mationen der  „allgemeinen  projectiven  Gruppe **  nicht  zerstört  werden.  Auch 
hier  bleibt  die  Wahl  der  Goordinaten  in  gewissem  Grade  der  Willkür  über- 
lassen; sie  ist  aber  nicht  mehr  völlig  willkürlich.  Es  wird  vielmehr  von 
vornherein  eine  Schaar  von  Coordinatensjstemen  ausgezeichnet,   die^^ro-      ^ 
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jectiven^  Coordinaten,  welche  durch  die  Transformationen  der  Orappe  unter- 
einander vertauscht  werden  und  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  einfach- 
sten bei  der  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  Mannichfaltigkeiten  sich  mit 
ihrer  Hilfe  durch  möglichst  einfetche,  nftmlich  lineare  Gleichungen  darstellen 
lassen.  Da  die  Transformationen  der  Gruppe,  in  diesen  Coordinaten  ge- 
schrieben^ Ausnahmselemente  nicht  besitzen,  so  kann  sofort  der  ganze  Baum 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Damit  aber  ergiebt  sich  eine  Fülle  von  Aufgaben  algebraischer  Natur, 
die  man  in  so  einfacher  Form  nicht  h&tte  stellen  können,  wenn  man  die 
Wahl  des  Goordinatensjstems  ganz  unbestimmt  gelassen  hStte. 

Der  Inhalt  der  algebraischen  Disciplin  der  Invariantentheorie  der 
linearen  Transformationen  wird  also  keineswegs  erschöpft,  wenn  man  die 
mehr  dem  Gebiete  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen  Functio- 
nen angehörigen  Methoden  der  Theorie  der  Transformationsgmppen  aaf 
den  besondem  Fall  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  anwendet.  Die  ge- 
gewöhnliche Theorie  der  Invarianten  algebraischer  Formen  behandelt  ein 
vergleichsweise  specielles  Problem ,  aber  dafCir  auch  ein  besonders  wichtiges 
Problem,  und  dieses  durch  Methoden,  welche  seiner  Eigenart  unyergleich- 
lich  viel  besser  angepasst  sind,  als  es  überall  brauchbare  Hilfemittel  über- 
haupt sein  können.  Es  wird  eine  dankbare  Aufgabe  künftiger  Forschung 
sein,  auch  für  andere  Gruppen  von  projectiven  oder  überhaupt  algebra- 
ischen Transformationen  fthnliche  algebraische  Theorien  zu  schaffen;  es  giebt 
solche  Methoden. 

Der  vorliegende  erste  Abschnitt  der  „Theorie  der  Transformations- 
gruppen^  bildet  für  sich  ein  abgeschlossenes  Ganzes  und  konnte  von  uns 
als  solches  gewürdigt  werden.  Historisch  aber  war  der  Aufbau  einer  so 
ausgedehnten  Theorie  doch  nur  in  organischer  Verbindung  mit  der  Lösung 
zahlreicher  specieller  Aufgaben  möglich,  an  welchen  sich  die  neuen  Ideen 
entwickeln  konnten.  Dieser  Specielles  und  Allgemeines  abwechselnd  durch 
laufende  Entwickelungsprocess  muss  sich,  nach  einem  auch  das  Geistesleben 
beherrschenden  Grundgesetz  der  organischen  Wissenschaften,  in  abgekürzter 
und  den  Umständen  angepasster  Form  im  Individuum  wiederholen,  wenn 
dasselbe  th&tig  in  den  weiteren  Fortschritt  eingreifen  will.  Insofern  ist  die 
Anordnung  des  Lie 'sehen  Werkes  nicht  pftdagogisch  und  der  Verbreitung 
der  darin  niedergelegten  Methoden  nicht  günstig,  als  eine  der  geschicbt- 
lichen  Entwickelung  nicht  entsprechende  Trennung  zwischen  den  allgemei- 
nen und  den  speciellen  Theorien  vorgenommen  ist,  von  welchen  die  ersteren 
in  dem  vorliegenden  Abschnitte  behandelt  werden,  die  letzteren  aber  anf 
die  beiden  noch  zu  erwartenden  Abschnitte  verschoben  sind*  Man  muss  aber 
bedenken,  dass  eine  pädagogisch  zweckmässige  Darstellungsform  nur  selten 
auch  die  systematisch  richtige  sein  kann,  am  seltensten  bei  einer  noch  so 
neuen  Disciplin;    und   es  wäre   in   der  That  jener  Vorthe^^  zur  Zeit  wobl 
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nicht  zu  erreichen  gewesen,  ohne  dass  auf  höhere  Vorzüge,  die  das  Werk 
thatsSchlich  besitzt,  Verzicht  geleistet  worden  w&re. 

Auch  haben  die  Verfasser  Alles  gethan,  um  den  genannten  Mangel, 
wenn  es  einer  ist,  abzuschwächen.  Alles  für  das  VerstSndniss  der  leitenden 
Grundgedanken  Wesentliche  ist  durch  cursiven  Druck  hervorgehoben.  Die 
einzelnen  Sätze  sind  wieder  untereinander  nach  ihrer  Bedeutung  abgestuft. 
Ihre  Formulirung  ist  so  gehalten,  dass  man  sich  an  jeder  Stelle  mit  Leich- 
tigkeit über  den  weiteren  Verlauf  der  Entwicklung  orientiren  kann.  Wieder- 
holte Rückblicke  rufen  dem  Leser  das  Bild  des  Weges,  welchen  er  gegangen 
ist,  immer  wieder  ins  Gedächtniss  zurück.  Die  Bede  weise  ist  durchaus  un- 
gezwungen; besonders  einfach  und  natürlich  sind  auch  die  Eunstausdrücke. 
Sprachwidrige  Wortbildungen  und  unnütze  Fremdwörter,  mit  welchen  unsere 
Literatur  auf  dem  Nachbargebiete  der  Invariantentheorie  neuerdings  leider 
förmlich  überschwemmt  worden  ist,  wird  man  hier  vergeblich  suchen.*  Möchte 
Herr  Engel,  dem  gewiss  ein  grosser  Theil  dieser  Vorzüge,  wie  auch  das 
Zustandekommen  des  Werkes  selbst  zu  verdanken  ist,  das  bewiesene  redac- 
tionelle  Geschick  und  seine  Beherrschung  des  Gegenstandes  dazu  verwenden, 
uns  einmal  mit  einer  eigentlich  pädagogischen,  vielleicht  auf  die  äusserste 
Strenge  verzichtenden  Darstellung  der  Grundgedanken  der  Li  e 'sehen  Theorie 
zu  beschenken. 

Und  möchte  es  Herrn  Lie  vergönnt  sein,  bei  uns  Das  zu  finden,  um 
dessentwillen  er  seine  Heimath  verliess.  Möchte  es  ihm  gelingen ,  einen  Kreis 
von  Schülern  um  sich  zu  sammeln,  die  ihm  auf  den  neu  betretenen  aus- 
sichtsreichen Pfaden  folgeh  und  in  froher  Mitarbeit  mit  ihm  die  Wissen- 
schaft weiterbilden  zu  einer  immer  höheren  und  schöneren  Gestaltung. 

Marburg,  im  October  1888.    '  E.  Study. 


Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  von  S.  D.  Poisson.    Deutsch  heraus- 
gegeben und  mit  einem  Anhang  versehen  von  Dr.  August  Pfann- 
STiBL.     1.  Lieferung.    Verlag  von  Hermann  Meyer,  Dortmund  1888. 
Wenn  auf  die  deutsche  üebersetzung  des  Poisson 'sehen  Werkes  durch 
M.  A.  Stern  hin  noch  eine  weitere  üebersetzung  desselben  Werkes  der 
Oeffentlichkeit  übergeben  wird,  so  kann  dies  wenigstens  im  Interesse  der 
Verbreitung   des   vortrefflichen,   an   Klarheit   unübertroffenen   Originals   in 
deutscher  Sprache  nur  freudig  begrüsst  werden. 

Eine  eingehendere  Beurtheilung  der  vorliegenden  üebersetzung  muss 
auf  die  Zeit  verschoben  werden,  wann  sämmtliche  11 — 12  Lieferungen  und 
besonders  der  von  dem  üebersetzer  versprochene  Anhang  vorliegen,  welch' 
letzterer  einzelne  seit  dem  Erscheinen  des  Originals  veraltete  Methoden  und 
Beobachtungen  besprechen  soll. 


*  abgesehen  von  einer  Ausnahme  auf  S.  7.  ><^  t 
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Was  bis  jetzt  erschienen  ist,  scheint  auf  eine  im  Ganzen  ziemlich  an- 
sprechende üebersetzang  des  ganzen  Werkes  hinzudeuten ;  der  deutsche  Text 
liest  sich  im  Ganzen  fliessend  und  nicht  aUzuoft  stören  Gallioismen. 

Auf  einige  Einzelheiten  und  Aeusserlichkeiten  soll  schon  jetzt,  oaeh 
Ausgabe  der  ersten  Lieferung,  aufmerksam  gemacht  werden,  da  diese  Be- 
merkungen vielleicht  auf  die  folgenden  Liefernngen  Einfluss  haben  könnten. 

Mit  mehreren  Verdeutschungen  specifisch  mathematischer  Ansdrfleke 
können  wir  uns  durchaus  nicht  einverstanden  erklären.  Um  nur  Eines  zu 
nennen,  so  wird  d^vdappde  mit  „Abwickelungscurve*'  übersetzt.  Die  fran- 
zösischen Ausdrücke  divdoppante  und  d6vdopp4e  entsprechen  —  ganz  wie 
die  im  Deutschen  allgemein  üblichen  Fremdwörter  „Evolvente''  und  „Ero- 
lute"  —  trefflich  der  Vorstellung,  dass  ein  Faden  das  erste  Mal  auf  der 
Grundcurve,  das  andere  Mal  auf  der  Curve  ihrer  E[rümmung8mittelpuDkte 
liegt  und  abgewickelt  wird.  Aber  der  Ausdruck  „Abwickelungscurve*'  fiir 
Evolnte  liegt  unbestimmt  in  der  Mitte,  oder  vielmehr  nicht  einmal  in  der 
Mitte,  sondern  er  lässt  ohne  nähere  Andeutung  eher  auf  Evolvente  als  Evo- 
lnte schliessen  und  ist  daher  unbedingt  zu  verwerfen,  wenn  er  auch  viel- 
leicht sonst  noch  einmal  in  der  Literatur  der  Mathematik  sich  finden  sollte, 
was  uns  unbekannt  ist  In  Nr.  72  des  Originals  findet  sich  der  Satz:  «la 
constraction  de  la  tangente  en  un  pomt  qudamque  de  ceUe  caurhe  est  aussi 
irdS'Simple;  sa  divdoppie  est  une  autre  cyöUnde;  ef,  de  pluSj  par  une  sSrk 
de  ddvdoppements  successifs  une  courhe  qudconque  approche  de  pkis  en  plus 
de  se  confandre  avec  la  oy(Mde^  et  s'y  canfondraü  rigaureusement  ä  Vinfini'' 
Der  Versuch  mit  einem  Mathematiker  von  Fach,  welchem  nicht  das  fran- 
zösische Original ,  sondern  nur  von  der  in  Bede  stehenden  Uebersetzung  die 
Worte  vorgelegt  wurden:  „Femer  ist  die  Abwickelungscurve  der  Cykloide 
eine  andere  Cykloide  und  überdies  nähert  sich  jede  beliebige  Curve  durch 
eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Abwickelungen  mehr  und  mehr  der 
Cykloide**  zeigte  in  der  That,  dass  der  Ausdruck  „Abwickelungscurve" 
durchaus  nicht  unzweideutig  auf  die  Evolute  gegenüber  der  Evolvente ,  son- 
dern eher  auf  die  letztere  hindeutet.  Gerade  in  den  exacten  Wissenschaften 
sollte  doch  bei  der  NeneinfÜhrung  von  Bezeichnungen  mehr  Vorsicht  und 
Zurückhaltung  beobachtet  werden. 

Ferner  ist  zu  tadeln ,  dass  die  wenigen  Figuren  nicht  in  den  Text  auf- 
genommen, sondern  am  Schluss  in  eine  Tafel  vereinigt  sind,  welche  nicht 
einmal  derartig  geheftet  ist,  dass  beim  Herausschlagen  des  Figurenblattes 
sämmtliche  Figuren  vor  den  Leser  zu  liegen  kommen.  Glücklicherweise 
bürgert  sich  immer  mehr  die  Sitte  ein,  die  Figuren  dem  Text  einzuver- 
leiben. Wenn  dies  bei  Werken  wie  Peschka,  Darstellende  Geometrie, 
oder  Weierstrass*  Ausgabe  der  gesammelten  Werke  Steinerne  u.  a.  nicht 
geschehen  ist,  so  hat  es  seine  guten  Gründe,  aber  im  vorliegenden  Falle, 
wo  es  sich  nur  um  wenige,  nicht  sehr  umfangreiche  Zeichnungen  handelt, 
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ist  e»  em  Mangel.  So  wait  braujcht  sich  die  Treue  gegenüber  dem  Original 
kann)  zu  erstrecken. 

Diese  Dinge  sind  Nebensachen,  aber  bei  der  Beortheiluug  einer  üeber- 
setenng  treten  sie  natargemfiss  mehr  in  den  Vordergrund,  als  bei  einem 
selbständigen  Werke,  und  sind  geeignet,  dem  Werth  des  Gktnzen  erheblich 
Eintrag  zu  thun. 

Stuttgart,  Juli  1888.        Cranz. 

B.  Wbinstein,  Handbuch  der  physikaliscken  Maassbestimmungen.  2.  Bd. 
Berlin  1888.     Verlag  von  Julius  Springer.     Preis  14  Mk. 

Bei  der  Reichhaltigkeit  des  vorliegenden  Stoffes  sah  sich  der  Verfasser 
veranlasst,  das  vorliegende  Material  auf  zwei  Bände  zu  vertheilen,  so  dass 
entgegen  dem  ursprünglichen  Plane  noch  ein  weiterer,  dritter  Band  in  Aus- 
sicht steht.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  theilt  sich  in  zwei  Ab- 
schnitte, wovon  der  erste  die  Theorie  der  Einheiten  und  Dimensionen  zu- 
sammen mit  einer  Auseinandersetzung  über  die  gebräuchlichen  praktischen 
Einheiten  für  Länge  und  Masse  behandelt,  während  der  zweite  die  Längen- 
messungen, Wägungen,  Volumen-  und  Dichtigkeitsbestimmungen  umfasst.  Dem 
3.  Bande  sind  die  übrigen  physikalischen  Maassbestimmungen  vorbehalten. 

Es  ist  sehr  anzuerkennen,  dass  der  Verfasser  seinem  Werke  dadurch 
den  wissenschaftlichen  Charakter  gewahrt  hat,  dass  er  die  Entwickelungen 
bis  zum  Endresultat  streng  wissenschaftlich  durchgeführt  hat  und  erst  dann 
die  nöthigen  Einschränkungen  eintreten  Hess.  Geschieht  Derartiges  während 
der  Ableitung  der  betreffenden  Formeln,  so  ist  dem  Praktiker  durch  das 
ihm  entsprechende  Näherungsverfahren  vielleicht  momentan  ein  kleiner  Dienst 
geleistet,  doch  muss  auch  er  zugeben,  dass  dadurch  jede  üebersicht  und 
jede  kritische  Betrachtung  des  Endresultats  wegfällt.  Gerade  das  Letztere 
ist  aber  für  den  praktischen  Physiker  von  grosser  Bedeutung;  denn  er  ver- 
schafft sich  bei  der  Discussion  der  einzelnen  in  der  Schiassformel  vorkom- 
menden Grössen  ein  sicheres  ürtheil  über  den  Einfluss  von  jeder  derselben. 
Ein  solcher  Entwickelungsgang  gewährt  erst  den  richtigen  Einblick  in  die 
einzelnen  Methoden.  Zur  Erleichterung  der  theoretischen  Entwickelung  fQr 
die  praktische  Verwendung  hat  der  Verfasser  öfters  Beispiele  eingestreut 
und  noch  Bechenschemata  und  Tabellen  angegeben,  vermöge  deren  die 
numerische  Auswerthung  der  Formeln  besonders  bequem  ausgeführt  werden 
kann»  —  Gleich  dem  ersten  Bande  wird  auch  der  vorliegende  zweite  dem 
praktisch  arbeitenden  Physiker  ein  Handbuch  im  wahrsten  Sinne  des 
Wortes  sein.  B  j^^^g^^ 

Beispiele  nnd  Aufjjaben  mt  Bereohnnng  der  statisch  bestimmten  Träger 
ftr  Brücken  nnd  Dächer.  Von  Dr.  Jakob  J.  Weyrauch,  Professor 
an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.    Leipzig,  Teubner.   1888. 
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Die  Yorliegende  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  schlieest  sieb 
enge  an  die  im  Vorjahre  erschienene  Theorie  statisch  bestimmter  TrSger 
desselben  Verfassers  an.  Es  werden  in  derselben  die  Anwendung  der  dort 
entwickelten  Bechnungsverfahren  gezeigt,  eine  grosse  Anzahl  von  Zahlen- 
beispielen durchgerechnet  und  einzelne  weniger  wichtige  Theile  der  Theorie 
weiter  ausgeführt.  Sftmmtliche  Lösungen  sind  analytisch,  nicht  graphisch 
vorgenommen,  da  die  Sammlung  im  Anschluss  an  die  üebungen  zu  den 
Vorträgen  über  „Analytische  Theorie  der  Ingenieurconstructionen"  entstanden 
ist  und  der  Verfasser  überdies  den  analytischen  Methoden  den  Vorzug  vor 
den  graphischen  einräumt,  eine  Auffassung ,  welcher  auch  vom  Standpunkte 
des  Praktikers  aus  in  der  Hauptsache  beigepflichtet  werden  muss.  I 

Ausser  den  gewöhnlichen  Anordnungen  der  statisch  bestimmten  Balken-  > 
fachwerke  und  Bogenfachwerke  werden  auch  die  continuirlichen  GelenktrSger,  I 
die  continuirlichen  Bogenträger,  die  l?räger  mit  schief  verschiebbarem  Auf-  | 
lager  und  mit  imaginären  Gelenken  behandelt.  Den  Schluss  bildet  die  Be-  | 
rechnung  der  statisch  unbestimmten  Fach  werke  mehrfachen  Systems  auf  i 
Grund  der  in  prcm  meist  üblichen  Methode  der  Zerlegung  in  mehrere  statisch 
bestimmte  Einzelsysteme. 

Die  Ermittelung  der  Stabkräfte  erfolgt  theils  nach  den  genauen  For- 
meln, theils  werden  für  den  praktischen  Gebrauch  Näherungsformeln  in 
Anwendung  gebracht;  grosse  Aufmerksamkeit  ist  der  Ermittelung  der  un- 
günstigsten Laststellungen  und  der  Berechnung  mit  Lastäquivalenten  an 
Stelle  der  wirklichen  Eadlasten  zugewendet. 

Die  Sammlung  ist  sehr  reichhaltig  (130  Zahlenbeispiele),  übersichtlich 
geordnet ,  und  ist  Jedem ,  der  sich  die  Theorie  des  Verfassers  voll  zu  eigen 
machen  will,  angelegentlich  zu  empfehlen. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  kurz  auf  folgende  zwei  Punkte  eingegangen 
werden. 

In  Aufgabe  7  heisst  es  bezüglich  des  Einflusses  von  Zwischenträgern 
auf  die  Grenzwerthe  der  Momente  M  und  Verticalkräfte  V:  „Für  diejenigen 
Schnitte,  welche  mit  Knotenpunkten  zusammenfallen,  kann  bei  Berechnung 
der  M  und  V  ganz  so  verfahren  werden,  als  ob  gar  keine  Zwischenträger 
vorhanden  wären,  *  Dies  ist  nur  für  die  M  allgemein  zutreffend ;  für  die  7 
dagegen  erreichen  die  Grenzwerthe  an  den  Knotenpunkten  in  vielen  Fällen 
grössere  Werthe ,  wenn  Zwischenträger  vorhanden  sind ,  als  wenn  die  Lasten 
direct  auf  den  Hauptträger  wirken.  Die  Darstellung  der  Grenzwerthe  von  V 
zeigt  bei  Zwischenträgem  in  Wirklichkeit  eine  Treppenlinie  an  Stelle  des 
in  Fig.  27  eingezeichneten  krummlinigen  Polygons. 

Das  in  Beispiel  13  (Fig.  32)  berechnete  Fachwerk  doppelten  Systems 
wird  auch  für  den  Grenzfall,  dass  die  zwei  mittleren  Stäbe  der  oberen  Gnr- 
tung  horizontal  sind,  für  statisch  bestimmt  erklärt,  trotzdem  sich  einzelne 
Stabkräfte  hierbei  unendlich  gross  ergeben.  Dass  das  System  jedoch  that- 
sächlich   statisch   unbestimmt  ist,   folgt  direct  aus  den  Gleichungen  Xu), 
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XIII)  und  XIY),  wenn  man  die  Belastung  P  gleich  Null  setzt,  weil  dann 
die  Stabkräfie  0^,  O5  etc.  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  können.  Mit 
anderen  Worten:  Das  Fach  werk  kann  im  unbelasteten  Zustande  Spannungen 
besitzen  f  welche  sich  statisch  nicht  bestimmen  lassen.  Auch  der  zur  Be- 
gründung beigezogene  Bogen  mit  demTfeile  f=0  ist  statisch  unbestimmt, 
da  er  ebenfalls  im  unbelasteten  Zustande  Spannungen  besitzen  kann;  über- 
dies ergiebt  sich  bei  beliebiger  Yerticalbelastung  der  Horizontalschub  ebenso 
gut  gleich  +  00  wie  gleich   —  oo ,  ist  also  thatsftchlich  statisch  nicht  be- 

^^^^^^^^-  ^  FR.ENGES8BB. 


Hatnrwitsentchaffliohe  Anwendungen  der  Differentialreohnung.  Lehr- 
buch und  Aufgabensammlung,  verfasst  von  Dr.  Arweb  Führmann, 
ordenÜ.  Professor  an  der  Eönigl.  Technischen  Hochschule  zu  Dresden. 
Mit  28  Holzschnitten.  148  S.  BerUn  1888,  Ernst  &  Korn  (Wü- 
helm  Ernst). 
Als  wir  (Bd.  XXXI,  227  und  XXXIII,  22)  das  Stegemann-Eie- 
pert*sche  Lehrbuch  empfahlen,  fanden  wir  es  nothwendig,  den  unterschied 
zu  betonen,  der  zwischen  den  Bedürfnissen  des  Technikers  und  des  Studi- 
renden  der  Mathematik  als  solcher  obwaltet.  Das  Schriftchen,  welchem  wir 
heute  einige  empfehlende  Zeilen  zu  widmen  beabsichtigen,  zeigt  uns,  dass 
selbst  unter  den  Technikern  die  Bedürfnisse  gar  sehr  verschieden  sind.  Der 
Geodät,  der  Bau-  und  Maschineningenieur  brauchen  weit  mehr  höhere  Ma- 
thematik als  der  *  Architekt,  der  Chemiker,  welche  die  gleiche  technische 
Hochschule  mit  jenen  besuchen.  Noch  grösser  als  in  dem,  was  diese  ge- 
brauchen, ist  der  unterschied  in  dem,  wozu  sie  es  gebrauchen.  Dennoch 
ist  es  gewiss  richtig,  was  Herr  Fuhrmann  in  seiner  Vorrede  sagt,  dass 
die  rechte  Lust  an  einem  Lehrgegenstaude  erst  dann  eintritt,  wenn  man 
ihn  anzuwenden  beginnt.  Ebenso  wahr  ist  es  aber  auch,  dass  man  einem 
Schüler,  welcher  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differentialrechnung  von 
ihren  ersten  Anfängen  an  auf  bestimmte  Wissenszweige  ausserhalb  der  reinen 
Mathematik  zu  lösen  wünschte,  von  den  vorhandenen  Sammlungen  keine 
zu  empfehlen  im  Stande  war.  Herr  Fuhrmann  beabsichtigt  diesem  Mangel 
abzuhelfen.  Drei  Bände,  jeder  zu  zwei  Theilen,  sollen  1.  Aufgaben  aus 
den  Naturwissenschaften,  2.  solche  für  Architekten  und  Bauingenieure, 
3.  für  Fabrik-  und  Maschineningenieure  bieten  und  des  ersten  Bandes  erster 
Theil  liegt  heute  vollendet  vor.  Wir  müssten  das  ganze  drei  Druckseiten 
füllende  Inhaltsverzeichniss  abschreiben,  wenn  wir  die  Beichhaltigkeit  der 
Sammlung  unseren  Lesern  erweisen  wollten.  Wollten  wir  uns  etwa  mit 
der  Nennung  der  fünf  Capitelüberschriffcen  (L  Differenzen  und  Differentiale. 
Einfache  und  mehrfache  Differentiation.  II.  Linien  und  Flächen.  III.  Viel- 
deutige Symbole.  IV.  Maxima  und  Minima.  V.  Reihen)  begnügen,  so 
sind  das  die  gleichen  Rahmen^  welchen  man  in  allen  Aufgabensammlungen 
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begegnet.  Die  AasftLllung  ist  aber  eine  ganz  andere.  Die  Gurren  z.  B. 
sind  die  empirischen  Yersinnlicbungen  von  Natarerscheinnngen  odet  doch 
solchen  nachgebildet  So  die  Cnrve  der  FehlerWahrtcheinlichkeit,  der  Sterb- 
lichkeit, so  die  Spiralen  der  Konchylien  u.  s.  w.  Ueberall  sind  Verweisungen 
auf  Werke  beigegeben,  welche  die  betreffenden  Dinge  ansftlhrlich  behan- 
delnd dem  Verfasser  als  Quelle  dienten,  und  deren  Studium  dem  Schüler  znr 
anregenden  Selbstarbeit  empfohlen  wird.  Dieselbe  zu  bethfttigen  dienen 
dann  mannichfache  Aufgaben  ohne  beigegebene  Discussion.  Wir  sind  über- 
zeugt, dass  die  neue  Sammlung,  wenn  sie  mit  gleicher  Geschicklichkeit  fort- 
gesetzt wird,  viele  Wünsche  zu  befriedigen  sich  eignet.  Camtor. 


Hazima  und  Minima  symmetrisolier  ISmctionen  und  fietiMbtnngen  über 
die  Determination.  Von  Oberlehrer  Dr.  Theödoe  HÄblisr.  Abhand- 
lung zum  Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma 
über  das  Schuljahr  1887—1888.  63  S.  4^ 
Der  Verfasser  beweist  zunächst  den  Lehrsatz,  dass,  sofern  n  Variable 
der  Bedingung  g)(a;j,r»2,  ...^Xn)=0  genügen,  worin  q)  eine  symmetrische 
Function  ist,  welche  in  der  Umgebung  der  Stelle,  an  welcher  alle  Variable 
einander  gleich  werden,  nur  wächst  oder  nur  abnimmt,  jede  symmetrische 
Function  JP(a;j,Ä,,  ...,«n)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird,  wenn 
alle  Variabein  einander  gleich  sind.  Er  geht  dann  weiter  zu  Beispielen 
über,  bei  welchen  der  Versuch,  ohne  jenen  allgemeinen  Lehrsatz  zur  Be- 
stimmung gr5s8ter  oder  kleinster  Werthe  zu  gelangen,  mit  Schwierigkeiten 
und  mindestens  mit  sehr  umstSndlichen  Rechnungen  verbunden  ist.  Der 
sogenannte  Diorismos  der  griechischen  Geometer,  in  latinisirter  Form  Deter- 
mination genannt,  führt  naturgemSss  zu  Maxima-  und  Minima -Aufgaben. 
Müssen  doch  gewisse  Grössen  mindestens,  beziehungsweise  höchstens,  so 
und  so  gross  sein ,  damit  eine  Zeichnung  möglich  sei.  £ine  ErOrterung  der 
geometrischen  Determination  steht  somit  in  enger  Beziehung  zu  den  im 
ersten  Abschnitte  besprochenen  Gegenständen.  Der  Verfasser  hat  sich  dieser 
Erörterung  unterzogen,  und  zwar  hauptsSchlich  in' der  Richtung,  dass  er 
Bchulgerechte  Determinatiohen  untersucht,  d.  h.  solche,  die  im  Schulunter- 
richt zweckmässige  Verwerthung  finden.  Fast  drei  Viertel  des  ganzen  Pro- 
gramms sind  diesen  höchst  interessanten  Einzeluntersuchungen  gewidmet 
Wir  begnügen  uns  nur  mit  wenigen  Worten  der  Empfehlung  darauf  hinzu- 
weisen, dass  Determinationen  bei  Gleichungen  bezüglich  des  Auftretens  posi- 
tiver oder  wenigstens  reeller  Wurzeln,  Determinationen  bei  geometrischen 
Constrüctionsaufgaben  und  solche  bei  trigonometrischen  Aufgaben  zur  Rede 
kommen.  Da  bei  Gelegenheit  der  positiven  und  negativen  Strecken  auch 
einige  wenige  geschichtliche  Bemerkungen  beigefügt  sind,  so  ergSnzen  wir 
dieselben  dahin,  dass  schon  Kästner  die  Strecke  AB  voli^er  Strecke  J7^ 
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recht  gut  zu  nntorscheiden  wnsste,  mithin  hier  als  einer  der  Urheber  jener 
Lehre  betrachtet  und  genannt  werden  sollte.  Cantob 


J.  Liebl6in*8  Sammlmig  von  Aufgaben  ans  der  algebraischen  Analysis 
zum  Selbstunterricht.  II.  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  heraus- 
gegeben von  Dr.  W.  Lasea.  Prag  1889,  bei  6.  Neugebauer.  180  S. 
Die  erste  Auflage  von  Lieb  lein 's  Aufgaben  ist  1867  erschienen  und 
Bd.  XIII  der  Zeitschr.  Math.  Phys.,  Literaturzeitung  S.  3  angekOndigi  Der 
heutige  Berichterstatter  über  die  zweite  Auflage  ist  mit  der  ersten  nicht 
bekannt,  mithin  auch  nicht  in  der  Lage,  eine  Yergleichung  anzustellen, 
wieviel  etwa  geändert  worden  ist  Nach  Herrn  Laska's  Vorrede  scheinen 
die  Aenderungen  theils  in  der  Aufnahme  neuer  Beispiele  und  in  der  Hinzu- 
fügung von  Quellenangaben,  theils  in  der  Weglassung  solcher  Beispiele, 
welche  Wiederholungen  enthielten,  zu  bestehen.  Die  Auflösungen  sind  in 
den  meisten  Fällen  nur  angedeutet,  so  dass  der  Selbstthätigkeit  des  Lesers 
ein  weiter  Spielraum  bleibt ;  ob  im  Falle  des  im  Titel  vorgesehenen  Selbst* 
Unterrichts  nicht  ein  fast  zu  weiter,  muss  die  Erfahrung  des  einzelnen  Be- 
nutzers entscheiden.  Erfahrung  muss  auch  darüber  entscheiden ,  ob  —  was 
bei  einem  derartigen  Buche  nicht  ohne  Wichtigkeit  ist  —  die  Richtigkeit 
des  Druckes  nur  ausnahmsweise  im  Stiche  lässt.  Dass  uns  bei  ganz  zufäl- 
ligem Aufschlagen  sofort  zwei  Irrthümer  in  die  Augen  fielen  (Sl  22  in  Auf- 
gabe 12  lies  y^  statt  x^  und  S.  23  in  Aufgabe  15  Anl.  lies  a^  statt  o;^,  hat 
uns,  wie  wir  gestehen  müssen,  etwas  erschreckt;  aber  es  kann  ja  ein  be- 
sonders unglücklicher  Zufall  gewesen  sein,  der  uns  gerade  diese  Seiten  auf- 
schlagen Hess,  und  zu  genauen  weiteren  Yergleichungen  fehlt  es  uns  an 
Zeit.  Der  Inhalt  der  Aufgaben  ist  dem  Titel  entsprechend  der  algebraischen 
Analysis,  in  dem  Sinne,  wie  Schlömilch,  Stern  u.  A.  das  Wort  ge- 
brauchen ,  entnommen.  Einiges  aus  der  Lehre  von  den  Gleichungen ,  Einiges 
über  Producte,  über  Kettenbrüche  (auch  über  aufsteigende  Eettenbrüche) 
ist  aufgenommen;  das  Hauptgewicht  fällt  aber  auf  die  Lehre  von  den  un- 
endlichen Beihen  und  den  Bedingungen  ihrer  Convergenz,  sei  es,  dass  schon 
gegebene  Beihen  auf  ihren  Giltigkeitsbereich  untersucht  werden,  sei  es,  dass 
deren  Entwickelung  selbst  einen  Theil  der  Aufgabe  bildet.  Die  Reichhal- 
tigkeit ist  eine  so  grosse ,  dass  insbesondere  Lehrer,  welche  nach  geeigneten 
Beispielen  sich  umsQhauen,  gewiss  für  alle  Fälle  passende  Auswahl  treffen 
können.  ^^^^^^ 

Ueber  die  gegenseitige  mechanische  Terwandlnng  gleicher  Dreiecke  und 
Parallelogramme  mittels  unmittelbarer  Constructionen.  Von  Dr.  Paul 
SoHÖNBMAMN.     Aus  dem  Jahresbericht  über  das  Archigjmnasium  zu 


Soest  von  Ostern  1888.    27  S. 
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Der  Verfasser  bezeichnet  mit  dem  Aasdmck  „mechanische  Yerwund- 
lang**  das  Verfahren,  inhaltsgleiche  Figaren  in  congmente  Stücke  za  zer- 
schneiden ,  die  je  nach  ihrer  Anordnung  bald  zu  dieser,  bald  zu  jener  neuen 
Gestalt  sich  zusammensetzen.  Dem  Oedanken  nach  ist  das  Gleiche  schon 
in  jenem  alten  Einderspielzeug  verwirklicht,  dem  die  Römer  den  Namen 
Loculus  Archimedius  beilegten.  Zu  theoretisch -geometrischen  Zwecken 
glanbte  Herr  Schönemann  die  mechanische  Verwandlung  zuerst  Yerwer- 
thet  zu  haben ,  bis  er  nachträglich  erfahren  musste,  dass  er  bereits  Vorg&nger 
besass^  welche  er  in  der  Einleitung  nennt.  Nach  dem  August'schen  Lehr- 
buche von  1852  hätten  auch  Henrici&Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementar- 
geometrie  L  Theil  (Leipzig  1881)  angeführt  werden  können,  welches  Referent 
gerade  unter  Betonung  dieser  Untersuchungen  im  XXVII.  Bande  dieser  Zeit- 
schrift, hist.-lit.  Abth.  S.  139 — 140  besprochen  hat.  Die  Selbstfindigkeit 
der  ganz  scharfsinnigen  Verwandlungen  in  der  Soester  Programmabhandlnng 
bleibt  dabei  natürlich  durchaus  bestehen.  Cantob 


Die  Form,  Annehnng  nnd  materielle  Beschaffenheit  der  Erde  (Fortsetz- 
ung und  Schluss).     Von  Theodor  Sohmid.     Jahresbericht  der  k.  k. 
Staatsoberrealschule  zu  Linz  für  das  37.  Studienjahr  1887/88.     Linz 
1888,  Verlag  der  k.  k.  Staatsoberrealschule.    42  S. 
Der  Anfang  dieser  Abhandlung ,  als  Programm  für  1886/87  gedruckt,  ist 
im  XXXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift;  hist-lit.  Abth.  S.  27  angezeigt    Dort  ist 
hervorgehoben,  dass  von  den  vier  Entwickelungsstufen ,  welche  Herr  Schmid 
in   der  Lehre   von  der  Gestalt  der  Erde  als  geschichtlich  vorhanden  be- 
zeichnet, nur  die  erste  betrachtet  wurde.     In  dem  Programm  fClr  1887/88 
folgt  nun   die  Darstellung  der  drei  späteren  Stufen,  und  zwar  der  IL  auf 
S.  5  — 23,  der  IIL  auf  S.  23  —  29,  der  IV.  auf  S.  30—42.     Die  Behand- 
lung ist  wiederum  ganz  und  gar  modern,  und  nur  wenige  Anmerkungen 
lassen  erkennen,   welche  von  den  Ergebnissen  bereits  Clairaut  oder  La- 
place  oder  S tokos  u.  s.  w.  gefunden  haben.     Warum  überhaupt  Stokes 
als  Vertreter  der  IV.  Stufe  gewählt  wurde  und  nicht  Gauss  oder  der  Er- 
finder des  Namens  Geold,  Listing,  dürfte   nicht  leicht  einem  Leser  voll- 
ständig klar  werden.     Den  heutigen  Stand  der  betreffenden  erdphjsikalischen 
Fragen  lernt  man  übrigens  aus  den  beiden  Programmen  ziemlich  gut  kennen. 

Camtob. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  atufenmäfsiger  Anordnung 
nebst  einer  sich  exLg  an  dasselbe  anschlierBenden  Samnilung  von 

Übungsaufgaben.     Von  Dr,  F,  CüshaiiT,   Oberietrer   um   Gymaasimu 
m  Beigard,    gr,  H.    grb, 

Dies   neue   Lehrbuch   dor  ebenen  Trigonometrie     vfin   uhIpTu-im    y-hip  Probe 

ab  wijtieTiHcb(4.ftiicbe  Beilage  des  Bclgarder  Gymia^  ^r* 

ecbienen  i^^t^  »teilt  eicb  eineraeits  die  Aufgabe^  die  ei^.  ten, 

welcbe  der  trigonometriacbe  Lehratoff  AntHngem  ertahruwgamaUig  hvr  roh 

aTitTPmn?5ene  Anordnung  dea  Stolfea   scu   beMeiti;?en  und  andorBeitB,  du  ixti* 

'  inea   Übun^materiale,   da«   für  alle    i  ^cke   völlig  auoreiclit, 

Uting  ^iBer  besondeni  Äafgabcn«rtnirr.  »cb  v.u  rnficlif^n 

Zur  Erreichunj?  de»   ersten  Zv  t,  ibjr  LehrätofT' in  dr<i       ^       bo- 

bandeU,  welche  ale  Jahrespensen  der  .unda  bis  Ob'^rprijna  d^i  leo, 

!   UnterBekanda  bin  ünterpriTna  dei  Itf^algjmnaaien  gedacht  ainil.    in  der 

ife  wird  unmittelbar  an  die  Definition  der  trigonometriRchen  Funktionen 

r       >uli'^h:mig  der  reelitwinkligm  und  der  »t-biefwinkligen  Dreiecke  angeacbloäsen, 

•■>  ri'Vi  letalere  von  den  goiuomiilriscben  Formeln  unabbUngjg  gemacht  ist,     Dua  go« 

^       '     AdditioiiBtheorem  mit  BH'        ''  '  ^  lüberhaur'  '  r  eraten 

■f    und   findet  in   der  >-  i   gunz  nn  ^'u    An* 

-WM  .u^  HM  ÖU1  Ent\sickbing  der  t-"  i^xi  r..'tiu$e haften  'in  .irMvtko,  «o 

rl  I  1'   es  AnflLogcm   nicht  mehr  u .  ^,   mit  der  Dreieckabereehnung  nur 

-      iusainmenbli.agendea  Gebiet   i:*n.,*. -llL..     Außerdem    p'>»v..i*    H"-^    srwritü   Stufe 

^YstematiB<  b*'  Behandlung  von  Hüben-  und  Entier  i,  «uwie  eine 

^  ^^.xiujnen  hängen  dt?    Darstell  uog   der   trigonometrisrh^  n  l^s   Kreis* 

TiareckB.    Die  dritte  Stute  is^t  der  Hehandlung  scliv.  ■  ijdn,  f£lr 

welche  Bürk'fa'h'L-^  an-iL'-t^wlilike  MuBberbeispiele  gei-^' 

Di'  de^  Buche»  entbtllt  eirii  Unter-. 

rithts  nu  uimlung   von  ca,  3000  li  f-ohr^r 

1    iwt,   **oiche  aus  andern  Bammlungen  x.n  itet 

,  llaragrajih  für  Paragraph  und  schreitet  im  ..^n- 

Di^ijg    fort,     in   grööeren  Aufgabengebieten   Bind  die   Auigd.beii   in  Gruppen  äu- 

BÄmniengefalH,  für  welche   die  wesentlichen  Merkmale  hervorgehobrn  sind;  ancb 

"  ind   bei   schwierigeren  Aufgaben  Anleitungen  -mt  Behandlung  gflgebem     Bei  der 

Auswahl   der  stur  numerischen  Aufrechnung  bestimmtem  Aufgatjen  ist  ein  Uauptr 

"Wert  auf  Einf;.     '  ler  Resultate  gelegt,    so   daÜ  der  Schüler  nach  eiJier  or- 

müdendeii  log  .len  Hecknuag  aus  dem  Zahlwerte  des  Hesultat«  die  Hichtig- 

]      ■    '      clben  t^rniii  13WD  kann,     Ang*'^  '      "     Tabellen  enthalten  passende  Zahlen- 

I  ffir    rechtviinklige^    gleiche  ,    Bchiefwinklige   Dreiecke  nnd   fiir 

Kri-jj-vM  tecke.     Auch   hier    dnd    die   /.iiun^inj^iBpiele   miigHcböt   eiuftLcb    gewählt* 

Die   48  Beiapiek  fiir   achiefwinklige  Dreiecke  bescbrtlnken  sich  z.  B.    prin?.ipieU 

auf  solche^   deren  Seiten  Zahlen  mit  höchatens  2  Zithern  sind  und  deren  Inhalt 

rational  iit. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Ueber  Oleichungen  vierten  Orades  im  zelmten  Buch 
der  Elemente  Buolid's. 

Von 

Cand.  mag.  S.  A.  Christensen 

in  Kopenhagen. 


Cap.  L    Karze  Uebersicht  des  zehnten  Baches  der  Elemente  Enclid's 
in  algebraische  Sprache  ftbergeftlhrt 

1.  Wie  bekannt,  bebandelt  das  zehnte  Buch  der  Elemente  die  irratio- 
nalen Grössen,  aber  Euclid  nennt  in  diesem  Buche  Grössen  nie  anders 
als  geometrisch,  also  durch  Linien  und  Areale  dargestellt,  und  wir  werden 
daher,  um  seine  Sätae  und  Beweise  direct  auf  die  Zahlenlehr»  ttberftthren 
zu  können,  alle  Linien  durch  eine  Linieneinheit,  m  —  die  rationale  Linie  1 
—  ausdrücken,  so  dass  alle  Areale  durch  die  Flächeneinheit  ni?  ausgedrückt 
werden.  Alle  seine  Grössen  kann  man  dann  darauf  zurückführen,  die  hin- 
zukommenden Factoren  werden  dann  —  rationale  oder  irrationale  —  Zahlen, 
welche  wir  durch  kleine  griechische  Buchstaben  ausdrücken  werden.  Die 
vorkommenden  Ausdrücke  haben  dann  für  uns  denselben  Werth,  ob  sie 
sich  mit  dem  Factor  m  oder  mit  tw*  vorfinden ,  während  bei  Euclid  theoretisch 
ein  Unterschied  ist;  daher  werden  wir,  um  seiner  Darstellung  möglichst 
nahe  zu  kommen,  diesen  Unterschied  beibehalten,  indem  wir  von  Grössen 
zweiten  Grades  (weil  m  in  der  zweiten  Potenz  sich  findet),  welche  dann 
dasselbe  wie  Euclid's  Areale  bedeuten,  reden.  Um  die  Zahlenlehre  zu  erhalten, 
brauchen  wir  nur  die  Einheiten  m  und  w*  auszulassen ,  aber  indem  wir  sie 
in  den  Berechnungen  mitnehmen,  erreichen  wir,  dass  man  aus  unsern  Formeln 
die  Ausdrücke  des  Euclid  in  seiner  Form  direct  ersehen  kann.  Wenn  wir 
deshalb  überall  den  Ausdruck  „Grösse"  beibehalten  und  nicht  durch  „Zahl** 
ersetzen,  ist  dies  der  Grund.  Wo  wir  also  von  „ Zahlen **  sprechen,  sind 
dadurch  ganze  oder  Bruchzahlen  zu  verstehen. 

2.  Das  X.  Buch  giebt  eine  vollständige  Behandlung  der  irrationalen 
Grössen,  welche  durch  Quadratwurzeln  oder  durch  die  vierte  Wurzel  ausgedrückt 
werden   können,   indem  nämlich   die  einfachen  Quadratwurzeln    ihm    niaht        ^ 

HUt.  lit.  Abthlg.  d.  ZelUoh,.  f.  Math. «.  Phy..  XXXIV,  8.  ftf '^'^^^  ^^  V^OOglC 
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irrational  erscheinen.     Man   hat  daher  die  von  ihm   behandelten   Grössen 
Irrationalitäten  erster  Art  genannt. 

Dieses  Buch  ist  dasjenige,  von  welchem  man  am  zuversichtlichsten 
behaupten  kann,  dass  es  ihm  selbst  gehört.*  Der  Inhalt  war  neu  und  zu 
seiner  Zeit  noch  wenig  entwickelt 

Die  Bezeichnungen  selbst  sind  schwerfällig,  und  nur,  was  von  der  Be- 
handlung der  Gleichungen  zweiten  Orades,  wovon  man  genaue  Kenntniss  hat 
haben  müssen,  herstammt,  war  bekannt.  Namentlich  stellt  die  Sache  uns 
sich  so,  dass  auch  numerische  Gleichangen  bekannt  gewesen  sein  müssen, 
sonst  würde  man  schwerlich  zar  Discussion  von  deren  Wurzeln  kommen, 
dem  nächsten  Weg,  auf  welchem  man  zu  Ausdrücken  der  Form  a  +  }/h 
gelangt,  welche  auch  im  X.  Buch  stets  als  Wurzeln  von  Gleichungen 
zweiten  Grades  zurückkehren.  Hätte  man  nicht  die  numerischen  Lösungen 
anzugeben  gehabt,  würde  in  der  geometrischen  Lösung  die  eine  Linie  eine 
ebenso  gute  Lösung  als  die  andere  geben,  wenn  sich  das  Ganze  auf  eine 
Darstellung  durch  Linien  beschränkt  hätte ,  und  die  Untersuchungen,  welche 
sich  im  X.  Buch  finden,  würden  dann  keinen  Anlass  haben.  Ich  kann 
deshalb  mit  Herrn  Professor  Zeuthen  einig  sein,  welcher  in  seinem 
Buche  „Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alterthum**  bestimmt  darauf 
hält,  dass  die  geometrische  Darstellung  von  Gleichungen  zweiten  Grades, 
verbunden  mit  dem  algebraischen  zweiten  Buch,  die  Begeln  für  die  nume- 
rische Lösung  giebt.  Das  Fehlen  einer  Zeichensprache  machte  die  geome> 
trische  Darstellung  noth wendig,  wenn  es  allgemeine  theoretische  Resultate 
galt,**  und  so  ist  auch  die  geometrische  Darstellung  im  X.  Buche  auf- 
zufassen. 

3.  In  den  vier  das  Buch  einleitenden  Definitionen***  sind  die  Grössen 
getheilt  in 

1.  Grössen,  commensurabel  mit  der  Einheit.     Deren  Form  ist  mcr. 

2.  Grössen,    incommensurabel   mit   der   Einheit,    wovon    wieder    zwei 
Formen  vorkommen  können: 

a)  Grössen,    deren   Quadrat   mit   dem   der   Einheit    commensurabel. 
Deren  Form  ist  mj/a. 

b)  Grössen,  deren  Quadrat  nicht  mit  dem  der  Einheit  commensui^bel. 
Grössen  des  ersten  Classe   (1)   werden    rational  commensurabel 

in  der  ersten  Potenz,  die  der  zweiten  Classe  (2a)  rational,  nur  in 
der  zweiten  Potenz  commensurabel,  und  die  der  letzten  Classe  {2b) 
irrational  genannt. 


*  Tannery,  Bevue  philosophiqne  XI,  1881,  in  der  Abhandlung  LMducation 
platonicienne,  und  derselbe  Verfasser,  M^moires  de  la  soci^t^  des  sdences  phja.  et 
natar.  de  Bordeaux,  2.  Ser.  T.  IV,  1882. 

*•  Vergl.  Nesselmann,  Die  Algebra  der  Griechen. 
•*♦  Heiberg*8  Ausgabe  III,  S.  2.  r^  i 
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Natflrlich  können  zwei  rationale,  nur  in  der  zweiten  Potenz  commen- 
snrable  Grössen  oder  zwei  irrationale  sehr  wohl  nnter  sich  sowohl  in  der 
ersten  als  auch  in  der  zweiten  Potenz  commensorabel  sein. 

Dieser  unterschied  von  unserem  Begriffe  der  Rationalitftt  hängt  von  der 
geometrischen  Darstellung  ab,  indem  das  Quadrat  einer  durch  eine  einfache 
Quadratwurzel  dargestellten  Grösse  rational  ist,  weshalb  es  dann  nahe  liegt, 
die  Grösse  selbst  rational  zu  nennen;  aber  zum  unterschiede  von  der  all- 
gemeinen rationalen  Grösse  wird  dann  „nur  in  der  zweiten  Potenz  oom- 
mensurabel^*  hinzugefügt. 

4.  Der  erste  Abschnitt  des  Buches  lehrt  uns  zu  untersuchen ,  wie  weit 
eine  Grösse  rational  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  com- 
mensurabel  oder  nicht  rational  ist     Diese  Sätze  gehen  bis  zam  Satz  21. 

Der  zweite  Abschnitt  (Satz  21  —  36)  behandelt  die  einfiachste  Classe 
der  irrationalen  Grössen,  nämlich  die  Mediale,  welche  durch  eine  einzelne 
vierte  Wurzel  ausgedrückt  ist.  Sie  wird  durch  rationale,  nur  in  der  zweiten 
Potenz  commensurable  Grössen  gebildet,  indem  man  die  Grösse  sucht, 
deren  Quadrat  dem  Prodncte  zweier  solchen  gleich  ist:    r^sm^tt.m^^. 

Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  geben  die  Behandlung  der  zusammen- 
gesetzten irrationalen  Grössen,  indem  der  dritte  die  durch  Addition,  und  der 
vierte  die  durch  Subtraetion  gebildeten  behandelt.  Die  Sätze  gehen  von 
36—72  und  von  73-111.  Wir  wollen  sie  zusammen  beiraditen,  da  der 
unterschied  im  Ganzen  nur  der  ist,  dass  man,  wenn  an  der  önen  Stelle 
addiren  zu  lesen  ist,  in  dem  andern  Abeehnitt  subtrahiren  lesen  muss. 

Der  Best  des  Buches  sind  einzelne  Sätze. 

5.  Abschnitt  1.  Den  Anfang  macht  der  bekannte  Satz,  worauf  das 
Alterthum  die  Exhaustionsmethode  gebaut  hat,  wonach  er  in  allgemeinerer 
Form  die  Sätze  aus  dem  VII.  Buch  über  das  grösste  gemeinsame  Maass 
zweier  Grössen  wiederholt.  Nachdem  er  gelehrt  hat,  wie  dies  gefanden 
wird,  kommen  die  wichtigen  Sätze:  5,  welcher  aussagt,  dass  commensu- 
rable Grössen  sich  wie  Zahlen  verhalten,  und  die  umgekehrten  und  entgegen- 
gesetzten in  6,  7,  8,  nebst  9  mit  dem  interessanten  Corollarium*  über 
noth wendige  und  genügende  Bedingungen  für  die  Commensurabilität ,  und 
femer  11  —  der  Satz  desTheätet— ,  dass,  falls  die  beiden  ersten  Glieder 
einer  Proportion  commensurabel  sind,  die  beiden  letzten  es  auch  sein 
werden. 


^  Satz  9  spricht  von  den  Quadraten  von  Grösseo,  welche  sich  entweder  als 

quadratische  Zahlen  —  wenn  die  Grössen  in  der  ersten  Potenz     commensurabel 

sind  —  oder  nicht  als  qnadratisdie  Zahlen  verhalten  —  wenn  die  Grössen  nicht 

in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sind  —  und  umgekehrt    Das  CoroUar  giebt 

dann  an,  dass  Grössen,  in  der  ersten  Potenz  commensurabel,  immer  in  der  zweiten 

Potenz  commensurabel   sind,    dass   aber  in  der   zweiten  Potenz  commensurable 

Grössen  nicht  nothwendig  in  der  ersten  Potenz  commensorabel  sind,      r^^^^l^ 
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Diese  Sätze  geben  uns  durch  die  Anwendung  von  Proportionen  die 
Verbindung  zwischen  den  Linien,  woran  Euclid  sich  in  diesem  Bache  hüt, 
und  den  Zahlen,  dem  eigentlichen  Gegenstande  der  Behandlang,  so  dass 
wir  hieraas  iod  Allgemeinen  sehen  können,  ob  die  Grösse  eine  in  der 
ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  vcommensurable  rationale  ist 

Einfache  Sätze  hierüber  finden  wir  in  12 — 16. 

Satz  14  ist  von  grösserem  Interesse ,  indem  er  Grössen  anfstellt,  welche 
gewissen  Bedingungen  von  wesentlicher  Bedentung  für  das  im  Nachfolgenden 
Behandelte  genügen. 

£r  sagt  nämlich:  ^^Wenn  vier  Grössen  proportional  sind,  und  die  erste 
ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  andere 
potenzirt ,  wird  die  dritte  ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  commensurabeln  Grösse 
mehr  als  die  yierte  poteneiren,  und  wenn  die  erste  ein  Quadrat  auf  einer 
nicht  mit  ihr  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  andere  potenzirt,  wird 
die  dritte  wieder  ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  inc<immensurabeln  Grösse 
mehr  als  die  vierte  poteniiren.*' 

Das  Quadrat  einer  Grösse  ist  dasjenige,  welches  sie  potenzirt.  Wenn 
hier  von  dem  Quadrat  gesprochen  wird,  welches  eine  Grösse  a  mehr  als 
eine  andere  Grösse  h  potenzirt,  bedeutet  es,  dass  die  Differenz  zwischen 
den  Quadraten  der  Grössen  a* — V  einem  Quadrate  e'  gleich  gesetzt  wird. 

Wenn  hier  gegeben  ist  a:h=iC:d  und  a* ?—  6* ««*  und  c*  —  {p s=  /^, 
wird  a.e^eif  nach  den  Sätzen  VI,  22,  V,  17,  V,  7  corr.  und  V,  22;  dann 
wird,  wenn  a  mit  e  commensurabel  oder  incommenaurabel  ist,  nach  dem  Satze 
des  Theätet  auch  c  commensurabel  oder  incommenaurabel  mit  f  sein. 

6.   In  den  Sätzen  17  und  18  erhalten  wir  eine  Diseussion  der  Gleichung 

V 
zweiten  Grades  ao;  —  a?*  =  -j ,    indem    dort  die  Frage  über  rationale  oder 

irrationale  Wurzeln  untersucht  wird,  welches  deutlich  die  Richtigkeit  der 
früher  erwähnten  Anschauung  zeigt,  dass  Euclid  mit  der  Lösung  von 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  Zahlen  vertraut  war,  und  dass  Dasjenige, 
welches  Euclid  hierüber  in  den  geometrischen  Büchern  gegeben  hat,  eine 
theoretische  Darstellung  ist 

Satz  17  sagt: 

„Sind  zwei  ungleiche  Grössen  gegeben,  und  wird  das  Viertel  des  Qaa- 
dmts  auf  der  kleineren  an  der  grösseren  angelegt,  so  dass  der  Best  ein 
Quadrat  wird,  und  wird  dieses  dadurch  in  zwei  commensurable  Theile  ge- 
theilt,  wird  die  grössere  von  den  gegebenen  Grössen  ein  Quadrat  einer  mit 
ihr  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  kleinere 
potenziren.  Umgekehrt  werden,  wenn  der  grössere  ein  Quadrat  auf  einer 
mit  ihr  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grösse  mehr  als  der  kleinere 
potenzirt,  die  Theile  commensurabel  sein.**  ^ 

Die  gegebenen  Grössen  sind  a  und  h  (a^&).     Soll  dann  -j-  an  a  an- 

*  V 

gelegt  werden,    so  dass  der  Rest  ein  Quadrat  wird,   \^ia  —  x\x=^-T\ 

3igitizedbyV!;:iOOgle       * 
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wenn  ferner  =-s»  dann   wird =  — >  nnd  umgekehrt,  wenn 

X         ß  a  V  e  > 


wird 


a  V  X  ß 

Nach  II,  5  wird    (a  —  a?)  a;  +  f  ^  —  « j  5=  (-^ ) 

oder 

l*  +  {a^2xy  =  a^,  also    (a-2a;)*  =  a«- 6^ 

-^      .  .  a—  «       a       ,  a  a  +  ß 

Nun  ist  = -^  1   ftlso    s- = 3-1 

a?  ß  a  —  2x      a  —  ß 


(t  +  ß  V 


umgekehrt,  wenn =  ~,   wird  man  haben 


V 


v'  a  —  zx       (i 

a           V          ,   a         2v                    a  —  x       v  +  fi 
TT-  = und  —  5= ,  woraus  = • 

ZX  V  —  fi  X  V  —  fA  X  V —  jLt 

Dieses  ist  die  Behandlung  Euclid's,  nur  führt  er  keine  Zahlengrössen 
an,  aber  aus  seiner  ganzen  Renntniss  der  Proportionen  weiss  man,  dass 
der  Grund  nicht  ist,  weil  er  nicht  damit  manövriren  könne,  sondern  weil 
es  ni^ht  noth wendig  ist;  denn  in  den  vorhergehenden  Sätzen  hat  er  die 
Verbindung  zwischen  der  Lehre  von  Proportionen  und  der  über  Commen- 
surabilit&t  gezeigt. 

Satz  18  hat  denselben  Inhalt  wie  Satz  17,  nur  ist  hier  überall  com- 
mensurabel  durch  incommensurabel  ersetzt 

7.  Zum  Schlüsse  werden  in  diesem  Abschnitte  noch  rationale  Grössen 
zweiten  Grades  eingeführt  Satz  19:  „Das  Product  zweier  rationalen  in 
der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grössen  ist  rational.^  Wenn  a  und  h 
rational  in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sind,  wird  a.&  auch  rational 

sein,  denn  — r-=— *   aber  bei  diesen  Grössen   zweiten  Grades  kann  nach 

der  geometrischen  Bedeutung  keine  Bede  von  rational  in  der  zweiten  Potenz 
commensurabel  sein. 

Satz  20:  „Wenn  eine  rationale  Grösse  zweiten  Grades  in  zwei  Factoren 
getheilt  wird,  von  denen  der  eine  rational  ist,  wird  der  andere  auch  rational 
und  mit  diesem  in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sein.''     Setzt  man  A 

=  a.  ft,  wird,  wenn  a  rational  ist,  — ^  =  —  »  aber  -«  =  ^ >  also  —  =  -^* 
________  a^      a  a^      ß  aß 

♦  Wir  sehen  hier  zugleich,  dass  Euclid  beide  Wurzeln  betrachtet,  doch 
nicht  in  dem  Sinne  wie  wir,  da  er  die  Gleichung  als  zwei  Gleichungen  mit 
zwei  Unbekannten,  aj  +  y  =  a  und  xy^-r-  betrachtet,  wo  also  jede  der  Unbe- 
kannten ihren  Werth  hat.  ^  j 
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8.  Diese  Sätze  führen  unmittelbar  znm 

zweiten  Abschnitt  über,  wo  er  die  einfachste  irrationale  Grösse  — 
die  Mediale  —  durch  das  Product  von  zwei  rationalen  in  der  zweiten  Potenz 
commensnrabeln  Grössen  gebildet,  einführt  im  Satze  21  ^  welcher  aussagt: 
,,  Das  Product  zweier  rationalen ,  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensnrabeln 
Grössen  ist  irrational,  und  die  Grösse,  dessen  Quadrat  dem  Producte  gleich 
ist,  ist  irrational  und  wird  eine  Mediale  genannt/' 

Die  Form  einer  Mediale  erhält  man  so:  Zwei  rationale  nur  in  der 
zweiten  Potenz  commensurable  Grössen  haben  die  Form  mut  j/ß  und  my  }/^] 

ihr  Product  ist  dann  in^ay]/^^  so  wird  die  Mediale  mVayj/ß^  oder 
einfacher  mf/a.  Das  Product  selbst,  m^ayj/ß^,  ist  irrational  und  wird 
ein  Medialproduct  genannt. 

Satz  22  enthält  die  Theilung  eines  Medialproducts  ebenso  wie  Satz  20 
die  eines  rationalen  Products. 

In  derselben  Bedeutung,  in  welcher  wir  davon  reden  konnten,  dass  ratio- 
nale Grössen  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel  waren, 
kann  man  die  Medialen  ähnlich  eintheilen.  Zwei  in  der  ersten  Potenz  com- 
mensurable Medialen  haben  die  Form  ma^ß  und  my^ß^  während  zwei 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  Medialen  die  Form  m  a  yß  (oder 
fw/a^^  und  mj/yyß  haben. 

Während  das  Product  zweier  rationalen  in  der  ersten  Potenz  oon^en- 
surabeln  Grössen  rational  ist  und  das  zweier  rationalen  nur  in  der  zweiten 
Potenz  commensnrabeln  medial  ist,  wird  das  Product  YOn  zwei  in  der  ersten 
Potenz  commensnrabeln  Medialen  irrational  (P=  m  a  yß .  m  y  j/ß  =itn^ay  j/ß) 
und  von  zwei  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensnrabeln  Medialen  entweder 
medial  oder  rational  (P  =  w  j/a  f/ß  .  m  "/y  yß  =  m*  ^a  j5y ,  welches  rational 
wird,  wenn  a.ß.y  eine  Quadratzahl  ist).  In  Satz  27  und  28  finden  wir 
die  Form  für  solche  Medialen. 

9.  Wir  sind  nun  bis  znm  Satz  26  angelangt,  welcher  zeigt,  dasa  die 
Differenz  zwischen  zwei  medialen  Producte  nicht  rational  sein  kann. 

Die  beiden  medialen  Producte  können  als  cp  und  cq  geschrieben  werden, 
wenn  c  und  p  nebst  c  und  q  nur  rational  in  der  zweiten  Potenz  commen- 
surabel sind.  Die  Differenz  ist  dann  c  (p  —  ^) ;  wenn  diese  rational  sein 
soll ,  muss  P'-'Q  rational  in  der  ersten  Potenz  mit  e  commensurabel  sein, 
während  p  und  q  selbst  nur  in  der  zweiten  Potenz  mit  c  commensurabel  sind. 

Die  Aufgabe  hier  ist  zu  beweisen,  dass  die  Differenz  zwischen  zwd 
Quadratwurzeln  in  unserem  Sinne  irrational  ist.  Setzen  wir  p^=  e  }/a  und 
qz=:cyß,  80  soll  gezeigt  werden,  dass  cYa^cy'ß  nicht  Cy  gleich  sein 
kann.  Ohne  yom  Geiste  des  Beweises  Eudid's  abzuweichen,  kann  man  es 
in  der  folgenden  Form  aufstellen« 

Wenn  j/ct—j/ß^y,  hat  man 

yZ^y  +  j/ß,    «  =  y«  +  ^  +  2y/^, 
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wo  y*+ß  rational  und  2y}/ß  irrational  ist.    Also    ^"  ^  =  - ~~-  /       > 

y^+ß  f  +  ß 

aber  das  letzte  Verbältniss  kann  nicht  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden^ 
deshalb  kann  das  erste  es  auch  nicht,  welches  gegen  das  Gegebene  streitet, 
also  kann  man  nicht  f/a  —  j/ß  =  y  haben. 

10.  Nachdem  er,  wie  gesagt,  in  Satz  27  und  28  die  Form  für  zwei 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  Medialen  gefunden  hat,  wird 
die  Frage,  im  Folgenden  die  Formen  für  Quadratzahlen  zu  finden,  deren 
Summe  quadratisch  oder  nicht  quadratisch  ist,  welches  in  den  Lemmen 
1 . 2  nach  dem  Satze  28  geschieht.     Er  benutzt  den  Satz  6  des  II.  Buches, 

welcher  aussagt  ah  +  l — g — )^( — ö~~)  '    ®^  ^^^*  ^^^^  ^  ^^^  ^  ^^  ^^ 

wählen,  dass  ah  eine  Quadratzahl  und   -~—  eine  ganze  Zahl  ist. 

Er  erhält  dann  die  Bedingung,  dass  a  und  h  ähnliche  Flächenzahlen 
sein  (sich  wie  Quadratzahlen  verhalten)  sollen  und  femer,  dass  a  und  b 
gleichzeitig  gleiche  oder  ungleiche  Zahlen  sein  sollen. 

Drückt  man  a  und  h  durch  willkürliche  Zahlen  aus,  erhält  man 

I.  gleiche:  a  =  2afn^,  5  =  3öw*, 

wonach  die  gesuchten  Zahlen  {x^  y  und  d)  x^=2amn,  y  =  « (m^  —  n^), 
z=^a{m^  +  n*)  sind. 

II.  ungleiche:  ac=«  (2«n+ 1)«,  &«a(2«+l)«, 

wonach  aj  =  o(2in  + l)(2n  +  l),  y==2o  (tn  — «)(ni  +  n  +  l),  £f  =  2a{fw* 
+  n*  +  «•  +  w)  +  a. 

Diese  letzte  Reihe  von  Werthen  ist  in  der  ersten  mit  inbegriffen ,  wenn    ' 
man  für  m—n  n  und  für  w  +  «  +  1  m  setzt. 

Obgleich  diese  Formeln  so  zu  einer  vereinigt  werden  können,  ist  es 
natürlich,  dass  sie  von  einander  getrennt  sind.  Wir  haben  nämlich  von 
Pythagoras  und  von  Piaton  zwei  solche  tiberliefert,  von  Pythagoras  die 

Zahlen  2«+  1,  (^^+^^)^'-^  und  (^^+^^)'+^^  eine  Reihe  von  Werthen, 

welche  er  leicht  durch  ein  einzelnes  Gnomon  erhielt,  und  von  Piaton  2ft, 
n*—  1  und  w*+  1 ,  welches  er  auch  durch  ein  Gnomon,  aber  ein  doppeltes, 
erreichen  konnte. 

Beide  Reihen  sind  in  der  des  Euclid  mit  inbegriffen,  nämlich  die  des 
Pythagoras  in  der  letzten  fQr  «  =  1,  a  =  l  (d.  h.  ni==0)  und  die  des  Piaton 
in  der  ersten  für  a  =  l  und  ni=l.  Durch  Benutzung  der  Zahlen  rc,  y 
und  z  in  anderer  Folge  erhält  er  zwei  Quadratzahlen,  deren  Differenz  eine 
Quadratzahl  ist. 

Wenn  er  demnächst  im  Lemma  2  die  Aufgabe  aufstellt,  zwei  Quadrat- 
zahlen zu  finden,  deren  Differenz  keine  Quadratzahl  ist,  ist  es  nur  seine  Ab- 
sicht eine  Formel  für  solche  zu  zeigen,  welche  er  im  Folgenden  benutzen  kann. 
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IL  Wir  kommen  nun  zu  einer  Reihe  von  Sätzen,  welche  die  Lösung 
von  Gleichungen  vierten  Grades  vorbereiten,  welchen  Zweck  er  in  diesem 
Buche  erreichen  will. 

Satz  29:  „Zwei  rationale ,  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable 
Grössen  so  zu  finden,  dass  die  Differenz  zwischen  deren  Quadraten  dem 
Quadrate  auf  einer  mit  der  grösseren  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln 
Grösse  gleich  ist." 

In  diesem  und  den  folgenden  Sätzen  derselben  Art  will  Euclid  einen 
Ausdruck  für  die  eine  Grösse  durch  die  andere  finden,  so  dass  die  auf- 
gestellte Bedingung  befriedigt  wird. 

Er   sucht  Grössen  von   der  Form  x  =  fnj/a  und  ^  =  m)/^,   so   dass 

a?"  —  y* 

-^—  s  u*.      Nehmen  wir   an,    dass    die  eine  Grösse  a  ist  und    dass 

wo  or'  und   ß*  Quadratzahlen   sind,    deren  Differenz   keine 


x"       a^-ß' 

Qaadratzahl  ist,  werden  a  und  x  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel 


ar  a 


% 


sein  und  -^ «  =  ^q  '  80  ^^s  ^^^  ^  ^^^  ^  ^^^  Bedingung  erfüllen :  man 

ar  —  x"       p'  

kann  alsdann  x  so  durch  a  ausdrücken:  x  =  aj/ ^ —  =  a  7/  1  —  (- j 

oder  kürzer  a5  =  a^l  — a*,  wo  1  —  a*  nicht  Quadratzahl  ist. 

Man  kann  natürlich  auch  ohne  unterschied  den  Ausdruck,  wie  Nessel- 
mann  (Die  Algebra  der  Griechen)  ihn  hat,  durch  Linien  b  und  c  statt 
durch  Zahlen  a  und  ß  erhalten,  aber  Euclid  selbst  benutzt  Zahlen  (vom 
obengenannten  Lemma  2  hergenommen). 

Wird  in  der  aufgestellten    bedingten   Gleichung  (i*  durch  f»  ersetzt, 

erhält  man  den  Satz  30,  welcher  die  Form  x==ay-j—^  giebt. 

Fragen  wir  nun ,  wie  Euclid  zu  seiner  Lösung  kam ,  brauchen  wir  nur 
die  Darstellung  umzukehren.     Er  muss  dann  damit  anfangen,  die  Gleiehung 

-r i  =  ~5r  aufzustellen,  wovon  — «  =-i — rs;  sollen  hier  a  und  x  nnx 

a^'-a?      ß^  ar      «*— /J»' 

in  der  zweiten  Potenz  commensurabel  sein,  darf  a^  —  ß^  nicht  quadratisch 
sein.  Er  fängt  daher  seine  Darstellung  damit  an,  zwei  solche  Quadrat- 
zahlen zu  wählen,  und  fährt  dann  wie  oben  fort. 

In  den  Sätzen  31a  und  31b  findet  er  Medialen  mit  rationalem  Pro- 
ducte  denselben   Bedingungen  unterworfen,    nämlich  in  31a  die  Formen 

ysaaj^l— o*^l  — a*  und  x^-Jy===T-   und  in  31b  die  Formen 

Femer  wird  dasselbe  in  32  a  und  b  für  Medialen  mit  medialem  Products 
wiederholt,  welches  in  32a  zu  x^a^ß   und  y  =  a  Yß  Y\  —  a*  und   in 

32b  zu  x^aYß    und   y^a\/ß  1/  T^—t  Her  aj/ßj/l-a)  führt. 

r      1  +  a  ^  T 
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12.  In  den  folgenden  drei  Sätzen  kommen  wir  mm  zu  den  Gleichungen 
^    ,  wo  J.  und  B  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind: 

1.  Im  Satze  33  sind  Ä  =  a*  und  B  =  — ^ > 


2.  in  34  Ä  =  a^}/T^  und  P  =  a»f/r 


8.  in  35  Ä  =  a^j/ß  und  B=^a^j/ß  ^^     "> 

Zur  Hülfe  bei  der  Lösung  dieser  Gleichungen  hat  Euclid  die  bekannten 
Sätze  über  die  Linien  im  rechtwinkligen  Dreieck  in  einem  Lemma  vor  dem 
Satze  33  aufgestellt. 

Wir  können  dann  den  Gleichungen  die  geometrische  Form  geben:  Zu 
finden  die  Katheten  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  wo  man  diß  Uypo- 
thenuse  und  das  Areal  kennt. 

Nennen   wir   die   Hypothenuse   c,    die   Höhe   h   und  die    Stücke   der 

a^  +  y^  =  c* 
Hypothenuse  a  und  ß^  haben  wir  ^_       _;  hieraus  erhält  man  Ä,  wo- 

xy  =  cn  =  B 

nach  a  und  ß  gesucht  werden,   indem  aß=.}j?  und  ci-^-ß^^c^  welches  a 

und  ß  nach  den  Gleichungen  zweiten  Grades  im  Satze  21  des   VI.  Buches 

giebt. 

Wir  können  nun  leicht  sehen ,  von  welcher  Beschaffenheit  x  und  y  wer- 
den müssen,  da  in  den  Sätzen  17  und  18  die  Discussion  von  Gleichungen 
zweiten  Grades  gegeben  wurde. 

Euclid  erhält  dani^,  dass,  damit  x  und  y  in  der  zweiten  Potenz  incom- 
mensurabel  werden,  a  und  ß  auch  incommensurabel  sein  müssen;  aber  da- 
durch erhält  man  wieder  durch  Satz  18  die  Bedingungen,  welchen  die  ge 
gebenen  Grössen  A^  B  genügen  müssen,  so  dass  man  zu  den  oben- 
genannten Formen  gelangt.  Diese  führen  zu  den  folgenden  Formen  für 
X  und  y. 


und 


1.  In  Satz  33  zu:  g==a^/^  ^  "^ 

7/1  -  vi 


2. 

in 

34 

zu 

und 

3. 

in 

35 

zu 

und 
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13.  Wir  sind  darch  diesen  Abschnitt  zu  einer  Anzahl  Formen  fftr 
irrationale  Grössen  gelangt ,  welche  im  Folgenden  einer  näheren  Untersiich- 
ung  unterworfen  werden,  was  im  3.  und  4.  Abschnitt  geschieht,  die  ftir 
uns  zusammenfallen;  indem  der  unterschied  nur  darin  besteht,  dass  man 
im  4.  Abschnitt  subtrahirt,  wo  man  im  3.  Abschnitt  addirt.  Wir  betrach- 
ten sie  daher  gleichzeitig. 

Durch  die  Untersuchung  selbst  zerfällt  der  Abschnitt  in  eine  Reihe  von 
ünterabtheilungen  —  Hexaden. 

14.  Die  erste  Hexade  (Sätze  36  —  42,  73  —  79)  definirt  die  6  Haupt- 
arten  der  zusammengesetzten  irrationalen  Grössen,  nämlich: 

1.  die  Binomiale  (Apotome  durch  Subtraction)  von  der  Form 
m  { }/a  +  j/ß) ,  aus  zwei  rationalen ,  nur  in  der  zweiten  Potenz  com- 
mensurablen  Grössen  gebildet;  4.0 

2.  e^ste  Bimediale  (erste  Medialapotome)  von  der  Form  m.j/  - 

X  {]/ß  +_  ]/ct)  aus  zwei  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabeln 
Medialen  mit  rationalem  Producte  gebildet;  ist  das  Product  aber 
medial,  erhält  man 

3.  zweite   Bimediale   (zweite    Medialapotome)    von    der   Form 

f^p'-.iy'ß  +  vrii 

4.  die  grösste  irrationale  (die  kleinste  irrationale)  von  der 

Form  <^\l/     "^  ^"  +  //  _lJ_ j»  gebildet    aus    zwei    in    der 

zweiten  Potenz  incommensurabeln  Grössen,    deren  Quadratensumme 
rational  ist,  aber  deren  Product  irrational  ist.    Es  sind  Grössen  der 
im   Satze  33  dargestellten  Form;  die  beiden  letzten  Arten  sind  auf 
dieselbe  Weise  nach  34  und  35  gebildet,  nämlich 
6.  die  „rationales  und  mediales  potenzirende*  (die  „mit  ra- 

tionalem  mediales  gebende**)  von  der  Form  aj/l-ayl^  — ~- 

±J/  — ij— )•     ^^^  Name  erklärt  sich  daraus,  dass  das  Quadrat  auf 

der  Grösse  eine  Summe  (Differenz)  von  einem  medialen  und  einem 
rationalen  Quadrat  ist; 
6.  die  zwei  mediale  potenzirende(die  mit  medialem  mediales 

gebende)  von  der  Form  a  Vß  (l/ \±X^  ±y  IZL^^V 

15.  In  der  zweiten  Hexade  (Satz  42—48,  79  —  85)  wird  gezeigt,  dass 
keine  dieser  irrationalen  Grössen  auf  mehr  als  eine  Weise  als  aus  zwei  Gliedern 
bestehend  betrachtet  werden  kann,  dass  also  «1  {j/ä  +  Yß)  =  m  {j/y  +  //5) 
unmöglich  ist  Hiermit  steht  die  sechste  Hexade  in  Verbindung  (Sätze  66 
bis  71,  103 — 108),  wo  gezeigt  wird,  dass  eine  mit  einer  dieser  Arten 
commensurable  Grösse  selbst  derselben  Art  ist 
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16.  Die  Glieder  der  Binomialen  und  Apotomen  können  nun  gewissen 
Bedingungen  unterworfen  sein,  wodurch  sechs  yerschiedene  Binomiale  und 
Apotomen  zum  Vorschein  kommen. 

Diese  Bedingungen  rühren  von  der  Discussion  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  her,  indem  die  Binomialen  und  Apotomen  als  Wurzeln  von  Gleich- 
ungen zweiten  Grades  erscheinen,  w&hrend  die  Wurzeln  der  genannten 
Gleichungen  Herten  Grades  als  Quadratwurzeln  ans  diesen   hervorkommen. 

Betrachten  wir  eine  Binomiale  (Apotome)  von  der  Form  a  +  ^a*  —  &*, 
entsteht  die  Frage  über  die  Beschaffenheit  von  a  und  h. 

Gemeinsam  für  die  drei  ersten  Binomialen  (Apotome)  ist  es,  dass  b 
mit  a  commensurabel  ist,  während  in  den  drei  letzten  h  mit  a  incommen- 
surabel  ist  Ferner  ist  im  ersten  und  vierten  Binomial  a  mit  der  rationalen 
Einheit  commensurabel,  in  der  zweiten  und  fünften  ist  j/a^-r-  &^  aber  nicht 
a  mit  der  Einheit  commensurabel,  und  in  der  dritten  und  sechsten  ist 
keines  der  Glieder  mit  der  Einheit  commensurabel. 

Man  hat  folgende  Formen: 

erstes  Binomial  (Apotome)  «i  («  +  j/a'*  —  ß^) , 

zweites        „  „         '^^L^^?^«  — M' 

drittes         „  „         fnVyi^±y^^)> 

viertes        „  „         m(a  +  y/tt»-  ß), 

fünftes        „  „         *^y[/^cr«^— 'J' 

sechstes       „  „         w  j/y  (^a  Hh  Va-^ß) 

oder  mf/y  {a  +^1/0*—  ß)' 

Diese  Formen  findet  Euclid  in  der  dritten  Hexade  (Sätze  48  —  54, 
86—91). 

17.  In  der  vierten  Hexade  (Sätze  54-60,  91  -97)  wird  die  Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  der  Binomialen  (Apotomen)  gelehrt.  Natürlich 
drückt  Euclid  nicht  die  Sätze  so  aus,  aber  man  ist  dazu  berechtigt,  es  Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  zu  nennen,  weil  die  Sätze,  in  unsere  algebra- 
ische Sprache  übertragen,  wirklich  eine  solche  geben,  und  ans  dem  ganzen 
Zusammenhang  mit  Gleichungen  vierten  Grades  ergiebt  es  sich,  dass  sie 
eine  solche  auch  fOr  Enclid  gegeben  haben. 

Sie  geben  ao,  von  welcher  Beschaffenheit  die  Seite  in  einem  Quadrat 
ist,  welches  einem  Bechteck,  aus  einer  Binomiale  (Apotome)  und  einer 
rationalen  Grösse  gebildet,  gleich  ist. 

Im  Satze  54  wird  x  gesucht,  wenn  ap*  =  wy.iH  («  +  /«*—  ß^K 

Bei  der  Lösung  denkt  Euclid  sich  x  in  zwei  Theile  getheiltt  y  und  0, 
so  dass  x^y  +  Z]  dann  ist  y*  +  5*  +  2yiBf  =  w^ay  +  m*y  j/a*  —  Ä 
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Da  nun  y  und  z  rational ,  aber  incommensorabel  sein  mässen ,  können 
wir  die  Summe  der  Quadrate  rational  und  das  Product  irrational  ansetzen, 
da  die  Summe  grösser  als  das  doppelte  Product  sein  muss. 

Um  die  Gleichungen  

j^«  +  jer«  =  m«ay,     yÄ^^wV/««- jS» 
zu  lösen,  geht  er,  wie  es  beim  Satze  33  gezeigt  ist,  vori  hieraus  erhftlt  man 

Bei  der  Lösung  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  das  Besultat  eine 
Binomiale  wird;  denn  setzt  man  y^  =  m^yu  und  jEf*  =  «i*y  («  — w),  wird 
w  (a  —  tt)  =  (^  j/a*  +  |3*)^  welches  ergiebt ,  dass  u  und  cc  —  u  rational  und 
commensurabel  sind  (nach  Satz  17);  deshalb  müssen  y  und  e  rational,  aber 
incommensurabel  sein. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  die  Rechnung  für  die  übrigen  Binomialen  und 
Apotomen  durchgeführt ,  wo  die  Resultate  bei  den  Rechnungen  sich  ergeben. 
Wir  werden  nur  diese  Resultate  anführen. 

Die  Quadratwurzel  der  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten,  fünften  nnd 
sechsten  Binomiale  ist  beziehungsweise  eine  Binomiale ,  die  erste  und  zweite 
Bimediale,  die  grösste  irrationale,  die  rationales  und  mediales  potenzirende  und 
die   zwei   mediale  potenzirende,   und  für  die  Apotomen  die  entsprechenden. 

Die  Resultate  werden  in  folgenden  Gleichungen  dargestellt: 


m 


my.w 


m 


m 


Der  nächste  Abschnitt  (5.  Hexade,  Sätze  60  —  66,  97  —  103)  enthält 
die  Umkehning  dieser  Resultate  und  lehrt,  dass  ein  Quadrat  auf  einer  der 
sechs  znsammengesetzten  irrationalen  Grössen  eine  der  sechs  Binomialen  wird- 

Auf  die  Beweisführung  selbst  bei  diesen  umgekehrten  Sätzen  einzu- 
gehen   ist   unnöthig.      Nur  soll  hier   noch   von    diesen   |zwei   Abschnitten 
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bemerkt  werden,  dass  der  rationale  Factor  m^x(ni'^)  ausgelassen  werden 
könnte;  man  erbielte  dann  die  Ansziebung  von  Quadratwurzeln  von  Zabien. 
leb  babe  ibn  aber  beibebalten,  damit  man  die  Ausdrucksweise  des  Euolid 
aus  den  Formeln,  wie  sie  aufgestellt  sind,  berauslesen  könne. 

19.  Im  letzten  (dem  siebenten)  Abschnitt  wird  eine  Gesammtübersicbt 
übw  die  Bildung  dieser  verschiedenen  irrationalen  Grössen  gegeben. 

Satz  71.  „Wenn  ein  rationales  und  ein  mediales  Product  zweiten 
Grades  addirt  werden,  wird  die  Grösse,  deren  Quadi-at  der  Summe  gleich  ist, 
eine  der  vier  irrationalen  Grössen  sein,  Binomiale,  erste  Bimediale,  die 
grösste  irrationale  oder  die  rationales  und  mediales  potenzirende",  welches  sich 
ans  der  vierten  Hezade  folgern  lässt. 

Dieses  setzt  Satz  72  so  fort:  „Werden  zwei  incommensurable  mediale 
Producte  zweiten  Grades  addirt,  wird  die  Grösse,  deren  Quadrat  der 
Summe  gleich  ist,  entweder  die  zweite  Bimediale  oder  die  zwei  mediale 
potenzirende  sein." 

In  den  Sätzen  108,  109  und  110  wird  dasselbe  von  den  durch  Sub- 
traction  gebildeten  gesagt. 

20.  Um  die  Untersuchungen  der  zweiten  und  sechsten  Hexade  von 
der  Berechtigung  dieser  irrationalen  Grössen  nebeneinander  abzuschliessen, 
fehlt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  durch  Addition  gebildeten  nicht  mit 
den  durch  Sabtraction  gebildeten  zusammenfallen  können;  dieses  geschieht 
im  Satze  111. 

21.  Der  Rest  des  Buches,  welchen  Heiberg  zwar  den  übrigen  Sätzen 
hat  folgen  lassen,  aber  dessen  Echtheit  er  bezweifelt  (Vol.  V  S.  LXXXV), 
enthält  einzelne  Sätze,  welche  zeigen  sollen,  dass  das  Product  von  zwei 
zusammengesetzten  irrationalen  Grössen  rational  sein  kann,  nämlich  das 
Product  von  einer  Binomiale  und  einer  Apotome,  welches  von  proportio- 
nalen, commensurabeln  Gliedern  gebildet  ist 

Hiermit  endigt  das  Buch,  nachdem  nunmehr  die  Behandlung  dieser 
irrationalen  Grössen,  welche  Euclid  sich  vorgesetzt  hat,  abgeschlossen  ist, 
aber  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  er  noch  mit  Grössen  der  nächsten 
Art,  von  mehreren  und  neuen  Gliedern  gebildet,  hätte  fortsetzen  können, 
welches  wahrscheinlich  der  Gegenstand  der  algebraischen  Arbeiten  Ues  A  p  o  1  - 
lonius  war  (S.  Woepcke:  Restitution  de  travaux  perdns  d'Apollonius, 
M^moires  pr6s.  ä  l'Acad.  XIV,  1856,  Paris). 

Cap.  n.    Die  Verbindung  zwischen  den  enclidisolien  Irrationalitäten 
und  der  Theorie  der  Oleichnngen. 

22.  Zur  Zeit  des  Euclid  und  noch  früher  beschäftigten  sich  die  Mathe- 
matiker mit  der  Lösung  von  Gleichungen,  doch  wohl  einfacherer,  haupt- 
sächlich Gleichungen  zweiten  Grades;  aber  die  schon  erwähnten  Gleichungen 
von  höheren  Graden,  welche  Euclid  hier  im  X.  Buche  betrachtet,  führen 
zu  mehr  zusammengesetzten  irrationalen  Ausdrücken,  so  dass  es  wünscheus- 
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werth  war,  eine  Gresammtilbersieht  über  die  Formen,  welche  entsieben 
konnten,  und  zugleich  eine  üntersuchnng  von  deren  Eigenschaften  za  er- 
halten, nnd  diese  hat  Euclid  in  diesem  Buche  bezweckt.  Er  ist  in  der 
Theorie  der  Gleichungen  gut  zu  Hause,  wovon  wir  uns  leicht  fiberzeugen 
können.  So  hat  er  im  IL  und  VI.  Buche  Oleichungen  zweiten  Grades  und 
in  den  Daten  ausserdem  die  Gleichungen  xy=^A^  x^  =  fny^+  B^  wie  auch 
hier  im  X.  Buche  «y  =  ul,  P!?  +  y*  =  B. 

23.  Stellen  wir  die  Gleichung  zweiten  Grades  in  der  Form  x{a  —  a?)  s=  5 

dar,  erhalten  die  Wurzeln  die  Form^+T/^_j^  deren  Beschaffen- 
heit in  den  Sätzen  17,  18  untersucht  wird.  Werden  sie  irrational,  erhalten 
wir  die  Binomiale  und  die  Apotome,  welche  also  aus  zwei  rationalen 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensuiabeln  Grössen  gebildet  werden.  Wir 
können  zugleich  hinzufügen,  dass  die  Mediale  deren  geometrisches  Mittel 
ist.  Die  Eintheilung  der  Binomialen  und  der  Apotomen  in  sechs  Arten 
stammt  von  den  Gleichungen  zweiten  Grades  und  gerade  von  der  Frage  über  die 
Beschaffenheit  von  a  und  &  her,  und  ist  nicht,  wie  Nesselmann  meint,  ganz 
willkürlich,  nur  durch  den  Zusammenhang  mit  den  andern  Arten  Yon  irratio- 
nalen Grössen  gerechtfertigt.  

Betrachten  wir  nftmlich  die  Grösse  -^  +.  7/  -j-  —  &,  so  haben  die  Qua- 
drate ihrer  zwei  Glieder  die  Differenz  h.  Es  ist  daher  natOrlicb,  dass 
Euclid  zuerst  Grössen  untersucht,  deren  Qoadratdifferenz  gewissen  Be- 
dingungen unterworfen  sind ,  und  deren  Formen  findet ,  denn  die  Bedingungen 
sind  die  Beschaffenheit  von  a  und  &,  und  wir  erhalten  dann  die  verschie- 
denen Formen  der  Wurzeln  "9  i-  Z^  "T —  ^»  Nehmen  wir  die  Bedingung 
«*  — V*         o  ^        r      4 

^ ^  ssi^*  an  und  fragen  wir  nach  den  Formen  von  X  und  y,  wenn  sie 

nur  in  der  zweiten   Potenz  commeusurable  rationale   Grössen    sein    sollen 

(Satz  29),  führt  dieses  auf 

1.  x^ma^  y^^mya*—  j3*,   wenn  die  'grösste  rational  in  der  ersten 
Potenz  mit  der  Einheit  commensurabel  sein  soll, 
ma 

•  2.  0?  =  "7====~5,  y  =  m,  wenn  die  kleinste  es  sein  soll* 
y  ar  —  p" 

3.  x  =  ma  j/y ,  y  =  mj/y  j/a^  —  ß^  wenn  keines  von  den  Grössen   es 

sein  soll.** 

Femer  erhalten  wir  im  Satze  30  dieselbe  Frage  über  zwei  nur  in  der 

zweiten  Potenz  commeusurable  rationale  Grössen,  deren  Quadratdifferenz  dem 

*  Dass  dieser  Fall  veranlasst  werden  kann,  liegt  darin,  dass  die  Gleichung 
zweiten  Grades  auch  unter  der  Form  x{a  +  x)==h  oder  x(x  —  a)  =  b  auftritt, 

welche  die  positiven  Wurzeln  Z/^  -f  &  ±  ■-  hat  (die  negativen  kennt  Euelid  nicht), 

wo  das  grössere  Glied  nur  in  der  zweiten  Potenz  mit  der  Einheit  commensurabel  ist. 
*•  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  a  die  Form  mVa  hat. 
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Quadrate  aof  einer  mit  der  gr5ssten  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensara- 
beln  Grösse  gleich  ist. 
a?  —  y^ 


a? 


■  =  fi'    Dieses  führt  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  auf  die  folgenden 


drei  Formen:   1.  x  =  ma^  y^mj/d*  —  ß\ 
2.  «=-w^-j^,  y  =  w; 


3.  X=maj/Yi  y  =  ma]/yj/a*—ß. 
Dadurch  erhalten  wir  die  sechs  Binomialen  und  Apotomen  durch  die 
Bildung  von  x+^y  oder  die  sechs  verschiedenen  irrationalen  Formen  für 
die  Wurzeln  in  Gleichungen  zweiten  Grades  nach  der  Beschaffenheit  von 
a  und  h.  Hier  soll  blos  bemerkt  werden,  dass  es  dasselbe  Baisonnement 
ist,  welches  Tannery  (M6m.  Bordeaux.  2.  S.  T.  IV)  und  Woepcke 
(M6m.  pr6s.  k  TAcad.  Paris.  T.  XIV.  1856)  benutzt  haben;  doch  muss 
gesagt  werden,   dass  Letzterer  die  Verbindung  zwischen  Gleichungen  zwei- 

a;«  —  y* 

ten   Grades   und   der  Belation   -i^=^    nicht   hervortreten  iSsst;    bei 

xr 

ihm  wie  bei  Nesselmann  ist  es  eine  zufällige  Eintheilung. 

24.  Wir  gehen  nun  zu  den  anderen  Irrationalitftten  über  und  erhalten 

dann   hier  wieder  die  Binomiale  (Apotome).     Wir  werden  damit  anfangen, 

^  a.  «8  ^^  j[ 
die  bei  Euclid  aufgestellten  Gleichungen  J«  =  jg  (8**^2  33,  34,  35)  zu 

benutzen,    um   daraus   die  Formen  für  A  und  B  und   dadurch  wieder  die 
Formen  der  Wurzeln  zu  erlangen. 

Hier  zeigen  sich  unter  diesen  Bedingungen  zwei  Gruppen  von  Grössen, 
nämlich 

I.  X  und  y  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel ,  und 
II.  X  und  y  incommensurabel ,  und  in  jeder  Gruppe  drei  Fälle: 

1.  Ä  rational,  B  medial, 

2.  A  medial,    B  rational, 

8.  A  und  B  medial,  aber  incommensurabel. 

X^        u 

I.  Wir  haben  —  =  — ,  woraus 

x^  +  y^  _  lA  +  v      j  £^  _« /fi  _3     ^       x^  +  y*  _  ii+v 
X*     "^     fi      ^^    dcy^j/v  ^  yi^ '      xy    ~  j/'^ ' 
Hieraus  folgt: 

a)  indem   x*  +  y*   rational  :=  A   und   xy  medial  =>  B^   die  Form  A 
=  ^  +  v,  B=^/i^,  _ 

b)  A  medial,  B  rational,  die  Form  A^{fi  +  v)j/iiVy  B^fiv^ 

c)  J. und  J9 medial ,  aber  incommensurabel,  ^=l^^+v,  B=J/ — ; — . 

r     M  + »' 

II.  Sollen  a?  und  y^  incommensurabel  sein,  erhält  man 
a)  indem  A  rational,  B  medial,  die  Formen  A^a^  B^yb, 
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b)  Ä  medial,  B  rational,  die  Formen  ul  =  ^,  B  =  J>^ 

c)  A^  B  medial,  incommensorabel,       Ä=sj/aj  B  =  j/i. 

Hieraus  entstehen  nun  durch  Bildung  yon  x +_y  nnter  den  yerschie- 
denen  Bedingungen,  welchen  Ä  und  B  unterworfen  sind,  die  sechs  Arten 
von  Irrationalitäten,  nämlich: 

La)  1.  j/m+^j/n  mit  dem  Namen  Binomiale,  Apotome; 

b)  2.  Vmymn  +  Vnymfiy  die  erste  Bimediale ;  Medialapotome; 

c)  3.  1/  +  7/  — ==r»  die  zweite  Bimediale,  Medialapotome; 

r     ym  +  n     ^     j/m  +  n 

II.  a)  4.  //  f^  ±  ^  L.^ ,  die  grösste   (klemste) 

irrationale; 
b)  6.  j/Vi±Vp^  +  j/Va^Va-Al*^  ^^  ^^^^^^  ^ 

mediales  potenzirende,  die  mit  rationalem  mediales  gebende.; 


c)  6.  l/VÄ±yp:^±j/}^-V^E^,  die  zwei  mediales  PO- 

tenzirende,  die  mit  medialem  mediales  gebende. 

25.  Nachdem  wir  somit  die  Bildung  der  verschiedenen  Formen  der 
irrationalen  Grössen  gesehen  haben,  werden  wir  nur  noch  zeigen ,  wie 
Euclid  durch  ein  einfaches  Baisonnement  zu  den  Resultaten  der  Ausziehung 
von  Quadratwurzeln  kommt. 

Aus  den  Gleichungen  a^  +  y^^^A  und  xy  =  B  werden  durch  x +y 
die  sechs  Arten  von  irrationalen  Grössen  gebildet,  aber  x+^y  oder  richtiger 
{x+_yy  —  das  von  x +^y  potenzirte  Areal  --  können  wir  auch  auf  anderem 
Wege  finden,  indem  (ipHhy)*= -4  +  2^,  d.h.  x+^y  potenzirt  ein  gleiches 
Areal  mit  einer  Binomiale  oder  Apotome.  Sucht  man  nun  die  Seite  de:> 
Quadrates,  dessen  Areal  eine  Binomiale  oder  Apotome  ist,  erhält  man  x  +  y, 
wovon  erwiesen  ist,  dass  es  die  oben  gefundenen  Grössen  sind;  welche  von 
ihnen  es  ist;  beruht  auf  den  Bedingungen,  denen  Ä  und  B  unterworfen 
sind.  Auch  die  Namen  fflr  x +^y  deuten  an,  dass  Euclid  eine  solche 
Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  hat.  IIb  heisst  die  rationales  und  mediales 
potenzirende,  denn  Ä  +  2B  ist  medial  +  rational,  und  Ä—2B  ist  die  mit 
rationalem  (2^)  mediales  {Ä)  gebende  u.  s.  w.;  für  IIa  ist  der  Name 
weniger  deutlich.     Für  la),  b),  c)  sind  die  Namen  ganz  naheliegend. 

26.  Es  bleibt  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  Euclid  die  Gleichungen 
a:^  +  y^^=Ä  und  xy==  B  löst.  Wir  haben  schon  Anlass  gehabt,  seine 
Methode  zu  erwähnen,  werden  sie  aber  jetzt  in  algebraischer  Form  auf- 
stellen. 

Wir  ändern  die  bekannten  Glieder  A  und  B  so,  dass  die  Gleichungen 
die  Form  x^  +  y^^ah  und  xy^ad  erhalten.  ^^  ^ 
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Da  x^  +  y*  einem  Recbteck  ah  gleich  sein  soll,  legt  man  o;*  an  a  an 
und  erh&lt  die  Breite  u;  jf^  an  a  angelegt  mnss  die  Breite  ft  — u  erhalten, 
d,  h.  a?s=zau  und  y*==a(&  — w);  dann  wird  M(ft  — w)  =  <P,  die  gewöhn- 
lichste Form  einer  Gleichung  zweiten  Grades,  wo  u  eine  Binomiale  und 
h  —  u  eine  Apotome  wird,  deren  Orden  durch  h  und  d  bestimmt  wird; 
X  und  y  kommen  dann  durch  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  heraus, 
gerade  in  der  Form,  worin  Euclid  sie  Satz  54—60,  91—97  hat. 

27.  Wir  haben  so  einen  Zusammenhang  zwischen  den  yerschiedenen 
Arten  yon  Irrationalitäten  und  den  Gleichungen,  welche  Euclid  behandelt, 
nachgewiesen  und  gesehen,  dass  die  in  diesem  Buche  yon  ihm  behandelten 
irrationalen  Grössen  nicht  willkürlich ,  sondern  durch  den  Gebrauch  bestimmt 
sind,  welchen  er  für  sie  hat,  indem  sie  Alles  geben,  was  ihm  zu  einer 
genauen  Untersuchung  über  die  Lösungen  der  Gleichungen,  welche  er  in 
diesem  Buche  zu  behandeln  sich  vorgesetzt  hat,  nothwendig  und  genügend 
ist.  Ist  man  dann  erst  mit  der  Behandlung  der  irrationalen  Grössen  so 
weit  als  Euclid ,  liegt  es  nahe ,  mit  einer  speciellen  Behandlung  yon  anderen 
irrationalen  Grössen  fortzufahren,  deren  Existenz  ihm  nicht  unbekannt  ist 
(Satz  115),  wie  Apollonius  es  in  einer  verschollenen  Arbeit  gethan  hat 
(Woepcke). 

28.  Wir  haben  gesehen,  welche  bewunderungswürdige  Arbeit  Euclid 
hier  in  diesem  Buche  ausgeführt  hat,  ausschliesslich  auf  die  Frage  nach 
der  CommensurabilitSt  gestützt,  und  indem  er  nur  die  geraden  Linien 
vor  sich  hat,  wo  die  eine  ebenso  gut  als  jede  andere  scheint,  während 
wir  unsere  Formeln  besitzen,  allerdings  aber  nicht  seine  ezacten  geome- 
trischen Baisonnements ,  welche  durch  die  Leichtigkeit,  womit  er  die  Arbeit 
ausführt,  uns  die  üeberlegenheit  der  geometrischen  Darstellung  über  die 
algebraische  zeigt,  während  diese  uns  doch  die  Eigenschaften  auf  den  ersten 
Blick  durch  die  Formeln  zeigt. 

Durch  diese  meisterhafte  Darstellung  steht  das  zehnte  Buch  des  Euclid 
als  eines  der  besten  Beispiele  da,  wie  weit  es  die  griechischen  Mathema- 
tiker ohne  unsre  Zeichensprache  bringen  konnten. 

Februar  1889. 


Hl«t-Ut.  Abthlg.  d.  Z«itaobr.  f.  Hfttb.  o.  Fhyt.  XXXIV,  6. 
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Ueber  Glebseh'  Frlnclpien  der  mathematisehen  Optik. 

Replik  zu  S.  153. 

Im  Lanfe  der  Besprechung  der  von  mir  heransgegebenen  nachgelassenen 
Schrift  des  Professors  Dr.  A.  Clebsch:  „Principien  der  mathematischen 
Optik**,  rügt  Professor  Zech  die  Schreibweise  „Molekül**,  welche  aber  tod 
Clebsch  nnd  nicht  von  mir  herrührt.  Dieselbe  war  bis  vor  Enrzem  meines 
Wissens  anch  allgemein  üblich.  Im  Jahre  1877  gab  Professor  0. E.Meyer 
„Die  kinetische  Theorie  der  Oase**  in  Buchform  heraus  und  schreibt  darin 
„Molekel**  nnd  im  Plural  „Molekeln*',  um  diese  Zeit  fing  auch  letztere 
Schreibweise  an  in  anderen  Schriften  zu  erscheinen:  Henrici  iSsst  in  der 
9.  Auflage  des  Leitfadens  der  Physik  von  v.  Beetz  (1888)  beim  Plural 
das  Schluss-n  unrichtiger  Weise  weg;  es  ist  das  letztere  auch  etwas  hart 
für  die  Aussprache  und  man  wird  ohne  übertriebenen  Purismus  bald  lieber 
das  deutsche  „Massentheilchen**  dafür  brauchen. 

Dass  obige  „Principien'*  die  Dispersion  und  Absorption  nicht  enthalten, 
ist  auch  in  meinem  Vorworte ,  am  Schlüsse  desselben,  angedeutet  Diesen 
Titel  habe  allerdings  ich  selber  gewählt,  da  das  Yon  Clebsch  geschriebene 
Original  gar  keinen  Titel  hat.  Ich  glaubte  jener  Lücke  auch  mit  dem 
Titel  „Principien**  gerecht  zu  werden,  indem  ich  ausdrücklich  nicht  „die 
Principien**  sagte,  sondern  den  bestimmten  Artikel  wegliess. 

Dr.  A.  Kurz. 

Carl  Friedrich  Gauss'  Untersuchungen  über  höhere  Arithmetik  (Disqui- 
sitiones  arithmeticae.  Theorematis  arithmetici  demonstratio  noya« 
Summatio  quarumdam  serierum  singnlarium.  Theorematis  fnnda- 
mentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis  demonstrationes  et  am- 
pliationes  noyae.  Theoria  residuorum  biquadraticorum  commentatio 
prima  et  secunda.  Etc.)  Deutsch  herausgegeben  von  H.  Masse« 
Berlin  1889.  Verlag  von  Julius  Springer.  XIII,  696  S. 
Im  XXXII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hisi-lit.  Abth.  S.  117,  haben  wir 

über    die  Uebersetzung   von   Legendre*s    Zahlentheorie,   welche  Herr  H. 

Maser  angefertigt  hatte,  berichtet.     Aus  der  gleichen  unermüdlichen  Feder 

stammt  das  üebersetzungswerk,  dessen  Erscheinen  wir  heute  ankündigen. 
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Wir  haben  zwar  in  dem  eben  angerufenen  Berichte  die  Ansicht  ausgesprochen, 
die  Dirichl  et 'sehen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  böten  gewissermassen 
einen  Ersatz  für  die  ungleich  schwerer  geschriebenen  Disquisitiones  arith- 
meticae  von  Oauss,  und  von  dieser  Meinung  gehen  wir  auch  heute  nicht 
ab.  Allein  in  dem  dabei  benutzten  Worte  „gewissermassen^  liegt  zugleich 
die  Einschränkung,  welche  uns  gestattet,  ohne  in  Widerspruch  zu  uns  selbst 
zu  treten,  die  neue  üebereetzung  freudig  zu  begrüssen.  Freilich  im  Sinne 
des  berühmten  Verfassers  der  Arithmetischen  Untersuchungen  war  es  nicht, 
dass  man  dieses  Werk  übersetzte.  Vor  mehr  als  35  Jahren  verweigerte 
Oauss  geradezu  die  Erlaubniss  zur  Veröffentlichung  einer  damals  schon 
druckfertig  abgeschlossenen  üebersetzung.  Er  wolle  selbst,  schrieb  er,  eine 
neue  Ausgabe  veranstalten,  mit  Einschluss  des  noch  ausstehenden  achten 
Abschnittes,  wisse  indessen  noch  nicht,  wann  er  die  Zeit  dazu  finden  werde. 
Es  war  das  die  gleiche  Antwort,  welche  er  immer  ertheilte,  so  oft  Bitten 
an  ihn  herantraten,  seine  verborgeiten  Schätze  doch  endlich  der  mathema- 
tischen Welt  zu  Gesicht  zu  bringen,  damit  sie  unter  seinen  Augen  noch 
durch  fremde  Arbeit  sich  mehren  könnten.  Er  wisse  nicht,  wann  er  die 
Zeit  dazu  finden  werde,  hiess  es  dann  jedesmal,  so  zwar,  dass  da  und  dort 
Zweifel  entstanden,  ob  die  Dinge  auch  wirklich  vorhanden  seien,  von  denen 
er  oft  andeutungsweise  redete.  Der  Nachlass  von  Gauss  hat  gezeigt,  dass 
die  Zweifel  unberechtigt  waren,  was  die  von  ihm  erreichten  Endgrenzen 
betrifft,  vollberechtigt  aber,  sofern  man  hoffte,  Vieles  in  druckreifem  Zu- 
stande vorzufinden.  Herr  Maser  hat  mit  Recht  ausser  den  Arithmetischen 
Untersuchungen  auch  die  zahleniheoretischen  Abhandlungen  und  den  zahlen- 
theoretischen Theil  des  Nachlasses  übersetzt.  Ein  Ganzes  ist  es  leider  nicht, 
was  der  Uebersetzer  bieten  konnte,  bieten  durfte.  Gauss'sche  Bruchstücke 
zu  einem  Ganzen  umzubilden,  wäre  nur  einem  Gauss  möglich  und  gestattet. 
Aber  Herr  Maser  hat  doch  in  deutscher  Sprache  zugängig  gemacht,  was 
in  dieser  Sprache  heute  mehr  Freunde  findet,  als  im  lateinischen  Urtexte. 
Das  ist  leider  eine  Thatsache,  mit  welcher  zu  rechnen  ist  Ist  sie  Grund 
oder  schon  Folge  des  von  Manchem  beliebten  Ansturms  gegen  die  frühere 
Gymnasialbildung?  Wir  wissen  es  nicht,  können  aber  unter  beiden  Vor- 
aussetzungen mit  unserem  Bedauern  nicht  zurückhalten.  Cantor 


Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse 
des   Quadrats   der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Ab- 
stossungskräfte.   Von  Carl  Friedrich  Gauss  (1840).   Leipzig  1889, 
Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.     60  S. 
Wir  waren  wiederholt  in  der  Lage,  Uebersetzungen  von  klassischen 
mathematischen  Werken  anzuzeigen,  welche  in  der  Springer'schen  Verlags- 
handlung erschienen.     Einmal  handelte  es  sich  auch  um  eine  Abhandlung, 
um  die  Gauss 'sehen  Untersuchungen   über  die  hypergeometrische  Beihe       j 
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Heute  liegt  uns  ein  Heft  eines  ähnlichen  buchhSndlerischen  Unternehmens 
vor.  Die  Yerlagshandlong  von  Wilhelm  Engelmann  in  Leipzig  hat  mit  der 
Herausgabe  von  Abhandinngen  begonnen,  welche,  unter  der  Leitung  von 
Prof.  Ostwald  in  Leipzig  gesammelt,  den  (3esammttitel  „Ostwald's  Klas- 
siker der  exacten  Wissenschaften''  führen  sollen.  Unter  der  genannten 
Oberleitung  sind  noch  besonders  geeignete  Kräfte  zur  üeberwachung  der 
Herausgabe  der  Schriften  aus  einzelnen  Wissenschaften  gewonnen,  so  Prof. 
Wan gerin  fQr  Mathematik,  und  den  Beginn  seiner  Thätigkeit  begrfissen 
wir  insbesondere  in  10  Seiten  Anmerkungen,  welche  dem  Abdrucke  der 
Gauss 'sehen  Abhandlung  beigegeben  sind.  Erläuterungen  sind  es  nichti 
wenn  auch  die  enggebundene  Schreibweise  yon  Gauss  solche  sehr  wohl 
ertragen  k5nnte;  aber  Herr  Wanger  in  dachte  vermuthlich,  und  gewiss 
mit  Recht,  dass  jeder  Leser  der  Abhandlung  mit  den  Sätzen  Qber  das  Po- 
tential anderwärts,  sei  es  aus  Büchern,  sei  es  aus  Vorlesungen,  bekannt 
sein  werde,  und  dass  diese  Kenntniss  des  Inhalts  über  die  Schwierigkeit 
der  Form  hinaushelfen  werde.  Dagegen  hat  Herr  Wanger  in,  und  darin 
handelte  er  mit  nicht  geringerem  Bechte ,  Geschichtliches  über  die  einzelnen 
Sätze  ziemlich  vollständig  mitgetheilt.  Er  hat  auch  der  Kritik  erwähnt, 
welche  einzelne  Sätze  gefunden  haben,  und  hat  durch  Angabe  der  Quellen 
den  Leser  in  den  Stand  gesetzt,  sich  selbst  von  dem  Gewichte  der  Bemänge- 
lungen und  von  den  infolge  derselben  entstandenen  neuen  Methoden  in  Kennt- 
niss  zu  setzen.  Cantob, 

üeber  die  Construction  der  Halbscliattengrenzen  der  Flächen  zweiten 
Grades    unter   Voraussetzung  von    Kugelbeleuchtung.      Von    Kabl 
SoHOBBR.     Separatabdrnck   aus   dem  XI.  Jahresberichte    der    k.  k. 
Oberrealschule  im  Bezirke  Sechshaus  bei  Wien  1885.     Selbstverlag 
des  Verfassers. 
Der  geometrische  Inhalt  der  Aufgabe  ist  eine  Untersuchung  der  Deve- 
loppabeln,  welche  einer  Kugel  und  einer  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades 
umschrieben  werden   kann,    und   der  Curven,   längs  welcher   diese  Deve- 
loppable  die  Flächen  berührt.     Wird  die  Kugel  als  leuchtend  gedacht,  so 
ist  die   erwähnte  Curve  auf  der   andern,   beleuchteten,   Fläche   die  Halb- 
schattengrenze. 

Als  Einleitung  wird  eine  Zusammenstellung  der  Eigenschaften  einer 
Developpabeln ,  welche  zwei  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  umschrieben 
sind,  vorausgeschickt. 

Das  Fundament  für  die  constructive  Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe 
ist  die  Bestimmung  der  Halbschattengrenze  einer  Kugel  und  eines  Kegels 
bei  Bestrahlung  durch  eine  Kugel.*    Namentlich  die  letztere  Aufgabe,  f&r 

*  Vergl.  hierzu  Meisel:  „üeber  die  Bestrahlung  einer  Kugel  durch  eine  Eugel'S 
diese  Zeitschr.  Bd.  XXVH  S.  6Ö.  ^  j 
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welche  drei  elegante  Lösungen  angegeben  werden,  erweist  sich  flEbr  das 
Weitere,  z.  B.  bei  den  Botationsflfichen  als  "von  besonderer  Wichtigkeit 
Znr  genauen  Bestimmung  des  Verlaufs  der  Curven  werden  auch  die  Tan- 
genten in  den  einzelnen  Punkten,  inbesondere  die  Asymptoten  ermittelt. 
Schliesslich  gelangen  Besonderheiten ,  welche  in  symmetrischen  Lagen  beider 
Flächen  zu  einander  ihren  Grund  haben ,  zur  Darlegung. 

Hannover.  C.  Bodbnbbbo. 

lieber  eine  bemerkenswerfhe  Kaumcurre  fünfter  Ordnung.  Programm 
der  E.  bayr.  Studienanstalt  Neuburg  a.  D.  für  das  Schuljahr  1886/87. 
Von  Dr.  Alfons  Schmitt,  K.  Studienlehrer.. 

Alle  Geraden,  welche  auf  ihren  Polaren  bezüglich  einer  Fläche  zweiten 
Grades  senkrecht  stehen,  bilden  einen  speciellen  Tetraedralcomplex,  den 
„Bey  e 'sehen  Axencomplez*^.  Derselbe  wird  auch  erzeugt  durch  die  Lothe, 
welche  man  von  allen  Punkten  des  Baumes  auf  die  ihnen  zugeordneten 
Polarebenen  fällen  kann.  Die  fragliche  Curve  ist  nun  der  Ort  der  Fuss- 
punkte  aller  Complezstrahlen,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  P 
des  Baumes  gehen«  Schon  Beye  giebt  ohne  Beweis  in  seiner  ,, Geometrie 
der  Lage*'  als  Ordnungszahl  dieser  Curve  5  an.  Der  Verfasser  führt  diesen 
Beweis  zunächst  analytisch,  später  synthetisch  und  bestimmt  auch  die 
übrigen  Charaktere,  zeigt  insbesondere,  dass  die  Curve  rational  sei. 

27  Flächen  bieten  sich  dar,  auf  welchen  die  Curve  liegt;  9  von  ihnen 
sind  dritter,  die  übrigen  18  vierter  Ordnung.  Für  erstere  ist  P  conischer 
Doppelpunkt,  für  letztere  dreifacher  Punkt.  Auf  dreien  der  Flächen  dritter 
Ordnung  tritt  noch  stets  ein  weiterer  conischer  Knoten  auf,  der  insbesondere 
biplanar  wird,  wenn  P  einer  Symmetrieebene  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
angehört.  Beschreibt  P  einen  Durchmesser  dieser  Fläche,  so  erfüllen  die 
zugehörigen  Baumcurven  eine  Fläche  fünfter  Ordnung,  und  diese  zerfällt 
in  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  in  eine  doppelt  zählende  Symmetrie- 
ebene der  P\  wenn  der  gewählte  Durchmesser  in  dieser  Ebene  angenom- 
men wird. 

Als  Anhang  werden  einige  neue  Ableitungen  der  Charaktere  von  üni- 
cursalcurven  mitgetheilt,  welche  jedoch  mit  dem  Thema  der  Schrift  in 
keinem  Zusammenhange  stehen. 

Hannover. C.  Bodbnbbbo. 

lieber  den  Bündel  deijenigen  cubisohen  Banmeurven,  welche  ein  ge- 
gebenes Tetraeder  in  derselben  Art  zum  gemeinschaftlichen 
Sohmiegungstetraeder  haben.*  Inauguraldissertation  von  Ebmst 
Heinrichs  aus  Wermelskirchen. 


*  Yergl.   die  Arbeiten   von   A.  Voss,    Mathem.  Annalen,  Bd.  13  S.  236; 
Schröter  ibid.  Bd.  25  S.  293;  Sturm  ibid.  Bd.  26  S.  487. 
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Der  untdrsachte  Bündel  besteht  aus  sämmtlichen  Ranmcarven  dritter 
Ordnung,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  ABB  und  CBD  in  den  Punkten 
A  und  C  osculiren  und  in  ihnen  bez.  die  Tangenten  AB  oder  a  und  CD 
oder  c  haben. 

Der  Bttndel  ist  hiernach  als  das  rSumliche  Analogon  eines  Eegelschnitt- 
büschels  (oder  einer  £-Schaar)  anzusehen,  dessen  Curven  sich  in  zwei 
festen  Punkten  berühren,  und  ist  wie  dieser  sich  selbst  dual. 

Die  gegebenen  Elemente  bestimmen  ein  Tetraeder,  das  „Schmiegtm^- 
tetraeder^'  ACBDy  wo  die  Reihenfolge  der  Buchstaben  zugleich  die  Zu- 
ordnung der  Elemente  zum  Bündel  kennzeichnen  soll.  Alle  einem  Tetraeder 
angehörigen  Curven  constituiren  hiemach  12  Bündel.  Die  Betrachtung^  des 
obigen  einzigen  genügt.  Die  Projectionskegel  zweiten  Grades  einer  seiner 
Curven  aus  A  und  0  haben  die  Gerade  AG  gemein  und  schneiden  sich 
daher  ausser  dieser  Linie  nur  in  der  Curve  selbst.  Jeder  solche  Kegel 
berührt  das  Tetraeder  noch  längs  einer  zweiten  seiner  Kanten,  ist  also 
durch  einen  weitem  Punkt  des  Raumes  bestimmt,  und  das  gilt  demnach 
auch  für  jede  Curve.  Folglich  —  wegen  der  Reciprocität  des  Bündels  mit 
sich  selbst  —  ist  auch  eine  Ebene  als  Schmiegungsebene  und,  wie  gezeigt 
wird,  eine  Gerade  als  Doppelsecante ,  ein  ausreichendes  Bestimmungsstack. 
Herr  Sturm  hat  a.  a.  0.  bewiesen,  dass  die  s&mmüichen  Tangenten  der 
Bündelcurven  einen  tetraedralen  Complez  vom  Doppelverhftltniss  \  bilden. 
Dieser  Complez  bildet  daher  das  Grenzgebilde  zwischen  reell  und  imaginSr 
schneidenden  Doppelsecanten. 

unter  gleichzeitiger  Betrachtung  aller  zwölf  Bündel  zerlegt  der  Ver- 
fasser die  Geraden  des  Raumes  noch  in  weitere  Gebiete  nach  den  Anzahlen 
der  Bündel ,  für  welche  die  Geraden  das  eine  oder  andere  Verhalten  zeigen. 
Parallel  mit  den  gekennzeichneten  Untersuchungen  gehen  die  dualen  der 
zu  den  Curven  gehörigen  Developpabeln ,  der  Construction  der  Schmiegungs- 
ebene in  einem  gegebenen  Punkte ,  sowie  die  der  Tangente.  Hieran  schliesst 
sich  eine  Reihe  interessanter  Sätze  über  die  Bewegungserzeugnisse  dieser 
drei  Elemente,  wenn  eins  derselben  ein  lineares  Gebilde  durchläuft.  Z.  B. : 
„Wandert  der  Punkt  auf  einer  Ebene,  welche  eine  Kante  des  Schmiegungs- 
tetraeders  enthält,  so  beschreibt  seine  Tangente  eine  lineare  Congraenz''. 
„Beschreibt  die  Schmiegungsebene  den  Bündel  um  einen  Punkt,  der  auf 
einer  Tetraederkante  liegt,  so  durchläuft  ebenfalls  die  Tangente  eine  lineare 
Congruenz.^ 

Jedem  Punkte  des  Raumes  ist  durch  den  Bündel  seine  Schmiegungs- 
ebene, jeder  Ebene  ihr  Osculationspunkt  eindeutig  zugeordnet.  Eine  ge- 
gebene Gerade  ist  jedoch  für  zwei  Curven  des  Bündels  Schmiegungsstrahl. 
Die  Charakteristiken  des  hierdurch  nachgewiesenen  Nullsystems  sind  also 
1,  1,  2. 

„Dem  Ebenenbündel,  dessen  Scheitel  ein  beliebiger  Punkt  ist,  ent- 
spricht im  Nullsystem  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  Ecken  des 
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Tetraeders  zu  Knoten  hat  und  daher  durch  die  Tetraederkante  geht;  und 
dual  etc«. 

Unterscheidet  man  die  hierdurch  gesetzte  Beciprocität  in  der  Bezeich- 
nung der  Bäume  durch  2  und  S\  so  hat  man  yollstSndiger:  Jedem  Punkt 
von  S  entspricht  die  genannte  F^  in  2\  jeder  Geraden  von  S  eine  Curve 
dritter  Ordnung  in  Z'  und  jeder  Ebene  von  £  ein  Punkt  yon  £\ 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Ebene  mit  einer  Bündelcurve  werden 
associirte  Punkte  genannt.  Nimmt  man  insbesondere  die  Ebene  durch  die 
Mitten  von  a^  c^  AC,  so  ergeben  sich  aus  der  Lage  der  associirten  Punkte 
Kriterien  für  das  Verhalten  der  Curve  zur  unendlich  fernen  Ebene. 

Hannover.  C.  Rodenbero. 


W.  Erimphoff,    Vorschule  der  (Geometrie.     Essen,  bei  Bädeker,    1888. 
(Beilage  zum  Programm  des  Egl.  Gymnasiums  zu  Coesfeld  1887/88.) 

Der  Plan  des  Werkchens  ist  wohl  durchdacht;  die  Ausfahrung  ist,  von 
einzelnen  Punkten  abgesehen,  als  gelungen  zu  bezeichnen,  so  dass  wir  das 
kleine,  19  Seiten  starke  Buch  für  den  ersten  Unterricht  nur  empfehlen 
können. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  weicht  in  manchen  Paukten  von  der  sonst 
gebräuchlichen  ab,  indem  der  Verfasser  die  einzelnen  Sätze  so  aneinander 
reiht,  wie  er  sie  unmittelbar  darauf  zum  weiteren  Ausbau  braucht;  der 
Schaler  erkennt  auf  diese  Weise  stets  den  Nutzen  und  die  Nothwendigkeit 
der  einzelnen  vorhergehenden  Lehren.  Dabei  kommt  es  natürlich,  dass 
sonst  Zusammengehöriges  nicht  unmittelbar  aufeinander  folgt,  so  die  vier 
Congruenzsätze  (Kriterien  genannt),  die  in  der  Anordnung  3,  1,  2,  4  folgen 
und  durch  Zwischensätze  (Aufgaben)  von  einander  getrennt  sind.  Es  ist 
dies  kein  Fehler,  der  Schüler  wird  sich  leicht  unter  Anleitung  des  Lehrers 
die  einzelnen  Sätze  passend  zusammensteilen  können.  Die  Theorie  der 
Parallelen,  zu  deren  Definition  die  Gleichheit  der  mit  einer  Transversalen 
gebildeten  Winkel  benützt  werden,  sind  am  Schlüsse  behandelt. 

Der  Verfasser  hat  sich  stets  bemüht,  die  Sätze  in  einer  klaren  und 
für  den  Schüler  leicht  fasslichen  Weise  darzustellen.  Die  Schreibart  ist 
der  Altersstufe  des  Schülers  angemessen;  nur  an  einzelnen  Stellen  ist  der 
Verfasser  zu  weit  gegangen:  man  vergL§VI,  erste ,  zweite,  dritte  Grund- 
aufgabe, wo  es  fast  zur  Monotonie  wird;  dabei  ist  die  Anfügung  des 
letzten  Satzes  „^nd  ABO  ist  das  verlangte  Dreieck^  nicht  einmal  nach- 
almiungswürdig. 

Am  wenigsten  ist  §  III  gelungen. 

„Die  Grösse  der  Drehung,  welche  die  eine  von  zwei  Geraden  um 
ihren  gemeinsamen  Punkt  machen  muss,  um  mit  der  anderen  zusammen- 
zufiJlen,  nennt  man  einen  Winkel.^     Wir  meinen:  die  Grösse  der  Drehung 
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bestimmt  oder  ist  ein  Maass  fClr  die  Grösse  des  Winkels ,  ist  aber  nicht 
selbst  der  Winkel. 

In  demselben  Paragraphen  heisst  es:  »Die  Grösse  eines  Winkels  kann 
man  nämlich  nicht  anders  bestimmen,  als  durch  die  Grösse  dieser  Bogen.' 
Kürzer  und  richtiger  ist:  nDie  Grösse  eines  Winkels  misst  man  dnrch  die 
Grösse  des  Bogens.^ 

Der  flache  und  rechte  Winkel,  ebenso  der  Complement-  nnd  Sapple- 
mentwinkel  wird  durch  die  Gradzahl  definirt;  vielleicht  wftre  es  besser, 
diese  Winkel  unabhängig  von  der  Gradzahl  zu  definiren. 

Seite  12  heisst  es:  „Ein  Dreieck,  in  welchem  zwei  Seiten  gleich  sind, 
ist  ein  gleichschenkliges.  Die  gleichen  Seiten  heissen  Scheitelseiten«  **  Warum 
weicht  der  Verfasser  von  der  gebräuchlichen  Bezeichnung  „ Schenkel **  ab? 

Max  Müixsb. 
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838.  Sur  une  propri^t^  gänärale  des  corps 'solides  älastiques.    M.  Leyy.    Compt. 

rend.  CVII,  414,  463.  —  E.  Cesaro  ibid.  620. 

389.  Equilibre  d'älasticit^  d'un  solide  sans  pesanteur,  homogäne  et  isotrope,  dont 
les  parties  profondes  sont  maintenues  fixes,  pendant  que  sa  surface 
äprouye  des  pressions  ou  des  däplacements  connus,  s^anniuant  hors  d*uue 
region  restreinte  oü  ils  sont  arbitralres.  J.  Boussinesq.  Compt.  rend. 
CVI,  1043,  1119. 

340.  Barsand  wires  of  yarying  elasticity.  C.  Chree.  PhiL  Mag.  Ser.  6,  XXI,  81; 
XXn,  269. 

841.  Sur  les  däformations  ^lastiques  dans  les  pi^ces  ä  fibres  moyennes.     B.  de 

Fontyiolant.    Compt.  rend.  CVH,  388. 

Elaktrieltät. 

842.  üeber  die  scheinbare  Wechselwirkunff  yon  Bingen,  welche  in  einer  incom- 

pressibeln  FlQssigkeit  In  Buhe  sich  befinden.     Ed.  Biecke.     Mathem. 
Annal.  XXXII,  203. 

843.  On  the  molecular  theory  of  galyanic  polarizations.    J.  Larmor.    Phil.  Mag. 

.    Ser.  6,  XX,  422. 

844.  On  the  formulae  of  the  electromagnet  and  the  equations  of  the  dynamo. 


Silv.  P.  Thompson.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXH,  288. 


Digitized  by 


Google 


230  Historisch -literarische  Abtheilang. 


346.  Propagation  du  courant  aar  une  ligne  t^l^graphiqne.    Vasohy.    Compt.  rend. 
Cyn,  1146. 

346.  The  winding  of  yoltmeters.    W.  E.  Ayrton  &  J.  Perry.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXlj  100. 

347.  Distribation  de  T^lectricit^  indoite  par  des  charges  fixes  sar  nne  sorfiace  ferm^ 

convexe.  G.  Bobin.   Compt.  rend.  CVI,  413.   [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  342.] 

348.  Od  the  distribuiion  of  electric  carrents  in  networks  of  coDductors  treated  by 

the  metbod  of  Maxwell.    J.  A.  Fleming.    PhiL  Maff.  Ser.  6,  XX,  221. 
849.  On  the  seat  of  the  electromotive  forces  in  a  voltaic  cell.    Hopkinson.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XX,  836   —  Ayrton  &  Perry  ibid.  XXI,  61.    -  O.  Lodge 

ibid.  XXI,  263.  —  W.  Ostwald  ibid.  XXII,  70. 
350.  On  the  induction  of  electric  cnrrents  in  an  infinite  plane  corrent  sheet,  whiefa 

is  rotating  in  a  field  of  magnetic  force.   A.  B.  Basse  t.    Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXU.  140. 

361.  On  the  self-indaction  and  resistance  of  straight  condactors.  Bayleigh.  Phil. 

Mag.  Ser.  6.  XXI,  381. 

362.  On  the  seif- induction  of  wires.     0.  Heaviside.     Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXII, 

118,  273,  332,  419. 

363.  On  some  experiments  relating  to  Hairs  phenomenon.    Boltzmaun.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XXII,  226. 
Yergl.  Wärmelehre  686. 

364.  Sur  la  th^orie  de  Tälimination.     H.  Laurent.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII, 

60,  116. 

Ellipse. 
366.  Quelques  propridtäs  de  rellipse;   d^viation;   äcart  normal.     M.  d'Oeagne. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vü,  268.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  61.] 

366.  Propri^t^s  de  la  courbe  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  oonstante 

circonscrits  k  une  ellipse.    Gh.  Briese.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  231. 

367.  Sur  un  quadrilatäre  circonscrit  ä  une  ellipse  donn^e.    F.  Farjon.    N.  ann. 

math.  Ser.  8,  VII,  348. 

EUlpsoid. 

368.  Sur  les  normales  men^es  d'uu  point  k  un  ellipsolde.    Moret-Blanc.    N.  ann. 

math.  Ser.  8,  VII,  336. 

Slllptitdhe  Traaioendontan. 

359.  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  bei  zusammengesetstem 

Transformationsgrade     L.Kiepert.    Mathem.  Annal.  XXXU,  1. 

360.  Elementarer  Beweis   für  die  Darstellbarkeit  der  elliptischen  Functionen  als 

Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen.  Ad.  Kneser.   Mathem. 
•       Annal.  XXXU,  309. 

361.  Sur  la  räduction   de  la  diffärentielle  elliptique  k  la  forme  normale.    T.  J. 

Stieltjes.    Comj)t.  rend.  CVU,  661. 
862.  Bemerkung  über  elliptische  Integrale.    W.  Hey  mann.    Grelle  GIII,  87. 
Vergl.  Substitutionen  662. 

F. 
Formen. 

363.  üeber   binSxe   Formen   mit  vorgeschriebener   Discriminante.     D.   Hubert. 

Mathem.  Annal.  XXXI,  482. 

364.  üeber  die  Darstellung  definiter  Formen  als  Summe  von  Formenquadraten. 

D.  Hilbezt    Mathem.  Annal.  XXXH,  342. 

866.  Ueber  einen  Satz  der  Formentheorie.    E.  Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXI,  441. 

366.  üeber   die  asyzygetischen  Coyarianten   dritten  Grades   einer   binären  Form. 

E.  Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXI,  444. 

367.  Die  Goncomitanten  der  temären  cubischen  Formen,  insbesondere  der  Form 

a?!«»« - 43^2' +  fl'2«i'«« +  0^8«! ••    Fr.  Dingeldey.   Math. Annal.  XXXI,  157. 

368.  Die  irredudbeln  Syzyganten  zweier  simultanen  cubischen  Formen.    ▼.  6 all. 

Mathem.  Annal.  XXXI,  424. 
869.  Die  Steiner'sche  Govariante  der  binären  Form  sechster  Ordnung.    6.  Mai- 

sano.    Mathem.  Annal.  XXXI,  493. 
370.  Die  Discriminante  der  Form  siebenten  Grades  f^a'm     P.  Gordan.    Mathem. 

Annal.  XXXI,  666. 
871.  Das  YolUtändige  Formensystem  der  binären  Form  siebenter  Ordnung,  y.  G  all. 

Mathem.  Annal.  XXXI,  318. 
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FunotloiLOiL 
872.  Bemerkungen  über  ^*^  =  5^  +  ö^  =  ö-     P«   ^^  Bois-Reymond.     Grelle 

CHI,  204. 
878.  Sor  nne  gän^ralisation  da  principe  de  Dirichlet.    Biemann.    Ck>mpt.  rend. 

C  VI,  128. 
874.  Zar  Theorie  der  Dedekind*8chen  Ideale.  L.  Baar.  Mathem.Annal.XXXIl,  161. 

375.  Sur  les  fonctions  discontinaes  logarithmiqoes.     Boagal'eff.     Compt.  rend. 

CVI,  1067. 

376.  Proprio t^8  des  polynftmes  Ä»  qui  saiventla  loi  J.ii  =  a?*.J.«-2  — (2n-  l)u4»-i. 

Halphen.    N.  ann.  math.  Ser.S,  VII,  204. 

877.  Sur  le  plus  grand  divisenr  commun  de  deuz  polynomes  entiers.    £.  Pomej. 

N.  ann.  maih.  Ser.  8,  VII,  66,  407. 

878.  Sur  la  relation  qui  eziste  entre  p  fonctions  entidres  de  |7  —  1  variables.    B. 

Perrin.    Compt.  rend.  CVI,  1789. 

379.  Sur  les  criteria  des  divers  geures  de  Solutions  multiples  communes  k  deux 

^quations.    B.  Perrin.    Compt.  rend.  CVII,  22. 

380.  Sur  lee  criteria  des  divers  genres  de  Solutions  multiples  communes  ä  trois 

^quations  ä  deux  variables.    R.  Perrin.    Compt.  rend  CVII,  219. 

381.  Ueber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und  dritter 

Art  in   trigonometrische  rteihen.     Krause   &  Mohrmann.     Mathem. 
Annal.  XXXH,  381.    fVergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  403.1 

882.  üeber  hypereiliptische  Sigmaranctionen.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XXXn, 
361.     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  428.] 

383.  Beiträge  zur  Theorie  der  hyperellip tischen  Sigmafunctionen.  H.  Burkhard t. 
Mathem.  Annal.  XXXII,  381. 
Vergl.  Abbildung.  Abersche  Functionen.  Bestimmte  Integrale.  Determi- 
nanten. Differentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische  Trans- 
scendenten.  Formen.  Gammafunctionen.  Geometrie  (höhere)  893,  394. 
Integration  (unbestimmte).  Invarianten  theorie.  Ketten  bräche.  Operations- 
calcul.  Reihen.  Substitutionen.  Thetafunctionen.  Ultraelliptiscne  Trans- 
scendenten.    Unendlich. 

Oammaftmetionen. 
884.  Zur  Theorie  der  Gammafunctionen.  A.  Prin^sheim.  Math.  Annal.  XXXI,  466. 
386.  Sur   une  gän^ralisation   des  fonctions  eul^nenues.     S.  Pincherle.     Compt. 
rend.  CVI,  266. 

0eodlcie. 

386.  Sur  Tävaluation  des  erreurs  inhärentes  au  systäme  des  coordonn^es  rectangu- 

laires.    Hatt.    Compt.  rend.  CVI,  921. 

387.  Sur  la  thäorie  de  la  figure  de  la  Terre.    Maur.  L^vy.    Compt.  rend.  CVI, 

1270,  1314,  1876. 
888.  Sur  la  figure  de  la  Terre.    H.  Poincar^.    Compt.  rend.  CVII,  67. 

389.  On  the  physical  structure  of  the  earth     H.  Hennessy.    Phü.  Mag.  Ser.  6, 

XXn,  238. 

Oeometrie  (abiählende). 

390.  Beiträge  zur  Analysis  Sitae.    W.  Dyck.    Mathem.  Annal.  XXXII,  467. 

391.  Die  Abzahlung  als  Fehlerquelle  in  der  modernen  Geometrie.    C.  Küpper. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  282. 

Oeometrie  (höhere). 

392.  Sur  les  propridtds  infinitesimales  de  Tespace  cercl^.    E.  Cosserat.    Compt. 

rend.  CVI,  614. 

393.  Ueber  diejenigen  algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige  Transformationen 

in  sich  zulassen.    A.  Hurwitz.    Mathem.  AnnaL  X£xn,  290. 

394.  üeber  algebraische  Correspondenzen.    A.  Brill.    Mathem.  Annal.  XXXI,  374. 

[Vergl.  Bd.  XXXUI,  Nr.  443.] 
396.  Sur  les  propri^t^s  graphiques  des  figores  centriques.    V.  Beyes  y  Prosper. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  167. 
396.  üeber  die  uneigentlichen  Geraden  und  Ebenen.    M.  Pasch.    Mathem.  Annal. 

XXXn,  169. 
897.  Sur  Tempi oi  du  complexe  lin^aire  de  droites  dans  Tätude  des  systämes  lin^aires 

de  cercles.    E.  Cosserat.    Compt.  rend.  CVI,  1467. 
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398.  üeber  die  Combinanten  binärer  Formensysteme ,  welche  ebenen  rationalem 

Ourven  zugeordnet  sind.    W.  Gross.  ^  Mathem.  Annal.  XXXII,  136. 

399.  Sar  la  dätermination  d'une  courbe  algäbriqne  par  des  points  donn^     H.  G. 

Zenthen.    Mathem.  Annal.  XXXI,  235. 

400.  Kecherche  des  points  doubles  dans  les  conrbes  unicorsales.    X.  AntomarL 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  366. 

401.  Snr  les  courbes  de  genre  un.    0.  Schlesinger.    Compt.  rend.  GVn,  224. 

402.  Ueber  die  auf  einer  Curve  m^*  Ordnung  C?  vom  Geschlecht  p  von  deo   od« 

Geraden  G  der  Ebene  ausgeschnittene  lineare  Schaar  y^.    ^*  Küpper. 
Mathem.  Annal.  XXXI,  291. 

403.  Ueber  die  regelmässigen  Gonfignrationen  n^.    A.  Schön  flies.    Math.  AxmaL 

XXXI,  43. 

404.  Ueber  die  Transformation  der  Gleichung  [der  ebenen  Curve  dritter  Ordnoog 

mit  Doppelpunkt   auf  die  Normalform.     Fr.   Dingeide y.     Mathem, 
Annal.  XXXI,  177. 

405.  Ueber  die  Jacobi*6cben  Govarianten  der  Systeme  von  Beruhrungskegelschnitten 

einer  Curve  vierter  Ordnung.    G.  Frobenius.    Grelle  CUI,  139. 

406.  Zur  algebraischen  Erzeugung  sämmtlicher,  auch  der  zerfallenden  ebenen  ratio- 

neuen  Curven  vierter  Ordnung.    Fr.  Meyer.    Mathem.  AnnaL  XXXI,  96. 
[VergL  Bd.  XXXIII,  Nr.  448.] 
Vergl.  Sinematik.    Singularitäten. 

Oesddohte  dar  Mathematik. 

407.  Inscription  cunäiforme  donnant  les  d^tails  d'une  ^clipse  de  Lune.   J.  Oppert. 

Compt.  rend.  CVn,  467. 

408.  Sur  Tunincation  du  caiendrier.    Tondini.    Compt  rend.  CVI,  813. 

409.  Gcdiläe  et  le  microscope  compos^.    Govi.    Compt.  rend.  CVn,  551. 

410.  Sur  le  bätonnage,  ancienne  mani^re  de  mesurer  les  tapisseries  des  Gh>belins. 

Qerspach.    Compt  rend.  CVI,  1256. 

411.  Hypothese  de  Lagrange  sur  Torigine  des  com^tes  et  des  a^rolithes.  H.  Faye. 

Compt.  rend.  CVI,  1703. 

412.  Une  lettre  ayant  rapport  ä  la  mort  de  Lagrange.  L.  Laianne.  Compt.  rend. 

CVI,  998. 

413.  Notes,  chiefly  historical,  on  some  fundamental  propositions  in  optica.    Bay- 

leigh.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXI,  466. 

414.  Sur  un  point  de  Thistoire  du  penduie.    Defforges.    Compt.  rend.  CVI,  1667. 

—  C.  Wolf  ibid.  1660. 

415.  Sur  les  travaux  du  g^n^ral  Meusnier.    Janssen.    Compt.  rend.  CVU,  865. 

416.  On  calculating  machines.    J.  Edmondson.    Phil  Mag.  Ser.  5,  XX,  15. 

417.  Zur  Erinnerung  an  Axel  Hamack.    A.  Voss.    Mathem.  Annal.  XXXII,  161. 

Oleiehungen. 

418.  Sur  le  critdre  de  Galois  concemant  la  rdsolubilit^  des  ^quations  alg^briques 

par  radicaux.    J.  Dolbnia.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  467. 

419.  Ueber  die  Anwendung  iterirter  Functionen  zur  Darstellung  der  Wurzeln  al- 

gebraischer und  transcendenter  Gleichungen.    C.  Isenkrahe.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  309. 

420.  Demonstration  d*une  formule  de  Waring.   F.  Gom.  Teixeira.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  Vn,  382. 

421.  Sur  les  racines  de  T^quation  /(a?)=0,   f{x)  ^tant  un  polynöme  de  degr^  » 

vörifiant  Fidentitö  nf{x)  =  {x-a).f{x)-^b.f\x).    Ch.  Brisse.     N.  ann. 
math.  Ser.  3,  VII,  314. 

422.  Thäorämes  sur  les   ^quations  algdbriques  et  les  fonctions  quadratiques  de 

Campbell.    Aug.  Poulain.    Compt.  rend.  CVI,  470,  1479. 

423.  Sur  les  äquations  algäbriques  ä  racines  toutes  reelles.  M.  d*Ocagne.  Compt. 

rend.  CVJ,  731. 

424.  Sur  une  source   d^^quations  alg^briques  ayant  toutes  leurs  racines  r^lles. 

G.  Fouret.    Compt.  rend.  CVI,  1135,  1220. 

425.  Sur  le  th^or^me  de  Bolle.   Anonyme.   N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  302.    [Vercrl. 

Bd.  XXXIII,  Nr.  103.] 

426.  Gän^ralisation  du  th^oräme  de  Rolle.    F.  Lucas.    Compt  rend.  CVI,  121. 

427.  Determination  ^lectrique  des  racines  reelles  et  imaginaires  de  la  d^riv^e  d^un 

polynöme  quelconque.    F.  Lucas.    Compt.  rend.  CVI,  195. 

428.  B^solution  ^lectrique  des  ^qüations  algdbriques.     F.  Lucas.     Compt.  rend. 

CVI,  268.  ^  , 
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429.  DäterminaiioD  ^lectrique  des  lignes  isodynarniques  d'un  polyo^me  quelconque. 

F.  Lucas.    Compt.  rend.  CVI,  587. 

430.  B^solotion  imm^diate  des  äquations  au  moyen  de  rälectricitä.     F.  Lucas. 

Compt.  rend.  CVI,  646. 

431.  Resolution  des  ^quations  par  Tälectricitö.   F.  Lucas.   Compt.  rend.  CVI,  1072. 

432.  On  a  machine  for  solving  equations.  C.  V.  Boys.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXI,  241. 

433.  On  a  mechanical  metbod  of  solving  quadratic  and  cubic  eouations,  whether 

the  roots  be  real  or  impossible.    H.  Cunynghame.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 
XXI,  260. 
Vergl.  Determinanten  308.   Elimination.   Functionen  379,  880.   Kegelschnitte 
453.    Oberfl&chen  zweiter  Ordnung  620. 


Hydrodynamik. 

434.  Turbines.    J.  L.  Woodbridge.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  813. 

435.  Comül^ment  k  la  th^orie  des  däversoirs  en  mince  paroi  qui  s*ätendent  k  toute 

Ja  largeur  du  lit  d'un  cours  d'eau:  influencc,  sur  le  d^bit, Jdes  vitesses 
dVriväe  des  filets  fluides.  J.  Boussinesq.  Compt.  rend.  CVU,  513,  538. 
[Vergl.  Bd.  XXXUl,  Nr.  491,  492,  494.] 

436.  On    stationary  waves  in  flowing  water.    W.  Thomson.     Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXII,  353,  445,  517. 

437.  Sur  les  mouvements  giratoires  des  fluides.  L.  Lecornu.  Compt.  rend.  CVI,  1654. 

Hyperbel. 

438.  On  a  new  hyperbolagraph.    H.  Cunynghame.    Phil  Mag.  Ser.  3,  XXII,  138. 

439.  Hyperbole  engendrde  au  moyeh  de  deux  paraboles.   M.  Roux.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VII,  384. 

Hyperboloid. 

440.  Studier  le  compleze  des  cordes  d'uu  hjperbololde  ä  une  nappe  qui  sont  vues 

du  centre  sous  un  angle  droit.  E.  Marc  band.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  8. 

441.  Thöoröme  sur  rhyperboloüde.    Genty.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  436. 

I. 

Integration  (unbestiminte). 

442.  Sur  rintdgration  par  partie.    Ph.  Gilbert.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  365. 

443.  Sur  Quelques  integrales  remarguables.  E.  P  omey.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  191. 

444.  Sur  les  integrales  pseudo-elliptiques.    Halphen.    Compt  rend.  CVI,  1263. 

Interpolation. 

445.  Formules  d*interpolation.    Carvallo.    Compt.  rend.  CVI,  346. 

liiTariantenUieorie. 

446.  Calcul  de  sous  -  invariants.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  464. 

447.  Sur  les  invariants  des  äquations  differentielles.    £.  Goursat.    Compt  rend. 

VUl,  898. 
Vergl.  Formen. 

Kegelsohnitte. 

448.  Synthetische  Untersuchungen  über  die  Schmiegungsebenen  beliebiger  Raum- 

curyen  und  die  Realitätsverhältnisse  specieller  Eegelschnittsysteme.    Ad. 
Eneser.    Mathem.  Annal.  XXXI,  507. 

449.  Applications  des  propri^täs  projectives  des  coniques.    Weill.    N.  ann.  math. 

Ser.  8,  Vn,  429. 

450.  Sur  la  courbure  des  coniqiies.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  .3,  VII,  152. 

451.  Sur  les  courbures   dans  les  coniques.     Ci.  Servais.     N.  ann.  math.  Ser.  3, 

Vü,  369. 

452.  The  differential  equation  of  a  conic.    Th.  Muir.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXI,  143. 

453.  La  Solution  g^omltrique  de  T^quation  du  quatriäme  degr^.    Fr.  Hofmann. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  120. 

454.  Sur  un  thdor^me  de  Chasles.    H.  Faure.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vü,  31. 

455.  Coniques  polaires  d'un  point  et  d^une  droite.    E.  Fontaneau.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VU,  292.  ^  ^ 
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456.  Sar  les  qnadrilatäres  circoDBcrits  k  deiix  coniqnes.    Alex.  Benon.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  104. 
467.  Propri^täs  de  trois  coniques.    H.  Ferval.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  S36. 

458.  Sur  deux  säries  de  coniqueti.    P.  Payet.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  325. 

VergL  Dift'erentialgleichangen  325.    Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    OberMchen 
508.    Parabel.  Kettenbrftche. 

459.  Sur  la  convergence  d*une  fraction  continue  alg^brique.    Halphen.    Compt 

rend.  CVI,  1326. 

460.  Beprösentatiou   de   nombres  irrationnels  aa  moyen   des  fractious  continiies. 

H.  Gylddn.    Compi  rend.  CVI,  1684,  1777. 

Kinematik. 

461.  Sur  certains  conoides  et  en  particulier  8ur  le  conolde  de  Pificker.    A.  Mann- 

heim.   Compt.  rend.  CVI,  820. 

Xreli. 

462.  Sur  une  propri^tä  du  cercle  des  neuf  points.  F.  Farjon.  N.  ann.  math.  Ser.  3, 

Vn,  289. 

463.  Sur  leB  cercles  inscrits  ä  un  triangle.  E  Cesaro.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  99. 

464.  Nouveau  th^or^me  relatif  aux  circonfdrences  tangentes.    Joffroy.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  461. 


Xagnetitmiu. 

465.  Sur  Taimentation  des  corpe  diamagn^Uques.    P.  Duhem.    Compt.  rend.  CVI, 

736.    [Vergl.  Bd.  XXXHI,  Nr.  525.] 

466.  Sur  rappHcation  du  phänomäne  de  Taimentation  transversale  ä  T^tude  du 

coemcient  d'aimentation  du  fer.    P.  Jan  et.    Compt.  r^d.  CVI,  200. 

Xazima  imd  Ifinima. 

467.  Sur  les  miuima  de  sommes  de  termes  positifs  dont  le  produit  est  constant 

Ch.  Bloche.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII.  287. 

468.  Der  Modul  des  Maximum  Maxim orum  einer  Function  ipireV*)  in  Bezug  auf  9 

und  die  Anwendung  seiner  Eigenschaften  auf  die  Keihe  TOn  Lagrange 
NekrasBOff.    Mathem.  Annal.  XXXI,  337. 

469.  Ueber  eine  specielle  geometrische  Aufgabe  des  Minimums.     Ed.  Neovius. 

Mathem  Annal.  XXXI,  359. 

470.  Sur  les  surfaces  minima  et  le  thäor^me  de  Joachimsthal.  A.  Cayley.   Compt. 

rend.  CVI,  995. 

471.  Sur  une  surface  minima  räelle.    B.  Nieweuglowski.    Kann.  math.  Ser.  3, 

472.  Anwendung  der  Aberschen  Functionen  auf  ein  Problem  der  Statik  biegsamer, 

unausdehnbarer  Flächen.    F.  E Otter.    Crelle  CHI.  44. 

473.  Th^or^me  de  Minding.    A.  Astor.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  38. 

474.  Sur  Textension  ä  certains  points  de  Tune  des  propriät^  m^oaniques  du  centre 

de  ^ravit^.    A.  de  Saint-Germain.    Compt.  rend.  CVII,  946. 

475.  Ueber  eine  neue  Interpretation  der  Fundamentalgleichungen  der  Ifechanik. 

J.  König.    Mathem.  Annal.  XXXI,  1. 

476.  G^näralisation  d*un  th^oreme  de  Gauss.  J.  Bertrand.  Compt  rend.  CVU,  537. 

477.  Groupement  et   construction   g^om^trioue   des   acc^lärations  dans  un  solide 

toumant  autour  d*un  point  fixe.    Ph.  Gilbert.    Compt.  rend.  CVII,  726, 
830,  946,  1028.     [Vergl.  Bd  XXXIII,  Nr.  532.  533.] 

478.  Sur  Täquilibre  d*une  masse  h^t^rogäne  en  rotation.    H.  Poincarä.    Compt 

rend.  CVI,  1571. 

479.  Sur  une   solutiou  älementaire  du  probl^me  du  gyroscope  de  Fouoault     E. 

Guyon.    Compt.  rend.  CVI,  1143. 

480.  Mouvement  dans  un  milieu,  dont  la  räsietance  est  proportionelle  au  carrä  de 

la  vitesse,  d*un  point  mat^riel  attirä  par  un  centre  fixe  en  raison  de  la 
distance.    H.  Besal.    Compt  rend.  CVI,  1329. 

481.  Geometrical   representation   of  moments  and  products  of  ineiüa  in  a  plane 

section;  and  also  of  the  relations  between  staresses  and  strains  in  two 
dimensions.    A.  Lodge.     Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXU,  453. 

482.  Sur  la  mesure  de  Tintensitä  absolue  de  la  pesanteur.    G.  Defforges.   Compt 

rend.  CVI,  126.  ^  , 
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483.  Sar  un  th^oräme  relatif  k  TattractiOD.    £.  Picard.    Gompt.  rend.  CVII,  984. 

—  J.  Bertrand  ibid.  985. 

484.  The  reaction  upon  the  drivin^-point  of  a  syetem  executing  forced  barmonic 

oscillations  of  various  penods  with  applicatiooB  to  electricity.   Bayleigb. 
Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXI,  369. 

485.  Snr  la  värification  exp^rimentale  des  formules  de  Lama  et  la  valeur  du  coeffi* 

cient  de  Poisson.    £.  H.  Amagat.    Compt.  rend.  CVI,  479. 

486.  Sar  la  tbäorie  da  ressort  Belleville.    H.  Keeal.    Compt.  rend.  CVII,  713. 

487.  Sur  la  dätermination  ezacte  des  positions  räciproques  de  la  bielle  et  de  la 

mauivelle  et  aar  nue  ^pure  de  dietribution  tenant  compte  de  Tobliquitä 
des  bielles.    F.  Dubost.    Compt.  rend.  CVII,  904. 

488.  Sur  les  calculs  de  r^sistance  des  syst^mes  r^ticuluires  k  lisnes  ou  conditions 

surabondantes.    Fraenell  &  Bachy.    Compt.  read.  Cv II,  729. 

489.  Representation  des  attitudes  de  la  locomotion  humaine  au  moyen  des  figures 

en  relief.    Marev.    Compt  rend.  CVI,  1634. 

490.  ModificatioDs  de  la  pboto- Chronographie  pour  Tanalyse  des  mouvements  exd- 

cut^s  sur  place  par  an  auimal.    Marey.    Compt.  rend.  CVil,  607. 

491.  Decomposition   des  phases   d^un   mouvement  au  moyen  d'images  photogra- 

phiques.    Marej.     Compt.  rend.  CVII,  677. 

492.  £tude  de  la  locomotion  humaine  dans  les  cas  pathalogiques.    Quänu  &  De- 

meny.    Compt.  rend.  CVI»  1559. 

493.  De  la  claudication  par  doulenr.    Marey.    Compt.  rend.  CVII,  641. 

494.  Valeurs  relatives  des  deux  composantes  de  la  force  däploy^e  dans  le  coup  d'aile 

de  Toiseau,  d^duites  de  la  direction  et  de  Tinsertion  des  fibres  du  muscle 
grand  pectoral.    Marey.    Compt.  rend.  CVII,  549. 

495.  Sur  le  mode  de  locomotion  des  Cheniiles.    6.  Carlet.   Compt.  rend.  CVII,  131. 

496.  Sur  la  locomotion  terrestre  des  Reptiles  et  des  Batraciens  tätrapodes,  compar^e 

&  Celle  des  Mammiföres  quadruples.  G.  Carlet.  Compt.  rend.  CVII,  562. 

497.  De  la  marche  d'un  insecte  rendu  tötrapode  par  la  suppression  d'une  paire  de 

patt«s.    G.  Carlet    Compt.  rend.  CVII,  565. 

498.  Des  monvements  de  la  natation  de  Tanguille.  Marey.  Compt  rend.  CVII,  643. 

Vergl.  Astronomie.  Capillarität  Elasticität  Elektricität.  Hydrodynamik. 
Magnetismus  Molekularphysik.  Optik.  Variationsrechnung  573.  Wärme- 
lehre. 

Xehrdimensionale  Geometrie. 

499.  Die  Zusammensetzung   der   stetigen  endlichen  Transformationsgruppeu.    W. 

Killing.    Mathem.  Anual.  XXXI,  232.     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  354.] 

Mittelwerthe. 

500.  Sur  une  g^näralisation  de  la  formule  des  accroissements  finis.   T.  J.  Stiel tj  es. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  26. 

Xoleenlarphysik. 

501.  Sur  les  lois  de  Täquilibre  chimique.    H.  Le  Chatelier.    Compt.  rend.  CVI, 

355,  598,  687,  1008.  —  P.  Duhem  ibid.  485,  846.  -  J.  Montier  ibid.  687. 

O. 

Oberiläehen. 

502.  Ueber  Fundamentalgrössen  in  der  Flächentbeone.     J.  Knoblauch.     Crelle 

cm,  25. 

503.  Sur  les  »urfaces  de  r^volution.   G.  Pirondini.  N.  ann.  math.  Ser.  8,  VH,  486. 

504.  Determination  sous  forme  explicite  de  toute  surface  rägläe  rapport^e  k  ses 

lignes  asymptotiques,  et  en  particulier  de  toutes  les  surfaces  rä^l^es  k 
lignes  asymptotiques  aleäbriques.    G.  Koenigs.    Compt.  rend.  CVJ,  51. 

505.  Sur  les  surfaces  r^gl^es  applicables  sur  une  surface  de  r^volution.    A.  Pellet. 

Compt  rend.  CVI,_654.  —  Ch.  Bioche  ibid.  829. 

506.  Ueber  eine  besondere  Art  von  Str^lensystemen     R.v.  Lilienthal.  Mathem. 

Annal.  XXXI,  85. 

507.  Sur  la  section  d'une  surface  par  un  plan  bitangent   Juhel-B^noy.   N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  282. 

508.  Sur  la  surface  engendr^e  pur  une  conique  doublement  s^cante  k  une  conique 

fixe.    Demartres.    Compt  rend.  CVI,  340. 

509.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Flächen,  bei  denen  der  eine  Hauptkrümmungs- 

radius eine  Function  des  anderen  ist.    J.Weingarten.    Crelle  CHI,  184. 
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610.  Sur  les  courbea  de  Mr.  Bertrand,  coDsid^räes  comme  liffnes  geod^iques  de 
suriaces  cercläes.    G.  Demartres.    Compt.  rend.  CVI,  1065. 

511.  Sur  les   surfaces   qui  ont  poiir  lignes  de  courbure  d'un  systäme  des  h^licea 

tracees  sur  des  cylindres  quelconques     A.  Petot.    Compt.  rend.  CVI,  1517. 

512.  Ueber  die  Bedingung  für  die  Isometrie  der  Krümm nngscurren.  J.  Knoblauch. 

Grelle  CHI,  40. 

513.  Sur   les   lignes   de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques  des  snrfaceB.    Le- 

lieuvre.    Compt.  rend.  CVI,  183. 

514.  Sur   les    lignes   de   courbure   des   cvclides.      G.    Humbert.      Compt.   rend. 

CVI,  257. 

515.  Sur  la  th^orie  des  cvclides.    Mlle.  Bortniker.    Compt.  rend.  CVF,  824. 

516.  Sur  les  poles  principanz  dMnversion  de  la  oyclide  de  Dupin.     G.  Fouret. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  113. 

517.  Construction  g^omätrique  de  la  surface  du  troisi^me  ordre.    R^flexions  sur  la 

gdnäration  des  surfacfs  algöbriques  k  Taide  de  deuz  faisceauz  projectifs. 
leJonquiferes.     Compt.  rend.  CVI,  526,  907;  CVli,  209. 

518.  Construction  gdom^trique  d'une  surface,  ä  points  doubles,  du  quatridme  ordre. 

De  Jonquiäres.    Compt.  rend.  C VII,  480. 

519.  Sur  les  surfaces  de  singulant^s  des  syst^mes  de  courbes  constraits  avec  an 

Flamen t  donn^.    £.  Cosserat.    Compt.  rend.  CVII,  653. 
Vergl.  Cartogrnphie.    Geodäsie.    Geschichte  der  Mathematik  415.    Mazima 
und  Minima  470,  471.    Mechanik  472. 

Oberflflolien  iweiter  Ordnimg. 

520.  Sur  Tezistence  de  trois  racines  reelles  de  T^ouation  qui  dätennine  les  azes 

principauz  d*un  cone.    Fr.  Hof  mann.    !N.  ann.  math.  Ser.  8,  VU,  90. 

521.  Sur  une  question  de  gäomt^trie  \i6e  ä  la  throne  des  normales  ^  une  quadriqae. 

A.  del  Re.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VH,  359. 

522.  Propri^td  des  surfaces  centriques  du  second  ordre.     Em.  Male.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VH,  317. 

523.  Surfaces  du  second  degrä  engeudr^es  au  moyen  d*une  ellipse  et  dVue  hyper- 

bole  situäes  respectivement  dans  deuz  plans  rectangulaires.    £.  Jaggi. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  841. 

524.  Lieu  compos^  de  deuz  surfaces  du  second  ordre.  E.  Marchand.  N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VU,  14. 
Vergl.  EUipsoid.    Hyperboloid.    Paraboloid. 

Operationsealonl. 

525.  Sur  quelques  familles  d'op^rateurs  diffärentiels.     R.  Perrin.     Compt  rend. 

C/Vl,  1131. 

Optik. 

526.  The  luminiferous  aether.     De  Volson  Wood.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XX,  889. 

527.  Sur  la  mesure  des  indices  de  räfractions  des  cristauz  k  deuz  azee  par  Tobser- 

vation  des  angles  limites  de  r^flezion  totale  sur  deuz  faces  quelconques. 
Ch.  Sorot.     Compt.  rend.  CVH,  176,  479. 

528.  On  the  accuracy  of  focus  necessary  for  sensibly  perfect  definition.  Bayleiffh, 

Phü.  Mag.  Ser.  5,  XX,  854. 

529.  On  a  theorem  relating  to  cnrved  diffraction-gratinfirs.  W.  Baily.  Phil.  Mae. 

Ser.  5,  XXn,  47. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  418. 


Parabel. 

530.  Propriät^  d'une  parabole.    E.  Bari  sie  n.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  244.  — 

Anonyme  ibid.  248. 

531.  Propriät^  de  la  droite  men^e  du  foyer  d'une  parabole  au  point  d'intersection 

de  deuz  taugentes.    M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  442.  — 
Ign.  Beyens  ibid.  443.  —  J.  Bernard  ibid.  444. 

532.  Sor  deuz  s^ries  de  paraboles  dans  un  plan.  Ch.  B risse.  N.  ann.  math.  Ser  3 

VII,  305. 

Paraboloid. 
538.  Sur  les  dnq  normales  menäes  d'un  point  k  la  surlace  d'un  parabolotde  ellin. 
tique,    L.  Roussel.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  344.  ^  ^ 
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Planimetrie. 

534.  De   ]a  mesure   de   la  simplicitö  dans  les  constructions  g^oinätriques.     ißm. 

Lemoine.    Compt.  rend.  CVII,  169. 

535.  Formules  servant  ä  faire  connaitre  les  cOt^s  d*un  trap^ze  rectangle.    Moret- 

Blanc.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vn,  332. 

R. 

Beotiflcatioii. 
536    Sur  les  arcs  des  courbes  planes.    G.  Humbert.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  5. 
[Vergl.  Bd.  XXXDI,  Nr.  630.] 

537.  Ueber  rectificirbare  Curven.  L.  Königsberger.  Matbem.  Annal.  XXXII,  589. 

aeihen. 

538.  Ein  Satz  über  Potenzreiheu.    Aug.  Gutzmer.    Mathem.  Annal.  XXXII,  596. 

539.  Snr  un  ihäoräme  gänäral  de  convergence.   J.  L.  W.  V.  Jensen.    Compt.  rend. 

CVI,  729,  833,  1520.  -  E.  Cesaro  ioid.  1142,  1791. 

540.  Sur  la  coovergence  des  series.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  49,  401. 

541.  Sur  un  thäor^me  gändral  de  convergence.  J.  L.  W.  V.  Jensen    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VII,  196. 

542.  Sur  lee  caract^res  de  convergence  et  de  divergeuce  des  series  ä  termes  positifs. 

P.  du  Bois-Reymond.    Compt.  rend.  CVII,  941. 

543.  Sur  le  rayon  de  convergence  des  series  ordonn^es  suivant  les  puissances  d*une 

variable.    Hadamard.    Compt   rend.  CVI,  259. 

544.  Sur  la  limite  de  convergence  des  series  repr^sentant  les  integrales  des  ^qua- 

tions  ditf^rentielles.     E.  Picard     Compt.  riud  CVI,  1466. 

545.  Ueber  Cauchy's  zweiten  Beweis  für  die  Convergenz  der  Fourier'schcn  Reihen 

und  eine  damit  verwandte  ältere  Methode  von  Poieson.  A.  Uarnack. 
Mathem.  Annal.  XXXU,  175. 

546.  Sur  la  difförentiation  d'une  s^rie  ordonnäe  suivant  les  puissances  croissantes 

d'une  variable.    Ch.  Biehler.    N.  ann.  math.  Ser  3,  VII,  200. 

547.  D^veloppement  de  Taccroissement  d*un  polynome  entier  suivant  les  puissances 

des  accroissements  des  variables.  Marchand.  N.  ann.  math.  Ser.  3, 
VU,  456. 

548.  Sur  le  däveloppement  d'une  fonction  analytique  en  sdrie  de  polynömes.    S. 

Pincherfe.    Compt.  rend.  CVII,  986. 

549.  Sur  le  däveloppement  en  säries  des  fonctions  implicites.    Worontzof.    N. 

ann.  math.  Ser.  3,  VII,  362. 

550.  Sur  les  transformations  de  la  särie  de  Lambert    E.  Cesaro.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VII,  374. 

551.  Ueber  die  Integraldarstellung  der  allgemeineren  hyper^eometrischen  Reihe.   P. 

Schafheitlin     Crelle  CUI,  89.    [Vergl.  Bd.  XXXHI,  Nr.  316.] 

552.  Ueber  die  Discriminante  der  im  Endlichen  abbrechenden  hypergeometrischen 

Reihe.    D.  Hubert.    Crelle  CHI,  337. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  297.  Differentialgleichungen  317,  318.   Functionen 
381.    Maxima  und  Minima  468.    Zahlentheorie  612. 

S. 

Singnlarit&ten. 

553.  Determination  du  nombre  maximum  des  points  doubles,  proprement  dits,  qu*il 

est  Dermis  d'attribuer  arbitrairemenl;  ä  une  surface  algöbrique,  de  degrä 
m,  dont  la  dätermination  est  compl^täe  par  d'auties  points  simples  donn^s. 
De  Jonquiöres.     Compt  rend.  CVI,  19.     [Vergl.  Bd.  XXXlII,  Nr.  682.] 

554.  Sur  un  trait  caractäristique  de  dissemblance  entre  les  surfaces  et  les  courbes 

algäbriques,  d'oü  däpendent  les  limites  respectives  des  nombres  de  points 
multiples  d'ordre  r  qu'il  est  permis  de  leur  attribuer  arbitrairement 
De  Jonquiöres.     Compt  rencL  CVI,  156. 

555.  Sur  quelques  notions,  prindpes  et  formules,  qui  interviennent  dans  plusieurs 

questions  concemant  les  courbes  et  les  surfaces  alg^briques.  De  Jon* 
quiäres.    Compt  rend.  CVI,  234. 

556.  Sur  rintersection   de  deux  courbes  algäbriqnes  en  un  point  eingulier.    G  B. 


Guccia.     Compt.  rend.  CVII,  656,  903, 
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Sphlrik. 

557.  Sur  quelques  propriät^s  den  aires  sph^rinues.    G.  Hnmhert.    Compt.  rend. 

CVJ,  477.    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  592.] 

Stereometrie. 

558.  Propriät^  d*un  quadrilat^re  gauche.    G.  H.  Niewenglowski.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VII,  252. 

Snbftitationeii. 

559.  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Substitutionengruppen.  E.  Netto.   Grelle 

cm,  321. 

560.  Sur  rapplication  des  snbstitutions  quadratiques  crämoniennes  ä.  riat^gration 

de  räquation  diffäientielle  du  premier  ordre.  L.  Au  tonne.  Coinpt.  rend. 
CVI,  262. 

561.  Sur  les  substitutions  orthogonales  et  les  divisions  r^gulieres  de  Tespace.    E. 

Goursat.    Compt.  rend.  CVI,  1786. 

562.  lieber   ausgezeichnete  Untergruppen  in  der  Gruppe  der  elliptischen  Modnl- 

functionen.     Rob.  Fricke.     Mathem.  Annal.  XXXi ,   227.     f Vergl.  Bd. 
XXXUI,  Nr.663] 

T. 
ThetaAuetlonen. 

563.  Partielle  Differentialgleichungen  der  byperelHptischen  Thetafunctionen  and  der 
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In  der  „Deutschen  Litteraturzeitung"  1884  S.  210—213  hat  Val.  Rose 
kurz  über  einen  für  die  Textkritik  des  Archimedes  hochwichtigen  Fund  be- 
richtet, den  er  in  der  Bibliotheca  Vaticana  gemacht  hat.  Er  hat  nämlich  in 
cod.  Ottobon.  lat.  1850  eine  lateinische  Uebersetzung  von  Archimedes  und 
Eutocius  aus  dem  XUI.  Jahrhundert  entdeckt,  die  er  als  Quelle  der  Ausgaben 
von  Gauricus  und  Tartaglia  nachweist.  Da  der  gelehrte  Entdecker  auf  meine 
Anfrage  erklärt  hat,  dass  er  auf  die  Verwerthung  seines  Fundes  im  einzelnen 
verzichte,  habe  ich  theils  selbst  die  Handschrift  untersucht  und  stellenweise 
abgeschrieben  theils  durch  die  Freundlichkeit  des  Hm.  Dr.  A.  Mau  Abschrift, 
beziehungsweise  CoUationen^  von  grösseren  Abschnitten  erhalten,  so  dass  ich 
jetzt  über  die  Bedeutung  der  Uebersetzung  als  Textesquelle  ein  Urtheil  ab- 
geben kann.  Diese  Frage  zu  erläutern  und  das  Material  in  genügendem  Um- 
fang vorzulegen  ist  der  Zweck  dieser  Abhandlung. 


Zuerst  die  Beschreibung  der  merkwürdigen  Handschrift  (vgl.  Kose). 

Der  kleine  Octavband,  früher  wie  ein  grosser  Theil  der  Ottoboniana 
dem  Grafen  Giovanni  Angelo  Altaemps  gehörig  (auf  dem  Titelblatt:  ex  codd. 
loannis  Angeli  ducis  ab  Altaemps),  jetzt  in  der  Vaticana  als  Ottobon.  1850 
bewahrt,  besteht  aus  drei  verschiedenen  Theilen,  die  erst  von  einer  ganz 
jungen  Hand  fortlaufend  paginirt  sind:  l)  fol.  1  —  7  die  auf  Pergament  ge- 
druckte Vorrede  des  Lascaris  zu  seiner  Ausgabe  der  griechischen  Anthologie 
(Florenz  1494),  2)  fol.  8—64  mit  einem  nicht  gezählten  Titelblatt,  worauf 
„1508  Venetiis  Andreae  Coneri",  derjenige  Theil,  der  uns  hier  beschäftigen 
soll,  von  gleichzeitiger  Hand  fol.  1 — 57  paginirt,  3)  foL  65 — 75  perspectiva 
lohannis  de  picea,  von  alter  Hand  fol.  70 — 80  paginirt,  also  ursprünglich 
einer  anderen  Handschrift  angehörig,  wie  auch  die  Hand  eine  jüngere  ist  (es 
ist  das  bekannte  Werk  des  Job.  Peckham;  am  Schluss  steht:  non  plus  de  hoc 
opere  inventum  est  apud  me;  est  vero  iinitum  secundum  huius  libri  scripto- 
rem).  Theil  H  enthält:  fol,  1 — 2  eine  anonyme  Abhandlung  de  speculis  com- 
burentibus;  sie  steht  auch  in  cod.  Amplon.387  fol.  57—59  (vgl.  Rose  Anecd. 
II  S.  291),  cod.  Basil.  F.  11.  33  fol.  105  —  106  (vgl.  Curtze  Liber  trium  fra- 

1* 
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tnim  S.  111),  cod.  Dresd.  Db  85  fol.  11^—16,  cod.  Dresdens.  Db  86  fol.  275 
—277  (vgl.  Curtze  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  hist.-litterar.  Abth.  1883),  cod 
Paris,  lat.  8680  A  fol.  61  —  64,  und  ist  nach  Mittheilung  E.  Wiedemanns 
üebersetzung  einer  auch  arabisch  erhaltenen  Abhandlung  von  Ibn  Al-Haitam 
(Alhazen).*)  fol,  3—4^:  ein  anonymes  Stück  de  ponderibus  (defect).  fol.  4^ 
—  9:  liber  Archimedis  de  quam  pluribus  theorematis  (übergeschrieben  von 
zweiter  Hand:  volutis;  es  ist  die  Schrift  Ttsql  eUntav)]  am  Schluss:  eompleta 

i 

fuit  translatio  huius  anno  X  1269  mense  febr.    fol,  10—13^:  de  planis  aeque 

repentibus.    fol.  13^ — 15":  quadratura  parabolae;  am  Schluss:  eompleta  fuit 

i 
translatio  eius  octavo  die  maii  anni  X  1269.    fol.  15" — 16^:  dimensio  circnli, 

ohne  Ueberschrift.    foL  16" — ^6":  de  sphaera  et  cylindro  I — II;  am  Schluss 

das  Datum  29.  Sept.  1269.    fol  ^—37:  Eutocius  in  libros  II  de  sphaera 

et  cylindro;  10  Kai.  Nov.  1269.    fol.  38—45:  de  conoidibus;  Idib.  Nov.  1269. 

fol,  46 — 48^:  Eutocius  in  libros  II  de  planis  aequerepentibus;  21.  Nov.  1269. 

fol.  48" — 55**;  de  insidentibus  aquae  I — II;   eompleta  fuit  translatio  eius  de- 

I 
cima  die  decembris   anno  X  1269.    fol,  53^ — 54:    Ptolemaeus   de   speculis; 

ultima  die  decembris  1269;  es  ist  die  von  Böse  Anecd.  II  S.  315  ff.  heraus- 
gegebene Eatoptrik  Herons.  fol.  55 — 57:  Ptolemaeus  de  analemnaate;  ohne 
Zweifel  die  von  F.  Commandino  herausgegebene  Üebersetzung  des  griechisch 
nicht  erhaltenen  Werkes.*'*')  Am  Schluss  steht  ein  Index  (mit  zweiter  Hand) 
und  am  Fuss  der  Seite,  wie  es  scheint,  mit  erster  Hand:  ultra  hec  grece 
reperitur  tlfa^filtrig  et  Eutocii  commentarius  in  circuli  mensurationem.  Die 
ganze  Handschrift  ist  mehrmals  durchcorrigirt,  theils  mit  erster  Hand  (zum 


*)  Eine  Ausgabe  bereite  ich  im  Verein  mit  Hrn.  Prof.  Wiedemann  schon  seit 
längerer  Zeit  vor. 

**)  Die  Vorrede  des  Commandinus  (Romae  1662)  beginnt:  Marcellus  Ceruinns 
adbuc  Cardinalis  paucis  ante  annis,  quam  altissimum  reipublicae  Christianae  gra- 
dum  obtineret,  duos  libellos,  unum  Archimedis  de  iis,  quae  in  aqua  uehnntar, 
alterum  Ptolomaei  de  analemmate,  latine  redditos  e  diutnrna  obscuritate,  in  qoa 
lataerant,  enoluendas  carauit.  Es  ist  offenbar  eben  von  unserer  Hds.  die  Rede; 
denn  die  ßibliothek  des  Herzogs  Altaemps  hatte  einst  dem  Cardinal  Marcello 
Ceryini  (als  Papst  Marcellus  il)  gehört  (s.  Blame  Iter  Italicum  III  S.  68  ff.),  durch 
dessen  Hände  auch  ein  Theil  der  Bibliothek  Georg  Vallas,  jedoch  nicht  seine 
griechische  Hds.  des  Archimedes  (wovon  wir  jetzt  die  Beschreibung  eines  Augen- 
zeugen haben,  des  Janos  Lascaris,  s.  Centralblatt  f.  Bibliothekswesen  I  S.  383  ff.), 
den  Weg  nach  der  Vaticana  nahm.  Weiter  unten  sagt  Conmiandin:  graecam  enim 
codicem  non  habemus,  et  is,  qui  de  graeco  conuertit,  ob  materiae,  in  qua  uer^a- 
batur,  obscuritatem  cymerias,  ut  ita  dicam,  tenebras  lectoribus  offudit  etc.,  was 
ganz  auf  unseren  Uebersetzer  passt.  Spärliche  Spuren  von  dem  griechischen  Text 
des  Ptolemaeus  habe  ich  in  dem  berühmten  Palimpsest  Ambros.  L  99  sup.  auf- 
gefunden; namentlich  ist  die  Figur  Ottobon.  fol.  63  erkennbar  Ambros.  fol.  143. 


Digitized  by 


Google 


—    5    — 

Theil  mit  verschiedener  Dinte),  theils  mit  zwei  jüngeren  Händen,  wovon  die 
eine  ganz  spät  ist. 

Andere  bandschriftliche  Quellen  zu  den  hier  erwähnten  Schriften  sind 
nur  sehr  spärlich  nachgewiesen.  Die  Hdss.  der  Abhandlung  de  speculis  com- 
burentibus  wurden  oben  aufgezählt;  eine  derselben  (Amplon.  387)  enthält 
auch  den  sogenannten  Ftolemaeas  (die  Katoptrik  Herons),  s.  Böse  Anecd.  11 
S.  291.  Derselbe  erwähnt  Anecd.  II  S.  294  ffl,  dass  dieselbe  Uebersetzung 
von  Archimedes  ne^l  iXiwov  noch  in  cod.  Yatic.  Begin.  1253  enthalten  ist. 
Hierzu  kann  ich  noch  eine  Hds.  der  Nationalbibliothek  zu  Madrid  fügen,  die 
ich  im  Sommer  1888  untersuchte.  Es  enthält  nämlich  der  cod.  Matrit.  Aa  30 
(membran.,  aber  ziemlich  jung)  ausser  Witelo  libb.  I — X  (fol.  1  —  306),  der 
lateinischen  Uebersetzung  von  Euklids  Katoptrik  (fol.  307 — 310^),  einer 
(arabisch?-)  lateinischen  Bearbeitung  der  Optik  desselben,  worüber  ich  bald 
näheres  mittheilen  werde  (foL  310^  —  314^)  und  anderen  mathematischen 
Sachen*)  noch  unsere  Uebersetzung  von  Archimedes  de  planis  aeque  repen- 
tibus  I— II  (fol.  331'— 339'),  quadratura  parabolae  (fol.  339'— 343^),  di- 
mensio  circuH  (fol.  343^—344^),  de  insidentibus  aquae  I— II  (fol.  344^--3ö2') 
und  Eutocius  in  libros  I — II  de  planis  aeque  repentibus  (fol.  371 — 376). 

Endlich  gab  es  noch  am  Ende  des  XVI.  Jahrb.  in  Köln  ein  jetzt  ver- 
schollenes Exemplar  wenigstens  der  Bücher  de  insidentibus  aquae  (Curtze 
Ueber  eine  Hds.  der  kgl.  Bibl.  zu  Dresden  S.  14),  ohne  Zweifel  in  unserer 
Uebersetzung. 

Herausgegeben  sind  ausser  dem  Ptolemaeus  de  analemmate  und  Ptole- 
maeus-Heron,  wovon  oben  die  Bede  war,  noch  folgende  Stücke: 

Archimedes  quadratura  parabolae  und  dimensio  circuli  von  Lucas  Gau- 
ricus,  Venet.  1503  (Archimedis  opp.  III  S.  XXXIV)  und   de   planis   aeque 


*)  Fol.  314^—317'  eine  anonyme  arithmetische  Abhandlang,  ine.  quantitatem 
aliquam  mensnrare,  des,  quemadmodum  6  ad  quattuor.  Fol.  317' — 826':  instru- 
mentum  gnomonicum  construere;  ine,  accipe  lamellam  aeneam,  des.  est  dyameter 
ad  profunditatem,  34  propp.  Fol.  326'—  329'  29  propp.  von  FlächenberechnungeD ; 
ine.  superficies  famosa  est  quadrata,  des.  non  multum  relinquitur  erroris  sensibus. 
Fol.  329' — 331'  17  propp.  von  Volumenberechnungen;  ine.  corpus  cubicum  est, 
des.  scire  quantum  de  vino  est  in  dolio.  et  hie  est  finis  istius  traotatus.  —  Fol. 
352^—359'  liber  Maumet  filii  Moysi  Algorismi  de  algebra  et  almichabala  tratislatus 
a  magro  Gerardo  Cremonensi  in  tolcto  de  arabico  in  latinum.  Fol.  369' — 862', 
ine.  quod  si  quis  dizerit,  des.  minus  radix  talis  numeri.  Fol.  362  einige  Defini- 
tionen. Fol.  362^ — 363^  de  radice  numeri  invenienda  und  noch  ein  Paar  Kleinig- 
keiten. Fol.  363^  —  369'  liber  lordani  de  ratione  ponderis;  ine,  omnis  ponderosi 
motum  esse,  des.  in  plurium  habebit  trahere  b.  ea  finitur  liber  loradani  de  ratione 
ponderis.  et  sie  finit.  Fol.  369'  — 371',  ine.  quoniam  propter  regulärem  quorun- 
dam  corporum,  des.  et  sicut  ponderis  s  ad  pondus  o  partiale.    et  ita  finit. 
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repentibus  I  —  II,  quadraturae  parabolae,  dimensio  circuli,  de  insidentibus 
aqnae  I  von  Niccolo  Tartaglia,  Venet.  1543;  dann  de  insidentibus  aquae  II 
nach  Tartaglias  Papieren  von  Troianas  Cortius,  Venet.  1565  (Archimedis 
opp.  III  S.  XXIX  ff.);  die  beiden  Bücher  de  insidentibus  aquae  gab  dann  in 
verbesserter  Gestalt  Fr.  Commandino  heraus  (Bonon.  1565);  endlich  habe 
ich  nach  cod.  Ottobon.  die  Vorrede  zum  ersten  Buch  de  sphaera  et  cylindro 
herausgegeben  und  zur  Wiederherstellung  des  defecten  griechischen  Textes 
benutzt  (Mindre  Afhandlinger  udg.  af  det  philologisk-histor.  Samfund,  Kopen- 
hagen 1887  S.  1—8). 

Dass  Commandino  unsere  Handschrift  benutzen  konnte,  ist  oben  nach- 
gewiesen, und  daraus  entnahm  er  auch  die  Bücher  de  insidentibus  aquae 
(Schluss  der  Vorrede  zu  Ptolemäus  1562:  vale  et  a  Commandino  tuo  libellum 
etiam  Archimedis  de  iis,  quae  in  aqua  uehuntur,  et  emendatiorem  et  fortasse 
illustriorem  propediem  expecta);  doch  hat  er  auch  die  Ausgabe  Tartaglias 
(vom  ersten  Buche  1543)  berücksichtigt;  denn  die  Archimedis  opp.  in  S.XXXII 
aus  seiner  Vorrede  zu  Archimedes  angeführten  Worte  „codex  ipse,  ut  etiam 
interpres  fatetur,  vetustate  corruptus  et  mancas  est'^  können  sich  doch  nur 
auf  das  Vorwort  Tartaglias  beziehen;  im  Ottobon.  finden  sich  solche  Aeusse- 
rungen  nicht.  Freilich  muss  also  auch  Commandino  sich  über  das  wahre 
Sachverhältniss  durch  die  absichtliche  Unklarheit  Tartaglias  haben  täuschen 
lassen,  wenigstens  in  so  weit,  dass  er  seine  Vorrede  mit  der  üebersetzung 
selbst  in  Verbindung  setzte. 

Dass  Tartaglia,  wenigstens  in  den  von  Gauricus  nicht  edirten  Stücken 
den  Matritensis  (oder  sein  Original)  benutzt  hat,  geht  aus  yielen  Ueberein- 
stimmungen  hervor  (der  Ottobon.  war  1543  wohl  nicht  mehr  in  Venedig); 
so  hat  Matrit.  (aber  nicht  Ottobon.)  vor  de  planis  aeque  repentibus  I  dasselbe 
Stück  aus  Pappus  (dixerunt  enim  theorema  esse  —  ad  acquisitionem  ipsius 
quod  premittitur)  als  Tartaglia  fol.  5  (Archim.  opp.  III  S.  LII);  auch  die 
lächerlich  verstümmelte  üeber-  und  Unterschrift  der  Bücher  de  planis  aeque 
rep.  ist  im  Matrit.  und  bei  Tartaglia  gleichlautend  (nur  hat  Tartaglia  wie 
auch  sonst  Archimedis  statt  Archimenidis) :  incipit  liber  Archimenidis  de  cen- 
tris  grauium  uMe  (d.  h.  uel  de)  planis  aeque  repentibus,  explicit  liber  Archi- 
menidis de  cenirum  (d.  h.  centris)  grauitatis  uel  duplationis  (d.  h.  de  planis) 
aeque  repentibus.*)  Es  liegt  also  sehr  nahe  anzunehmen,  dass  er  auch  in 
den  ihm  und  Gauricus  gemeinsamen  Stücken  (quadrat.  parab.  und  dimensio 
circuli)  dieselbe  Hds.  benutzte.    Das  scheint  doch  aber  nicht  der  Fall  zu  sein; 


*)  Dass  umgekehrt  Matrit.  aus  Tartaglia  stammen  sollte,  ist  dadurch  aus- 
geschloBsen,  dass  Matrit.  noch  den  Gommentar  des  Eutooius  enthält  und  also 
jedenÜEillB  handschriftliche  Quellen  hatte. 
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er  hat  vielmehr  den  bequemeren  Weg  eingeschlagen  den  Ganricns  wörtlich 
abzuschreiben.  Denn  die  üeberschrift  über  qnadr.  parab.  lautet  bei  beiden: 
Archimedis  Syracusani  tetragonismus.  incipit  Archimenidis  (Archimedis  Tar- 
tagl.)  quadratura  parabolae,  im  Matrit.  aber:  Ejusdem  Archimenidis  qui  dici- 
tur  quadratura  parabole  liber  incipit,  und  der  Titel  tetragonismus  hat  eigent- 
lich nur  bei  Gauricus,  wo  er  auch  für  die  dimensio  circuli  gilt,  einen  Sinn 
(Archimedis  opp.  DI  S.  XXXIV);  auch  die  falsche  Lesart  bei  Tartaglia  im 
Anfang  der  Vorrede:  mortuum  esse,  quod  erat  nobis  amicus,  q  (d.  h.  quod) 
bei  Gauiicus  (qui  Matrit.),  scheint  so  entstanden  zu  sein,  dass  der  Setzer  des 
Gauricus  das  ähnliche  Compendium  für  qui  mit  q  vertauschte,  das  Tartaglia 
dann  getreu  mit  quod  auflöste.  Ob  Tartaglia  neben  Gauricus  auch  in  diesen 
Schriften  seine  Hds.  herbeizog,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  ebenso 
wenig  ob  Gauricus  den  Ottobon.  selbst  oder  den  Matrit.  benutzte;  für  das 
letztere  spricht  die  Lesart  epytrica  trigoni  abg  am  Schluss  der  quadrat.  parab. 
(Gauricus,  Tartaglia);  denn  diese  Corruption  für  epitrita  steht  an  dieser 
Stelle  so  im  Matrit.,  während  Ottob.  epitrita  hat  und  überhaupt  die  griechi- 
schen Wörter  besser  wiedergiebt«  Wenn  das  der  Fall  ist,  entstammen  also 
die  groben  Fehler  bei  Gauricus,  die  Tartaglia  beibehält,  wohl  meist  seiner 
Hds.;  im  anderen  Falle  aber  sind  sie  als  reine  Druckfehler  zu  betrachten, 
und  dann  würde  ihr  Vorkommen  bei  Tartaglia  seine  sklavische  Abhängigkeit 
von  Gauricus  beweisen.  Eine  Collation  weniger  Stellen  des  Matrit.  würde 
die  kleine  Frage  entscheiden  können. 

Der  üebersetzer,  wenigstens  der  datirten  Stücke  des  Ottobon.,  ist,  wie 
Böse  a.  0.  ohne  Zweifel  richtig  vermuthet,  der  bekannte  Aristotelesübersetzer 
Wilhelm  von  Moerbek,  der  um  diese  Zeit  in  Viterbo  mehrere  Schriften  aus 
dem  Griechischen  übersetzte  (Böse  Anecd.  II  S.  292  ff.).  Die  ganze  Art  der 
wörtlichen  Wiedergabe  des  Griechischen  ist  seiner  Uebersetzung  von  Aristo- 
teles de  caelo  mit  dem  Commentar  des  Simplicius  (Venedig  1540)  sehr  ähn- 
lich; auch  Uebereinstimmung  in  Einzelheiten  sind  nachweisbar  (quidem  igitur 
filv  oivj  inuicem  AXXrikovg^  quae  i^;  dagegen  ist  die  Simpliciusübersetzung  in 
der  Wiedergabe  von  oiv  igitur,  $ri  itaque,  aqa  ergo,  &6xs  quare  nicht  so 
consequent  als  diejenige  des  Archimedes).  Natürlich  entstammen  dann  auch 
die  nicht- datirten  Stücke  von  Archimedes  (de  planis  aequerep.,  dimensio  cir- 
culi), welche  die  Zeit  Februar- Mai  und  Mai- September  ausfüllen,  seiner 
Feder,  so  wie  auch  Ptolemaeus  de  analemmate.  Ueber  das  Fragment  de 
ponderibus  ist  mir  nichts  bekannt.  Zurück  steht  also  die  Abhandlung  de 
speculis  comburentibus,  die  abweichend  von  den  übrigen  nach  dem  Arabischen 
übersetzt  ist.  Da  sonst  keine  Uebersetzung  eines  arabischen  Werkes  durch 
Wilhelm  bekannt  ist,  könnte  man  zweifeln,  ob  er  selbst  diese  Abhandlung 
übersetzt  habe;  es  müsste  jedenfalls  bedeutend  vor  1269,  dem  Datum  der 
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übrigen  Uebersetungen  im  Ottobon.,  geschehen  sein;  denn  Roger  Bacon  citirt 
schon  im  Opas  mains  (1267)  unsere  üebersetznng.*)  Die  Möglichkeit  ist 
jedoch  nicht  zu  läugnen,  da  Wilhelm  wahrscheinlich  Arabisch  verstand  (vgL 
Witelo  in  der  an  ihn  gerichteten  Vorrede  seiner  Optik**):  libros  itaqae  uete- 
rum  tibi  super  hoc  negotio  perquirenti  occurrit  taedium  uerbositatis  Arabicae, 
implicationis  Graecae);  dafür  spricht  der  Umstand,  dass  die  übrigen  Hand- 
schriften des  Werkchens  augenscheinlich  vom  Ottobonianas  abstammen,  und 
überhaupt  der  Charakter  dieser  Handschrift.  Es  ist  nämlich  kaum  zu  be- 
zweifeln, dass  wir  im  Ottobon.  das  eigene  Originalexemplar  des  üebersetzers 
besitzen.  Das  beweisen  schon  die  am  Bande  beigeschriebenen  griechischen 
Wörter,  die  der  Vorlage  treu  nachgemalt  sind  und  sehr  oft***)  einer  Lacune 
im  Text  entsprechen;  der  üebersetzer  hat  offenbar  nicht  sofort  ein  lateini- 
sches Wort  finden  können  oder  das  griechische  Wort  nicht  gekannt  und  es 
dann  am  Rande  copirt,  um  später  nach  genauerer  Untersuchung  und  ein- 
geholter Auskunft  die  Lücke  füllen  zu  können.  Das  alles  würde  ein  Ab- 
schreiber doch  kaum  so  genau  beibehalten  haben.  Dazu  kommt  noch  eine 
Reihe  von  CoiTCcturen  der  ersten  Hand,  die  erst  von  diesem  Gesichtspunkte 
verständlich  werden.  Aus  dem  unten  abgedruckten  Buche  tvsqI  eXlyuov  führe 
ich  von  solchen  Correcturen  folgende  an  (ich  citire  den  griechischen  Text 
nach  meiner  Ausgabe): 

n  S.  34,  14  Tal  6e  (leyid^Ei  enaaxa  xa  fieyl0ta]  magnitudine  autem  sin- 
gula  (del.  m.  l)  quaelibet  maxime.  Er  hat  zuerst  iTwaxa  mit  singula  geben 
wollen,  daim  aber  quaelibet  vorgezogen. 

n  S.  44,  10  ikdaaova  koyov  exei]  minorem  rationem  (del.  m.  1)  habet 
proportionem.  Auch  hier  ist  ihm  zuerst  rationem  in  die  Feder  geflossen, 
dann  hat  er  das  regelmässige  proportionem  an  die  Stelle  gesetzt,  aber  nach 
dem  schon  geschriebenen  habet. 

II  S.  56,  23   dixcc  re(ivov0ag]   in   duo  incidentis  (del.  m.  l)  scindentis; 


*)  In  der  Optik,  Opus  maius  ed.  lebb,  Venedig  1760  S.  308  ff. :  et  hoc  pro- 
batur  per  anotorem  libri  de  speculi»  coDiburentibas,  qui  dicit:  qaaliter  autem 
babeamus  speculum  concaunm  comburens,  cuius  combustio  sit  Beeundum  loDgita- 
dinem  notam,  quamcunque  Tolnerimus.     ponemus  laminam  de  chalybe  etc. 

**)  Auch  Witelo  benutzt  die  Abhandlung  de  speculis  comburentibus  in  unserer 
Uebersetzung  (umfangreicher  Auszug  IX,  41—44). 

***)  Hier  einige  Beispiele.  Eutociua  III  S.  78, 19  (in  meiner  Ausgabe):  ut  dio- 
des  in  libro  de,  dann  Lacune  und  in  mg.  TivgCmv,  III  S.  104,  1:  regalis  sepulcri 
locum,  das  letzte  Wort  nachträglich  auf  einem  grösseren  Raum,  mg.  07}%^  (d.  i. 
ariTiov).  In  dem  Fragment  bei  Eutocius  III  S.  154  ff.  ist  das  Wort  asymptota  immer 
in  Rasur -geschrieben  mit  erbter  Hand,  am  Rande  stand  überall  das  griechische 
Wort,  das  aber  jetzt  wegradirt  ist.  III  S.  188,  1—2  zweimal  pyriis  nachgetragen, 
am  Rande  nvi^ünv  wegradirt. 
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hier  ist  incido  verworfen  worden,  weil  es  mit  incldo  verwechselt  werden 
konnte,  das  dem  gr.  7CQO<S7tijvtoD  entspricht. 

II  S.  72,  10  rag  (abv  ZA  ti^elag  iXiccova]  ea  quidem  quae  est  za  mi- 
norem (del.  m.  1)  recta  minorem.  Hier  hat  er  znerst  vergessen  das  über- 
flüssige recta  dem  gr.  Texte  zu  Liebe  beizufügen,  dann  aber  rechtzeitig  den 
Fehler  bemerkt. 

n  S.  74,  17  Mcxüü  Ml  TcakiVj  d  dvvaxov]  sit  itaque  si  (del.  ml)  rursum, 
si  possibile  est;  hier  ebenso  i-ursum  {naXiv), 

n  S.  76,  1  ttotI  xav  aitb  roü  A  %a^exov  In  a'hxav  &y^ivciv]  ad  cathetum 
ad  (del.  m.  l)  ab  a  ad  ipsam  ductam.  Das  hco  xoü  A  anfangs  wegen  der  im. 
Lateinischen  veränderten  Wortstellung  übersehen,  dann  sofort  nachgetragen. 

II  S.  84,  1^  iv  x&  xvxAg)  yqa^^a  eXdootov^  in  circulo  minor  (del.  m.  1^ 
linea  minor. 

n  S.  96,  16  %al  xav  eid-siäv  xav  &7tb  v&v  TteQaxav  xag  sXmog  ayofiivav] 
et  a  rectis  (corr.  aus  rectä  m.  1),  quae  ab  ultimis  reuolntionis  ducuntur  (aus 
ducitur  m.  l).  Der  Uebersetzer  nahm  zuerst  xav  ev^siav  xav  . .  ayofievav  — 
Accente  waren  in  seiner  Hds.  nicht  da  —  als  Accusativ  Singul.,  wurde  aber 
nachher  auf  den  grammatischen  Zusammenhang  aufmerksam. 

II  S.  106,  17  t6  xqlxov  (liQog  (Nominativ)]  tertiam  partem  (corr.  in  ter- 
tia  pars  m.  1).  Weil  der  ZusammcDhang  ihm  anfangs  nicht  durchsichtig 
war,  nahm  er  xb  —  (li^og  als  Accusativ.    Ganz  ebenso  11  S.  116,  4  — 5. 

II  3.  110,  6  fiia  iXdcöovsg']  minore  (del.  m.  l)  pauciores  una.  Ehe  er 
minores  ganz  ausgeschrieben,  wurde  er  inne,  dass  diese  gewöhnliche  üeber- 
Setzung  von  iXdccovsg  hier  nicht  passe. 

II  S.  114,  21  Totf  7t6Qt6xo(ievov]  circum  (del.  m.  1)  contento.  Er  wollte 
anfangs  circumscripto  (neQtex.)  geben. 

n  S.  120,  2  &axe  xb  nsqi/yqaq)6^LBvov  Ojiri^a  fut^ov  slfiev]  ut  circumscripta 
figuram  (m  del.  m.  1).  Der  falsche  Accusativ  ist  ihm  offenbar  desshalb  in 
die  Feder  geflossen,  weil  die  griechische  Construction  ihm  vor  dem  Gedanken 
schwebte. 

Diese  Eigenthümlichkeit  der  Hds.  erhöht  natürlich  ihre  Brauchbarkeit 
für  die  Kritik  ganz  bedeutend;  wir  haben  es  nur  äusserst  selten  mit  Schreib- 
fehlern zu  thun  und  dann  immer  mit  völlig  irrelevanten.  Ehe  wir  aber  dazu 
hinübergehen  die  Stellung  der  Uebersetzung  unter  den  Textesquellen  zu  be- 
stimmen, theile  ich  zunächst  einige  Proben  mit,  nämlich 

1)  Das  Buch  tveqI  sXlxoov  vollständig,  doch  ohne  die  Figuren,  die  mit 
denen  meiner  Ausgabe  stimmen;  die  Buchstaben  entsprechen  sich,  wie  folgt 
Griech.        ABrJEZHSIKAMNSOUPZTOX 
Uebersetz.  abgdezh   tiklm   uzoprsy   fq 
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^,  Sl  und  %  Q  sind  in  der  Uebersetzung  beibehalten,  T  wird  gewöhnlich  mit  e 
wiedergegeben  (in  prop.  XI  mit  z). 

Einige  Bemerkungen  über  die  zierlichen,  aber  öfters  nachgebesserten 
Figuren  fanden  in  den  Anmerkungen  Platz,  unwesentlicha  Abweichungen  von 
den  meinigen  aber  blieben  unberücksichtigt. 

2)  Als  Probe  der  von  Gauricus-Tartaglia  herausgegebenen  Stücke  die 
Kv%Xov  (ASXQtiöig  mit  den  Varianten  der  Ausgaben  von  Gauricus  (G)  und  Tar- 
taglia  (T).  Die  weggelassenen  Figuren  ohne  bemerkenswerthe  Abweichungen 
von  den  meinigen. 

3)  Die  Vorrede  zu  tcsqI  6g>aCQag  xccl  kvXIvöqov  II. 

4)  Eutocius  ad  lib.  I  de  sphaera  et  cyl.  HI  p.  4,  2— 6,  7. 

5)  Collation  der  beiden  Bücher  tveqI  6%ov(iivci>v  mit  meiner  Ausgabe  II 
S.  359 — 426.  Hier  besitzt  ja  nämlich  der  Ottobon.  den  Werth  der  einzigen 
Quelle. 
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Ineipit  über  Arehimedis  de  qaam  plaribns  theorematis. 

Arobimedes  Dositheo  gaudere. 

Theorematum  ad  Cononem  missomm,  pro  quomm  demonstrationibas  sem- 
per  mittis  michi  ut  scribam,  plurimomm  quidem  in  delatis  ab  Eraclide  babes  5 
scriptas,  quasdam  autem  ipsomm  etiam  boc  libro  scriptas  mitto  tibi,    non 
mireris  antem,  si  pluri  tempore  post  quam  fecimus,  tradimus  demonstrationes 
ipsomm.    accidit  enim  hoc  iieri,  quia  prius  volui  dari  circa  matbemata  nego- 
ciantibas  et  baec  addiscere  desiderantibus.   qve  enim  eorum  que  in  geometria 
tbeorematum  non  facilis  metodi  in  primo  apparentia  tempore  elaborationem  10 
accipiuntur.   Konon  quidem  non  snfficienti  tempore  ad  declarationem  ipsomm 
accepto  transegit  uitam  et  obscnra  fecit  et  baec  omnia  inaenit  et  alia  multa 
inuenit  et  ad  plurimum  prodnxit  geometriam.    scimns  enim  infuisse  ei  con- 
suetudinem  non  quamcnnque  circa  matbema  et  laboris  amorem  excedentem. 
post  mortem  autem  Cononis  multis  annis  supemenientibus  a  ntdlo  nullum  15 
problema  propins  motum.    volo  autem  singola  ipsa  proferre.    etenim  accidit 
duo  quedam  inter  ipsa  non  separata,  finem  autem  attingemus,  ut  dicentes 
quidem  omnia  adinuenire,  demonstrationem  autem  eorum  proferentes  arguan- 
tur  tamquam  confitentes  inuenire  impossibilia.  bec  itaque  que  problemata  sint, 
et  quomm  demonstrationes  babes  missas,  et  quomm  boc  libro  ferentes  pro-  20 
bantes  ins  ... .  tibi. 

Primum  itaque  problema  erat:  spera  data  planum  spatiam  inuenire  equale 
super ficiei  spere;  quod  utique  et  primo  fuit  manifestum  tradito  eo  qai  circa 
speram  libro.    ostenso  enim,  quod  omnis  spere  superficies  quadrupla  est  maximi 


2  quam  plimbus]  supra  acr.  m.  2:  volvUis.  6  mittis]  mandas  mg.  m.  2. 

michi]  c  del.  quidem]  renoa.  m.  2.  Eraclide]  H  add.  m.  2.  8  -ca  ma-] 
renon.  m.  2.  9  qve  enim]  e  corr.  m.  2.  10  metodt]  h  add.  m.  2.  11  quidem 
non]  renou.  m.  2.  12  uitam]  renon.  m.  2.  -uenit]  renon.  m.  2.  13  ei] 

renon.  m.  2.  consuetudinem]  inteUigentiam  supra  scr.  m.  2.  14  quamcunque]  uül- 
garem  mg.  m.  2.  mathema]  maühemä,  15  -ueni-]  renon.  m.  2.  16  autem] 
eäc  renou.  m.  2.  17  separata]  renon.  m.  2.  21  ins , . .]  incertae  litterae,  seq. 
qnaedam  euan.        22  ^era]  h  inseruit  m.  2,  nt  in  seq.  semper. 
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circuli  eorum  qui  in  spera,  palam,  quod  possibile  est  spatinm  planum  inuenire 
equale  snperficiei  spere. 

SecTmdiini  autem :  cono  dato  ant  oyltndro  speram  inuenire  eqnalem  cono 
aut  cylindro. 
6  Tertium  autem:  speram  datam  piano  decindere,  ut  decisiones  ipsius  ad 

inuicem  ordinatam  proportionem  habeant. 

Quartum  autem:  datam  speram  piano  decindere,  ut  decisiones  snperficiei 
ordinatam  proportionem  habeant  ad  inuicem. 

Quin  tum  autem:  datam  decisionem  spere  date  decisioni  spere  assimiiare. 

10  Sextum  autem:  duabus  datis  decisionibus  spere  siue  eiusdem  siue  alte- 

rius  inuenire  aliquam  decisionem  spere,  que  erit  ipsa  quidem  similis  alteri 

decisionum,  superficiem  autem  equalem  habebit  superficiei  alterius  decisionis. 

Septimum:  a  data  spera  decisionem  decidere  piano,  ut  decisio  ad  conum 

habentem  basim  eandem  decisioni  et  altitudinem  equalem  ordinatam  propor- 

15  tionem  habeat  non  maiorem  ea,  quam  habent  tria  ad  duo. 

Horum  quidem  igitur  dictorum  omnium  demonstrationes  Eraclides  de- 
tulit;  quod  autem  praeter  haec  separatum  falsum  erat;  est  autem:  si  spera 
piano  decindatur  in  inequalia,  maior  decisio  ad  minorem  daplam  proportionem 
habebit,  quam  maior  superficies  ad  minorem,  quod  autem  hoc  falsum  sit,  per 
20  prius  missa  manifestum  est.  separatum  enim  est  in  ipsis  hoc:  si  spera  piano 
decindatur  in  inequalia  ad  rectos  diametro  alicui  earum  que  in  spera,  maior 
decisio  ad  minorem  eandem  habebit  proportionem,  quam  decisio  maior  dia- 
metri  ad  minorem;  maior  enim  decisio  spere  ad  minorem  minorem  quidem 
quam  duplam  proportionem  habet  eius,  quam  habet  maior  superficies  ad  mino- 
25  rem,  maiorem  autem  quam  emioliam. 

Erat  autem  et  extremum  separatum  problematum  falsum,  quod  si  spere 
alicuius  diametrus  decindatur  ita,  ut  tetragonum  quod  a  maiori  decisione  tri- 
plum  sit  tetragoni  quod  a  minori  decisione,  et  per  Signum  planum  ductum 
ad  rectos  diametro  decindat  speram,  talis  specie  figura,  qualis  est  maior  spere 
SO  decisio,  maxima  est  aliarum  decisionum  habentium  equalem  superficiem.  quod 
autem  hoc  falsum  sit,  palam  per  prius  missa  theoremata.  ostensum  enim  est) 
quod  emisperium  maximum  est  contentarum  ab  equali  superficie  spere  de- 
cisionum. 

Post  haec  autem  de  cono  problematizata  sunt  haec:  si  orthogonii  coni 


1  spera]  seq.  ras.  2  litt.  3  secimdum  autem]  in  rae.  m.  2.  5  decindere] 
(sie)  'dere  comp,  e  corr.  m.  2.  ut]  e  corr.  m.  2.  decisiones]  -es  e  corr.  m.  2. 
7  superficiei]  seq.  ras.  2—3  litt.  9  datam]  -am  in  raa.  m.  2,  seq.  ras.  2  litt 

16  Eraclides]  H  add.  m.  2.        19  hoc]  e  corr.  m.  2.        20  ipsis]  -sis  e  corr.  m.  2. 
21  alicui]  -icui  e  corr.  m.  2.  25  emioliam]  h  add.  m.  2.  28  dtkctum]  -um 

renou.  m.  2.        32  emisperium]  hemispherium  m.  2. 
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decisio  manente  diametro  circomferatar,  ut  sit  axis  diametrus,  circumscripta 
figara  a  decisione  orthogonii  coni  conoidalis  uocetur.  et  si  conoidalem  figuram 
planum  contingat,  equidistanter  autem  penes  contingens  planum  aliud  planum 
ductum  decindat  aliquam  decisionem  conoidalis,  decise  decisionis  basis  quidem 
nocetur  decindens  planum,  uertex  autem  Signum,  secundum  quod  contingit  6 
alterum  planum  ipsum  conoidale.  si  itaque  et  dicta  figura  piano  decindatur 
ad  rectos  axi,  quod  quidem  decisio  circulus  erit,  palam,  quod  autem  detmn- 
cata  decisio  emiolia  erit  coni  habentis  basim  eandem  decisioni  et  altitudinem 
eandem,  ostendere  oportet,  et  si  conoidalis  due  decisiones  decindantur  planis 
qualitercunque  ductis,  quod  quidem  igitur  decisiones  erunt  acutornm  angulo-  lo 
rnm  conorum  decisiones,  palam,  si  descindentia  plana  non  recta  sint  ad  axem, 
quod  autem  decisiones  ad  inuicem  hanc  habeant  proportionem ,  quam  habent 
potentia  ad  inuicem  ^  que  a  uertice  ipsorum  equidistanter  penes  axem  usque 
ad  plana  descindentia,  ostendere  oportet,  herum  autem  demonstrationes  non 
nunc  tibi  mittuntur.  15 

Post  bec  autem  circa  elicas,  quas  latini  uolutiones  uel  reuolutiones  uocant, 
erant  problematizata  baec;  sunt  autem  uelut  aliud  quoddam  genus  problema- 
tum  nihil  communicantia  predictis;  de  quibus  demonstrationes  in  hoc  libro 
scripsimus  tibi,  sunt  autem  baec:  si  recta  linea  in  piano  manente  altero  ter- 
mino  equeuelociter  circumdelata  restituatur  iterum,  unde  incepit,  simul  autem  20 
linee  circumdelate  feratur  aliquod  Signum  equeuelociter  ipsum  sibi  ipsi  per 
rectam  incipiens  a  manente  termino,  Signum  helicem  describet  in  piano. 

Dico  itaque,  spatium  comprehensum  ab  elice  et  a  recta  restituta,  unde 
incepit,  tertiam  partem  esse  circuli  descripti  centro  quidem  manente  puncto, 
distantia  autem  ipsa  recta  pertransita  a  signo  in  una  circumlatione  recte.       26 

Et  si  elicem  contingat  aliqua  recta  secundum  terminum  elicis,  qui  ulti- 
mus  sit,  alia  autem  aliqua  recta  circumducte  et  restitute  linee  ad  rectos  an- 
gulos  ducatur  a  manente  circa  idem,  ut  incidat  contingenti,  dico,  adductam 
rectam  equalem  esse  circuli  periferie. 

Et  si  circumducta  linea  et  Signum  delatum  per  ipsam  pluribus  circum-  30 


2  conoidalis]  priaa  %  in  ras.  m.  2,  nt  saepiua.  4  decise]  -e  e  corr.  m.  2. 

7  palam]  in  ras.  plurium  litt.  m.  2.  detrancata]  post  c  ras.  1  litt.  8  emiolia] 
h  add.  m.  2.         9  conoidoJis]  corr.  ex  conoyddlis  m.  2.  11  descindentia]  corr. 

ex  decindentia  m.  1.  13  uertice]  uerticibus  m.  2.  Post  ipsorum  add.  ducte{?) 
m.  2.  15  nunc]  dum  m.  2;  mg.  m.  1:  ovtoo  forte  ovw<o.  16  elicas]  helices 

m.  2.  quas — uocant]  del.  m.  2.  uolutiones]  iwlu^as  m.  2.  uolutiones  uel 
reuoliUiones]  in  ras.  lu.  1.  17  sunt  autem  velut]  renoa.  m.  2.  aliud]  sapra 

scr.  m.  1.  18  nihil]  renou.  m.  2.  predictis]  -dictis  renou.  m.  2.  22  helicem] 
e  corr.  m.  2.  23  „infra  24''  mg.  m.  1.  elice]  h  add.  m.  2  ut  semper  fere. 
26  „infra  18"  mg.  m.  1.  27  sit]  fit  m.  2.  80  „demonstrantur  infra  in  27" 
mg.  m.  1.         -cufnUüionihus]  renon.  m.  2. 
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lationibus  circumferantur  et  restituantiir  iterum,  unde  incepit,  dico,  spacii  eins, 
quod  in  secunda  circumlatione  comprehensum  est  ab  elice,  qaod  quidem  in 
tertia  comprehensum  duplam  erit,  quod  autem  in  quarta  triplum,  quod  autem 
in  quinta  quadruplum,  et  semper  que  in  pQ3terioribus  circumlationibus  com- 
5  prehenduntur  spatia,  secundum  consequentes  numeros  multiplicia  fore  eios, 
quod  in  secunda  circumlatiooe  comprehensum  est,  quod  autem  in  prima  cir- 
cumlatione comprehensum  est  spatium,  sextam  partem  esse  eins  spatii,  quod 
in  secunda  circumlatione  comprehensum  est. 

Et  si  in  elice  in  una  circumlatione  descripta  duo  signa  accipiantur  et  ab 

10  ipsis  copulentur  recte  ad  manentem  extremitatem  circumducte  linee,  et  circuli 
duo  describantur  centro  quidem  manente  signo  distantiis  autem  copulatis  ad 
manentem  extremitatem  recte,  et  minor  copulatarum  educta  fuerit,  dico,  com- 
prehensum spatium  a  maioris  circuli  periferia  ea  que  ad  eadem  elici  inter- 
medisB  rectarum  ente  et  elice  et  recta  educta  ad  comprehensum  spatium  a 

16  minoris  circuli  periferia  et  eadem  elice  et  recta  coniungente  ultima  ipsarum 
hanc  habebit  proportionem ,  quam  habet  que  ex  centro  minoris  circuli  cum 
duabus  tertiis  partibus  excessus,  quo  excedit  que  ex  centro  maioris  circuli 
eam  que  ex  centro  minoris,  ad  eam  que  ex  centro  maioris  circuli  una  tertia 
parte  dicti  excessus.    horum  itaque  et  aliorum  de  elice  in  hoc  libro  demon- 

20  strationes  a  me  scribuntur.  preiacent  autem  sicut  et  aliis,  que  geometrizantur, 
oportunitatem  habentia  ad  demonstrationem  ipsorum.  sumo  autem  et  in  faiis 
eoram  que  in  prius  traditis  sumptiones  has:  inequalium  linearnm  et  inequa- 
lium  spatiorum  excessum,  quo  excedit  maius  minus,  ipsum  compositum  possi- 
bile  esse  excedere  omne  propositum  eorum,  que  ad  inuicem  dicuntur. 
1  Si  per  aliquam  lineam  feratur  aliquod  signum  equeuelociter  ipsum  sibi 

26  ipsi  motum,  et  accipiantur  in  ipsa  due  linee,  accepte  eandem  habebunt  pro- 
portionem ad  inuicem  quam  quidem  tempora,  in  quibus  signum  lineas  per- 
ambulauit. 

Feratur  enim  aliquod  signum  penes  lineam  ah  equeuelociter,  et  accipian- 

30  tur  in  ipsa  due  linee  cd^  de^  sit  autem  tempus,  in  quo  lineam  cd  signum 
perambulauit,  zh,  in  quo  autem  lineam  de^  ht    ostendendum,  quod  eandem 


1  incepit]  inceperunt  m.  2.  3  erit]  fore  m.  2.  6  fare]  antecedit  ras.  6 
litt.  9  in]  4  litt.  euan.  „infra  28"  mg.  m.  1.  10  coputemiiwr']  e  corr.  m.  2. 
11  copulatis]  in  ras.  m.  1.  12  copukAarum]  e  corr.  m.  1.  educto]  in  ras.  m.  1. 
13  periferia]  antecedit  circumlatione,  sed  del.  m.  1.  ea  que  ad\  e  corr.  m.  1. 
elici]  'd  e  corr.  m.  2.  intermedia^]  -ce  e  con-.  m.  2.  14  ente]  enÜ  m.  2. 

educta]  e  corr.  m.  1.  15  periferia]  ante  hoc  uoc.  del.  circumlatione  m.  1. 
16  minoris]  maioris  m.  2.  17  que — eam]  seq.  ras.  mg.  m.  1.  18  ad —maioris'] 
mg.  poatea  add.  m.  1.  19  demonstrationes  in  hoc  libro  m.  2.  20  que]  renou. 
m.  2.  22  Post  traditis  add.  a  et  uocab.  euan.  Qibris?).  sumptiones]  mut  in 
suppositiones  m.  1.        23  Ante  ipsum  del.  ipsorum  m.  1.        26  1  mg.  m.  2. 
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habent  proportionem  cd  linea  ad  lineam  de  quam  tempus  zh  ad  tempas  ht 
componantur  enim  ex  lineis'oc^,  de  linee  adj  dh  secundum  qnamcanque  com- 
positionem,  nt  excedat  linea  ad  lineam  dh^  et  qnoties  quidem  componitur  linea 
cd  in  linea  ad,  toties  componatur  tempas  0h  in  tempore  Ih,  quoties  antera 
componitur  de  linea  in  dh,  toties  componatur  ht  tempns  in  tempore  kh,  quo-  5 
niam  igitor  supponitur  Signum  equeuelociter  delatum  esse  per  lineam  a&, 
palam,  quod  in  quanto  tempore  per  lineam  cd  delatum  est,  in  tanto  unam- 
quamque  equalem  ei,  que  est  cd,  manifestum  igitur  quod  et  per  compositam 
lineam  ad  in  tanto  tempore  delatum  est,  quantum  est  Ih  tempus,  quoniam 
toties  componitur  cd  linea  in  ad  linea  et  zh  tempus  in  tempore  Ih,  propter  10 
haec  itaque  et  per  lineam  bd  in  tanto  tempore  signum  motum  est,  quantum 
est  kh  tempus.  quoniam  igitur  maior  est  ad  linea  quam  hd,  palam,  quod  in 
pluri  tempore  signum  per  lineam  da  motum  est  quam  per  hd.  quare  tempus 
Ih  maius  est  tempore  kh,  similiter  autem  ostenditur,  et  si  ex  temporibus  zh, 
ht  componantur  tempora  secundum  quamcunque  compositionem,  ut  excedat  15 
alterum  alterum,  quia  et  compositam  ex  lineis  cd,  de  secundum  eandem  com- 
positionem excedet  proportionalis  excedenti  tempori.  manifestum  igitur,  quod 
eandem  habebit  rationem  cd  ad  lineam  de  quam  tempus  zh  bä  tempus  ht. 

Si  duobus  signis  utroque  per  aUquam  lineam  moto  non  eandem  equeuelo-  2 
citer  ipsum  sibi  delato  accipiantur  in  utraque  linear  am  due  linee,  primeque  20 
m  eqnalibus  temporibus  a  signis  permeentur  et  secunde,  eandem  habebunt 
proportionem  ad  inuicem  accepte  linee. 

Sit  per  lineam  ab  motum  aliquod  signum  equeuelociter  ipsum  sibi  ipsi 
et  aliud  per  lineam  kl,  accipiantur  autem  in  Hnea  ab  due  linee  cd,  de  et  in 
linea  kl  zh^  ht,  in  equali  autem  tempore  id  quod  per  ab  lineam  delatum  25 
Signum  per  lineam  cd  moueatur,  in  quauto  alterum  per  kl  delatum  per  eam 
que  zh,  similiter  autem  et  per  lineam  de  in  equali  moueatur  signum,  in 
quanto  alterum  per  ht,  ostendendum,  quod  eandem  habet  proportionem  cd 
B,d  de,  quam  zh  ad  ht,  sit  itaque  tempus,  in  quo  per  lineam  cd  mouetur 
Signum  mn-,  in  hoc  itaque  tempore  et  alterum  signum  mouetur  per  zh,  rur-  30 
sum  itaque  et  in  quo  per  lineam  de  mouetur  signum,  sit  tempus  nx-,  in  hoc 
itaque  et  alterum  signum  mouetur  per  ht.  eandem  itaque  proportionem  habe- 
bunt cd  ad  de  lineam  quam  tempus  mn  ad  nx,  et  zh  ad  ht  quam  tempus  mn 
ad  nx,  palam  igitur,  quod  eandem  habent  proportionem  cd  9Ä  de  quam  zhduAht 


2  cd"]  renou.  m.  2.        Fig.  m.  2,  fuit  similis  a  m.  1.  compositionem]  -m 

in  ras.  plurium  litt.  m.  2.        7  tanto]  post  hoc  nocabulum  add.  per  m.  2.       Post 
unamquamgue  add.  delatum  est  mg.  m.  2.  8  per]  iosert.  m.  1.  11  haec] 

eadem  m.  2.  16  cd]  in  ras.  m.  1.  17  proportionaiis]  mg.  omölogus  m.  2. 

19  2  mg.  m.  2  (numeri  propositionnm  ab  initio  etiam  m.  1  additi  faerunt,  sed 
enan.).        25  id]  in  ras.  in.  2.      Fig.  in  ras.  m.  2. 
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3  Circnlis  datis  quotcunque  multitudine  possibile  est  rectam  accipere  maio" 
rem  entern  periferiis  circulorum. 

Circumscripto  enim  circa  unumquemque  circulorum  poljgonio  palam,  quod 
que  ex  Omnibus   componitur  perimetris  recta  maior  erit  omnibus  periferiis 
6  circulorum. 

4  Duabus  lineis  datis  inequalibus  recta  scilicet  et  circuli  periferia  possibile 
est  accipere  rectam  maiore  quidem  datarum  linearum  minorem,  minore  autem 
maiorem. 

Quoties  enim  excessus,  quo  excedit  maior  linea  minorem;  ipsi  compositos 

10  ezcedet  rectam,  et  in  tot  equalia  diuisa  recta  una  decisio  minor  erit  excessu. 

si  quidem  igitur  et  periferia  maior  recta  una  decisione  apposita  ad  rectam 

minore  quidem  datarum  palam  quod  maior  erit,  maiore  autem  minor;  etenim 

que  apponitur,  minor  erit  excessu. 

5  Circalo  dato  et  recta  contingente  circulum  possibile  est  a  centro  circuli 
15  ducere  ad  contingentem  ita,  ut  intermedia  contingentis  et  periferie  circuli 

recta  ad  eam  que  ex  centro  minorem  proportionem  babeat  quam  periferia  cir- 
culi intermedia  contactus  et  protracte  ad  datam  quamcunque  circuli  periferiam. 
Detur  circulus  ahg,  centrum  autem ipsius  A:,  et  contingat  circulum  e^jerpenes 
&,  data  sit  autem  et  circuli  periferia  qualiscunque.   possibile  autem  est  accipere 

20  data  periferia  aliquam  rectam  maiorem,  et  sit  e  recta  maior  data  periferia.  duca- 
tur  autem  a  k  centro  equidistanter  penes  dz  que  a^,  etponatur  que  ht  equalise 
extensa  ad  2).  a  A;  centro  itaque  ad  i  copulata  educatur.  eandem  itaque  proportio> 
nem  habet  tz  9,^tk  quam  &f  ad  th.  ergo  zt9Ä  tk  minorem  proportionem  habet 
ea  quam  bt  periferia  ad  datam  periferiam,  quia  que  quidem  bt  recta  minor  est 

25  periferia  5f,  qae  autem  ih  maior  data  periferia.  minorem  igitur  proportionem 
habet  et  que  ;s^^  ad  eam  que  ex  centro  quam  que  bt  periferia  ad  datam  periferiam. 

6  Circulo  dato  et  in  circulo  linea  minore  diametro  possibile  est  a  centro 
circuli  ad  periferiam  ipsius  adnectere  rectam  secantem  eam  que  in  circulo 
datam  lineam  ita,  ut  accepta  recta  intermedia  periferie  et  recte  in  circulo  daie 

30  ad  eam  que  a  concurrentis  termino  eo  quod  super  periferiam  copulata  ad 
alteram  partem  date  in  circulo  recte  statutam  proportionem  habeat,  etsi  data 
proportio  minor  sit  ea,  quam  habet  medietas  in  circulo  date  ad  eam  que  a 
centro  cathetum  ad  ipsam  ductam. 


1  8J  euan.  m.  1,  add.  rorsus  m.  2.  6  4]  euan.  m.  1,  repet  m.  2.  9  Ante 
ipsi  add.  aibi  m.  2.  compositus]  -ua  in  ras.  m.  2.  13  erit]  est  m.  2.  14  5]  euan. 
m.  1,  repet.  m.  2.  15  Ante  ducere  add.  rectam  m.  2.  17  contactus]  con-  snpra 
8cr.  m.  1,  renou.  m.  2.  18  dz]  renon.  m.  2.         Fig.  m.  2,  fnit  ämüis  m.  1. 

23  proportionem]  -tionem  e  corr.  m.  2.  27  B]  m.  1.  28  secantem]  in  ras.  m.  2. 
30  eam  que]  sapra  scr.  m.  1.  concurrentis]  dubio  comp,  in  ras.  m.  1  termino 
—coptUata]  in  ras.  m.  1  seq.  ras.  8  liti        33  ad]  ad. 
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Detur  circiilus  ahg^  centrum  antem  ipsius  A;,  et  in  ipso  detnr  recta  minor 
diametro  scilicet  ga^  et  proportio,  quam  habet  z  ad  ^,  minor  illa,  quam  habet 
gt  ad  kt  katheto  ente  Ict  ducatnr  aatem  a  centro  equidistanter  ad  ag  qae 
Ten  et  ipsi  leg  ad  rectos  qne  gl.  similes  itaqne  sunt  triangnli  gth^  gkl.  est 
igitur,  ut  qae  gt  ad  tk^  ita  que  kg  Siä  gl.  minorem  ergo  proportionem  habet  5 
je;  ad  ^  quam  qae  kg  ad  gl.  quam  itaqne  proportionem  habet  z  Sid  h^  hanc 
habeat  qne  kg  ad  maiorem  ea  que  gl.  habeat  ad  bn.  iaceat  aatem  qae  bn 
intermedia  periferie  et  recte  per  g.  possibile  aatem  est  sie  incidere.  et  cadet 
extra  gl^  qnoniam  maior  est  ea  que  gl.  qnoniam  igitur  que  kg  Aäbn  eandem 
habet  proportionem  quam  0  ad  ^,  et  qae  eb  sd  bg  eandem  habebit  propor-  10 
tionem  quam  qae  ^er  ad  ^. 

Eisdem  datis  et  ea  qae  in  circulo  recta  edncta  possibile  est  a  centro  7 
adnectere  ad  eductam,  ut  intermedia  periferie  et  edacte  ad  coniunctam  ab 
ultimo  intercepte  ad  ultimum  educte  statatam  proportionem  habeat,  et  si 
data  proportio   maior  sit  ea,  quam  habet  medietas  in  circulo  datae  ad  eam  16 
qne  a  centro  cathetnm  ad  ipsam  dactam. 

Data  sint  eadem,  et  sit  qae  in  circulo  linea  edncta,  data  autem  proportio 
sit,  quam  habet  e  bA  h  maior  ea,  quam  habet  gt  ad  tk,  maior  igitur  erit  et 
ea,  quam  habet  kg  ad  gl.  quam  itaque  proportionem  habet  z  sd  h^  hanc 
habebit  kg  ad  minorem  gl.  habeat  ad  in  naentem  ad  g.  possibile  aatem  est  20 
sie  secare.  et  cadet  intra  gl^  qnoniam  minor  ea  qne  gl  quoniam  igitar  ean- 
dem habet  proportionem  qne  kg  ad  in  quam  qae  z  ad  h,  et  qae  ei  ad  ig 
eandem  habebit  proportionem  quam  z  ad  h. 

Circulo  dato  et  in  circulo  linea  minore  diametro  et  alia  contingente  cir-  8 
culum  apad  terminum  in  circulo  date  possibile  est  a  centro  circuH  adnectere  25 
quandam  rectam  ad  contingentem,  nt  accepta  ab  ipsa  media  inter  periferiam 
circuli  et  datam  in  circulo  lineam  ad  acceptam  a  contingente  statutam  pro- 
portionem habeat,  et  si  data  proportio  minor  sit  ea,  quam  habet  medietas  in 
circulo  date  ad  eam  que  a  centro  circuli  cathetum  ad  ipsam  dactam. 

Sit  circalas  datus  abgdy  et  in  circulo  recta  sit  data  minor  diametro  que  30 


Fig.  m.  1,  renou.  m.  2.  7  habeaf]  (pr.)  habebit  m.  2.  8  «ic  ine-]  in 

ras.  m.  2.  inddere]  supra  scr.  m.  2  secare,  ^  gl]  (p^O  iii  ras.  m.  2.    In 

8eq.  quaedam  in  ras.  m.  1.  12  7]  mg.  m.  2.  et  ea]  in  ras.  m.  2.  13  Ante 
ad  add.  rectam  mg.  m.  2.  14  Supra  tdtimo  scr.  termino  m.  2.  -ter-]  in  ras. 
ad]  in  ras.  Supra  ultimum  scr.  terminum  m.  2.  16  ad]  ad.  ductavi]  dUctam. 
17  data]  date,  e  in  ras.  m.  2.  18  igitur]  e  corr.  19  j?]  add."  enan.  m.  1. 

h]  add.'  euan.  m.  1.  20  ad  tn  nuen-]  in  ras.  m.  2.  4em  —  22  h]  mg.  m.  2. 
et  que  ei]  renou.  m.  2.  Fig.  m.  1  (pars  in  ras.).  24  8]  m.  2.  24  sq.  quaedam 
renon.  m.  2.  26  contingentem]  in  loco  pauciorum  litt,  e  corr.  m.  2.  27  ad] 
in  ras.  m.  1.  Hatutam]  in  ras.  m.  1.  29  ad  ipsam  ductam]  ad  ipsam  "ducUxm 
(m.  1). 

Abh.  sar  Oesoh.  der  Hatbem.   V.  2 
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ga^  et  qne  xl  contingat  circnlum  apud  g^  et  proportio,  quam  habet  jsr  ad  /r, 
sit  minor  ea,  quam  habet  gt  ad  iTi.  erit  itaque  minor  et  ea,  quam  habet  gk 
ad  gl^  si  equidistanter  ducta  &it  hl  ad  ig,  habeat  itaque  hg  ad  gx  eandem 
proportionem  quam  z  ad  h,  maior  autem  est  xg  ea  que  est  ^7.  describatur 
5  circuli  periferia  circa  puncta  hlx,  quoniam  igitur  est  maior  xg  ea  que  gl^  et 
ad  rectos  sunt  inuicem  hg^  xl^  possibile  est  ei  quae  est  mg  equalem  aliam 
ponere  eam  quae  est  in  tendentem  ad  A;.  quod  itaque  continetur  sub  xil  9A 
id  quod  sub  he^  il  eandem  habet  proportionem  quam  xi  9,d  he^  et  quod  sub 
bis  quae  hin  ad  hoc  quod  sub  bis  quae  hi^  gl,    quare  et  quae  in  ad  gl  est 

10  ut  quae  xi  ad  he,  quare  et  quae  gm  bä  gl  ei  quae  xg  ad  hg  et  ad  ^' 5  est, 
ut  quae  xi  ad  ä;6,  et  reliqua  scilicet  ig  ad  be  eandem  habet  proportionem 
quam  quae  xg  2A  gh  et  quam  h  ad  z,  cecidit  igitur  quae  hn  ad  contingentem, 
et  habet  quae  intermedia  periferie  et  recte  quae  £e  ad  acceptam  a  contingente 
eandem  proportionem  quam  z  ad  h, 

9  Eisdem  datis  et  ea  quae  in  circulo  data  linea  educta  possibile  est  a  cen- 

16  tro  circuli  connectere  ad  eductam  rectam,  ut  intermedia  periferie  et  educte 
ad  acceptam  a  contingente  ad  tactum  statutam  proportionem  habeat,  et  si 
data  proportio  sit  maior  ea,  quam  habet  medietas  in  circulo  dato  ad  eam  quae 
a  centro  cathetum  ad  ipsam  ductam. 

20  Datus  sit  circulus  ahgd  et  in  circulo  recta  minor  diametro  ga  pertraha- 

tur,  et  contingat  circulum  quae  xl  apud  g^  et  proportio  quam  habet  z  2Äh 
sit  maior  ea  quam  habet  ^/  ad  ^A:.  erit  itaque  maior  et  ea,  quam  habet  hg 
ad  gh  habeat  igitur  quae  hg  ad  gx  eandem  proportionem  quam  z  2Ah,  minor 
ergo  est  ipsa  ea  quae  est  gl,    rursum  itaque  describatur  circulns  per  xhl 

26  puncta.  quoniam  igitur  minor  est  xg  ea  quae  est  ^Z  et  ad  rectos  inuicem  sunt 
A;m,  xl^  possibile  est  ipsi  gm  equalem  ponere  eam  quae  in  uergentem  ad  h, 
quoniam  igitur  quod  sub  bis  quae  xil  2^di  hoc  quod  sub  bis  quae  il^  he  est 
ut  xi  ad  he^  sed  ei  quidem  quod  sub  bis  quae  xil  equale  est  id  quod  sab 
bis  quae  hix^  ei  autem  quod  sub  bis  que  nhe  equale  est  quod  sub  bis  quae 

30  A:i,  gl^  propterea  quod  est  ut  he  ad  ih  ita  lg  ad  li^  ergo  et  ut  xi  ad  he^  ita 
quod  sub  bis  quae  hin  ad  id  quod  sub  bis  quae  hi^  gl^  hoc  est  ut  ni  ad  gl^ 
hoc  est  quae  gm,  bä  gl,  est  autem  et  ut  que  gm  ad  gl,  quae  xg  ad  hg,  hoc 
est  ad  hb.  est  ergo  ut  quae  xi  ad  he,  quae  xg  ad  hb,  et  reliqua  que  ig  ad 
reliquam  quae  be  est  ut  quae  xg  ad  gh.    quam  autem  proportionem  habet 

35  quae  xg  2kd  gh,  hanc  habet  h  ad  z.    connexa  est  itaque  quae  A;e  ad  eductam, 


4  autem]  supra  scr.  Hellte  m.  2.  est  xg]  in  ras.   m.  1.    Seqq.  partim 

renou.  m.  2.  5  xg]  g  e  corr.  m.  1.  7  sub]  in  ras.  m.  2.  8  siib]  e  corr.  m.  2. 
sub  his]  in  ras.  m.  2.  9  sub  his]  in  ras.  m.  2.  14  eandem]  -m  in  ras.  m.  2. 
27  sub  his]  in  ras.  m.  2  ut  saepius.  28  ei^quae]  in  ras.  8  litt.  m.  2.  32  est 
—gm]  add.  m.  2. 
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et  intermedia  edacte  et  periferie  quae  est  be  &di  gi  eam  quae  a  contingente 
accepta  est  eandem  habet  proportionem  quam  z  ad  h 

8i  linee  consequenter  ponantur  quotcanque  equali  inuicem  excedentes,  10 
sit  autem  excessus  equalis  minimae,  et  aiie  linee  ponantur  multitndine  quidem 
eqaaleB  biis,  magnitudine  autem  quaelibet  maximae,  tetragona  qnae  ab  equa-  5 
libus  maximae  assumentia  quod  a  maxima  tetragonum  et  quod  continetur  sub 
minima  et  equali  omnibas  equali  inmcem  excedentibus  tripla  erunt  tetragonis 
Omnibus  biis  quae  ab  excedentibus  equali  inuicem. 

Sint  linee  quotcunque  consequenter  posite  equali  inuicem  excedentes  quae 
a,  &,  g^  d,  e,  ^,  %,  ty  que  autem  t  sit  equalis  excessui.  adiaceat  autem  ad  h  10 
equalis  ipsi  t  quae  «,  ad  ^  autem  quae  k  equalis  ipsi  ^,  ad  d  autem  quae  ; 
equalis  ipsi  jer,  ad  6  autem  quae  m  equalis  ipsi  e^  bA  z  autem  que  n  equalis 
ipsi  d,  sd  h  autem  quae  x  equalis  ipsi  ^,  ad  ^  autem  que  o  equalis  ipsi  2); 
erunt  autem  prouenientes  equales  inuicem  et  maxime.  ostendendum  igitur, 
quod  tetragona  que  ab  omnibus  et  ab  a  et  a  prouenientibus  assumentia  quod  15 
ab  a  tetragonum  et  quod  continetur  sub  t  et  equali  omnibus  hiis  quae  sunt 
a,  &,  g,  d,  e^  z^  h^  t  tripla  sunt  tetragonorum  omnium  eorum  quae  ab  biis 
quae  sunt  a,  &,  g^  d,  6,  z,  h^  t 

Est  itaque  quod  quidem  a  &  t  tetragonum  equale  biis  quae  ab  ?,  h  tetra- 
gonis et  duobus  hiis  quae  sub  i  continentur,  quod  autem  a  kg  equale  hiis  20 
quae  a  A;,  ^  tetragonis  et  duobus  hiis  quae  sub  keg  continentur.  similiter 
itaque  et  que  ab  aliis  equalibus  ipsi  a  tetragona  equalia  sunt  hiis  quae  a  de- 
cisionibus  tetragonis  et  duobus  hiis  quae  sub  decisionibus  continentur.  que 
quidem  igitur  ab  hiis  quae  sunt  a,  &,  g^  d^  e,  z^  \  t  et  quae  ab  hiis  quae  sunt 
?',  k^  l,  m,  92,  x^  0  assumentia  id  quod  ab  a  tetragonum  dupla  sunt  eorum  quae  26 
ab  hiis  quae  sunt  a,  &,  g^  d,  e,  z,  h^  t  tetragonorum.  iam  autem  ostendemus, 
quod  dupla  eorum  quae  continentur  sub  decisionibus  in  utraque  linea  equalium 
ipsi  a  assumentia,  quod  continetur  sub  ea  quae  est  t  et  sub  equali  omnibus 
quae  sunt  a,  &,  g,  d,  e^  z^  h^  t  equalia  sunt  hiis  quae  ab  a,  h,  g^  d,  e,  z^  h,  t 
et  quoniam  duo  quidem  quae  sub  &,  i  continentur  equalia  duobus  quae  sub  30 
&,  i  continentur,  duo  autem  quae  sub  hiis  quae  ^,  g  equalia  ei  quod  contine- 
tur sub  ea  quae  est  ^  et  a  quadrupla  ipsius  g^  propterea  quod  k  sit  dupla 
ipsins  /,  duo  autem  quae  sub  d,  l  equalia  ei  quod  sub  t  et  sub  sextupla  ipsius 
d,  propterea  quod  l  sit  tripla  ipsius  t,  similiter  autem  et  alia  dupla,  quae 
continentur  sub  decisionibus,  equalia  sunt  contento  sub  t  et  sub  multiplici  35 


2  acc€ptcL\  excepta  m.  2.  5  Ante  quaelibet  del  singtUa  m.  1.  6  stU)]  in 
ras.  m.  2.  11  autem]  a\  16  sub]  in  ras.  m.  2  ut  alibi  fere.  19  »,  b]  in 
ras.  m.  2.  20  kg]  k  incertum  (e  corr.  m.  2?).  21  ä;]  in  ras.  m.  2.  27  utraque] 
unaquaque  mg.  m.  2.  28  sub]  m.  2,  a&  m.  1,  ut  eemper  fere.  30  et]  e  corr. 
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semper  sequentis  lineae  secundum  eos  qai  deinceps  nnmeros  pares.  omnia 
igitur  assumentia,  quod  continetur  sab  t  et  equali  omnibus  biis  qaae  sunt  o, 
&,  ^,  d,  e,  e,  A,  t  erunt  equalia  ei,  quod  continetur  sab  t  et  eqaali  omnibixs 
ipsi  a  et  triple  ipsius  b  et  qaincaple  ipsias  g  et  semper  impari  secondom  eos 
5  qai  deinceps  nameros  impares  multipiices  sequentis  linee.  sant  aatem  et  qaae 
ab  a,  &,  ^,  d,  e,  z,  h^  t  tetragona  eqaalia  ei  qaod  continetar  sab  eisdem  lineis; 
est  enim  qaod  ab  a  tetragonam  equale  ei  quod  continetur  sub  t  et  eqoali 
Omnibus  ipsi  scilicet  a  et  eqaali  reliquis,  quarum  unaquaeque  equalis  ipsi  a. 
tocies  enim  mensurat  ipsa  t  ipsam  a  et  a  equales  sibi  omnes  in  a.    quare 

10  equale  est  quod  ab  a  tetragonam  ei,  qaod  continetur  a  ^  et  equali  ipsi  d  et 
duple  eorum,  quae  sunt  a,  &,  ^,  d,  e,  z^  h^  t  que  euim  equales  ipsi  a  omnes 
excepta  ipsa  a  duple  sunt  earum,  quae  sunt  &,  g,  d,  e,  z^  h^  t  similiter  autem 
et  quod  a  5  tetragonum  equale  est  ei  quod  continetar  sab  t  et  eqaali  ipsi  b 
et  duple  earum  que  sunt  ^,  d,  e^  z^  hy  t  et  rursum  quod  a  g  tetragonam  äquale 

15  est  ei  quod  sab  t  et  equali  ipsi  g  et  duple  earum  quae  sunt  d^  e,  z^  h^  t  simi- 
liter autem  et  quae  ab  aliis  tetragona  equalia  sunt  bis  quae  continentur  sab 
t  et  equali  ipsi  et  duple  reliquarum.  palam  igitur,  quod  quae  ab  omnibus 
tetragona  equalia  sunt  ei  quod  continetur  sub  t  et  equali  omnibus  ipsi  qae  a 
et  triple  ipsius  h  et  quincuple  ipius  g  et  ei  que  secundumi  consequentes  name- 

20  ros  impares  multiplici  sequentis. 

Ex  boc  igitur  manifestum,  quod  tetragona  omnia,  quae  sunt  ab  equalibos 
maxime,  tetragonis  quidem,  quae  sunt  ab  excedentibus  equali  inuicem,  minora 
sunt  quam  tripla,  quoniam  assumentia  quaedam  tripla  sunt,  reliquarum  aatem 
excepto  eo  quod  a  maxima  tetragono  maiora  quam  tripla,  quoniam  assumpta 

25  minora  sunt  quam  tripla  eins  quod  a  maxima  tetragoni.  igitur  et  si  similes 
species  describantur  ab  omnibus  ab  excedentibus  equali  inuicem  et  ab  equa- 
libus  maximae^  specierum  quidem  quae  ab  excedentibus  equali  inuicem  minora 
erunt  quam  tripla,  reliquarum  autem  excepta  specie  que  a  maxima  maiora 
quam  tripla;  eandem  enim  babebunt  proportionem  similes  species  tetragonis. 

11  Si  linee  consequenter  ponantur  quotcunque  equali  inuicem  excedentes,  et 
31  alie  linee  ponantur  multitudine  quidem  una  pauciores  excedentibus  eqoali 

inuicem,  magnitudine  autem  quaelibet  aequalis  maximae,  tetragona  omnia  quae 
ab  equalibus  maxime  ad  tetragona  quidem  quae  ab  excedentibus  equali  in- 
uicem excepta  minima  minorem  proportionem  habent  quam  tetragonum  quod 
35  a  maxima  ad  equale  ambobus  ei  scilicet  quod  continetur  a  maxima  et  minima 
et  tercie  parti  tetragoni  qui  ab  excessu,  quo  excedit  maxima  minimam,  ad 


1  sequentis  lineae]  corr.  ex  sequens  linea  m.  2.  9  tocies]  equdliter  mg, 
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tetragona  autem  quae  ab  excodentibus  eqaali  inuicem  excepto  tetragono  quod 
a  maxima  maiorem  eadem  proportione. 

Sint  enim  linee  quotcunqae  eqaali  inuicem  excedentes  constanter  posiiae, 
quae  qnidem  ah  ipsi  gd^  que  autem  gd  ipsi  ez^  que  autem  ez  ipsi  ht,  que 
autem  ht  ipsi  ik^  que  autem  ik  ipsi  Im^  que  autem  Im  ipsi  nx.    adiaceat  5 
autem  ad  ^d  qnidem  equalis  uno  excessu  quae  ^o,  ad  eam  autem  quae  ez 
equalis  duobus  excessibus  quae  ejp,  ad  kt  autem  equalis  tribus  excessibus 
quae  hr  et  ad  alias  eodem  modo;   erunt  itaque,  quae  proueniunt,   equales 
inuicem  et  quaelibet  maxime.     ostendendum  igitur,  quod  quae  ab  omnibus 
prouenientibus  tetragona  ad  omnia  quidem  tetragona  quae  ab  omnibus  exce-  10 
dentibus  equali  inuicem  excepto  eo  quod  ah  nx  tetragono  minorem  habet  pro- 
portionem,  quam  quod  B,h  ah  tetragonum  ad  equale  ambobus,  ei  scilicet  quod 
continetur  ab  a&,  nx  et  tercie  parti  eins  quod  ab  ny  tetragono,  ad  tetragona 
autem  quae  ab  eisdem  sine  eo  quod  ab  a&  tetragono  maiorem  proportionem 
habet  eadem  proportione.    accipiatur  a  qualibet  excedentium  equali  inuicem  15 
equalis  excessui.  quam  itaque  proportionem  habet  quod  ab  a&  ad  simul  utrum- 
que  quod  scilicet  ab  hiis  quae  sunt  ah^  fb  continetur  et  ad  terciam  partem 
eins  quod  ab  a/"  tetragoni,  haue  habet  proportionem  quod  dh  od  tetragonum 
ad  id  quod  continetur  ab  hiis  quae  sunt  od^  dq  et  ad  terciam  partem  eins 
quod  &  qo  tetragoni,  et  tetragonum  quod  est  ab  ea  quae  est  pz  ad  id  quod  20 
continetur  ab  hiis  quae  sunt  pz^  cz  et  ad  terciam  partem  eins  quod  ab  cp 
tetragoni,  et  quae  ab  aliis  tetragona  ad  similiter  accepta  spatia;  et  omnia 
itaque  quae  ab  omnibus  hiis  quae  sunt  od^  pz^  rt^  sk,  zm^  yx  ad  omnia  quae 
continentur  ab  nx  et  ab  equali  omnibus  dictis  lineis  et  ad  tertias  partes  tetra- 
gonoilim  que  sunt  ab  hiis  quae  sunt  oq^  pc^  ru^  s%^Z(\jyn  eandem  habebunt  25 
proportionem  quam  quod  a,h  ah  tetragonum  ad  simul  utrumque  quod  scilicet 
continetur  ab  hiis  quae  sunt  a&,  fh  et  ad  tertiam  partem  eius  quod  ab  fa 
tetragoni.    si  igitur  ostensum  sit,  quod  continetur  ab  nx  et  ab  equali  omni- 
bus hiis  quae  sunt  od,  pz,  xt^  sk,  im,  yx  et  tertias  partes  tetragonorum,  que 
producontur  ab  hiis  quae  sunt  oq,  pc,  reu,  s%,  zq,  yn  tetragonis  productis  30 
ab  hiis  quae  sunt  a&,  gd,  ez,  ht,  ik.  Im  minora,  tetragonis  autem  productis  ab 
hiis  quae  sunt  gd,  eZy  ht,  ik,  Im,  nx  maiora,  ostensum  erit  propositum. 

Est  itaque  quod  continetur  ah  nx  ei  equali  omnibus  hiis  quae  sunt  od, 
pz,  rt,  sk,  zm,  yn  et  tertie  partes  tetragonorum  qui  ab  hiis  quae  sunt  oq, 
pc,  roa,  s%^  Z(\,  yn  equalia  tetragonis  hiis  quae  a  qd,  cz,  ot,  %k,  qm,  nx  35 
et  ei  quod  continetur  ab  ea  quae  est  nx  et  equali  omnibus  hiis  quae  sunt  oq, 
pc,  reo,  s%,  Z(i,  yn  et  tercie  parti  tetragonorum  qui  ab  hiis  quae  sunt  oq, 


6  ez^  corr.  ez  ex  m.  1.        11  Ante  habet  del.  rationem  m.  1.        29  xt]  rt? 
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J7C,  reo,  s%,  je^q,  yn.  qne  autem  ab  hiis  quae  sunt  ah^  gd,  ez,  ht,  ik,  Im  tetra- 
gona  equalia  sunt  hiis  quae  a  hf\  qd,  cz,  mx,  %k,  qm  tetragonis  et  hiis  quae 
ab  a/*,  gq,  ec,  ha>,  i%,  Zq  et  ei  quod  continetur  a  hf  et  a  dnpla  eamm  qnae 
sunt  a/*,  gq,  ec,  «co,  i%,  Zq.  communia  quidem  igitur  sunt  utrocunque  tetra- 
5  gona  quae  ab  equalibus  ei  quae  est  nx,  quod  autem  continetur  ab  ea  quae 
est  nx  et  equali  hiis  quae  sunt  oq,  pc,  cor,  %s,  qz,  yn  minus  est  eo  quod 
continetur  ab  ea  quae  est  &/*  et  a  dupla  earum  quae  sunt  af,  gq,  ec,  h&,  t  ^^ 
Zq,  propterea  quod  nunc  dicte  linee  hiis  quidem  quae  sunt  ^o,  ep,  rh,  is,  Iz, 
yn  sint  equales,  reliquis  autem  maiores.     et  tetragona  autem  quae  ab  hiis 

10  quae  sunt  af,  gq,  ec,  ha,  i%,  Iq.  ostensum  est  enim  hoc  in  soperioribus. 
minora  ergo  sunt  dicta  spatia  tetragonis  hiis  quae  ab  ah,  gd,  ez,  ht,  ik,  Im, 
de  cetero  autem  ostendemus,  quod  maiora  sunt  tetragonis  quae  ab  hiis  quae 
sunt  gd,  ez,  ht,  ik.  Im,  nx,  rursum  itaque  tetragona  quae  ab  hiis  quae  sunt 
gd,  ez,  ht,  ik.  Im,  nx  equalia  sunt  hiis  quae  a  qg,  ec,  hm,  i%,  Zq  et  ei  quod 

15  continetur  ab  nx  et  a  dupla  omnium  que  gq,  ec,  hco,  i%,  Iq.  et  sunt  com- 
munia quidem  quae  ab  hiis  quae  sunt  qd,  cz,  cor,  %k,  mq,  nx,  maius  autem 
quod  ab  ea  quae  est  nx  et  a  dupla  omnium  quae  sunt  gq,  ec,  hm,  i%,  Zq. 
sunt  autem  et  tetragona  quae  ab  hiis  quae  sunt  qo,  cp,  cor,  %s,  qz,  yn  hiis 
quae  sunt  a  gq,  ec,  hco,  i%,  Zq  maiora  quam  tnpla.    ostensum  est  enim  et 

20  hoc.   maiora  ergo  sunt  dicta  spatia  tetragonis  hiis  quae  a  gd,  ez,  ht,  ik,  Im^  nx. 

Et  si  igitur  similia  describantur  ab  omnibus  ab  excedentibus  equali  in- 

uicem   et  ab  equalibus  maxime,  species  omnes  quae  ab  excedentibus  equali 

inuicem  praeter  eam  que  a  minima  speciem  minorem  proportionem  habebunt 

quam  tetragoniun  quod  a  maxima  ad  equale  ambobus  ei  scilicet,  quod  con- 

25  tinetur  a  maxima  et  minima,  et  tertie  parti  eins  quod  ab  excessu,  quo  ciccedit 
maxima  minimam,  ad  species  autem  quae  ab  eisdem  sine  eo  quod  a  maxima 
maiorem  eadem  proportione;  eandem  enim  habebunt  proportionem  similes 
species  tetragonis. 

Si  recta  affigatur  linea  in  piano  manente  altero  termino  ipsius  eque- 

30  uelociter  circumducta  quotiescunque  restituitur  iterum,  unde  incepit,  simul 
autem  cum  linea  circumducta  feratur  aliquod  Signum  equeuelociter  ipsum  sibi 
ipsi  per  rectam  incipiens  a  manente  termino,  signum  elicem  uel  reuolutionem 
desciibet  in  piano,  uocetur  igitur  terminus  quidem  recte  manens  ipsius  cir- 
cumducte  principium  elicis  uel  reuolutionis,  positio  autem  linee,  a  qua  incepit 

:^5  recta  circumferri,  principium  circulationis  rectum,  siquidem  in  prima  circu- 
latione  perambulet  Signum,  quod  per  rectam  fertur,  prima  uocetur,  si  autem 


8  hiis]  hiis  q,         14  Ante  ec  del.  c  m.  1.         15  gue]  qq.  32  per"]  bis; 
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in  secanda  circulatione  idem  Signum  perambulet,  seconda.  et  alle  similiter 
hiis  equiuoce  circiüationibus  uocate  sint.  spatium  autem  comprebensum  ab 
elice  descripta  in  prima  circulatione  et  a  recta,  quae  est  prima,  primum  uoce- 
tur,  comprebensum  autem  ab  elice  descripta  in  secanda  circulatione  et  a  recta 
secunda  secundum  uocetur,  et  alia  deinceps  sie  uocentur.  et  si  a  signo,  quod  5 
est  principinm  elicis,  ducatur  aliqua  recta  linea  recte  eius  ad  eadem  circulatio 
fuerit,  praecedens  uocetur,  quae  autem  ad  alteram  partem  sequens.  descriptus- 
que  circulus  centro  quidem  signo,  quod  est  principium  elicis,  distantia  autem 
recta,  quae  est  prima,  primus  uocetur,  descriptus  autem  centro  quidem  eodem, 
distantia  autem  dupla  recta,  secundus  uocetur,  et  alii  nunc  consequenter  biis  10 
eodem  modo. 

Si  ad  elicem  una  quidem  circulatione  qualicunque  descripta  a  principio  12 
elicis  recte  incidant  quotcunque  equales  facientes  angulos  ad  inuicem,  equali 
excedunt  inuicem. 

Sit  elix  in  qua  quae  ah,  ag,  adj  ae,  az  equales  angulos  facientes  ad  15 
inuicem.    ostendendum,  quod  equali  excedit  quae  ag  eam  quae  ah  et  quae 
ad  eam  quae  ag  et  alie  similiter.    in  quo  enim  tempore  linea,  quae  circum- 
ducitur,  ab  ah  ad  ag  pertingit,  in  boc  tempore  Signum,  quod  per  rectam 
fertur,  excessum  perambulat,  quo  excedit  quae  ag  eam  quae  a&,  in  quo  autem 
tempore  ab  ag  ad  ad,  in  boc  perambulat  excessum,  quo  excedit  quae  ad  eam  20 
quae  ag.  in  equali  autem  tempore  linea,  quae  circumducitur,  ab  ea  quae  est 
a&  ad  eam  quae  est  ag  pertingit  et  ab  ag  ad  ad,  quoniam  anguli  equales 
sunt,    in  equali  ergo  tempore  signum,  quod  per  rectam  fertur,  perambulat 
excessum,  quo  excedit  quae  gd  eam  quae  ah,  ei  excessum,  quo  excedit  quae 
ad  eam  quae  ag,    equali  ergo  excedit  quae  ag  eam  quae  ah  ei  quae  ad  eam  26 
quae  ag  ei  relique. 

Si  recta  linea  elicem  contingat,  secundum  unum  solum  Signum  contingit.  13 

Sit  elix,  in  qua  quae  a,  2),  g,  d,  sit  autem  principium  quidem  elicis  a 
punctum,  principium  autem  circulationis  quae  ad  recta,  et  contingat  elicem 
recta  aliqua  zc.  dico  itaque  secundum  unum  solum  punctum  contingere  ipsam.  80 
contingat  enim,  si  possibile  est,  secundum  duo  puncta,  quae  sint  g,  h,  et  con- 
iungantur  quae  ag,  ah,  et  in  duo  diuidatur  angulus,  qui  continetur  ab  ah, 
ag,  punctum  autem,  secundum  quod,  quae  in  duo  diuidit  angulum,  elici  in- 
cidit,  sit  t]  equali  itaque  excedit  quae  ah  eam  quae  af  et  quae  at  eam  quae 
ag,  quoDiam  equales  angulos  continent  ad  inuicem.  quare  duple  sunt  quae  36 
ah,  ag  ea  quae  est  at  sed  eius  quae  in  trigono  at  in  duo  scindentis  angulum 


2  Post  autem  dal.  con.        6  Ante  recte  add.  et  m.  2.        eius]  comp,  incerto. 
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maiores  sunt  quam  dnple.  palam  igitur,  qaod,  secimdam  qnod  concidit  panctum 
Skd  gh  rectam  qnae  at^  est  intermedia  punctornm  /,  a.  secat  ergo  ez  reaolntio- 
nem,  quoniam  aliquod  punctorom,  quae  sunt  in  gth,  est  intra  renolationem. 
supponebatur  autem  contingens.  secundTim  unum  ergo  solum  contingit  quae 
6  ez  renolationem  seu  elicem. 

14  Si  ad  elicem  in  prima  circulatione  descriptam  incidant  dne  recte  a  puncto, 
quod  est  principium  renolutionis ,  et  educantur  ad  primi  circali  periferiam, 
eandem  propoi-tionem  habebnnt  quae  ad  reuolutionem  incidunt  ad  inuicem, 
quam  periferie  circuli  intermedie  ultimi  renolutionis  et  ultimorum  eductamm 

10  rectarum  ad  periferiam  prouenientium  ad  praecedentia  acceptis  periferiis  ab 
ultimo  renolutionis. 

Sit  elix  que  ahgdet  in  prima  circulatione  descripta,  principium  autem 
renolutionis  quidem  sit  Signum  a,  que  autem  ta  recta  sit  principium  cireu- 
lationis,  et  circulus  tkh  sit  primus.    protrabantur  autem  ab  a  signo  ad  reuo- 

15  Intionem  quae  ae,  ad  et  educantur  ad  circuli  periferiam  ad  z^  h.  ostenden- 
dum,  quod  eandem  babent  proportionem  que  ae  tid  ad^  quam  quae  /Aijs?  periferia 
ad  tkh  periferiam.  circumducta  enim  at  linea  palam,  quod  t  quidem  Signum 
per  periferiam  circuli  tkh  delatum  est  equeuelociter,  a  autem  delatum  per 
rectam  a  i  lineam  perambulat,  et  t  Signum  per  circuli  periferiam  delatum  per- 

20  ambulat  periferiam  tkz,  a  autem  ae  rectam,  et  rursum  a  Signum  ad  lineam 
et  t  periferiam  tkh^  utrumque  equeuelociter  quoniam  sibi  ipsi  delatum.  palam 
igitur,  quod  eandem  proportionem  babent  quae  ae  ad  ad  quam  quae  tkz 
periferia  blö.  tkh  periferiam;  ostensum  enim  est  boc  in  primis.  similiter  autem 
ostendtftur,  et  si  altera  incidentium  ad  termiuum  renolutionis  incidat 

15  Si  ad  descriptam  in  secunda  circulatione  reuolutionem  producantur  recte 

26  a  principio  renolutionis,  eandem  babebunt  proportionem  recte  ad  inuicem 
quam  dicte  periferie  cum  tota  quae  accipitur  circuli  periferia. 

Sit  reuolutio  in  qua  quae  ahgdt,  quae  quidem  abgdt  in  prima  circu- 
latione descripta,  quae  autem  tlem  in  secunda,  et  producantur  rectae  quae 

30  aa,  aL  ostendendum,  quod  eandem  babent  proportionem  quae  a^  ad  ae 
quam  quae  tkz  periferia  cum  tota  circuli  periferia  ad  tkh  cum  tota  circuli 
periferia.  in  equali  enim  tempore  a  Signum  per  rectam  delatum  lineam  al 
perambulat  et  t  Signum  per  circuli  periferiam  delatum  totam  circuli  peri- 
feriam et  adbuc  periferiam  tkz  perambulat,  et  iterum  a  Signum  ae  secundum 

35  e  totam  circuli  periferiam  et  adbuc  eam,  quae  est  tkh^  utrumque  eque- 
uelociter ipsum  sibi  delatum.  palam  igitur,  quod  eandem  babent  proportionem 
al  linea  ad  lineam  ae  quam  tkz  periferia  cum  tota  circuli  periferia  ad  peri- 


2  secat]  in  ras.  m.  2.  4  supponebatur]  -eba-  incerta.  6  14]  m.  1,  ut 
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fenam  tkh  cum  tota  circuli  periferia.  eodem  aatem  modo  ostenditur,  et  si 
ad  reaolutionem  in  tercia  circulatione  descriptam  adducitnr  recte,  eandem 
proportionem  habebunt  ad  innicem  quam  dicte  periferie  cum  tota  circuli 
periferia  bis  accepta.  simiiiter  autem  et,  quae  ad  alias  reuolutiones  addu- 
cuntur,  ostenduntur  quod  eandem  habent  proportionem  quam  dicta  periferia  5 
cum  tota  circuli  periferia  tociens  accepta,  quotus  est  uno  minor  numerus 
peiiferiarum,  et  si  quae  adducitur  utraque  ad  terminum  renolutionis  cadat. 

Si  reuolutionem  in  prima  circulatione  descriptam  recta  linea  contingat,  16 
et  a  contactu  recta  linea  copuletur  ad  signum,  quod  est  principium  renolu- 
tionis, anguli,  quos  facit  contingens  ad  copulatam,  inequales  erunt,  et  qni  10 
quidem  in  praecedentibus  bebes,  qui  autem  in  sequentibus  acutus. 

Sit  reuolutio,  in  qua  a,  6,  ^,  d,  t  in  prima  circulatione  descripta,  et  sit  a 
quidem  Signum  principium  reuolutionis,  que  autem  at  recta  principium  cir- 
culationis,  primusque  circulus  tkk^  contingat  autem  aliqua  recta  linea  reuo- 
lutionem quae  dez  secundum  d,  et  a  e2  ad  a  copuletur  que  da,  ostendendum,  15 
quod  quae  dz  ad  ad  hebetem  facit  angulum.  describatur  circulus  den  centro 
quidem  a,  distantia  autem  ad,  necesse  itaque  buius  circuli  eam  quidem 
quae  in  praecedentibus  periferiam  cadere  intra  reuolutionem,  eam  autem  quae 
in  sequentibus  extra,  propterea  quod  rectamm  productarum  ab  a  ad  reuolu- 
tionem quae  quidem  in  praecedentibus  maiores  sint  ipsa  aJ,  que  autem  in  20 
sequentibus  minores,  quod  quidem  igitur  angulus,  qui  continetur  ab  adz, 
non  sit  acutus,  palam,  quoniam  maior  est  quam  qui  semicirculi;  quod  autem 
non  sit  rectus,  ostendendum  sie.  sit  enim,  si  possibile  est,  rectus.  que  ergo 
edz  contingit  circulum  den.  possibile  itaque  est  ab  a  ducere  rectam  ad  con- 
tingentem,  ut  recta  intermedia  contingentis  et  periferie  circuli  ad  eam  quae  25 
ex  centro  circuli  minorem  proportionem  habeat  ea,  quam  habet  intermedia 
contactus  et  concidentis  periferia  ad  datam  periferiam.  concidat  itaque  quae  ai. 
scindit  itaque  ipsa  reuolutionem  quidem  apud  f,  peiiferiam  autem  dne  circuli 
apud  r,  et  habeat  ri  recta  ad  ar  minorem  proportionem  ea,  quam  habet  dr 
periferia  ad  dne  periferiam.  et  tota  ergo  ia  ad  ar  minorem  proportionem  30 
habet  quam  quae  rdnc  periferia  ad  dne  periferiam,  hoc  est  quam  habet 
shkt  periferia  ad  kl  periferiam.  quam  autem  habet  shkt  periferia  ad  hkt 
periferiam,  hanc  habet  quae  al  recta  ad  ad;  ostensum  enim  est  hoc.  mino- 
rem ergo  proportionem  habet  quae  ai  ad  ar,  quam  quae  la  ad  ad;  quod 
quidem  est  impossibile.  non  ergo  est  rectus,  qui  continetur  ab  adz'^  osten-  35 
sum  est  autem,  quod  nee  acutus;  obtusus  ergo  est.  quare  reliquus  acutus 
est.  simiiiter  demonstrabitur,  et  si  contingens  reuolutionem  apud  terminum 
contingat,  idem  accidet. 

1  ostenditur]  -itur  in  ras.  m.  2.       et  «]  in  ras.  m.  2.        27  periferia]  peri- 
feria,  (4  in  ras.  m.  2.        34  ai]  seq.  ras.,  ai  mg.  m.  1. 
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17  Et  igitur,  si  reuolationem  in  seciinda  circulatione  descriptam  contiogat 
recta,  idem  accidat. 

Contingat  enim  quae  ee  recta  descriptam  in  secnnda  circulatione  reuo- 
lutionem  apud  d,  et  alia  eadem  priori bus  disponantur.  similiter  itaqoe  peri- 
5  ferie  circuli  rnd  qaae  quidem  in  praecedentibus  reuolutionis  intra  cadent, 
qaae  autem  in  sequentibus  extra,  angalus  igitur  qni  sab  adz  non  est  rectns, 
sed  obtusus,  sit  enim,  si  possibile  est,  rectus.  continget  itaque  ez  circulum 
rnd  apud  d,  ducatur  itaque  rui-sum  ad  contingentem  quae  ai  et  secet 
reuolutionem  quidem  apud  g,  periferiam  autem  circuli  rnd  apud  r,  habeat 

to  autem  ri  ad  ra  minorem  proportionem  quam  ea,  quam  habet  dr  pehferia 
ad  totam  periferiam  circuli  dm  et  ad  eam  quae  dno;  ostensum  est  enim  hoc 
possibile  ens.  et  tota  ergo  ia  ad  ar  minorem  proportionem  habet  quam  quae 
rdnc  periferia  cum  tota  circuli  periferia  ad  periferiam  dnc  cum  tota  circuli 
periferia.    sed  quam  habet  proportionem  quae  rdnc  periferia  cum  tota  peri- 

15  feria  circuli  dncr  ad  periferiam  dnc  cum  tota  periferia  circuli  dncvy  haue 
habet  proportionem  quae  shkt  periferia  cum  tota  circuli  periferia  scilicet 
tshh  ad  periferiam  hlct  cum  tota  periferia  circuli  tshh.  quam  autem  propor- 
tionem habent  posterius  dicte  periferie,  haue  habet  proportionem  quae  qa 
recta  ad  ac2  rectam;  ostensum  enim  est  hoc.    minorem  ergo  proportionem 

20  habet  quae  ia  ad  ar  quam  aq  ad  ad-y  quod  quidem  est  impossibile;   equalis 

quidem  enim  quae  ra  ei  quae  ad^  maior  autem  quae  ia  ea  quae  aq.    palam 

igitur,  quod  obtusus  est  qui  continetur  ab  adz^  quia  reliquus  acutus  est. 

eadem  autem  accident,  et  si  contingens  apud  terminum  reuolutionis  contingat. 

Similiter  autem  ostendetur,  et  si  reuolutionem  descriptam  in  qualicunque 

25  circulatione  contingat  aliqua  recta,  et  si  apud  terminum  ipsius,  quod  inequa- 
les  facient  angulos  ad  copulatam  a  contacto  ad  principium  reuolutionis,  et 
eum  quidem  qui  in  praecedentibus  obtusum,  eum  autem  qui  in  sequentibus 
acutum. 

18  Si  reuolutionem  in  prima  circulatione  descriptam  recta  linea  contingat 
30  apud  terminum  reuolutionis,  a  signo  autem,  quod  est  principium  reuolutionis, 

ad  rectos  angulos  principio  circulationis  ducta  concidet  cum  coniingente,  et 
recta  intermedia  contingentis  et  principii  reuolutionis  equalis  erit  periferie 
circuli  primi. 

Sit  reuolutio  quae  abgdt^  sit  autem  a  Signum  principium  reuolutionis, 
35  quae  autem  ta  linea  principium  circulationis,  porro  tkh  circulus  primus,  con- 
tingat autem  aliqua  reuolutionem  apud  t  que  tz^  et  ab  a  ducatur  ad  rectos 
angulos  ipsi  ta  que  az,    concidet  itaque  ipsa  ad  eam  quae  tz^  quoniam  quae 


3  eg]  e  in  ras.  m.  2.        31  ducatur  aliqua  mg.  m.  1.        35  thh\  Ich  in  ras. 
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zt^  ta  acutum  angulum  continent.  concidant  autem  apud  e,  ostendendum, 
quod  za  equalis  est  periferie  circuli  tkh,  si  enim  non,  aut  maior  est  aut 
minor,  sit  prius,  si  possibile  est,  maior.  accipiam  itaque  aliquam  rectam  la 
ea  quidem  quae  est  ea  reeta  minorem,  periferia  autem  circuli  tlch  maio- 
rem.  est  itaque  circulus  quidani  qui  thlc^  et  in  circulo  linea  minor  diametro  5 
quae  th^  et  proportio  quam  habet  quae  ta  ad  al  maior  ea,  quam  habet  me- 
dietas  ipsius  ht  ad  eara  quae  ab  a  catbetum  ad  ipsam  ductam,  propterea 
quod  et  ipsa,  quam  habet  quae  ta  ad  ae,  possibile  igitur  est  ab  a  producere 
ad  eductam  eam  quae  an,  ut  intermedia  periferie  et  extraducte,  quae  est  nr, 
ad  tr  eandem  habeat  proportionem ,  quam  habet  quae  ta  ad  aL  habebit  lo 
igitur  quae  nr  2A  ra  proportionem,  quam  habet  quae  tr  recta  ad  al,  que 
autem  tr  9Ä  al  minorem  proportionem  habet  quam  quae  tr  periferia  ad  peri- 
feriam  circuli  th  que  quidem  enim  tr  recta  minor  est  tr  periferia,  que 
autem  al  recta  periferia  circuli  thh  maior.  minorem  ergo  proportionem  habe- 
bit et  quae  nr  ad  ra  quam  quae  tr  periferia  ad  periferiam  circuli  thk,  et  15 
tota  igitur  na  ad  ar  minorem  proportionem  habet  quam  quae  tr  periferia 
cum  tota  periferia  circuli  ad  periferiam  circuli  thlc  quam  autem  proportio- 
nem habet  tr  periferia  cxmi  tota  periferia  circuli  thh  ad  periferiam  circuli 
ihlc^  hanc  habet  quae  qa  ad  at\  ostensum  enim  est  hoc.  minorem  ergo  pro- 
portionem habet  quae  na  ad  ar  quam  quae  qa  ad  at\  quod  quidem  est  im-  20 
possibile.  que  quidem  enim  na  maior  est  ea  quae  ag,  que  autem  ar  equalis 
est  ipsi  ta,  non  ergo  maior  est  quam  za  periferia  circuli  thh.  sit  itaque 
rursum,  si  possibile  est,  minor  quae  za  periferia  circuli  thh.  accipiam  itaque 
quandam  rectam  itemm  eam  quae  ai  ea  quidem  quae  az  maiorem,  periferia 
autem  circuli  thh  minorem,  et  ducam  2l  t  tm  equidistantem  ipsi  az.  rursum  25 
igitur  circulus  est  qui  thh  et  in  ipso  linea  minor  diametro,  quae  est  th^  et 
alia  contingens  circulum  apud  f,  et  proportio  quam  habet  quae  at  ad  al 
minor  ea,  quam  habet  medietas  ipsius  ^  f  ad  cathetum  ab  a  ad  ipsam  ductam, 
quoniam  et  ipsa,  quam  habet  quae  ta  ad  az  minor  est.  possibile  igitur  est 
ab  a  producere  eam  quae  ap  ad  contingentem ,  ut  rn  intermedia  eius  quae  30 
in  circulo  recte  et  periferie  ad  eam  quae  tp  acceptam  a  contingente  hanc 
habeat  proportionem,  quam  habet  quae  ta  ad  al.  secat  itaque  quae  ap  cir- 
culum quidem  apud  r,  reuolutionem  autem  apud  9,  et  habebit  etiam  permu- 
tatim  eandem  proportionem  quae  nr  ad  ra,  quam  habet  quae  tp  ad  al,    que 


4  Poet  za  del.  minorem  m.  1.  tkh]  hh  in  raa.  m.  2.  6  thh]  thh  m.  2. 
8  ipsa]  in  raa  2  litt  m.  2.  in  figura  litt.  Z,  A,  g  et  rectae  tr,  tq  m.  2.  ubi  al 
circulum  secat,  liitera  erasa  est.  15  ^^A;]  thh  m.  2;  item  lin.  17,  18,  19,  22. 
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aatem  tp  ad  al  maiorem  proportionem  habet  quam  quae  tr  periferia  ad 
periferiam  circuli  tliTc.  que  quidem  enim  tp  recta  maior  est  periferia  ^r, 
que  autem  al  minor  periferia  circuli  thh,  maiorem  ergo  proportionem  habet 
quae  nr  ad  ar  quam  quae  tr  periferia  ad  periferiam  circuli  thh,  quare  et 
5  quae  ra  ad  an  maiorem  proportionem  habet  quam  periferia  circuli  thk  ad 
periferiam  tkr.  quam  autem  proportionem  habet  periferia  circuli  thk  ad 
periferiam  tkr^  hanc  habet  quae  ta  recta  ad  aq\  ostensum  est  enim  hoc. 
maiorem  ergo  proportionem  habet  quae  ra  ad  an  quam  quae  ta^  aq\  quod 
quidem  impossibile.  non  ergo  maior  est  nee  minor  quam  »a  periferia  circuli 
10  thk,    equalis  ergo. 

19  Si  reuolutionem  in  secunda  circulatione  descriptam  apud  terminum  con- 
tingat  recta,  et  a  principio  reuolutionis  ducatur  aliqaa  ad  rectos  angulos 
principio  circulationis ,  concidet  ipsa  ad  contingentem ,  et  erit  recta  inter- 
media contingentis  et  principii  reuolutionis  dupla  periferie  circuli  secundi. 

15  Sit  enim  quae  quidem  ahgt  reuolutio  in  prima  circulatione  descripta, 

que  autem.  tec  m  secunda,  et  cii'culus  quidem  tkh  primus,  qui  autem  tmn 
secundus.  sit  autem  quaedam  linea  contingens  reuolutionem  apud  c  quae  tZy 
que  autem  za  ducatur  ad  rectos  angulos  ipsi  ca,  concidet  autem  ipsi  er, 
quia  ostensum  est  angulum,  qui  continetur  ab  acz^  acutum  esse,    ostenden- 

20  dum,  quod  za  recta  dupla  est  periferie  circuli  cmn,  si  enim  non  est  dupla, 
aut  maior  est  quam  dupla  aut  minor  est  quam  dupla.  sit  prius,  si  possibile 
est,  maior  quam  dupla.  et  accipiatur  quaedam  recta  quae  la  minor  quidem 
quam  za^  maior  autem  quam  dupla  periferie  circuli  cmn,  est  itaque  quidam 
circulus  qui  cmn  et  in  circulo  descripta  minor  diametro,   quae  est  cn,  et 

25  proportio,  quam  habet  quae  ca  ad  a?,  est  maior  ea  quam  habet  medietas 
ipsius  cn  ad  cathetum  ab  a  ductam  ad  ipsam.  possibile  igitur  est  ab  a  li- 
neam  as  producere  ad  lineam  cn  eductam,  ut  intermedia  periferie  et  educie, 
quae  est  r^,  ad  er  eandem  habeat  proportionem  quam  quae  ca  ad  ah  secat 
itaque  quae  as  circulum  quidem  apud  r,   reuolutionem  autem  apud  q,    et 

30  permutatim  eandem  habebit  proportionem  quae  r$  ad  ca  quam  quae  er  ad  ah 
que  autem  er  ad  al  minorem  proportionem  habet  quam  quae  er  periferia 
ad  duplam  periferiam  circuli  emn\  est  enim  quae  quidem  er  recta  minor 
quam  periferia  er^  que  autem  al  recta  maior  quam  dupla  periferie  circuli 
cmn,    minorem  ergo  proportionem  habet  quae  rs  ad  ar  quam  quae  Cr  peri- 

85  feria  ad  duplam  periferie  circuli  cmn,  tota  igitur  sa  ad  ar  minorem  propor- 
tionem habet  quam  quae  er  periferia  cum  periferia  circuli  cmn  bis  dicta  ad 
periferiam  circuli  cmn  bis  dictam.    quam  autem  proportionem  habent  dicte 


6  Mg.  m.  1:  scüicet  tota.      thU]  hk  in  ras.  m.  2.        18  Ante  cz  del.  t  m.  1. 
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periferie,  hanc  habet  proportionem  quae  qa  ad  ac\  ostensum  est  enim  hoc. 
minorem  ergo  proportionem  habet  quae  a 5  ad  ar  qnam  quae  $a  ad  ca;  quod 
quidem  est  impossibile.  non  ergo  za  recta  maior  est  quam  dupla  periferie 
circuli  cmn,  similiter  autem  ostendetnr,  quod  nee  minor  quam  dupla.  palam 
igitur  quod  dupla  est.  per  eundem  autem  modum  ostendendum,  et  si  reuo-  5 
lutionem  in  qualicunque  circulatione  descriptam  contingat  aliqua  recta  apnd 
terminum  reuolutionis ,  et  a  principio  reuolutionis  ducta  ad  rectos  angulos 
principio  circulationis  concidit  ad  contingentem,  multiplex  est  periferie  cir- 
culi qai  dicitur  secundum  numerum  circulationis  eodem  numero. 

Si  reuolutionem  in  prima  circulatione  descriptam  recta  linea  contingat  20 
non  apud  terminum  reuolutionis,  a  contactu  autem  ad  principium  reuolutionis  1 1 
recta  copuletur,   et  centro  quidem  principio  reuolutionis,   distantia  autem 
copulata  circulus  describatur,  a  principio  autem  reuolutionis  ducatur  aliqua 
ad  rectos  angulos  copulate  a  contactu  ad  principium  reuolutionis,  concidet 
ipsa  ad  contingentem,  et  erit  recta  quae  intermedia  concidentis  et  principii  15 
reuolutionis  equalis  periferie  descripti  circuli  intermedie  contactus  et  sectionisi 
secundum  quam  secat  descriptus  circulus  principium  circulationis,  ad  prae- 
cedentia  accepta  periferia  a  signo  eo,  quod  est  in  principio  circulationis. 

Sit  reuolutio,  in  qua  que  ahgd  m  prima  circulatione  descripta,  et  con- 
tingat ipsam  quaedam  recta  qnae  edz  apud  c/,  a  c£  autem  ad  principium  reuo-  20 
lutionis  copuletur  quae  da,  et  centro  quidem  a,  distantia  autem  ea  quae  da 
circulus  describatur  qui  dmn.   secet  autem  iste  principium  circulationis  apud  A;, 
ducatur  autem  quae  ea  ad  da  orthogonaliter.    quod  quidem  igitur  ipsi  con- 
cidit, palam.    quod  autem  et  equalis  sit  quae  za  recta  ipsi  kmnd  periferie, 
demonstrandum,    si  enim  non,  aut  maior  est  aut  minor,    sit,  si  est  possibile,  25 
prius  maior.    accipiatur  autem  aliqua  quae  la  minor  quidem  quam  ea  recta, 
maior  autem  quam  periferia  kmnd.    rursum  itaque  circulus  est  qui  kmn^  et 
in  circulo  linea  minor  diametro  quae  dn^  et  proportio,  quam  habet  da  ad  a^; 
maior  est  ea,  quam  habet  medietas  c7n  ad  cathetum  ductam  ab  a  ad  ipsam. 
possibile  igitur  est  ab  a  educere  lineam  ae  ad  lineam  nd  eductam,  ita  ut  30 
linea  er  ad  lineam  dr  eandem  proportionem  habeat  quam  quae  da  ad  al; 
ostensum  est  enim  hoc  possibile  esse,    habebit  igitur  et  er  ad  ar  eandem  pro- 
portionem quam  quae  dr  ad  al.    que  autem  dr  ad  al  minorem  propoi*tionem 
habet  quam  quae  dr  periferia  ad  periferiam  kmd^  quoniam  quae  quidem  dr 
recta  minor  est  quam  periferia  dr^  que  autem  al  maior  est  periferia  kmd.  35 
minorem  igitur  proportionem  habet  quae  er  recta  ad  ra  quam  quae  dr  peri- 


In  figura  recta  er  et  litt  X;  a  m.  2  sunt.      19  circulatione]  m.  2.      28  Ante 
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feria  ad  perifenam  kmd,  quare  et  quae  ae  ad  ar  minorem  proporidonem 
habet  quam  penferia  dr  Qxamlcmd  periferia  ad  perifenam  kmd.  qaam  autem 
proportionem  habet  qne  kmr  ad  periferiam  kmd^  hanc  habet  quae  qa  ad  ad. 
minorem  ergo  proportiouem  habet  quae  ea  ad  ar  quam  aq  ad  da\  qnod 
5  quidem  est  impossibile.  non  ergo  est  za  maior  quam  periferia  kmd.  simi- 
liter  autem  prioribus  demonstrabitur,  quod  nee  minor  est.  equalis  ergo,  per 
cnndem  autem  modum  demonstrabitur,  et  si  reuolutionem  in  secunda  eir- 
culatione  descriptam  contingat  recta  non  apud  terminum  reuolutionis,  alia 
autem  eadem  disponantor,  quod  recta  intermedia  concidentis  ad  contingentem 

10  et  principium  reuolutionis  equalis  est  toti  periferie  circuli  descripti  et  adhuc 
intermedie  dictorum  signorum  eodem  modo  accepta  periferia.  et  si  reuolu- 
tionem in  qualicunque  circulatione  descriptam  contingat  aliqua  recta  non 
apud  terminum  reuolutionis,  et  alia  eadem  disponautur,  quod  recta  intermedia 
dictorum  signorum  multiplex  quaedam  est  periferie  descripti  circuli  secundum 

15  numerum  minorem  eo,  secundum  quem  circulationes  dicuntur,  et  adhuc  equa- 
lis intermedie  dictorum  signorum  similiter  accepta  periferia. 

21  Accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione  in  prima  circulatione 

descripta  et  a  recta  prima  in  principio  circulationis,  possibile  est  circa  ipsum 
figuram  planam  circumscribere   et  aliam  inscribere  ex  similibus  sectoribus 

20  compositam,  ut  circumscripta  sit  maior  quam  inscripi^  in  minori  quam  omne 
praepositum  spatium. 

Sit  reuolutio  in  qua  ahgd  m  prima  circulatione  descripta,  sit  autem 
principium  quidem  reuolutionis  t  Signum,  principium  autem  circulationis  que 
ta^  primus  autem  circulus  zhiß^  que  autem  ah^  ei  diametri  ipsius  ad  rectos 

25  angulos  inuicem.  semper  itaque  recto  angulo  in  duo  secto  et  sectore  rectum 
angulum  continente  erit  reliquum  sectoris  minus  praeposito.  et  sit  productus 
sector  qui  atk  minor  praeposito  spatio.  diuidantur  itaque  anguli  quatuor 
recti  in  equales  angulos,  qui  continentur  a  lineis  at^  tk^  et  recte  facientes 
angulos  equales  per  reuolutionem  ducantur.    Signum  itaque,  secundum  quod 

so  secat  quae  tk  reuolutionem,  sit  Z,  et  centro  quidem  t,  distantia  autem  tl  cir- 
culus describatur.  cadet  itaque  ipsius  quae  quidem  ad  praecedentia  periferia 
intra  reuolutionem,  que  autem  ad  sequentia  extra,  describatur  itaque  peri- 
feria et  concidet  ipsi  ia  apud  o  que  om  et  ei  que  post  rectam  ik  per  reuo- 
lutionem perducte.    rursum  itaque  et  Signum,  apud  quod  secat  reuolutionem 

35  quae  tm^  sit  n^  et  centro  qnidem  ^,  distantia  autem  tn  circulus  describatur, 
et  concidet  periferia  circuli  et  ei  quae  post  im  perducte  per  reuolutionem. 
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Bimiliter  autem  et  per  alia  omnia,  abi  secant  reuolutionem  facientes  äquales 
angulos,  circuli  describantur  centro  /,  donec  concidat  onaquaeque  periferia 
praecedenti  recte  et  sequenti.  erit  itaque  circa  acceptum  spatium  qnoddam 
circumscriptum  ex  similibns  sectoribus  compositum  et  aliud  inscriptum.  quod 
autem  circumscripta  figura  intrascripte  maior  sit  minori  praepositi  spatii,  5 
demonstrabitur.  est  enim  qui  quidem  tlo  sector  equalis  sectori  tml^  qui 
autem  tnp  ei  qui  inr^  qui  uero  tqs  ei  qui  tqc,  est  autem  et  aliorum  secto- 
rum  unusquisque  eorum  qui  in  intrascripta  figura  equalis  commune  latus 
htibeuti  sectori  eorum  qui  in  circumscripta  figura  sectorum.  palam  igitur 
quod  et  omnes  sectores  omnibus  equales  erunt.  equalis  ergo  est  figura  intra-  lo 
scripta  in  spatio  figure  circumscripte  circa  spatium  excepto  sectore  tak.  solus 
enim  iste  acceptus  est  eorum  qui  in  circumscripta  figura.  palam  igitur,  quod 
circumscripta  figura  intrascripte  maior  est  sectore  aJct^  qui  est  minor  prepositi. 
ex  hoc  autem  manifestum  est,  quod  possibile  est  circa  dictum  spatium  figu- 
ram,  qualis  dicta  est,  describere,  ut  circumscripta  figura  maior  sit  spatio  in  15 
minori  omnis  praepositi  spatii,  et  rursum  inscribere,  ut  spatium  similiter 
maius  sit  intrascripta  figura  in  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione  in  secnnda  circulatione  22 
descripta  et  a  recta,  quae  est  secunda  earum  quae  in  principio  circulationis, 
possibile  est  circa  ipsum  fignram  planam  circumscribere  ex  similibus  sectori-  20 
bus  compositam  et  aliam  inscribere,  ut  circumscripta  maior  sit  quam  intra- 
scripta in  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Sit  reuolutio  in  qua  quae  abgde  in  secunda  circulatione  descripta,  et 
Sit  t  quidem  Signum  principium  reuolutionis,.que  autem  at  principium  cir- 
culationis, quae  autem  ea  secunda  recta  earum  quae  in  principio  circulatio-  25 
nis,  circulus  autem  azhi  sit  secundus,  et  quae  agh^  zi  diametri  ipsius  ad 
rectos  angulos  inuicem.  rursum  igitur  in  duo  secto  angulo  recto  et  sectore 
rectum  angulam  continente  erit  reliquum  minus  praeposito.  et  sit  productus 
sector  qui  tka  minor  praeposito  spatio.  diuisis  itaque  rectis  angulis  in  equa- 
les angulos  eo  quod  sub  hta  et  aliis  dispositis  secundum  eadem  prioribus  erit  30 
circumscripta  figura  maior  quam  inscripta  figura  minori  quam  sector  qui  tlca\ 
maior  enim  erit  excessu,  quo  excedit  sector  qui  tka  eum  qui  ter.  palam 
igitur,  quod  possibile  est  et  circumscriptam  figuram  accepto  spatio  esse  maio- 
rem  minori  omnis  praepositi  spatii,  et  rursum  acceptum  spatium  intrascripta 
figura  esse  maius  minori  omnis  praepositi  spatii.  per  eundem  autem  modum  35 
manifestum  et,  quod  possibile  est  accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuo- 
lutione in  quacunque  circulatione  descripta  et  a  recta  quae  in  principio  cir- 
culationis secundum  eundem  numerum  dicta  circumscribere  figuram,  qualis 
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dicta  est,  planam,  ut  circumscripta  figara  sit  accepto  spatio  maior  minori 
omnis  praepositi  spatii,  et  rursum  inscribere,  nt  acceptum  spatinm  intra- 
scripta  figura  sit  maius  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Accipienti  spatium,  quod  continetnr  a  reuolutione,  qnae  est  minor  qnam 

23  descripta  in  una  circnlatione,  non  habente  terminum  prineipium  renolutionis, 
6  et  a  rectis,  quae  ab  ultimis  reuolutionis  dncuntnr,  possibile  est  circa  spatiom 

figuram  planam  circumscribere  ex  similibus  sectoribus  compositam  et  aliam 
inscribere,  ut  circumscripta  figura  quam  inscripta  sit  maior  minori  omnis 
praepositi  spatii. 

10  Sit  reuolutio  in  qua  abgde,  ultima  autem  ipsius  a,  e,  sit  autem  prin- 

eipium reuolutionis  t,  et  copulentur  quae  at,te.  describatur  itaque  circulos 
centro  quidem  t,  distantia  autem  ta^  et  concidat  cum  te  apud  z.  semper 
autem  angalo  qui  apud  t  et  sectore  taz  in  duo  diuisis  erit  reliquum  praepo- 
sito  minus,    sit  sector  tak  minor  praeposito.    similiter  itaque  prioribas  descri- 

15  bantur  circuli  per  signa,  apud  quae  secant  reuolutionem  equales  angulos 
facientes  apud  t,  ut  periferiarum  unaquaeque  concidat  praecedenti  et  sequenti' 
erit  itaque  contentum  spatium  a  reuolutione  ähgde^  et  a  rectis  at^  te  cir- 
cumscripta figura  plana  ex  similibus  sectoribus  composita  et  alia  inscripta,  et 
circumscripta  inscriptam  ezcedit  minori  praepositi  spatii;  minor  enim  est  qui 

20  tak  sector.  ex  hoc  autem  manifestum  est,  quod  possibile  est  circa  dictum 
spatium  planum,  quäle  dictum  est,  circumscribere,  ut  circumscripta  ügura 
sit  maior  quam  spatium  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Spatium  comprebensum  a  reuolutione  in  prima  circulatione  descripta  et 

24  a  recta  prima  earum  quae  in  principio  circulationis  tertia  pars  est  circali 

25  primi. 

Sit  reuolutio  in  qua  abgdet  in  prima  circulatione  descripta,  sit  autem  / 
quidem  Signum  prineipium  reuolutionis,  que  autem  ta  recta  prima  in  prin- 
cipio circulationis,  qui  autem  akzhi  circulus  primus,  cuius  tercia  pars  sit 
circulus  in  quo  q.    demonstrandum  est,  quod  praedictum  spatinm  sit  equale 

30  circulo  q.  si  enim  non,  aut  maius  est  aut  minus,  sit  prius,  si  possibile  est, 
minus,  possibile  itaque  est  circa  spatium  comprebensum  a  reuolutione  abgdet 
et  a  recta  at  circumscribere  figuram  planam  ex  similibus  sectoribus,  ut  cir- 
cumscripta figura  sit  maior  quam  spatium  minori  excessus,  quo  excedit  cir- 
culus q  dictum  spatium.    circumscribatur  itaque  et  sit  sectorum,  ex  quibns 

35  componitur  dicta  figura,  maximus  quidem  qui  tak^  minimus  autem  qui  feo. 
palam  igitur,  quod  circumscripta  figura  minor  est  circulo  q.    educantur  autem 


6  a  rectis]  «orr.  ex  recta  m.  1.  Mg.  m.  1:  a  rectis,  dfucfmtur]  corr.  ex 
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recte  ad  t  facientes  equales  angulos,  donec  ad  circnli  periferiam  cadant.  sunt 
itaqne  qiiaedam  linee  a  ^  ad  reuolutionem  incidentes  equali  inuicem  exceden- 
tes,  qnarum  est  maior  quidem  quae  ta^  minor  autem  qaae  te  ei  minima 
eqaalis  excessni.  sunt  autem  et  alie  qnaedam  linee  a  ^  ad  periferiam  circnli 
incidentes  maltitudine  quidem  equales  hiis,  magnitadine  autem  quaelibet  5 
equalis  maxime.  et  descripti  sunt  ab  Omnibus  similes  sectores,  scilicet  ab 
excedentibus  equali  inuicem  et  ab  equalibus  inuicem  et  maxime.  sectores 
ergo  qui  ab  equalibus  maxime  minores  sunt  quam  tripli  sectorum  qui  ab 
excedentibus  equali  inuicem ;  demonstratum  enim  est  hoc.  sunt  autem  sectores 
quidem  qui  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  equales  circulo  azhi^  sectores  10 
autem  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  equales  circumscripte  figure.  cir- 
culus  ergo  ahzhi  est  minor  circumscripta  figura  quam  triplus.  circuli  autem  q 
triplus.  minor  ergo  est  circulus  q  quam  circumscripta  figura.  non  est  autem, 
sed  maior.  comprehensum  ergo  spatium  a  reuolutione  abgdet  et  a  linea  at 
non  est  minus  spatio  q.  neque  igitur  malus.,  sit  enim,  si  possibile  est,  malus.  16 
est  itaque  rursum  possibile  intra  spatium  comprebensum  a  reuolutione  abgdet 
et  a  recta  at  inscribere  figuram,  ut  dictum  spatium  sit  malus  inscripta  figura 
minori  quam  quo  excedit  dictum  spatium  circulum  q.  inscribatur  itaque,  et 
sit  sectorum,  ex  quibus  componitur  inscripta  figura,  maximus  quidem  qui  trx, 
minor  autem  qui  ote.  palam  igitur,  quod  inscripta  figura  minor  est  circulo  q.  20 
educantur  itaque  facientes  equales  angulos  ad  ^,  donec  ad  circuli  periferiam 
cadant.  rursum  igitur  sunt  quaedam  linee  equali  inuicem  excedentes  a  ^  ad 
reuolutionem  incidentes,  quarum  est  maxima  quidem  quae  fa,  minima  autem 
quae  te^  et  est  minima  equalis  excessui.  sunt  autem  et  alie  linee  a  ^  ad 
periferiam  circuli  azhi  incidentes  multitudine  quidem  equales  biis,  magnitu-  25 
dine  autem  unaquaeque  equalis  maxime.  et  describuntur  ab  omnibus  similes 
sectores  scilicet  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  et  ab  excedentibus  equali 
inuicem.  sectores  ergo  qui  ab  equalibus  maxime  maiores  sunt  quam  tripli 
sectorum  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  excepto  eo  quod  a  maxima; 
demonstratum  est  enim  hoc.  sunt  autem  sectores  quidem  qui  ab  equalibus  30 
maxime  equales  circulo  azhi^  qui  autem  ab  excedentibus  equali  inuicem  ex- 
cepto eo  quod  a  maxima  equales  intrascripte  figure.  maior  ergo  est  circulus 
azhi  quam  tnplus  inscripte  figure.  circuli  autem  q  triplus.  maior  ergo  est 
circulus  quam  inscripta  figura.  non  est  autem,  sed  minor,  non  ergo  est 
nee  malus  spatium  quod  a  reuolutione  abgdet  et  a  recta  at  quam  circulus  q.  35 
equale  ergo  est  comprehenso  a  reuolutione  et  a  recta  at. 

Spatium  a  reuolutione  in  secunda  circulatione  descripta  et  a  recta  se-  25 
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cunda  earum  qaae  in  principio  circulationis  ad  secundum  circulum  hanc  habet 
Proportionen),  quam  habent  Septem  ad  duodecim,  quae  est  eadem  ei,  qnam 
habent  simnl  ambo,  scilicet  quod  continetor  ab  ea  quae  ex  centro  secundi 
circali  et  ea  quae  ex  centro  primi  circuli  et  tercia  pars  tetragoni  quod  ab 
5  excessu,  quo  excedit  quae  ex  centro  secundi  circuli  eam  quae  ex  centro  primi 
circuli,  ad  tetragonum  quod  ab  ea  quae  ex  centro  secundi  circulL 

Sit  reuolutio  in  qua  abgde  in  secunda  circulatione  descripta,  sit  autem  t 
quidem  Signum  principium  reuolutionis,  que  autem  te  recta  in  principio  cir- 
culationis prima,  que  autem  ae  in  principio  circulationis  secunda,  circolus 

10  autem  aehi  secundus  sit,  et  que  ah^  ig  diametri  ad  rectos  angulos  inuicem. 
demonstrandum,  quod  spatium  contentum  a  reuolutione  abgde  et  a  recta  ae 
ad  circulum  azh'i  habet  proportionem  quam  7  ad  12.  sit  itaque  quidam  cir- 
culus  qui  q,  que  autem  ex  centro  circuli  q  potentia  equalis  ei,  quod  conti- 
netur  a  lineis  at^  te,  et  tertie  parti  eins  quod  ab  ae  tetragoni.    habebit  ita- 

15  que  circulus  q  ad  circulum  ahzi,  ut  7  ad  12,  propterea  quod  et  quae  ex 
centro  ipsius  ad  eam  quae  ex  centro  circuli  azhi  hanc  habet  potentia  pro- 
portionem. demoustrabitur  igitur  circulus  q  equalis  spatio,  quod  continetur 
a  reuolutione  abgde  et  a  recta  ae.  si  enim  non,  aut  maior  est  aut  minor. 
sit  itaque  prius,  si  possibile  est,  maior.     possibile  itaque  est  circa  spatium 

20  circumscribere  figuram  planam  ex  similibus  sectoribus  Compositam,  ut  circum- 
scripta figura  sit  maior  quam  spatium  minori,  quam  quo  excedit  circulus  q 
spatium.  circumscripta  sit  igitur,  et  sit  eorum,  ex  quibus  componitur  circum- 
scripta figura,  maximus  quidem  sector  qui  taJc,  minimus  autem  qui  (od. 
palam  igitur,  quod  circumscripta  figura  minor  est  circulo.    educantur  ergo 

25  recte  facientes  ad  t  equales  angulos,  donec  ad  periferiam  secundi  circuli 
cadant.  sunt  itaque  quaedam  linee  equali  inuicem  excedentes,  que  a  ^  ad 
reuolutionem  concidunt,  quarum  est  maxima  quidem  que  ta,  minima  autem 
que  te,  sunt  autem  et  alie  linee  a  ^  ad  periferiam  circuli  azhi  concidentes 
multitudine  quidem  pauciores  una  ipsis,  magnitudine  autem  equales  inuicem 

30  et  maxime,  et  descripti  sunt  similes  sectores  ab  equalibus  maxime  et  ab 
excedentibus  equali  inuicem,  a  minima  autem  non  est  descriptus.  sectores 
ergo  qui  ab  equalibus  maxime  ad  sectores  illos  qui  ab  excedentibus  equali 
inuicem  excepto  eo  quod  a  minima  minorem  proportionem  habent  quam  tetra- 
gonum quod  a  maxima,  quae  est  ta,  ad  simul  ambo,  scilicet  quod  continetur 

35  a  lineis  at,  te,  et  terciam  partem  eius  quod  alinea  ea  tetragoni;  demonstra- 
tum  est  enim  hoc.  est  autem  sectoribus  quidem  qui  ab  equalibus  inuicem  et 
maxime  equalis  azhi  circulus,  sectoribus  autem  qui  ab  excedentibus  equali 


4  tercia  pars]  corr.  ex  terciam  partem  m.  1.        29  Ante  paudores  del.  minore 
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inuicem  excepto  eo  quod  a  minima  equalis  circumscripta  figura.  minorem 
ergo  proportionem  habet  circalas  ad  circumscriptam  figaram  quam  tetrago- 
num  quod  ab  at  ad  simul  ambo  quodque  a  lineis  at^  te  et  terciam  partem 
eius  quod  ab  ae  tetragoni.  quam  autem  proportionem  habet  tetragonum  quod 
a  ^a  ad  id  quod  a  lineis  ta,  te  et  terciam  partem  eius  quod  a  linea  ae  tetra-  5 
goni,  hanc  habet  circulus  azhi  ad  circulum  q.  minorem  ergo  proportionem 
habet  circulus  azhi  ad  circumscriptam  figuram  quam  ad  circulum  q.  quare 
minor  est  circulus  q  circumscripta  figura.  non  est  autem,  sed  maior.  non 
ergo  maior  est  circulus  q  spatio,  quod  continetur  a  reuolutione  ahgde  et  a 
recta  ae,  10 

Neque  etiam  minor,  sit  enim,  si  possibile  est,  minor,  imrsum  igitur 
possibile  est  intra  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione  et  a  recta  ae,  in- 
scribere  figuram  planam  ex  similibus  sectoribus  compositam,  ut  spatium, 
quod  continetur  a  reuolutione  ahgde  et  a  recta  ae,  sit  maius  quam  inscripta 
figura  minori,  quam  quo  excedit  idem  spatium  circulum  q.  sit  igitur  inscripta,  16 
et  sit  sectorum,  ex  quibus  componitur  intrascripta  iigura,  maximus  quidem 
sector  fkr^  minimus  autem  teo,  palam  igitur,  quod  intrascripta  figura  maior 
est  circulo  q.  educantur  ergo  facientes  equales  angulos  apud  ^,  donec  ad 
circuli  periferiam  cadant.  rursum  igitur  sunt  quaedam  linee  equali  inuicem 
excedentes,  quae  a  ^  ad  reuolutionem  ineidunt.  quarum  maxima  quidem  que  20 
ta^  minima  autem  quae  te,  sunt  autem  et  alie  linee  a  ^  ad  circuli  periferiam 
incidentes  multitudine  quidem  una  pautiores  hiis,  magnitudine  autem  equales 
inuicem  et  maxime,  et  descripti  simt  ab  excedentibus  equali  inuicem  similes 
sectores  et  ab  equalibus  maxime.  sectores  ergo  qui  ab  equalibus  maxime  ad 
sectores  eos  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  excepto  eo  quod  a  maxima  25 
maiorem  proportionem  habent  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  simul  ambo, 
scilicet  quod  continetur  a  lineis  at^  te^  et  terciam  partem  eius  quod  ab  ea 
tetragoni.  est  autem  sectoribus  quidem  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem 
excepto  eo  quod  a  maxima  equalis  intrascripta  figura  in  spatio,  aliis  autem 
circulus  azJii,  maiorem  igitur  proportionem  habet  circulus  a^ihi  ad  intra-  30 
scriptam  figuram  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  id  quod  a  lineis  ta^  te  et 
terciam  partem  eius  quod  a  linea  ae  tetragoni,  hoc  est  circulus  azhi  ad  cir- 
culum q.  maior  ergo  est  circulus  q  quam  intrascripta  figura;  quod  quidem 
impossibile;  erat  enim  minor,  non  ergo  est  nee  minor  circulus  q  contento 
spatio  a  reuolutione  ahgde  et  a  recta  ae.    quare  equalis.  35 

Per    eundem    aiitem   modum   demonstrabitur,    et   quod   comprehensum 
spatium  a  reuolutione  in  quacunque  circulatione  desoripta  et  a  recta,  quae 
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dicitiir  secundum  numerom  eundem  circulationibus ,  ad  circulam,  qoi  dicitnr 
secundnm  numerom  emidem  circulationibus,  proportionem  habet  qnam  simul 
ambo,  scilicet  quod  ab  ea  quae  ex  centro  circuli  qui  secundnm  eundem  nume- 
rum  et  ab  ea  quae  ex  centro,  quod  dicitur  secundum  una  pautiorem  circnia- 
5  tionum,  et  tertia  pars  tetragoni  quod  ab  excessu,  quo  excedit  quae  ex  centro 
circuli  maioris  dictorum  eam  quae  ex  centro  circuli  minoris  dietomm  ad 
tetragonum  quod  ab  ea  quae  ex  centro  circuli  maioris  dictorum. 

26  Spatium,  quod  continetur  a  reuolutione,  quae  est  minor  quam  descripta 

in  una  circulatione  non  habente  terminum  principium  reuolutionis,  et  rectis 

10  ab  ultimis  ipsius  ad  principium  reuolutionis  ductis,  ad  sectorem  habentem 
eam  quidem  quae  ex  centro  equalem  maiori  ductarum  a  termino  ad  principium 
reuolutionis,  periferiam  autem  equalem  intermedie  dictarum  rectamm  ad 
eadem  reuolutioni  hanc  habet  proportionem,  quam  habent  simul  ambo,  scilicet 
quod  continetur  a  produetis  ab  ultimis  ad  principium  reuolutionis,  et  tertia 

15  pars  tetragoni  quod  ab  excessu,  quo  excedit  maior  dictarum  rectamm  mino- 
rem, ad  tetragonum  quod  a  maiori  copulatarum  ab  ultimo  reuolutionis  ad 
principium. 

Sit  reuolutio  in  qua  ahgde  minor  quam  descripta  in  una  circulatione, 
ultima  autem  ipsius  sit  a,  e,  sit  autem  principium  reuolutionis  t  Signum,  et 

20  centro  quidem  t^  distantia  autem  quae  ta  circulus  describatur,  et  concidat 
periferie  ipsius  quae  te  apud  z,  ostendendum,  quod  spatium  contentum  a 
reuolutione  ahgde  et  rectis  at^  te  ad  sectorem  atz  hanc  habet  proportionem^ 
quam  habent  simul  ambo,  scilicet  quod  a  lineis  at^  te  et  tertia  pars  eins 
quod  ab  ez  ad  tetragonum  quod  a  linea  ta,    sit  itaque  circulus  in  quo  qg 

25  habens  eam  quae  ex  centro  equalem  potentia  ei  quod  a  lineis  at^te  et  tercie 
parti  eins  quod  a  linea  ez^  apud  centrum  autem  ipsius  sit  angulus  equalis  ei 
qui  apud  t.  sector  itaque  qui  qg  ad  sectorem  taz  eandem  habet  proportio- 
nem, quam  habet  quod  a  lineis  af,  te  et  tertia  pars  tetragoni  quod  ab  ez  ad 
tetragonum  quod  a  linea  ta.    que  enim  ex  centris  hanc  habent  proportionem 

30  potentia  ad  inuicem.  demonstrabitur  itaque  sector  gq  equalis  ens  epatio, 
quod  continetur  a  reuolutione  ahgde  et  a  rectis  at,  te.  si  enim  non,  aut 
maior  aut  minor,  sit  enim  prius,  si  possibile  est,  maior.  possibile  igitor  est 
circa  dictum  spatium  circumscribere  figuram  planam  ex  similibus  sectoribus 
compositam,  ut  circumscripta  figura  sit  maior  quam  dictum  spatium  minori, 

35  quam  quo  excedit  sector  qg  dictum  spatium.    sit  itaque  circumscripta,  et  sit 
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sectorum,  ex  quibus  componitur  circumscripta  figura,  maior  quidem  qui  tak^ 
minor  autem  qui  tod,  palam  igitur,  quod  circumscripta  figura  minor  est 
sectore  ^q.  Protrahantur  itaque  recte  facientes  equales  angulos  apud  t,  donec 
ad  periferiam  sectoris  tag  cadant.  sunt  itaque  quaedam  recte  ezcedentes 
equali  inuicem  a  ^  ad  reuolutionem  concidentes,  quarum  est  mazima  quidem  5 
ta^  minima  autem  te.  sunt  autem  et  alie  recte  multitudine  quidem  pauciores 
hiis  una,  magnitudine  autem  equales  inuicem  et  mazime  incidentes  a  ^  ad 
periferiam  sectoris  atz  sine  ea  quae  tz,  et  descripti  sunt  similes  sectores  ab 
Omnibus,  scilicet  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  et  ab  ezcedentibus  equali 
inuicem,  a  linea  autem  ie  non  sunt  descripti  sectores  igitur  qui  ab  equalibus  10 
inuicem  et  mazime  ad  sectores  eos  qui  ab  ezcedentibus  equali  inuicem  sine 
sectore  qui  a  minima  minorem  proportionem  habent  quam  quod  a  ^a  ad  simul 
ambo,  scilicet  quae  a  lineis  at^  te  et  tertiam  partem  eins  quod  ab  ez  tetra- 
goni.  est  autem  sectoribus  quidem  qui  ab  equalibus  inuicem  et  mazime 
equalis  sector  taz^  hiis  autem  qui  ab  ezcedentibus  equali  inuicem  circum-  15 
scripta,  minorem  ergo  proportionem  habet  sector  taz  ad  circumscriptam 
figuram  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  simul  ambo,  scilicet  quod  a  lineis 
ta,  te  et  tertia  parte  eins  quod  a  linea  ze,  quam  autem  proportionem  habet 
quod  a  linea  ^a  ad  dictam,  hanc  proportionem  habet  sector  taz  ad  sectorem  q, 
quare  minor  est  sector  q  quam  circumscripta  figura.  non  est  autem,  sed  20 
maior.  non  ergo  erit  sector  gq  maior  spatio  contento  a  reaolutione  ahgäe 
et  a  rectis  at,  te. 

Neque  etiam  minor.    Sit  enim  minor,  et  alia  eadem  disponantur.  rursum 
itaque   possibile   est  intra   spatium  inscribere  figuram  planam  ez  similibus 
sectoribus  compositam,  ut  dictum  spatium  sit  malus  quam  intrascripta  figura  25 
minori,  quam  quo  ezcedit  idem  spatium  sectorem  gq.    sit  igitur  inscripta,  et 
sit  sectorum,  ez  quibus  componitur  intrascripta  figura,  maior  quidem  thg^ 
minor  autem  toe,    palam  igitur,  quod  inscripta  figura  maior  est  sectore  g, 
rursum  igitur  sunt  quaedam  linee  ezcedentes  equali  inuicem  a  ^  ad  reuolu- 
tionem incidentes,  quarum  est  mazima  quidem  quae  ta^  minima  autem  quae  30 
te.    sunt  autem  et  alie  linee  a  ^  ad  periferiam  sectoris  taz  incidentes  sine  ea 
quae  ta  multitudine  quidem  pauciores  una  ezcedentibus  equali  inuicem,  magni- 
tudine autem  inuicem  et  mazime  equales,  et  descripti  sunt  ab  unaquaque 
similes  sectores,  a  mazima  autem  ezcedentium  equali  inuicem  non  est  de- 
sciiptus.    sectores  igitur  qui  ab  equalibus  inuicem  et  mazime  ad  sectores  qui  35 
ab  ezcedentibus  equali  inuicem  sine  eo  qui  a  mazima  maiorem  proportionem 
habent  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  id  quod  a  lineis  ta,  te  et  tertiam 
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partem  eius  qaod  a  linea  eß^  qaia  et  sector  tais  ad  intrascriptam  fig^nram 
maiorem  proportionem  habet  quam  quidem  ad  sectorem  q.  quare  maior  est 
sector  q  quam  inscripta  figura.  non  est  autem,  sed  minor,  non  ergo  est 
nee  minor  sector  q  spatio  contento  a  renolatione  ahgde  et  a  rectis  atj  ie. 
5  equalia  ergo. 

27  Spatiomm  contentomm  a  reuolutionibus  et  a  rectis  qnae  in  eirculaiione 

tertium  quidem  secundi  duplum  est,  quartum  autem  triplum,  quintmn  aatem 
quadruplum,  et  semper  sequens  secundum  consequentes  nomeros  multiples 
secundi  spatii,  primum  autem  spatium  sexta  pars  est  secundi. 

10  Sit  proposita  reuolutio  in  prima  circulatione  descripta  et  in  secunda  et 

in  sequentibus  quotcimque,  et  sit  principium  quidem  reuolutionis  t  signnm, 
recta  autem  te  principium  circulationis,  spatiomm  autem  sit  k  quidem  primum, 
l  autem  secundum,  m  autem  tercium,  n  uero  quartum,  x  autem  quintum. 
demonstrandum,  quod  spatium  quidem  k  sit  sexta  pars  sequentis,  m  autem 

15  duplum  2,  n  uero  triplum  ipsius  Z,  et  consequentium  semper  sequens  multi- 
plex ipsius  l  secundum  consequentes  numeros.  quod  quidem  igitur  k  sit 
sexta  pars  ipsius  Z,  sie  demonstratur.  quoniam  spatium  kl  B.d.  secundum  cir- 
culum  demonstratum  est  hanc  habere  proportionem,  quam  habet  7  ad  12, 
secundus  autem  circulus  ad  primum  circulum,  ut  12  ad  3;  palam  enim  est; 

20  primus  autem  circulus  ad  spatium  k  se  habet,  ut  tria  ad  unum,  est  eigo  k 
spatium  sexta  pars  ipsius  L  rursum  autem  et  spatium  Ä;2m  ad  tercium  cir- 
culum demonstratum  est,  quod  hanc  habet  proportionem,  quam  habent  simul 
ambo  scilicet  quod  a,  gth  et  tertia  pars  eius  quod  a  linea  gb  tetragoni  ad  tetra- 
gonum  quod  a  linea  gL    tercius  autem  circulus  habet  ad  secundum  circulum 

25  proportionem,  quam  habet  tetragonum  quod  a  linea  ^^  ad  id  quod  a  linea  ib, 
secundus  autem  circulus  ad  spatium  kl  habet  proportionem  quam  tetragonum 
quod  a  linea  6^  ad  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  bt^  td  et  terciam  partem 
tetragoni  quod  a  linea  ab.  haec  autem  habent  ad  inuicem  proportionem  quam 
19'  ad  7.    ipsum  igitur  m  2A  kl  habet  proportionem  quam  12  ad  7.    porro 

so  A;2^  ad  Z  habet  proportionem,  quam  habent  7  ad  6.  palam  igitur,  quod  duplum 
est  m  ipsius  l.  quod  autem  sequentia  proportionem  consequentium  numero- 
rum  habeant,  demonstrabitur.  quod  enim  klmnx  ad  circulum,  cuius  est  ex 
centro  quae  te,  hanc  habet  proportionem,  quam  habent  simul  ambo,  scilicet 
quod  continetur  a  lineis  et^  td  et  tertia  pars  eius  quod  a  linea  de  tetragoni, 

35  ad  tetragonum  quod  a  linea  te.  circulus  autem,  cuius  est  ex  centro  quae  tt^ 
ad  circulum,  cuius  est  ex  centro  que  td^  hanc  habet  proportionem  quam  tetra- 
gonum quod  a  linea  te  ad  tetragonum  quod  a  linea  td.   circulus  autem,  cuius 
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est  a  centro  quae  df,  ad  spatimn  Jelmn  banc  habet  proportionem  quam  tetra- 
gonum  quod  a  linea  td  ad  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  td^  tg  et  tertiam 
partem  eius  qnod  a  linea  dg  tetragoni.  et  spatimn  ergo  klmnx  ad  spatium 
klmn  habet  proportionem  quam  quod  a  lineis  te^  td  et  tercia  pars  eins  quod 
a  linea  de  ad  id  quod  a  lineis  di^  ig  et  tertiam  partem  eias  quod  a  linea  dg,  5 
dinidenti  ergo  et  spatium  x  ad  spatiam  klmn  proportionem  habet,  quam 
habet  excessos  eius  quod  a  lineis  et^  td  cum  tertia  parte  eius  quod  a  linea 
cd  ad  id  quod  a  lineis  dt,  tg  et  terciam  partem  eius  quod  a  linea  dg.  simul 
ambo  autem  excedunt  simnl  ambo,  quo  et  quod  ab  hiis  quae  cid  id  quod  ab 
hiis  quae  dtg,  excedunt  autem  eo  quod  ab  hiis  quae  dt^  ge.  spatium  ergo  10 
X  ad  spatium  klmn  proportionem  habet  quam  quod  ab  hiis  td^  ge  ad  id  quod 
a  lineis  dt,  tg  et  tertiam  partem  tetragoni  quod  a  linea  gd,  per  eadem  autem 
demonstrabitur  et  spatium  n  ad  spatium  klm  haue  habere  proportionem  quam 
quod  a  lineis  tg,  hd  B,d  simul  ambo  scilicet  quod  a  gth  et  terciam  partem 
eius  quod  n,  gb  tetragoni.  spatium  ergo  n  ad  spatium  klm  hanc  habet  pro-  15 
portionem  quam  quod  a  tg,  bd  ad  id  quod  tg,  tb  ei  tertiam  partem  eius  quod 
a  (/&  et  e  contrario;  haec  autem  equalia  sunt  ei  quod  a  lineis  dt,  tg  et  tercie 
pajrti  eius  quod  a  linea  gd  tetragoni.  quoniam  igitur  spatium  quidem  x  ad 
spatium  klmn  hanc  habet  proportionem  quam  quod  a  lineis  td,  ge  ad  simul 
ambo  scilicet  quod  a  lineis  dtg  et  tertiam  partem  eius  quod  a  linea  gd  tetra-  20 
goni,  spatia  autem  klmn  ad  spatium  n  quam  simul  ambo  scilicet  quod  a 
lineis  dtg  et  tertia  pars  tetragoni  quod  a  linea  gd  ad  ea  quae  a  lineis  tg,  db, 
habet  ergo  et  spatium  x  ad  spatium  n  eandem  proportionem  quam  quod  a 
lineis  td,  ge  ad  id  quod  a  lineis  tg,  db.  quod  autem  a  lineis  td,  ge  ad  id 
quod  a  lineis  tg,  db  eandem  habet  proportionem  quam  quae  ^d  ad  tg,  quoniam  25 
equales  sunt  quae  ge,  bd,  palam  igitur,  quod  et  spatium  x  ad  spatium  n 
hanc  habet  proportionem  quam  quae  ^c^  ad  lineam  tg,  similiter  autem  demon- 
strabitur et  spatium  n  ad  spatium  m  hanc  habere  proportionem  quam  quae 
tg  ad  lineam  tb  ei  spatium  m  ad  spatium  l  quam  quae  bt  bä  at.  que  autem 
et,  dt,  gt,  bt,  at  rede  eam  quae  consequentium  numerorum  proportionem  30 
habent. 

8i  in  reuolutione  in  quacunque  circulatione  descripta  düo  signa  acci-28 
piantur  non  termini,  ab  acceptis  autem  signis  copulentur  recte  ad  principium 
reuolutionis ,  et  centro  quidem  principio  reuolutionis,   distantiis  autem  hiis 
quae  a  signis  super  principium  reuolutionis  circuli  describantur,  comprehen-  35 
sum  spatium  a  maiori  periferiarum  intermedia  rectamm  et  reuolutionis  inter- 
medie  earundem  rectamm  et  recte  educte  hanc  habebit  proportionem  ad  spa- 
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tium  comprehensum  a  minori  periferia  et  eadem  reuolutione  et  recta  copnlante 
terminos  ipsarom  quam  que  ex  centro  circuli  maioris  cum  duabus  tertiis  par- 
tibuB  excessus,  quo  excedit  quae  ex  centro  maioris  circuli  eam  quae  ex  centro 
minoris  circuli  cum  una  tertia  parte  eiusdem  excessus. 
5  Sit  reuolutio  in  qua  ahgd  in  una  circulatione  descripta,  et  accipiantnr 

in  ipsa  duo  signa  quae  a,  g^  ut  t  signum  sit  principium  reuolutionis ,  et  ab 
a,  g  copulentur  ad  /,  et  centro  f,  distantiis  autem  hiis  quae  ta^  ig  circali  de- 
scribantur.  demonstrandum,  quod  x  spatium  ad  p  eandem  babet  proportio- 
nem,  quam  habent  simul  ambo  scilicet  quae  ^^  et  due  tertie  partes  h  ad 

10  simul  ambo  scilicet  ad  lineam  ht  et  unam  tertiam  partem  ipsius  ha.  spatium 
enim  np  ad  sectorem  hgt  demonstratum  est  banc  habere  proportionem,  quam 
babet  quod  a  lineis  ht^  at  et  tertia  pars  eius  quod  a  linea  ah  tetragoni  ad 
tetragonum  quod  a  linea  ht.  ipsum  ergo  spatium  x  ad  spatium  np  hanc 
habet  proportionem,  quam  habet  quod  a  lineis  tah  cum  duabus  tertiis  parti- 

15  bus  tetragoni  quod  a  linea  ^a  ad  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  aih  ei 
tertiam  partem  eius  quod  a  linea  ha.  et  quoniam  np  spatium  ad  sectorem 
nhx  hanc  habet  proportionem,  quam  habet  simul  utrumque  scilicet  quod  a 
lineis  ta^  th  et  tertia  pars  eius  quod  a  /»a  ad  tetragonum  quod  a  linea  th, 
sector  autem  nhx  ad  sectorem  n  hanc  habet  ptoportionem  quam  quod  a  th 

20  ad  id  quod  a  ^a,  habebit  et  np  spatium  ad  sectorem  n  eandem  propor- 
tionem, quam  habet  simul  utrumque  scilicet  quod  a,  ta,  th  et  tertia  pars 
eius  quod  a  linea  Aa  ad  id  quod  a  ^a.  spatium  ergo  np  ad  spatium  p 
proportionem  habet  quam  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  hta  et  tertia 
pars  eius  quod  a  linea  ^a  ad  simul   utrumque  scilicet  quod  a  lineis  hd, 

25  ta  et  tertiam  partem  tetragoni  quod  a  linea  ha,  quoniam  igitur  spatium 
X  ad  spatium  np  hanc  habet  proportionem,  quam  habet  simul  utrumque  sci- 
licet quod  a  tah  et  due  tertie  partes  tetragoni  quod  a  linea  ^a  ad  simul 
ambo  scilicet  quod  a  hta  et  tertiam  partem  eius  quod  a  linea  ha^  spatium 
autem  np  ad  spatium  p  hanc  habet  proportionem  quam  simul  ambo  scilicet 

30  quod  ab  hiis  quae  hta  et  tertia  pars  tetragoni  quod  a  linea  Aa  ad  simul 
utrumque  scilicet  quod  ab  hiis  quae  hat  et  terciam  partem  tetragoni  quod 
a  linea  ha^  habebit  et  spatium  x  ad  spatium  p  hanc  proportionem,  quam 
habent  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  th^  ha  et  due  tertie  partes  eius  quod 
a  linea  ha  a.d  simul  utrumque  scilicet  quod  a  lineis  th^  ha  et  tertiam  partem 

35  eius  quod  a  linea  ha,  at  uero  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  th^  ha  et 
due  tdrcie  partes  eius  quod  a  linea  ha  3.d  simul  ambo  scilicet  quod  ab  hiis 

2  maioris]  m.  2.  4  Post  minoris  add.  ad  illam  quae  ex  centro  maioris  mg. 
m.  2.  5  in]  m.  2.  6  a,  g]  ex  ag  m.  2.  7  a,  g]  ex  ag  m.  2.  Ante  ad 
add.  rede  mg.  m.  2.  9  h']  ha  m.  2.  11  np]  n  in  ras.  m.  2.  25  ia]  a  in 
ras.  m.  2.      30  ab]  in  ras.  1  litt.  m.  2.      33  Mg.  ad  hec  stude  usque  in  finem  m,  2. 
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qnae  tha  et  tertiam  pariem  tetragoni  quod  a  linea  ha  hanc  habet  propor- 
tionem,  quam  habent  simul  ambo  scilicet  quae  th  et  due  tertie  partes  linee 
ha  a.d.  simul  ambo  scilicet  lineam  th  et  tertiam  partem  linee  ha,  palam  igitur, 
quod  et  spatium  x  ad  spatium  n  hanc  habet  proportionem  quam  simul  ambo 
scilicet  quae  th  et  dne  tertie  partes  linee  /ta  ad  simul  utrumque  scilicet  lineam  5 
th  et  terciam  partem  linee  ha. 

Completa  fait  translatio  hec  anno  X  1269  mense  februarii. 


IL 
Arehimedis  eircali  'dimensio. 

Omnis  circulus  est  aequalis  trigono  rectangulo,  cuius  quae  quidem  ex  10 
centro  est  aequalis  uni  earum  quae  circa  rectum  angulum  perimeter  autem 
basi.  habitudinetur  circulus  ahgd  trigono  e,  ut  supponitur.  dico,  quod  aequalis 
est.    si  enim  est  possibile,  sit  maior  circulus,  et  inscribatur  tetragonum  ag, 
et  secentur  periferie  in  dao  aequa,  et  sint  portiones  iam  minores  excessu,  quo 
excedit  circulus  trigonum  rectilineum.    ergo  adhuc  est  maius  trigono.    acci-  15 
piatur  centrum  n  et  cathetus  quae  nx.    minor  ergo  quae  nx  latere  trigoni. 
est  autem  et  perimeter  rectilinei  minor  reliquo  latere,  quoniam  et  perimeter 
circuli.    est  ergo  rectilineum  minus  trigono  e;  quod  quidem  est  inconueniens. 
sit  autem,  si  possibile  est,  circulus  minor  trigono  e,  et  circumscribatur  tetra- 
gonum, et  secentur  periferie  in  duo  aequa,  et  ducantur  attingentes  per  signa.  20 
rectus  ergo  qui  ab  oar.    linea  ergo  or  est  maior  linea  mr,    quae  enim  rm 
est   aequalis  lineae  ra^  et  trigonum   ergo  rop  est  maius  quam  dimidium 
figurae   ozam.    accipiantur  sectores  similes  ipsi  pza  minores  excessu,  quo 
excedit  trigonum  e  circulum  ahgd,    adbuc  ergo  circumscriptum  rectilineum 
est  minus  trigono  e,    quod  quidem  inconueniens.    est  enim  maius,  quia  quae  25 
quidem  na  est  aequalis  catheto  trigoni,  perimeter  autem  est  maior  base  tri- 
goni.   aequalis  ergo  est  circulus  ahgd  trigono  e.  - 

6  In  fig«  litt,  p,  h,  X  renouatae  m.  2. 

II  Orthographische  Kleinigkeiten  nicht  berücksichtigt.  9  Arehimedis  circuli 
dimensio]  in  rae.  m.  rec.  0;  Arehimedis  Syracusani  liher  6T.  Theorema  primum, 
propositio  prima  T.  11  perimettw  GT.  16  kathetus  6T.  nx]  (pr.)  nz  e 
corr.  m.  2  0.  ergo]  seq.  ras.  1  litt.  0.  17  perimetttr  GT.  perimetwr  GT 
(et  0?).  19  circu/nscrihatwr  GT.  21  rectus]  e  coit.  m.  2  0,  recta  GT  23  ozami 
0,  oram  G,  oham  T  (qui  in  fig.  h  habet  pro  z),  pza]  pra  G,  pka  T.  24  cir- 
cunscriptum  GT.  25  Post  quia  del.  qui  m,  1  0.  26  katheto  GT.  trigono  GT. 
perimetw-  GT.        basi  GT. 
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Circulas  ad  id  qnod  a  diametro  tetragonum  proportionem  habet  quam 
undecim  ad  quatuordecim.  sit  enim  circulas,  cuius  diameter  quae  ah,  et 
circumscribatur  tetragonum  gh^  et  lineae  gd  duplam  quae  de,  septima  autem 
pars  ipsius  gd  quae  ez.  quoniam  igitur  quod  age  ad  ipsum  agd  proportionem 
5  habet  quam  21  ad  7,  ad  id  autem  quod  aez  id  quod  agd  proportionem  habet 
quam  7  ad  unum,  quod  agz  ad  id  quod  agd  est  ut  22  ad  7.  scilicet  ipsius 
agd  quadiniplum  est  tetragonum  gh^  trigonum  autem  agdz  est  aequale  cir- 
culo  a&,  quoniam  quae  quidem  ag  cathetus  est  aequalis  ei  quae  ex  centro, 
basis  autem  est  tripla  diametri  et  septima  propinquissime  excedens  damon- 

10  strabitur.  circulus  igitur  ad  tetragonum  gh  proportionem  habet  quam  11 
ad  14. 

Omnis  circuli  perimeter  tripla  est  diametri  et  adhuc  excedit  minori  quam 
septima  parte  diametri,  maiori  autem  quam  decem  septuagesimis  primis. 
Sit  circulus  et  diameter  quae  ag  et  centrum  e  et  quae  glz  contingens 

15  et  qui  zeg  tertia  recti.  quae  ez  ergo  ad  zg  proportionem  habet  quam  306 
ad  153,  quae  autem  eg  ad  gz  proportionem  habet  quam  265  ad  153.  secetnr 
igitur  qui  sub  zeg  in  duo  aequa  per  eh.  est  ergo  ut  quae  ze  &d  eg  quae 
zh  ad  hg.  et  permutatum  et  componenti;  ut  ergo  simul  utraque  quae  ze  eg 
ad  zg  quae  eg  ad  gh,     quare  quae  ge  B,d  gh  maiorem  proportionem  habet 

20  quam  571  ad  153.  quae  eh  ergo  ad  hg  potentia  proportionem  habet  quam 
349450  ad  23409.  longitudine  ergo  quam  591  ad  153.  rursum  secetnr  in 
duo  qui  sub  heg  per  et    propter  eadem  ergo  quae  eg  a.d  gt  maiorem  pro- 


1   Theorema  II  propositio  II  T.  dyametro  T.  2  XIII I  G,  14  T. 

dyameter  T.  3  circunscribatur  GT.  4  ez]  er  QT  {ia  fig.  r  pro  z),]  gtumiam] 
unde  GT.  5  aez]  aer  GT.  6  Post  quod  supra  scr.  e  m.  rec.  0.  agz] 

agr  GT.  scilicet]  comp.  0,  uidelicet  GT.  7  agdz]  d  del.  m.  2  0,  agdr  6T. 
8  kathetus  GT.  9  dyametri  T.  excedit  GT.  12  Theorema  III  propositio 
III  T.  diameter  G,  dyameter  T.  Post  minori  ins.  guidem  m.  3  0.  13  dyame- 
tri T.  primis]  in  ras.  m.  2  0.  14  dyameter  T.  qitae]  del  rubr.  0.  quae] 
del.  rabr.  0.  glz]  gh  T,  gr  G.  15  gut]  e  corr.  m.  reo.  0;  quia  GT.  Deinde 
add.  sub  m.  rec.  0.  zeg]  reg  GT.  tertia]  e  conr.  m.  2  0.  quae]  del.  nibr.  0. 
ez]  er  GT.  zg]  rg  GT.  16  quae]  del.  rubr.  0.  eg  autem  rubr.  0,  gz] 
gr  GT.  Deinde  add.  maiorem  mg.  m.  3  0,  T.  17  igitur]  comp,  e  corr.  m.  3  0. 
qui]  e  corr.  m.  2  0,  qtuie  GT.  sub]  supra  scr.  m.  1  0.  zeg]  reg  GT.  qwu] 
del.  rubr.  0.  ze]  re  GT.  quae]  del.  rubr.  0.  18  zh]  rh  G,  kh  T.  com- 
ponenti et  permutatum  rubr.  0.  qiMc]  del.  rubr.  0.  ze]  re  GT.  eg]  om. 
G,  ei  eg  T.  19  zg]  rg  GT.  quae]  del.  rubr.  0.  quae]  del.  rubr.  0.  20  quae] 
del.   rubr.  0.  ad]  om.  GT.  Post  poteMia  add.  maiorem  mg.   m.  8  0. 

21  349450]  349  rubr.  in  lacuna  m.  2  0,  om.  G.  23409]  ^2  in  lac.  m,  2  0, 

13409  T.  quam]  maiorem  quam  T.  Post  591  add.  8  mg.  m.  3  0.  secäw] 
del.  rubr.  0.  22  duo]  duo  aequa  GT,  m.  2  0.  qui]  corr.  ex  quae  m.  3  0, 
quae  GT.       per]  propter  GT.        eandem  GT.        quae]  del.  rubr.  0. 
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portionem  habet  quam  1162  ad  163.  quae  te  ergo  ad  tg  maiorem  propor- 
tionem  quam  illa  quam  1172  ad  153.  adhuc  in  duo  qui  8ub  teg  per  ek. 
quae  eg  ergo  Sid  gk  maiorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  2334  ad 
153.  qnae  ek  ergo  ad  gk  maiorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  2339 
ad  153.  adhuc  in  duo  qui  sub  keg  per  le,  quae  eg  ergo  ad  lg  maiorem  5 
longitudine  proportionem  habet  quam  4673  ad  153.  quoniam  igitur  qui  sub 
zeg  tertia  pars  existens  recti  sectus  est  quadruplum  in  duo,  qui  sub  leg  recti 
est  48.  ponatur  igitur  ipsi  aequalis  qui  apud  e  qui  sub  gern,  qui  ergo  sub 
lern  recti  est  24.  et  quae  Im  ergo  recta  est  lateris  poligonii  circa  circulum 
haben tis  96.  quoniam  igitur  quae  eg  ad  lineam  gl  ostensa  est  habere  maio-  10 
rem  proportionem  quam  4673  ad  153,  ^ed  ipsius  quidem  eg  dupla  quae  ag, 
ipsius  autem  gl  dupla  quae  Im,  et  quae  ag  ergo  ad  perimetrum  poligonii  96 
maiorem  proportionem  habet  quam  4673  ad  14688.  et  est  tripla,  et  exce- 
dunt  667.  5,  quae  quidem  ipsorum  4673.  5  minora  sunt  quam  septima.  quare 
poligonium  quod  circa  circulum  est  triplum  diametri  et  minus  quam  septima  15 
parte  maius.  circuli  ergo  perimeter  multo  magis  minor  est  quam  tripla  et 
septima  parte  maior. 

Sit  circulus  et  diameter  quae  ag,  qui  autem  sub  lag  tertia  recti.    quae 
ab  ergo  ad  bg  minorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  1351  ad  ago, 
secetur  in  duo  qui  sub  bag  per  ah.  quoniam  igitur  aequalis  est  qui  sub  bah  ei  20 
qui  sub  hgb,  sed  et  ei  qui  sub  hag,  et  qui  sub  hgb  ei  qui  sub  ahg  est  aequalis. 
et  communis  qui  sub  ahg  rectus.    et  tertius  erit  qui  sub  hzg  tertio  ei  qui 


1  quam]  quam  illa  quae  GT.  1162]  1162,  8  GT,  m.  2  0,  quae]  del. 

rubr.  0.  maiorem]  minorem  GT.  2  1172]  1172.  8  GT,  m.  2  0.  qut] 

corr.  ex  quae  m.2  0.  ek]  eb  G.  3  quae]  del.  rubr.  0.  maiorem]  mino' 
rem  GT.  2334]  2334.  4  in  ras.  m.  2  0,  2334  quae  GT.  4  quae]  del  rubr.  0. 
minorem  GT.  2339]  2339.  4  GT,  m.  2  0.  5  qui]  corr.  ex  gwac  m.  2  0. 

quae]  del.  rubr.  0.  6  longitudinem  GT.  4673]  6  in  ras.  m.  2  0,  deinde  add. 
z  m.  2.  7  zeg]  reg  GT.  pars]  e  corr.  m.  2  0.  Post  recH  in  ras.  add.  ie  0. 
quadruplum]  quater  GT,  m.  2  0.  in]  in  equa  GT,  m.  2  0.  8  48]  48^  m.  2  0. 
ipst]  e  corr.  m.  2  0.  9  24]  24a  m.  2  0.  quae]  del.  rubr.  0.  laXeris]  del. 
m.  2  0,  cm.  GT.  10  96]  latera  96  GT,  m.  2  0.  quae]  del.  rubr.  0.  extensa 
GT.  11  4673]  4673.  5  m.  2  0,  4673.  7  GT.  quae]  del.  rubr.  0.  12  quae] 
del.  rubr.  0.  quae]  del  rubr.  0.  13  4673]  4673.  5  G,  m.  2  0;  4673.  7  T. 

14  5.  quae  quidem  ipsorum]  in  ras.  8—9  litt.  m.  2  0.  4673.  5]  supra  scr.  m.  2  0. 
quani]  in  ras.  m.  2  0.  15  dyametri  T.  16  perimet  0,  perimetrum  GT. 

18  dyameter  T.  tertia]  -a  e  corr.  m.  2  0.  19  1351]  m.  2  0;  351  m.  1  0,  GT. 
ago]  780  GT,  ad  780  que  autem  ag  ad  gb  quam  1560  mg.  m.  rec.  0.  20  secetur] 
del.  m.  2  0.  diw]  duo  aequa  m.  2  0,  GT.  igitur]  comp,  e  corr.  m.  2  0. 

qui]  om.  GT.  21  sub]  om.  GT.  hgb]  hag  T.  hgb]  hgb  ergo  GT.  ahg] 
hag  m.   rec  0.  22  qut]  corr.   ex  que  m.  2  0.  rectus]  corr.  ex  recta 

m.  2  0,  rectis  GT.  tertius]  corr.  ex  tertia  m.  2  0,  temUnatis  GT.  qui] 
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sab  agh.  equiangalum  ergo  qnod  ahg  trigono  ghz,  est  ergo  nt  quae  ah  ad 
hg  quae  gh  ad  hz  et  quae  ag  ad  ge.  sed  ut  quae  ag  ad  gz  et  simnl  atraqae 
quae  ^a&  ad  &</.  et  ut  simul  utraque  ergo  quae  hag  ad  &^  quae  aA  ad  hg. 
propter  hoc  igitur  quae  aA  ad  lineam  hg  minorem  proportionem  habet  quam 

5  quidem  2911  ad  780.  quae  autem  ag  ad  gh  minorem  quam  3013.  3.  4  ad 
780.  item  in  duo  qui  8ub  gah  per  at  que  at  ergo  propter  eadem  ad  ig 
minorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  5324.  3.  4  ad  780  ant  qaam 
1823  ad  250;  utraque  enim  utriusque.  quare  quae  ag  ad  gt  aut  illa  quam 
1838.  9  ad  240.   adhue  in  duo  qui  sub  tag  per  ka,  et  quae  ak  ad  hg  mino- 

10  rem  ergo  proportionem  habet  quam  illa  quam  1007  ad  266;  utraque  enim 
utrique  extimo.  ergo  ad  kg  quam  1009*  6  ad  66.  adhue  in  duo  qui  sub 
kag  per  la.  quae  al  ergo  ad  ag  minorem  proportionem  habet  quam  illa 
quam  2016.  6  ad  66.  quae  autem  ag  ad  gl  minorem  quam  2017.  4  ad  66. 
e  conuerso  ergo  perimeter  poligonii  ad  diametrum  maiorem  proportionem  habet 

15  quam  6301.  6  ad  7012,  quae  quidem  ipsorum  2017.  4  maiora  sunt  quam 
tripla  et  10.  71.  et  perimeter  ergo  poligonii  96  eins  quod  in  circulo  est 
tripla  diametri  et  maior  quam  10.  71.  quare  et  circulus  adhue  magis  triplus 
est  et  maior  quam  10.  71.  perimeter  ergo  circuli  est  triplus  diametn  et 
minor  quidem  quam  septima  parte  maior. 

corr.    ex   que  m.    2    0.           heg^  hrg   GT,   hzg  egwilis    m.  rec.  0.  tertio] 

corr.  ex  tertius  m.  2  0.          qui]  GT,  que  0.  1  ghe]  ghr  GT.  2  ht] 

Ar  GT  g z]  gr  GT  g z]  gr  GT  utrumque  G,  utrwnque  T.  S  et-hg] 
cm.  GT.  ah]  a  e  corr.  m.  2  0.  4  quam]  del.  m.  2  0.  6  quidem  —  minorem] 
add.  m.  2  0.  Ante  quam  add.  qtMm  iüa  m.  rec.  0.  3,  4]  GT,  ^  i  in  »s. 
m.  2  0.          6  qui]  corr.  ex  que  m.  2  0.  que  at]  om.  GT.  ea^^dem  GT. 

7  5324,  3.  4]  GT,  5924.  2  4  in  ras.  m.  2  0.  8  250]  m.  1  0,  GT;  J^40  m.  2  0. 
Post  uiriusque  add.  y^,  lo.  rec.  post  ras.  0.  atU]  GT,  quam  in  ras.  m.  rec.  0. 
9  9]  GT,  y^^  —  in  ras.  m.  rec.  0.  10  1007]  GT,  7  e  corr.  m.  2  0.  266]  GT, 
2  eras.  0.  11  utrique]  GT;  %Uq^  m.  1  0,  utriu8que(7)  m.  rec.  extimo]  GT, 
"/^o    in   ras.   m.  rec.  0.          ergo]  supra  scr.  quae  ag  m,  rec.  0.  kg  g«w« 

1009,  €]  0,  1076  GT.          qui]  m,  rec.  0,  que  vl  1  0,  GT.  12  la]  Ji  GT. 

13  2016.  6]  6  in  lac.  m.  2  0.  4]  in  lac.  m.  2  0.  14  dyametrum  T.  16  6301.  6] 
GT,  633  6  e  corr.  m.  2  0.  7012]  GT,  2017.  i  in  ras.  m.  20.  ipsorum]  GT, 
in  ras.  m.  2  0.          4]  GT,  4  in  ras.  6—6  litt.  m.  2  0.  16  et  10]  comp.  0, 

710  GT;  post  10  del.  pep  m.  1  0.  eius]  0.  ei  GT.  17  triplus  GT.  dyametri  T. 
Post  maior  del.  quam  illa  m,  2  0.  10,  71]  GT,  in  ras.  m,  2  0.  adJwc  G, 
ad  hunc  T.  18  10]  renou.  m.  2  0.  tripla  m.  2  0.  dyametri  T.  19  iwikwj 
-r  in  ras.  8—9  litt.  m.  rec.  0;  deinde  add.  aut  quam  decem  septuagesimunis  ta. 
rec.  0,  TsXoc  GT. 

Obschon  die  Unterscheidung  der  corrigirenden  Hände,  die  in  diesem 
Schriftchen  besonders  thatig  gewesen,  sehr  schwierig  ist,  so  dass  nicht  alles 
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passt,  so  kann  doch  im  allgemeinen  folgendes  festgestellt  werden,  m.  2  ist 
die  erste  Hand  nur  mit  anderer  Dinte;  der  üebersetzer  hat  also  nachträglich 
seine  Arbeit  durchmustert,  und  zwar  unter  Herbeiziehung  seiner  griechischen 
Vorlage,  m.  3,  die  ohne  Zweifel  hie  und  da  für  m.  2  anzasetzen  ist,  ist  noch 
ziemlich  alt;  m.  rec.  dagegen  ganz  jung  (saec.  XVIl);  sie  benutzte  irgend  eine  5 
emendirte  Hds.  (oder  die  ed.  princeps?).  Die  rothe  Hand  endlich,  die  übrigens 
in  der  Mitte  abbricht,  hat  nur  stilistische  Aenderungen  auf  freie  Hand  ge- 
macht. Die  Quelle  von  GT  war  von  0  abgeschrieben,  nachdem  die  Cor- 
recturen  m.  2  gemacht  waren,  aber  vor  den  übrigen. 


IIL  10 

Incipit  secnndus  tractatus. 

Archimedes  dositheo  gaudere.  prius  quidem  misisti  mihi,  ut  scriberem 
demonstrationes  problematum,  quorum  ego  ipse  propositiones  misi  cononi. 
accidit  autem  ipsorum  plurima  scribi  per  theoremata,  quorum  demonstrationes 
prius  misi  tibi,  quod  omnis  spere  superficies  est  quadrupla  maximi  circuli  15 
eorum  qui  in  spera;  et  etiam  quod  omnis  portionis  spere  superficiei  est  aequa- 
lis  circulus,  cuius  quae  ex  centro  est  aequalis  rectae  productae  a  uertice  por- 
tionis ad  periferiam  basis;  et  etiam  quod  omnis  spere  cylindrus  basem  quidem 
habens  maximum  circulum  eorum  qui  in  spera,  altitudinem  autem  aequalem 
diametro  spere,  ipse  est  emiolius  spere  magnitudine.  et  superficies  ipsius  20 
emiolia  superficiei  spere;  et  quia  omnis  sector  solidus  est  aequalis  cono  basem 
quidem  habenti  circulum  aeqaalem  superficiei  portionis  eius  quae  in  sectore 
spere  altitudinem  autem  aequalem  ei  quae  ex  centro  spere.  quaecunque  qui- 
dem igitur  theorematum  et  problematum  scribuntur  per  haec  theoremata,  in 
hoc  libro  scribens  mitto  tibi,  quaecunque  autem  per  aliam  inueniuntur  theo-  25 
riam,  uidelicet  quae  de  elicis  et  quae  de  conoidalibus,  conabor  cito  mittere. 
primum  autem  problematum  erat  hoc.  spera  data  inuenire  planum  spatium 
aequale  superficiei  spere.  est  autem  hoc  manifestum  demonstratum  ex  prae- 
dictis  theorematibus;  quadruplum  enim  maximi  circuli  eorum  qui  in  spera  et 
spatium  planum  est  et  aequale  superficiei  spere.  30 

III  Ottobon.  fol.  31.  15  Post  quod  add.  qtie  m.  2.  17  Post  aeqitalis 

del.  circültM,       uertice]  in  ras.        20  ipse]  m.  1,  ipse  gue  m.  2.        emiolius]  m.  1, 
hemiolius  m.  2.       21  et  quid]  compp.  m.  1,  etiam  quod  m.  2. 
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IV. 


Cum  praedixissem  exponenda  ab  ipso  theoremata  consnetnm  omnibus 
geometris  in  expositione  seruans,  nominationes,  quibus  ipse  secnndum  pote- 
statem  usus  est,  et  diffinitiones  jpothesum  et  ipsas  ypotheses  a  principio 
5  libri  explanare  uult  et  ait  primum  esse  quasdam  in  piano  curaas  lineas,  quae 
copulantium  ultima  ipsarum  rectarom  aut  omnes  ad  eadem  sunt,  aut  nichil 
habent  ad  altera,  planum  utique  erit  quod  dicitur,  si  nouerimus,  quas  uocat 
eas  quae  in  piano  curuas  lineas.  sciendum  igitur,  quod  curuas  lineas  uocat 
non  simpliciter  circulares  uel  conicas  uel  non  fractam  babentes  continnitatem, 

10  sed  omnem  simpliciter  in  piano  lineam  praeter  rectam  curuam  nominat.    unam 

autem  lineam  in  piano  qualitercunque  copulatam,  ut  et  si  ex  rectis  componatur 

ipsi  abgd,    sed  quoniam,  ut  et  superius  dictum  est,  curuas  lineas  non 

periferiales   solum  uocat,   sed   et  ex  rectis  compositas.     ex  biis  autem  erat 

descriptio   curuarum   ad   eadem.     contingens  utique   erit  accipere  in  aliqna 

16  linea  ad  eadem  concaua  duo  quaecunque  signa,  ita  ut  quae  ad  eadem  copu- 
lans  recta  ad  neutms  quidem  partes  cadat  lineae  ad  ipsam  autem  adaptetur. 
propter  quod  ait  ad  eadem  curuam  uocare  lineam,  in  qua  recte  per  duo  quae- 
cunque Signa  producte  aut  omnes  ad  easdem  partes  lineae  cadunt,  aut  quae- 
dam  quidem  ad  easdem,  quaedam  autem  in  ipsa,  ad  alteras  autem  partes  nnlla. 

20  eadem  autem  licet  intelligere  de  superficiebus. 


Die  Angaben  vor  dem  ]  beziehen  sieb  auf  meine  Ausgabe  IL  Bd.,  darauf 
folgt  die  Lesart  des  cod.  Ottobon. 
S.  359,  1 — 3]  über  A.rchimedis  de  insidentibus  aque     11]  „1"  mg.     12  plane] 

piano       Signum]  om.       13  faciente 
S.  360,  2  spere        4  super]  semper       facientes]  -s  eras.        6  spere       9  sit] 

sint       itaque]  itaque  quae       16  superficiem       spere        18]  „2^'  mg. 

20  spere  (so  immer) 

S.  361,  3  linea]  (alt.)  lineam     6  igitur]  itaque     17,  18  quarundam     20  ab]  a 

21  BE]  hk       22  quidem]  quaedam       24  positae]  positae  et      Auf 
der  Fig.  Z  statt  R 


IV  Ottob.  fol.  34.       12  Ante  ipsi  columna  dimidia  uacat;  mg.  m.  1:  hie  de 
ezemplari  greco  perditum  erat  unmn  folium.         16  Post  autem  del.  congru  m,  1- 
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S.  362,  1  POBE]  om.  AB]  zb,  mg.  xoba  3  BE]  sie,  mg.  pobl  5  quare] 
quare  n  (n  del.),  mg.  ov  (iri  ib  xt  expelletur]  expellentur  6  etiam] 
om.  9  linea]  lineam  est]  esse  10  si]  quo,  dami  lacuna  litt.  8, 
worin  m.  2:  modocanqne  aliter,  mg.  wxt  nag  g  akXtog  13  terrae] 
terrae  e  (e  corr.)         superficies]  seq.  ras.  2  litt  17  Vor  habentis 

add.  mg.  m.  2:  centrum  18]  „3^^  mg.  21  excedant  nihil  et]  nihil 
eras.,  -ant  et  in  ras.  m.  2  referentur]  ferentur  23  demonstratur] 
dimittatur         aliqua]  aliq 

S.  363,  6]  mg.  oxijfca  12  comprehensa  21  secetur]  corr.  ex  secentur 

hoc]  h         plani]  m.  1,  secundum  xop  mg.  m.  2  25  humido  as- 

sumpta]  ab  humido  absumpta  ESEY]  rscy  26  BHGT]  bhtg 
27]  sunt]  scilicet         Auf  der  Figur  C  statt  E 

S.  364,  3  et]  in  ras.  3 — 4  litt.  m.  2  similiter  autem  non]  non  (mg.  m.  2) 
similiter  autem  4  etiam]  enim  5  superficie]  superficierum 

7   ESEY]   rscy  11    RSEY]   rscy  14   aequale]   inequale 

15  igitur]  supra  scr.  m.  1  20  fertur]  feretur 

S.  365,  1]  „4"  mg.  3  humidi]  humido  16  per]  secundum  17  EJ 

(jua  z       20  E]  z       Auf  der  Figur  z  statt  E       27  secetur]  seceturcpe 

S.  366,  2  E]  z  5  superficie]   secundum   superficiem  7   in]    enim  in 

9  E]  z  11  premitur]  m.  1,  a  solida  magnitudine  quae  secundum 

hb  add.  mg.  m.  2  continente]  continenti  12  exsistente]  et 

existente  14  E]  z  15  magnitudine         16  bumidi]  post  lacu- 

nam  7  litt.,  mg.  tao  de-^  mg.  m.  2  add.:  autem  17  E]  z 

S.  367,  1]  „5"  mg.  2  leuior]  leuior  humido  12  quae  premitur]  qua 

premuntur  14  grauitati]  corr.  ex  grauitate  m.  1  15  ESEY] 

rscy  17  ESEY]  rscy         Auf  der  Fig.  C  statt  E;  L,  A,  D,  N 

fehlen  wie  die  Gerade  AD;  „figura  quintae"  m.  2 

S.  368,  1]  „6"  mg.  2  ui  pressa]  impressa  surrexi  feruntur]  sursum  re- 
feruntur  9  ubi]  ui  10  referetur  14  eadem]  eandem  15  ex] 
que  ex  18  ipsis  — 20  aequalem]   cum  ipsis  est  maior  quam  bg 

quia  humidi  habentis  molem  aequalem  '  26  est]  est  enim  sit] 
sint  quaedam]  om.  (-s  hu-  in  ras.  m.  2)  Auf  der  Fig.  ist  BG 
durch  eine  Gerade  ersetzt;  „sextae^^  m.  2  ' 

S.  369,  3  est]  om.  5  enim]  seq.  ras.   1  lin.,  mg.  Ayr  (undeutlich)  xctvi 

dedvKcA  telstov  sa^rat  dadvrP  xov  ÖBÖetyfievov  6  tanta]  seq.  que 
d  e(?)  superius,  sed  del.  7  ab — premitur]  premitur,  mg.  m.  1  add.: 
ab  eo  quod  supra  scilicet  d  12]  „7**  mg.  14  mg.  iarccv  xaxccßcnnt 
17  quidem]  quidem  ergo         mg.  sörov  %axßuvxi         18  ipsius]  ipsis 

S.  370,  14  humidi]  autem  humidi  24  solidae]  supra  scr.  m.  1 

S.  371,  1  grauius  quam  D  ipsa  G  gmuitate]  in  grauitate  g  grauius  magni- 


Digitized  by 


Google 


—     48     - 

tudine  d  3]  om.  7]  „8"  mg.  12  trabatur  13  secnn- 

dum]  si       14  mg.  m.  1:  ^'  et  erat  uacnum  dimidium  folimn.    probatio 

buius  tbeorematis  deficiebat  in  exemplari  greco,  et  erat  finis  quatemi, 

et  in   principio  sequentis  quaterni  stabant  iigure  istios  tbeorematis 

ut  puto. 
S.  372,  1]  om.  10   autem]    autem   que  14   statuetur]   stabtuetnr 

15  figura]  figura  primo  18  terrae  centrum  19  KL]   que  kl 

absnmpta  20  babet]  m.  1,  mg.  m.  1  babens 

S.  373,  2  absnmpta]  seq.  iacuna  6 — 8  litt.       6  perpendicnlaris  ducatur  LG] 

perpendicnlari  seq.  lac.  20  litt.,  mg.  ra       Auf  den  Figg.  feblen  einige 

Buchstaben 
S.  374,  1  super]  semper         In  fine:  Arcbjmedis  syracusani  de  insidentibns 

in  humido  liber  primus  explicit       Ueber  EL. :  de  eisdem  eiusdem  über 

secundus  incipit 
S.  375,  7  dimittatur         8  sit]  om.  9  ipsum]  ipsius  13  quam]  quam 

babet  14  bumidi  15  sit]  om.  20  ad]  oeq.  nr,  sed  del. 

S.  376,  4  est  I]  scilicet(?)  est         6  grauitas  B]  seq.  est  equalis,  del.  m.  1 

13  FA]  seq.  Iacuna  6  litt.  magnitudini  16  proportionem]  seq. 
Iacuna  5 — 6  litt.  17  R]  seq.  Iacuna  3 — 4  litt.,  mg.  rn  Satz- 
nummem  feblen  19  conoydalis,  wie  immer  20  non]  om.  21  axem] 
ad  axem 

S.  377,  10  IS]  k  12  IS]  is.  /"k,  mg.  bk.if  13  NO]  no,  mg.  ^"nt 

14  mg.  m.  1:  bic  in  exemplari  erat  uacuum  dimidium  folium  et  de- 
ficiebat residuum  demonstrationis 

S.  378,  3  non]  om.  4  axem]  seq.  h,  del.  13  mg.  pf 

S.  379,  4  figurae]  seq.  sit  g,  del.  6  ROK]  rook  8  Ä]  o  autem] 
seq.  a  gb,  del.         mg.  rt 

S.  380,  1  axem]  seq.  ad  tetragonum  quod  ab  axe  (supra  scr.  uacat  m.  2), 
mg.  non  erat  in  greco,  tamen  ea  deficere  4  rectangula  18  eque- 
distans       21  inter]  intra       22  BR]  que  tr       23  bumidi]  bumidum 

S.  381,  2  RH]  rm  ei]  sie,  mg.  ea  1  oiv  3  OH]  on  4  HM]  rm 
sit]  fit  5  ipsius]  seq.  b,  del.  6  MN]  nm  est]  seq.  lac.  4—6 
litt.  mg.  a  8  RH]  rm  10  excessu]  seq.  quod,  del.  14  pro- 
portione]  mg.  m.  1 

S.  382,  1  ab  PF  ad  tetragonum  quod]  Iacuna  20  litt.  2  ab  NO]  mg.  m.  1 
iis]  biis         7  non]  non,  mg.  ovi         10  HO]  no  11  H]  m;  die 

Fig.  wie  die  Tartaglias,  vgl.  not.  crit.  inira]  intus  12  eqae- 
distanter  13  MT]  nt,  mg.  nt  perpendicnlaris]  perpendicnlaris, 
mg.  ^         14  RH]  rm         15  facit]  faciet         20  absumitur 
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S.  383,  1  fertar]  feretnr     3  absumptom     feretar     19  dimittatar     24  super- 

ficiei]  superficies 
S.  384,  2  equedistans  10  absumpti  12  RH]  rm  14  OH]   oh, 

mg.  ^on        HM]  ^'hm,  mg.  ^'nm        16  in  grauitate]  supra  scr.  m.  1 

27  portionem]  proportionem 
S.  385,  1  MO]  mT,  mg.  mo  for.       2  quam]  qnae      5  id]  id  quod       8  HO]  no 

9  H]  m  NO]  ro  ad  rectos  angolos]  equedistans  11  equedistanter 
12  NO]  ro       HT]  mt       perpendicularis]  sie,  mg.  T        13  RH]  rm 

S.  386,  2  motum]  imotum     7  quam  ut  habet  hanc]  ut  hanc  habeat     10  humi- 

dum]  supra  scr.  m.  1        21  quae]  om.        24  NO]  sie,  mg.  /m;  mg. 

infra:  de  hoc  puto 
S.  387,  14  P]  seq.  de,  del.  m.  1         15  autem]  aut         17  aut]  %  in  lacuna, 

mg.  X      18  persumpta]  per  sumpta     ilN]  coh      mg.  flc      19  IP]  ih 
S.  388,  9  ER]  Tr,  mg.  m.  2  fr        angulos  faciet]  facit  angulos         12  FB] 

sie,  mg.  m.  2:  fr     14  inter]  intra     absumpta     21  reuoluetur]  reuol- 

uebtur,  mg.  avcmXi^iStcat.  27  secunda]  solida  Auf  der  Fig. 

fehlen  mehrere  Geraden  und  Buchstaben;  dabei:  linea  br  debet  pro- 

trahi  usque  ad  ip  eductam 
S.  389,  7  quam]  om.      8  mg.  quam  relata  mi  m.  1      20  SL]  sa      21  PF]  pf 

24  PF]  pof) 
S.  390,  4  SL]  af       7  emiolia  (so  immer)       8  erit]  sit       Ol]  ot       IN]  tn 

10  mg.  xavxcc  11  RT]  rf,  mg.  rr 

S.  391,  lRT]rf  inter]  intra  6  uoluitur]  aduoluetur  7  unum] 

supra  scr.  8  feretur]  fertur         10  ipsam]  om.         14  quam]  om- 

S.  392,  1  habeat]  hanc  habeat         2  grauitate]  grauitas         15  habeat]  om. 

19  quod  OB]   quae  gd  24  ipsa]  ipsam  Für  X  hier  und  im 

folg.  X,  auf  der  Fig.  ^ 
S.  393,  1  KR,  BX]  krx         10  mg.  ig  rro  n 
S.  394,  1  Oä]  1(0  e  corr.,  mg.  tm  post  ras.       5  PIN]  sie,  mg.  pi'm      PYI] 

lacuna,  mg.  floro .  o .  vhog  7  lY]  t,  seq.  lacuna;  ebenso  Z.  10 

11  YI]  t  post  lac;  ebenso  Z.  14,  15  16  XB]  cd  lYJ  oi 
17  sept'imum  theorema  primi,  mg.  äz 

S.  395,  13  MP]  mh       16  ergo]  igitur       17  et]  quae  autem       PH]  ph  est 
8.  396,  1  educatur,  mg.  et'  sit  educta.  5  fertur]  feretur         6  ad]  super 

12  perducit]  perdocitur  mg.  gd  13  L]  om.  et]  supra  scr.  m.  1 
14  A]  zg  16  mg.  uel  1  17  mg.  ov  y^ci  feretur]  ferentur 
22  lY]  »o         23  YI]  o» 

S.  397,  2  lY]  tof)  3  maior]  lacuna  2—3  litt.,  mg.  ^  4  OÄ]  cot  7  MP] 
seq.  minor  quam,  del.  PM]  qnae  pm  10  igitur  rursum]  rursum 
igitur         Auf  der  Fig.  ^  für  X 

Abh.  xnr  Gösch,  der  Mathem.    Y.  4 
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S.  398,  1  ducatur]  ducantor         perpeadicularis]  perpendiculares         3  NO] 

no,  mg.  .Kr        6  ad  humidmn]  supra  scr.  m.  1        9  ill]  cot,  mg.  res 

10  MF]  qaae  mh        11  ipsi  HM]  ipsins  ho),  mg.  m        autem]  seq. 

lacuna  3—4  litt,  mg.  ro  de  ^  (del.)  H  i^        12  HJ  om.       15  pel- 

Inntur         15  ad]  ab  19  quam]  om. 

S.  399,  5  dimissa         7  posita]  seq.  in  humido,  del.        sec]  nee  connerteUir 

16  tetragonum]  sie,  supra  scr.  no-ta  17  tetragonum]  (pr.)  sic^ 

supra  scr.  ac  c  (seq.  ras.)        Auf  der  Fig.  fehlen  die  Buchst.  OCT, 

für  Z  steht  r,  für  X  auch  hier  iff 
S.  400,  3  minorem — 6  excessus]  om.        8  in]  hie  des.  fol.  58^         14  quod] 

corr.  ex  autem       portio]  corr.  ex  portionem        15  demissa]  dimissa 

corr.  ex  dimissam         16  consistet         18  dimittatur         26  quae]  et 

quae         quidem]  supra  scr. 
S.  402,  4  quae]  om.         ergo]  que  ergo  6  PH]  pm  6  PZ]  p'z,  mg. 

p'm.pu(to)       11  TH]  t'h,  mg.  tn  for.       13  quae]  supra  scr.  m.  1; 

seq.  perpendiculares,  sed  del.         th]  tn  mg.  th^         Figur  fehlt 
S.  403,  3  mg.  omXivsß  5  deorsum  —  6  A]  om.  9  consimiliter]  seq. 

b,  del.  16  mg.  tov  fiv  17  dimissa 

S.  404,  2  habeant]  habente      humidum      9  BK]  bd      12  sit—  13  axem]  ohl 

Auf  der  Fig.  fehlen  ausser  den  punktirten  Geraden  die  Buchst.  G  und 

C  (fftr  C  Rasur);  X  ist  x,  für  X  steht  q,  für  4>  ein  sonderbares  f  (oder 

i(;?),  R  in  ras. 
S.  405, 1  DS]  lacuna,  mg.  Ac.lf         2  copuletur]  copulata         4  aequalia] 

equa       8  ATD]  ath      ABL]  abl  corr.  ex  abi,  mg.  1.      11  cum]  c 

(tum?)       12  OGN]  om.       PYQ]  pyq/',  mg.  ^ngo      13  ATD]  aod 

14  P<Z>]  pt|;         OX]  0  seq.  lac.         15  sunt]  sunt  autem 
S.  406,  2  basemj  seq.  lac.  3—4  litt.,  mg.  H\H       3  NXGO]  nx.pno       et 

a  Q  quae  QFYP]  om.,  lac.  10  litt.,  mg.  nh,  supra  scr.  [f        10  DZ, 

DA]dadz         11  sunt  ipsae]  lacuna 
S.  407,  4  unum]  unum,  duplam  autem  proportionem  habent  duo  ad  unum 

6  DS]  bis,  sed.  corr.        13  dimissa        16  minorem  proportione]  om. 

20  hemiolium]  emiolius         quae]  quae  usque         21  dimissa 

S.  408,  6  XO]  XT  dimissa  8  nichil  10  X]  m  14  dimissa 

16  unum — 18  aequalem]  ampliorem  locum  humectetur  ab  humido 

21  dimissa         25  O]  W 

S.  409,  1—8]  om.         16  0]  W         18  itaque  haec]  autem  hoc 
S.  410,  2  ut]  om.         8  AXDJ  azd  MN]  no         10  H]  lacuna,  mg.  A 

RG]  rq         V]  b^',  mg.  ^cB  11  MH]  lacuna,  mg.  ^o^         HN] 

lacuna,  mg.  /^iV      Die  Buchstaben  i/;  und  x  kaum  zu  unterscheiden. 
Auf  der  Fig.  fehlen  N,  X,  F,  G,  H,  V,  M  und  die  Gerade  W. 
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S.  411,  1  demonstratum]  demonstrata         OG]  pt*  GX]  Sx  2  M]  o 

MY]oQ  3MC]oc  5  sectionibus]  portionibus  7  sectiones] 
portiones  11  MY]  oS  dimissa  13  tangit]  tangat;  seq.  %  in 
lac,  mg.  X         14  angulo  X]  excessn 

S.  412,  1  quae]  seq.  ao,  del.  portionis]  sectionis  2  sectionis]  om.  5  et 
contingat]  contingens      18  NM]  no      19  AMQ]  apq      20  APO]  apf 

22  AMQL]  ablk       23  OA]  ta       Auf  der  Fig.  fehlt  E 

S.  413,  2  MV]  qi^  VN]  qkn  3  minor]  minor  est  MV]  'o  seq.  lac, 
mg.  o/^S        VN]  S/f^u         7  inter]  intra  13  inclinabitur]  supra 

scr.  re  m.  1  15  ergo]  igitur         17  X]  y         19  granitate]  gra- 

uitate  hanc 

S.  415,  1  autem]  a  9  AX]  quae  ax  10  OX]  oy  11  XO]  ^a 

17  axes]  diametri        18  aequales]  om.        20  portiones]  seq.  al,  del. 

23  axem]  diametrum 

S.  416,  1  X]  y  quam]  om.  NJ  h  BC]  quae  bc  3  OG]  oy, 

seq.  3  litt.       PZ]  pn;  seq.  lac.  3—4  litt.  M}xri6^H^  mg.  j^       p/^ 
5  06]  oy         6GX]q3         7  PZ]  p/^      '  8  ZT]  /^t         17  KZ] 
kA,  mg.  kz         19  KZ]  k/^,  mg.  kz.  pu(to) 
S.  417,  8  axes]  diametros         9  X]  y       mg.  fi'       ZT]  /^t        10  HKJ  /Jik 

11  quae]  corr.  ex  quod  m.  1  12  mg.  ^  15  kA  mg. 

S.  418,  3  PP]  hp,  mg.  (ip        S  0\  i       10  sitj  habeat,  supra  scr.  sit  m.  1 

12  FPJ  zp  16  habeat]  ht  (habet)  18  PP]  zp  XOJ  ^r, 
mg.  XO  autem]  autem  in  intermedio  seciionum]  portionum 
AXD]  a  (lac.)  d       20  VI]  fi          21  VYJ  fy 

S.  419,  1  OG]  t  seq.  lac.  3-4  litt.       ipsius]  ipsi  2  GX]  xy       mg.  o0~ 

3  V]  f         4  VÄ]  fco     *    6  VÄ]  fco  7  dimissa         9  inclinabi- 

tur] seq.  ita,  del.  10  dimittatur  12  unum]  seq.  contingat,  del. 
16  portionis]  sectionis         sectionis]  portionis 

S.  420,  1  Signum]  signa  3  HL]  h7  6  mg.  o'  10  ad]  ad  id 

16  et]  5  (est)  VI]  fi  AVQ]  afq  21  axem]  diametrum 

23  HLS]  hie       Sl]  seq.  lac.  8  litt.,  mg.  xov  0  tw  V'      25  HX]  hl 

26  VH]  fh         quae  autem]  lacuna  5  litt.        XTJ  >^t        mg.  H/^ 

27  VY]  fy 

S.  421,  1  HX]  hy^         XT]  /^t  2  Hm]  hl         MT]  It  9  VI]  fi 

AVQ]  afq  12  axes]  diametros  14  triangulorum]  om.  VCÄ] 
ahbz  15  MßL]  afq  19  MX]  m/^  Vfl]  fh  20  XT]  At 
HI]  mi         22  VY]  fy         23  MX]  hA 

S.  422,  1  XTJ  /^t        MN]  hA         2  NT]  It         10  PP]  no  12  ad  - 

4* 
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13  BD]  om.  13  PP]  on      mg.  tn         15  AXD]  amd      VI]  pi 

19  VY]  py         20  GX]  gh        21  VÄ]  poo       V]  p         22  VC]  pe 

S.  423,  2  VÄ]  pw  4  dimissa  posita]  et  posita  7  4>]  f  nee]  ne- 
que  8  dimittatur 

S.  424,  5  mg.  no  7  quam]  quam  habet  a]  quod  a  10  mg.  nö  for. 
12  AHZ]  amz         14  AHL]  akhl 

S.  426,  1  axes]  diametros  2  VÄC]  pcoe  3  CB]  eb  4  CR]  er  HX]  hyj^t?) 
VH]ph  5XT]/5^t  6YV]py  7  HX]  h/J^  XT] /^t  8  HY] 
quae  ny      9  YKC]  ykt     17  a>]  f     19  (P]  f     22  TH]  ih     L  non]  hl 

S.  426,  1  <P]  f  BS  quam  BC]  lac.  10-12  Utt.,  mg.  HSBIHCCB  ne- 
que  mlBor]  n)  quae  gr  2  quae]  quam  quam  C,  B]  om.  MX] 
quae  ii>^  6  HA]  hA  6  AH]  Ah  7  MX]  hA  TX]  tA 
8  MY]  hy  11  <P]  f         In  fine:   Archimedis   de   insidentibus  in 

humido  liber  secundus  explicit.  completa  fuit  translatio  eins  decima 
die  decembris  amio  X  1269. 


Dass  die  üeberBetzung  nach  dem  GriechiBchen  gemacht  ist,  kann  nicht 
nur  aus  der  Beschaffenheit  derselben  geschlossen  werden,  sondern  ist  nim- 
mehr durch  die  am  Bande  beigeschriebenen  griechischen  Wörter  und  Angaben 
über  das  exemplar  Graecum  urkundlich  bestätigt.  Ich  will  hier  noch  einiges 
der  Art  anführen,  das  sonst  keinen  Platz  gefunden  hat: 
I  S.  90,  10  TW  neQdeliniatt]  circum  accepto  (derelicto  m.  2),  mg,  tm  m^- 

XTJflflCCXl, 

I  S.  298,  5  xcc  TTttQaßk^ficcca']  quoniam  et  secus  iacta(?),  mg.  lüfaQauXfiiux. 
I  S.  304,  2  XBXdg>d'G)  öl  naq  otv  dvvavxcci\  sumatur  autem  secus  quam  pos- 

sunt,  mg.  Tca^av  dvvaptai  ai  cerco. 
1  S.  304,  13  Tcaqa  xav  tdav  ta  N  naQcatiTtxovtci]  penes  equalem  ipsi  m  secus 

cadentia,  mg.  nccqtxntntxovx' 
I  S.  334,  6  iq^hq  io6Blxai\  erit  rectus,  mg.  oq^oC, 
I  S.  364,  16  inl  yccQ  xav  inifltccvovöav  Tceüstxai]   super  contingentes  eniin 

cadet,  mg.  STti  y^  xav  sniilfavovcav. 
1  S.  462,  29  e^et  ovv  ivofJiolcDg  x&v  Xoycov  xsxayiiivcDv]  habebit  igitor  utique 

similiter  proportionum ,  mg.  avofiouoö  (er  hat  &v  ifioltog  übersetzt,  denn 

utique  ist  av). 
Man  sieht,  dass  der  Uebersetzer  vernünftiger  Weise  das  Griechische  bei- 
schrieb, wo  der  Sinn  ihm  unklar  war.    Direct  von  seiner  griechischen  Hds. 
spricht  er  u.  a.  an  folgenden  Stellen: 
I  S.  80,  26 — 82,  13  steht  alles  am  Bande  mit  der  Bemerkung:  non  est  de 

libro,  sed  erat  in  exemplai'i  greco  ante  sequens  theorema  (ab  enclide  sunt 

demonstrata  m.  2). 
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I  S.  296,  5  Ttoxl  (isv  Ttavta]  hec  ad  omnia  quidem,  mg.  in  greco  deficit 
(natürlich  das  durch  die  Pnnkte  getilgte  hec). 

Der  Figur  I  S.  299,  die  mit  der  meinigen  stimmt,  nur  dass  die  spatia 
&y  ly  Ky  A  wie  übrigens  auch  in  cod.  Elorent.  in  umgekehrter  Ordnung 
stehen,  ist  beigeschrieben  „spatium  iikl  in  greco  non  erat  sie  diuisum,  sed 
per  equalia,  quod  mihi  videbatur  esse  falsum.'^ 

Die  Figur  I  S.  303,  die  dadurch  von  der  meinigen  abweicht,  dass  JZK 
und  KA  nicht  senkrecht  auf  einander,  BH  und  z/X  nicht  parallel  sind,  hat 
die  Bemerkung  „in  exemplari  linea  dk  non  secabat  (per  me  del.)*)  in  duo 
equa  lineam  ae^  sed  (erat  deh)  secabat  eam  prope  a,  et  linea  ak  brevis  et 
perpendicularis  super  eamque  (?)  equedistans  linee  gt. 

Bei  der  Gnomonfigur  I  S.  442  steht  „ista  figura  in  exemplari  habebat 
omnes  gnomones  equales.  praeterea  puto,  quod  mensura  latiiudinis  gnomo- 
num  debet  esse  non  super  diametrum  tetragoni,  sed  super  latera.  tarnen  in 
exemplari  erat  super  diametrum.'^ 

Bei  der  Figur  I  S.  463  steht  „ultimum  sine  gnomone  vacat.  non  debet 
esse"  und  „in  exemplari  duo  maiores  gnomones  protrahebantur  usque  ad 
lineam  na  et  in  pede^^  ....  (Schluss  weggeschnitten). 

Auch  in  der  Katoptrik  des  „Ptolemäus"  kommen  griechische  Wörter  am 
Rande  vor,  ebenso  im  Buche  de  analemmate.         ' 

In  den  hier  angeführten  Stellen  war  nur  von  einem  exemplar  Graecum 
die  Bede.  Es  sind  aber  auch  solche  vorhanden;  wo  ein  zweites  erwähnt 
wird,  nämlich 

1.  de  plan,  aequil.  I,  7  p.  158,  12  el  yccQ  firi  laoQQonriaei  tb  AB  te^ev  im 
T^  Z  za  r  T£&ivri  iitl  x&  J]  si  enim  non  aequaliter  repant  al)  positum 
super  0,  g  autem  positum  super  d  (d.  h.  xh  61  F  tsd'iv),  mg.  m.  1:  in 
alio  (a^)  si  enim  non  eqnaliter  repent  ah  positum  super  s  ipsi  g  posito 
super  d. 

2.  ibid.  p.  158,  17  ff.  stimmt  die  Uebersetzong  genau  mit  dem  Text,  mg.  m.  1 
hie  discordant  exemplaria,  was  sich  möglicherweise  auf  Z.  19  bezieht, 
wo  cod.  Florent.  tb  yri  &  de  hat,  die  Uebersetzung  aber  richtig:  g  quam 
quae  de, 

3.  ibid.  p.  160,  2  el  rb  F  iiei^ov  iartv  ^  Röte  IcoQQonsiv  x^  AB  {xb  A  cod. 
Florent.)]  n.  g,  sit  maius  quam  ut  aequaliter  repat  ipsi  a,  mg.  m.  1:  in 
alio  maius  est,  pot  equaliter  repere  ipsi  a. 

4.  de  plan,  aequil.  II,  8  p.  214,  11  foto  oiv  xwi  (uv  AKB  Xfidfictxog  tUvxqov 
ToiJ  ßccQsog  xb  M]  sit  igitur  portionis  quidem  akh  centrum  grauitatis  w, 
mg.  m.  1 :  in  alio  erat  p  |  ^  (unleserlich). 

*)  Wiederum  ein  Beweis,  dass  wir  das  Arbeitsexemplar  Wilhelms  vor  uns 
haben;  er  wollte  anfangs  per  medium  schreiben. 
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5.  ibid.  p.  216,  15  xqmX&öiov  de  rö  ABT  xqtytovov  t&v  rfux^iarcov,  hceiS'qTiiq 
xb  oXov  xfiä^a  inlxqixov  hxi  xov  ABT  xqiyavov]  trigonum  autem  abg  est 
triplum  portionum,  quoniam  tota  portio  est  epitrita  trigoni  abg]  mg.  m.  1: 
in  aiio  sie.  utiqne  falsum. 

6.  de  plan,  aequil.  II,  9,  wo  die  üebersetzung  wie  Taitaglia  (Arcliimedis 
opp.  in  p.  XLV)  die  Paraphrase  des  Entocius  in  etwas  gekürzter  Gestalt 
statt  des  schwerfälligen  archimedischen  Beweises  im  Text  hat,  stebt 
darauf  (im  Text)  der  echte  Beweis  mit  dem  Zusatz:  in  alio  exemplari 
graeco  sie  habebatur  ab  illo  loco  quoniam  enim  proportio  (was  Tartaglia 
rasch  weg  mit  abdruckt).  Diese  Stelle  beweist,  wenn  es  nöthig  ist,  dass 
auch  bei  den  übrigen  Citaten  in  alio  an  ein  zweites  griechisches  Ex- 
emplar gedacht  werden  muss. 

7.  plan,  aequil.  II,  10  p.  234,  1  h  xb  r&g  ötnXaalag  zag  ON  xal  rag  TN] 
compositam  ex  on  et  cn^  mg.  m.  1  (später  hinzugefügt):  in  alio  ex  duplo 
linee  od, 

8.  ibid.  p.  234, 5  nal  6  &7cbAZ  Twßog]  om.  cod.  Florent.,  „et  cuboa  qni  abar^* 
Tartaglia,  „vacat  secundum  aliud  exemplar'^  bei  dieser  Stelle  Ottobon. 
mg.  m.  1,  später  hinzugesetzt. 

9.  quadrat.  parab.  praef.  II  p.  296,  11  vüv  öe  iq>^  ^(iGtv  x£&€6Qtixai\  ab  aliis 
speculatum  est,  mg.  ml  1:  in  alio  a  nobis. 

Hierzu  kommen  noch  in  dem  Buche  ne^l  Kfovoeidifov  mehrere  Stellen, 
wo  eine  abweichende  Lesart  am  Bande  notirt  ist  mit  dem  Zusatz  1&;  denn 
das  kann  doch  wohl  nur  secundum  aufgelöst  werden,  d.  h.  „das  zweite  Exem- 
plar". Allerdings  ist  es  so  sehr  auffallend,  dass  in  derselben  Schrift  sonst 
mehrmals  von  dem  exemplar  Graecum  in  den  Bandbemerkungen  gesprochen 
wird  (s.  oben),  und  dass  die  mit  im  angeführten  Lesarten  immer  unrichtige 
sind;  besonders  anstössig  ist  die  Stelle  p.  462,  18,  wo  im  Text  eine  Lacone 
ist  und  am  Bande  bh  im  steht,  was  mit  der  falschen  Lesart  des  cod.F  stimmt 
Aber  trotz  dieser  Schwierigkeiten  sehe  ich  vorläufig  keine  andere  Möglichkeit 
der  Erklärung,  als  dass  wir  annehmen  müssen,  der  üebersetzer  habe  auch 
hier  ein  zweites  griechisches  Exemplar  benutzt.    Die  Stellen  sind  folgende: 

I  p.  322,  6  AS\  AS  F;  Ixy  mg.  ax  im. 

I  p.  344,  16  FA]  rj  ¥]  ga  in  ras.  m.  1,  mg.  gd  im. 

I  p.  348,  1  TMB'\  TAB  F;  cmb,  mg.  clb  im. 

I  p.  392,  7  AI]  AT  F;  di,  mg.  dg  im. 

I  p.  410,  1  AX]  Ar  P;  aq^  mg.  ag  im. 

I  p.  434,  26  ZA,  AB]  ZAB  F;  zdb,  mg.  zlb  im.*) 


*)  Unsicher  ist  I  p.  390,  26  mg.  „deficit  sm^'  (?),  wo  ich  nicht  weiss,  ob  die 
Lacune  des  cod.  F  auch  in  Ottobon.  ist,  und  in  Frop.  20  ,^dg  8~m^',  wo  die  Uebei- 
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In  den  übrigen  Büchern  (de  sphaera  et  cyl.,  dimensio  circuli,  de  spira- 
libus,  Entocius)  finden  sich  solche  Bemerkungen  nicht.  Denn  die  Notiz  zu 
III  p.  354,  28  avvafupoteQog  indavrß  simul  utraque  unicuique,  mg.  „vel  nna- 
qaeque'^  ist  ganz  verschieden;  der  Uebersetzer  hat  die  Stelle  nicht  verstanden 
und  konnte  desshalb  nicht  entscheiden,  ob  das  exaarri  der  Hds.  Nominativ 
oder  Dativ  sei.  Ebenso  wenig  gehören  hierher  die  Stellen,  wo  eine  Band- 
bemerkung  den  Zusatz  foi*(te)  hat;  denn  das  sind  offenbar  Vermuthungen 
und  Berichtigungen,  die  auf  Conjectar  des  Uebersetzers  beruhen. 

Wir  müssen  also  schliessen,  dass  die  eine  griechische  Hds.  des  ueber- 
setzers nicht  die  Bücher  de  sphaera,  dim.  circ.  und  de  spiral.  enthielt,  auch 
nicht  die  Commentare  des  Eutocius,  dagegen  de  plan,  aequil.  I — II,  quadr. 
parab.  und,  wenn  die  oben  vorgetragene  Deutung  des  sm  richtig  ist,  de 
conoidib.  Da  wir  aber  unten  sehen  werden,  dass  die  andere  Hds.  des  Ueber- 
setzers mit  unserer  Urquelle,  dem  codex  G.  Vallae,  aufs  engste  verwandt  ist, 
hat  sie  gewiss  nicht  die  beiden  Bücher  tieqI  6xov(iiv(X)v  enthalten;  denn  sie 
fehlten  im  cod.  Vallae.  Also  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass  Wilhelm 
zwei  griechische  Handschriften  benutzte,  von  denen  die  eine  nur  die  auf  die 
Mechanik  bezüglichen  Schriften  des  Archimedes  enthielt:  plan,  aequil.  I— II, 
quadr.  parab.  (dessen  eine  Hälfte  der  Mechanik  anhört)  und  tcbqI  ixoviAivcav^ 
womit  wahrscheinlich  das  Buch  tccqI  ncavoeiöicav  verbunden  war,  ohne  Zweifel 
wegen  des  mit  den  Büchern  neql  6%ovfiivcov  eng  verwandten  Inhalts  (im  II. 
Buche  neQt  ixovfi.  werden  Sätze  aus  de  conoid.  fortwährend  angewandt). 
Vielleicht  standen  in  diesem  corpus  mechanicorum  auch  die  inhaltlich  nicht 
allzu  femstehenden  Bücher  Ptolemaeus  de  analemmate  und  Ftolemaeus-Herous 
Katoptrik.    Wir  wollen  sie  im  folgenden  mit  0^  bezeichnen. 

Diese  Hds.  nun  war  nach  Ausweis  der  griechischen  Randbemerkungen 
der  genannten  Bücher,  in  alter  Minuskel  geschrieben  mit  vielen  Abkürzimgen 
(dj  a^or,  g  %aC^  öeövyP  ÖEÖvKogy  XQri<Sr  ^^i^tfrov,  ovk  ovnovvj  (i  fielScov  usw.), 
die  der  Uebersetzer  nicht  verstand,  da  er  öfters  ihnen  entsprechend  Raum 
offen  lässt,  und  die  eben  desshalb  dafür  bürgen,  dass  die  griechischen  Rand- 
bemerkungen der  Vorlage  treu  nachgemalt  sind.  Accente  scheinen  wenigstens 
theilweise  gefehlt  zu  haben,  ebenso  Spiritus.  Die  Hds.  war  an  mehreren 
Stellen  lückenhaft  {tceqI  i^^vfi,  I,  8;  II,  2).  Sie  stammte  nach  dem  Schrift- 
charakter ohne  Zweifel  aus  der  Zeit,  welcher  wir  überhaupt  unsere  besten 
Hdss.  der  Mathematiker  verdanken,  dem  X — XI.  Jahrb.  Noch  ist  zu  be- 
merken, dass  wir  aus  den  griechischen  Randbemerkungen  lernen,  dass  auch 

Setzung  sich  7om  griechischen  Text  zu  entfernen  scheint;  denn  die  Worte  „dia- 
metrus  autem  ipsins  que  a^",  worauf  sich  diese  Bemerkung  bezieht,  haben  im' 
Griechischen  nichts  Entsprechendes.  Die  Bemerkung  zu  p.  420,  11  to  am  bezieht 
sich  wohl  auf  die  Lesart  des  F  90  für  9P. 
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die  Bücher  tüeq!  ixov^iivoov  in  dorischem  Dialekt  überliefert  waren  (vgl.  die 
Formen  naraßccvrt  und  sdeitai  oben,  zu  II  p.  369). 

Wir  wollen  jetzt  die  Bücher  de  plan,  aeqoil.  und  quadr.  parab.  mit 
unserem  griechischen  Text  vergleichen.  Für  die  üebersetzung  benutze  ich 
die  Ausgaben  von  Tartaglia  und  Gauricus,  da  eine  CoUation  derselben  mit 
der  Hds.  für  plan,  aequil.  I,  1  —  7  und  die  Vorrede  der  quadr.  parab.  ergeben 
hat,  dass  sie,  einige  grobe  Schreibfehler  abgerechnet,  welche  für  unsere 
Frage  unerheblich  sind,  die  Hds.  genau  reproduciren.  In  den  genannten 
Theilen  finden  sich  folgende  Abweichangen  (ausser  den  schon  angeftllirten 
Bandbemerkungen  in  alio): 

Ueberschrift  incipit  liber  Archimedis  (Archimenidis  T)  de  centris  gra- 
uium  uel  de  (ualde  planis  T)  aequerepentibus.  Die  Zusätze  „a  N.  Tartalea 
Brixiano  interprete  addita",  so  wie  die  Ueberschriffcen  „petitiones  sunt  sex", 
„petitio  prima",  „theorema  I  propositio  I"  usw.  fehlen,  ebenso  wie  gesagt  die 
Interpolation  bei  T  p,  5  „dixerunt  enim  —  premittitur." 

II  p.  142,  3  iatb  Ücdv]  ab  aequalibus  0,  aequalibus  T  13  tcov  üav  Kai 

Sfiolmv]  aequalium  et  similium  T,  -um  bis  in  ras.  m.  1  0      20  Ttlsv- 
Qdg]  latera  T,  la/#  0. 

II  p.  144,  1  —  3]  om.  T,  si  magnitudines  ab  aliquibus  longitudinibus  equaliter 
repant  et  equales  ipsis  ab  eisdem  longitudinibus  equaliter  repent  0 
4  inl  Tcc  ccvTo]  ad  eadem  0,  ad  eandem  partem  T  6  xovtwv] 
hiis  0,  his  T  10  oxm  hoQQontiaoüvxt]  non  equaliter  repent  0, 
aequaliter  repent  T  11  laoQQoyteovrcDv}  equaliter  repentium  0, 

aequaliter  repetentem  T  19  Ttoteri^]  TtontB&rii,  F,  appositum 

est  0,  apponitur  T. 

II  p.  146,  15  8rt  wx[]  quod  et  0,  quod  T  17  t6  «tcö  roCf  iXdcöovog]  que 

a  minori  0,  a  minori  T. 

II  p.  148,  2  xag  iTCi^svyvvovüag  t&v  (leys&icDv  ta  xivt^a]  connectentis  öentra  0, 
contentis  centrum  T         22  ta  »ivtqa]  centra  0,  centrum  T 
24  l%a>vTi]  habeant  T  et  in  ras.  m.  1  0         ibid.  faat  iavxi]  equa- 
les sint,  del.  erunt  ante  sint  m.  1  0,  aequales  sint  T. 

II  p.  150,  9  Ix  Tcdvtmv]  ex  omnibus  0,  et  Omnibus  T.  16  anb  Totf  fUöov] 
a  media  T;  et  0,  del.  mag  post  a. 

II  p.  152,  8  tS^  ini^evyvvovöag]  connectentis  0,  centris  T  12  xbv  aviov 

Xoyov]  eandem  rationem  0,  eadem  ratione  T       21  CviifiexQOP  xov- 
xiaxi]  commensurata  hoc  est  0,  commensurat  he  T. 

II  p.  154,  1  ßcxs]  qua  0,  quia  T  2  ksIc^o)]  ponatur  T;  et  0,  mg.  m.  1 
iaceat  6  xäv  AH,  HK]  hoiiim  Ih  hk  0,  eorum  IhhhT  12  Z] 
zO,x  T;  item  1.  13,  15,  17  bis,  18,  20,  p.  156,  1,  2,  10      14  mg. 
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duCov  m.  1  0  19  oiv]  g  0,  ergo  T  21  xoig  iv  x^  A  X(ia- 

fiiirBCöiv]  decisionibas  que  in  a  0,  decisionibus  quam  in  a  T. 

II  p.  156,  2  tfiafidtcDv  x&v  iv  %a  AH]  decisionum  earum  que  mlh  0^  deci- 
sionnm  eront  quae  in  ?Ä  T  6  Itixi]  sunt  T;  bis  0,  sed  corr.  m.  1 
8  Sfiolag  de  öei%&^asrat]  similiter  autem  demonstrabitur  0,  simi- 
liter  demonstraretur  T  14  »atcc  ro  £,  ri  öh  B]  penes  e  penes 
(del.  m.  l)  6  autem  0,  penes  e  h  autem  T.  Mg.  imKsl^isvov  0 
20  a  (ilv,AE]  que  quidem  ie  0,  quam  quidem  le  T, 

II  p.  158,  1  TO0  (ihv  &Qa  A  neiiahov]  ipsius  quidem  igitur  a  posito  0,  mg.  m.  1 
ipso;  ipsius  igitur  quidem  a  posito  T  7  aavyt^^Bzqci]  incommen- 

surate  0,  incommensurabiles  T  %  EZ]  ez  0^  ex  T*^  item  1.  9, 
19,  20.  9  ii&'Kog]  longitudine  0,  longitudine  T  .  12  Z]  ;gf  0, 
X  T;  item  p.  160,  1  13  T ))  &axt\  F  &öte  F,  </  ut  0,  g  aut 

minor  sit  prius  maior  ut  T         14  P  JJ  o-ßj  FH  ov  ¥^  gh  quo  0, 
g  quomodo  T. 
(qnadr.  parab.)  üeberschrift:  Liber  Arehimedis  qui  dicitur  quadratura 

parabolae  0,  incipit  Archimenidis  (Arcbimedis  T)  quadratura  parabolae  GT. 

II  p.  294,  3  Sg]  qui  0,  quod  GT  5  tov  (lev  texslevxriKovog]  mortui  qui- 

dem 0,  grauiter  mg.  m.  1;  mortuum  quidem  GT  7  d'avfiaaxoü] 

mirabili  0,  mirabile  GT  10  xe^eai^iiivov]  theorizatum  0,  theo- 
rematum  GT  12  Sm  iitjxccvcK&v]  per  mechanica  0,  per  matbe- 
maticam  G,  per  mecanicam  T  12  6 icc  x&v  yecD(jLSXQtx&v]  per  geo- 
metria  0,  per  geometriam  GT  14  l%B%Blqriadv  xtveg]   conati 

sunt  quidam  0,  conati  quidem  GT  19  wibq  mg.  0. 

II  p.  296,  1  naxeyvfoa^Bv  mg.  0  6  zi^Eiag  xaC]   recta  et  0,  recta  GT 

ibid.  iitlxQixov]  epitrita  0,  epytrica  GT  15  xäv  ötaiiixQtov]  dia- 

metrorum  G  et  post  del.  respectu  0,  dyametrorum  T  ibid.  aito- 
dedeC%aöiv]  demonstrauerunt  0,  demonstrarnnt  GT  16  tag  c^al- 
Qccg]  speras  0,  in  sphaeras  GT  17  x&v  ducfiixQiov]  diametrorum 
OG,  dyametrorum  T  ibid.  ht]  adhuc  0,  et  adhuc  GT  20  rotf 
TwXlvÖQOv]  cylindii  0,  chilindri  GT  23  iyqccg>ov]  scripserunt  0, 
sumpserunt  GT  26  &vay(Aiv(ov]  avayfuvov  F,   inductum  GT, 

red  (del.  m.  1)  inductum  0. 

II  p.  298,  2  duc  x&v  fitixavLTiöv]  per  mechanica  0,  per  mathematicam  G,  per 

mecanicam  T       3  cbg  düc  xmv  ys(O(i€XQ0V(iiva)v]  qualiter  per  geome- 

trizata  0,  aequaliter  per  geometricata  GT       4  7tQoyQaq>Bxcct]  pscri- 

buntur  0,  perscribuntur  GT, 

Von  dieser  langen  Beihe  ist  weitaus  das  meiste  Schreib-  oder  Lesefehler 

der  Herausgeber  oder  wohl  zum  grössten  Theil  ihrer  Vorlage.    Interpolation, 

und  zwar  eine  sehr  grobe  und  handgreifbare,  finden  wir  nur  11  p.  158,  13. 
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Wir  können  also  der  Hauptsache  nach  den  Ottobon.  nach  den  Ausgaben  yon 
Gauricus-Tartagya  beurtheilen;  namentlich  werden  sie  kaum  etwas  durch 
Conjectur  berichtigt  haben.  Wenn  wir  also  von  den  zußüligen  Verunstal- 
tungen absehen,  giebt  eine  Yergleichung  mit  unserem  griechischen  Text  das 
Resultat,  l)  dass  sehr  viele,  und  zwar  meist  die  schwereren,  Fehler 
unserer  griechischen  Handschriften  schon  in  der  Handschrift  des 
üebersetzers  da  waren.    Beispiele: 

II  p.  144,  14  laoQQ07tri(Sovvxi\  taoQQOTtovvtir  P,  aequaliter  repant 
II  p.  146,  5  IcoQQOiKovzcDv]  laoQQOTceovxa  F,  aequaliter  repentes       7  öiq]  di  F, 

autem  14  inl  tb  icTCo]  aTCo  F,  a 

n  p.  148,  12  TtQoöeösUrai]  dideiKxat  Eutoc,  preostensum  est 
II  p.  150,  9  öfiXov  ovv]  dfjXov  P,  palam  18  täv  TävtQCDv]  tov  xemQov  F, 

centri 
II  p.  162,  4  nai  —  5  aix&v]  om.  F,  om.  13  &vn7ti7tovd'6t(og]  avnnenop' 

'9-oToov  F,  contra  passis 
II  p.  156,  6  xa/  —  7  TtAi^-^et]  om.  F,  om. 
II  p.  158,  5  avtmsnovd^oxcDg]  avunenov^oTCDv  F,  contra  passis         14  i)  SawJ 

&are  F,  nt;  ebenso  Z.  16         to5  F  ^  oi]  xa  yvi  ov  F,  ipsi  gh  quo 
II  p.  160,  8  lq>'  a]  eq)'  o  F,  ad  quod 
II  p.  162,  12  jcXsvQäv]  TtXsvQag  F,  lateris 

II  p.  162,  19  TtoKct  &  KatoLXwjtoiniva]  noui  KaxuXuito^isva  F,  aliqua  relicta 
II  p.  170,  13  EJN]  EJH  P,  edh         14  EJH]  EJN  F,  edn 
II  p.  172,  6  AS]  56  F,  bt 

II  p.  174,  17  Äoxa]  anoTuc  F,  aliqua  (cfr.  p.  162,  19) 
II  p.  176,  9  forctt]  eaxcci  F,  erit         21  oXag]  om.  Eutoc,  totius 
II  p.  178,  12  sv^slag]  (alt.)  xw  F,  et 
II  p.  182,  18  i(S0€lxai]  ei  F,  si 
n  p.  186,  25  PZn]  PHE  F,  rps 

II  p.  188,  6  %a)vttj  B%ovxa  F,  habentia*)  16  xavxa]  tovto  F,  hoc 

II  p.  198,  3  öri\  OB  F,  autem 
II  p.  200,  12  Xoiit<yO]  XoKtov  F,  reliqua(?)  17  cfi;  xa]   »17  jua  F,  erit  et 

19  tag]  xa  F,  ipsa  enim  qnae  per  m  penes  bd  ducta 
II  p.  204,  18  öi&iLExqog]  öiafiexQüov  F,  diametrorum      19  rectilineum,  21  recti- 

linei  (vgl.  II  p.  205  not.  7;  auch  oXovy  ibid.  not.  8,  ist  da:  totius) 
II  p.  210,  22  xa  Xfidifiaxa]  xm  x(ififiaxi  F,  portioni 
II  p.  218,  4  ^eylöxag  xav  avaAoyov]  ^ByiiSxag  xav  avaXoyiav  F,  mazimam  pro- 

portionem 


*)  Aber  yielleicht  ist  Z.  3  zu  lesen  Bt  %a  i'8vo\  Tartaglia  hat  eint,  d«b. 
wohl  si  Bint.     a  Z.  4  fehlt  bei  ihm,  wohl  nur  durch  Versehen. 
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n  p.  228,  23  dl}]  6s  P,  antem 

II  p.  230,  22  int\  aito  F,  a         ig>anro(iiva]  eqxMtofievcct  F,  attingentes 

II  p.  232,  13  IP]  NT  P,  nc  0  (hb  T)  '  17  xal  ov  &  ötnlaaCa]  Sv  om.  F, 
et  dapla  22  1%  ts  tag  dmXaaCag  tag  AZ]  ex  te  tag  AZ  ¥^  ex 
linea  az  0  (ex  dapla  ipsins  az  T  aus  Conjectnr) 

II  p.  234,  17  t&g  AZ  —  18  ömkaalag]  om.  F,  om.  27  tav  NT]  NT  P, 

nc  (nicht  ipsam  nc,  c  =  t). 

II  p.  236,  1  MN,  NT]  MNT  F,  mnc;  ebenso  Z.  3,  5,  16,  p.  234,  25 

2  NS^  NO]  NSO  F,  nxo;  ebenso  Z.  4  4  &g  ZH]  scr.  &g  a  ZH, 
ut  zh  (nicht  ut  quae  zh)  6  SN,  NO]  SNC  F,  xno  10  MN, 
NS,  ON,  NT]  MNS  ONT  F,  mnx  onc  16  SN,  NO]  SNO 
i^,  xno  22  aqa]  om.  F,  om.  23  in'  sv^eiag  ta  XP]  m 

sv^sucg  tag  XP  F,  in  recta  qr  (q  =  X) 

II  p.  294,  4  tlv]  tiva  F,  quendam  8  toi]  om.  F,  om.  13  ovv]  om.  F,  om. 
17  oXov]  totius  19  Zote]  Siceq  P,  quae  quidem  (mg.  oueq) 

II  p.  296,  2  'fcr'  evd^elag  te  xad  om,  F,  om.  3  nQotiQcav]  itQtotfov  F,  pri- 

morum       11  aitav.iavta]  avrav  F,  ipsum       23  de]  om. F,  om.*) 

n  p.  298,  8  ^  da  a  (isv  BJ]  ri  Öe  BA  F,  quae  autem  bd 

II  p.  300,  2  &  öi]  Tj  de  F,  sit  autem  (d.  h.  ^  di)  16  x«  &x^]  natax^siri  F, 
producatur         21  KH]  KI  F,  ki 

II  p.  302,  13  elg]  om.  F,  om. 

II  p.  304,  26  xoro  voelc&a]  TiatavoBia^ca  F,  intelligantur 

II  p.  306,  1  dfjXovott — BF]  habet         5  Ixovti]  eovtt.  F,  existenti  9  TtaQcc 

xbv  igl^ovra  at  öi]  avtov  OQi^ovtai  öe  F,  ipsi  orizonti  ducte  autem 

II  p.  308,  9  et  10  8w]  quod        20  dij]  de  F,  autem        26  d^J  6e  F,  autem 

n  p.  310,  6  de]  om.  F,  om. 

II  p.  312,  28  tav  BA]  trig  BA  F,  ipsius  db 

II  p.  314,  15  fiel^ova  ovv  l6yov  exet]  (lei^ova  loyov  exov  F,  maiorem  propor- 
tionem  habens 

II  p.  316,  28  TCQefiaa^]  nQefiaa^aetat  P,  suspenditur**) 

II  p.  320,  4  di]  dri  P,  itaque  5  ig  löa  tfidfiata]  eg  tä  tfiri(iata  F,  in  sectiones 
6  ir]  om.  F,  om.  täv  tofiäv]  tag  tofiag  P,  sectione  9  inC] 
vxaa  P,  secundum         19  -<^]  /i  P,  d  (so  immer) 

II  p.  324,  9  xa]  x«/  P,  et         14  di]  d^  P,  itaque 


*)  Natürlich  sind  in  der  schwierigen  Vorrede,  für  welche  ich  eine  Gollation 
von  Ottoboo.  besitze,  nur  solche  Stellen  berücksichtigt,  wo  der  Fehler  unzweifel- 
haft ist,  also  z.  B.  nicht  p.  294,  9,  wo  ycoofierp^xcov  ^eta^'jfwi.aziov  vielleicht  richtig 
ist  (geometricorum  theoremafcum  0),  auch  nicht  p.  296,  15,  18,  22,  wo  die  Lesart 
unsicher  ist. 

**)  Dagegen  Avö-J  solvatur. 
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ir  p.  326,  23  ovv\  om.  P,  oni.  7  ötj]  ös  P,  autem 

II  p.  328,  1 6  0  idst  öel^ai]  om.  F,  om. 

II  p.  330,  8  Sri]  de  F,  autem  17  HO]  JIC  P,  ps 

II  p.  332,  11  aQo]  om.  F,  om. 

n  p  336,  11  B&r]  BJr  F,  bdg  26  xcovov]  om.  F,  om. 

11  p.  338,  4  on  xav  &jt6]  ott  cctco  F,  quod  a      ö  xa^crcov]  wx^tcog^  F,  cathe- 

tus  20  tag  tofiäg^  om.,  atfi  F 

II  p.  346,  13  xs&itovxi]  avvxe&scavxi  F,  componantnr 
II  p.  348,  12  J]  J,  £  F,  de 

II  p.  350,  15  yccg]  om.  F,  om.  18  avxa  xavxa]  t«  avxa  F,  ipsa 

II  p.  352,  7  ?G)g  xa  yiviywt]  (oaxe  iiaxayevrjxat  F,  ut  fiat       9  diq]  Ö£  F,  autem. 

Weun  man  hinzu  nimmt,  dass  noch  die  zahlreichen  Intei*polationen  und 
Abweichungen  von  den  Lemmen  des  Eutocius  in  den  Büchern  de  planer, 
aequil.  in  der  Uebersetzung  sich  wiederfinden,  und  dass  sie  an  Stellen  wie 
plan.  aeq.  I,  7  (II  p.  161  not.),  II  p.  162,  3;  178,  18,  wo  ohne  Zweifel 
grössere  Verstümmelungen  vorliegen,  keine  Hülfe  gewährt,  so  kann  es  durch 
diese  Beihe  von  Beispielen  als.  festgestellt  galten,  dass  auch  diejenige  Eds. 
des  üebersetzers,  welche  inhaltlich  so  bedeutend  vom  codex  Vallae  abwich 
(0^),  in  den  Hauptzügen  auf  derselben  Stufe  der  Textesgestaltung  stand  als 
dieser.  Das*  war  nun  auch  desshalb  zu  erwarten,  weil  sie  beide  ohne  Zweifel 
ungefähr  aus  derselben  Zeit  stammten.  Wie  die  gemeinsamen  Interpolationen 
in  den  Büchern  de  plan,  aequil.  beweisen,  gehen  sie  beide  auf  eine  nach- 
eutocische*)  Bearbeitung  der  Ausgabe  des  Isidoros  zurück. 

2)  Andererseits  ist  es  aber  eben  so  begreiflich,  dass  die  beiden  Hdss., 
deren  Schicksale  längere  Zeit  getrennt  waren,  nicht  überall  die  gleichen  Ab- 
schreiberfehler aufweisen.  Namentlich  waren  an  vielen  Stellen  die 
kleineren  Irrthümer  des  cod.  Vallae  nicht  in  0*  eingedrungen. 
Beispiele: 

n  p.  144,  19  noxexid^]  noxiXB^rii  F,  appositum  est 
II  p.  148,  1  liS<SBLxui\  ovv  F,  erit 

II  p.  154,  12  xov  Z]  xo  Z  F,  ipsius  z         21  laa]  löov  F,  aequales 
II  p.  160,  24  afi(poxiQ(ov\  afupoxsQOv  F,  utrisque 
II  p.  164,  5  ig>ccQfw^ofäv(ov]  eqxxQfio^oftevov  F,  adaptatorum 
II  p.  166;  10  JB]  AB  F,  db  16  ABJ]  ABTJ  F,  abd  17  BJF] 

AAP  F,  dbg 
II  p.  168,  1  BAT]  AJr  F,  dbg 
II  p.  170,  12  EJN]  EAH  P,  edn 

*;  S.  Neue  Jahrb.  Suppl.  XIH  S.  568.  Dass  auch  die  Bucher  nsgl  dxovi^evwp 
in  der  Ausgabe  des  Isidoros  noch  standen,  habe  ich  aus  anderea-GründeD  yer- 
muthet  a.  a.  0.  S.  577. 
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II  p.  172,  6  JN]  JH  P,  dn         7  NZ]  HZ  P,  nx 

II  p.  174,  3  tavra]  xa  avxa  ¥,  hoc  15  duc  xovrov]  dia  xov  P,  per  ipsum 

(scr.  ii   orÖTOiJ) 
n  p.  176,  1  ei]   SIE  P,  it  7  ZO]  Ze  P,  20  (r  =  z)  14  MX] 

MZ  P,  mk 
II  p.  178,  1  l%a]  om.  P,  habent         8  KS,  ZO]  KZ,  SO  F;  kx,  zo  (r  —  z) 
II  p.  180,  14  ivxt  TuCiuva]  avxi9^t(uva  P,  sin  (sunt?)  iacentia  26  JF] 

BP,  dg 
II  p.  184,  10  ixßak^g]    sxßaXti    P,    edacas  11    h^üxai  ovv]   z6xat  P, 

et  erit*) 
II  p.  188,  10  &VXI  jtBnov^oxfoq]  avxmsnov^oxcav  P,  contrapassim 
II  p.  192,  7  xai  slg  . .  .  föov]  bis  P,  semel  18  d  di  fux]  u  äs  tuxi  P,  si 

23  A]  A  P,^ 

n  p.  194,  1  AEKF]  EZ  IK  P,  aerg 

II  p.  196,  4  iv]  om.  P,  in         8  ineC]  em  P,  quoniam         9  di]  dti  P,  autem 

11  xig  —  p.  198,  1  dutiQiovxa]  om.  P,  habet  (nur  mit  anderen 

Buchstaben) 
II  p.  198,  6  TÖ]  xo  O  P,  centrum         8  xäv]  mi  xocv  P,  linea(m) 
n  p.  200,  4  &JiV  —  5  X]  om.  P,  habet        8  Zzf]  ^  P,  zd        10  £]  5  P,  e 
II  p.  206,  7  iööelxoci  dri]  s<sxai,  ös  P,  erit  ergo         ^14  i<Sxtv  ijtl]  snt  P,  est  in 
II  p.  208;  10  Svvccxöv  iiSxiv]  övvaxov  P,  possibile  est  18  ZJ  ^Z  P,  z 

Z]  £Z  P,  z 
II  p.  212,  4:  A]  J  ¥,\  22  x6]  om.  P,  quod 

II  p.  214,  4  olov]  ofioiov  <ag  P,  qualis       7  ABF]  ABA  P,  abg      9  BA^  BT] 

BA,  Ar  P;  ab,  bg  10  HA]  H  P,  hl  12  N]  H  F,  n 

10  TcaQcc  xäv  BA]  om.  P,  et  ipsi  bd  aequidistanter  ducantur 
II  p.  216,  3  ZS]  ES  P,  ex  (c  =  s) 
II  p.  218,  5  Mcl  xa  xQiTtXaisCa]  om.  P,  et  triple 
II  p.  228,  9  a]  om.  P,  quae**)  21  iv]  om.  P,  in        roftfi]  xo(iai.  P,  por- 

tione         23  AAEF  xöiiov  dui(isxQ6g  iaxiv  a  ZH]  om.  P,  sectoris 

adeg  diameter  est  quae  hz 
II  p.  230,  2  HZ]  £Z  P,  hz       b  xo  iato  xäg  AZ  xexQÄymvov]  xo  cnto  xtig  AZ 

xtcQaytovtovy  tetragonum  quod  a  linea  az  7  AH]  ZH  ¥^  dh 

10  AAEF]  AAF  P,  agde         12  ZB]  ZE  P,  zb         13  NO] 

NS  P,  on       MN,  NO]  MNS  P,  mn  no        14  NS]  MS  P,  nx 

16  oTtov  &v]  onov  eav  P,  ubieunque        hsQOv]  (Sxsqsov  P,  alterum 


*)  Es  ist  also  zn  schreiben:    ^Qxovxai,  %al  iaasixai  xb  xov  HBF  xQvy&vov 
yiivxQOV. 

**)  II  p.  228,  19  &ii(poxBQa]  afiq>oxeQceg  F,  ambobas  (d.  i.  ambabas);  zu  lesen 
&fiq>oxi(faig  wie  p.  230,  6  (ambabas  Tartaglia). 
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II  p.  232,  11  JBE]  JB  P,  dbe         19  /IH]  /IN  P,  dh  24    öi^XacUi] 

om.  P,  dupla 
II  p.  234,  5  xal  5  iath  AZ]  om.  P,  cubus  qui  ab  az  7  rag  ^Z]  xat  r^c 

AZF,  dupla  ipsius  az         11  iVr]  JVr  P,  nc  (die   Fehler  in  F 

Z.  10—11  hat  T  nicht)       12  dmlaöiag]  ß^H  P,  dupla   ipsias  no 

25  nsvtaitlcccia]  om.  P,  quintnpla 
II  p.  236,  9  ccl]  elöw  at  Eutoc,  sunt  quae         14  NO]  NS  P,  no 
II  p.  238,  5  HZ]  NZ  P,  hz  7  PI—  8  tUvxqov]  om.  P,   ri  et   est  totius 

quidem  portionis  centrum  10  AJEF]  ABEF  P,  ade^ 

II  p.  298,  10  AT]  Ar  P,  dg       11  xa  AT]  om.  P,  ipsi  dg       12  iTtttfßovovoc] 

BmiffavovöM  P,  contingens 
II  p.  300,  3  j}  airca  8tdfievQog]  i}   avva  xa  Sunuxqm  P,   aut   ipsa    diameter 

5  naqa  xav  nctxa  xh  B]  om.  P,  penes  eam  quae  secundam  b         10  6ii 

dti  P,  autem 
II  p.  302,  1  Jtoxl  xav  BI  fiaxci  o^rmg  &  BF  itozl  xav  BS  dvvdfisi^^  om.  F,  ad 

bi  longitudine,  ita  quae  bg  ad  bt  potentia         2    &vccX<^ov  aoc 

ivxl  at  BF]  om.  P,  proportionales  ergo  sunt  quae  bg  ö  z/Z. 

oOrog  a  BZ  %oxl  xav]  om.  P,  ad  lineam  dz  ita  quae  tz  (Ottolu 

Tartaglia,  ti  Gaur.)  ad  lineam  th         16  iv&koyov]  (Glosse  zu  zi^ 

xbv  aizbv  loyov  Z.  13)  om.  18  TtaQa]  Jtoxt  P,  penes 

11  p.  304,  16  a  KA]  om.  P,  quae  Ik  (zu  schreiben  also  a  AK) 
II  p.  306,  11  %d^£xoi]  xa&exotg  P,  katheti  23  Tcaxaava^]  iuxTaCTa^ei'  F. 

statutum  est         26  yd^]  ovv  P,  enim 
II  p.  310,  1  -^]  ^  P,  1         ZA]  ZA  P,  zl         24  T^a]  exov  P,  habet 
II  p.  312,  8  AFK]  AEK  P,  dgk 
II  p.  314,  9  Sxov]  s%ovxa  P,  habens         11  löoQQonst]  löoQQOTUitfa   P,  aequa- 

liter  repit 
II  p.  318,  5  -^]  ^  P,  1         13  E,  H]  E  P,  eh 
II  p.  320,  14  ABF]  AFB  P,  abg         22  SIF]  ZIF  P,  xig 
II  p.  322,  9  AZ]  AZ  P,  Iz         10  BI]  BH  P,  bi 
II  p.  324,  20  BFA]  AFA  P,  bdg  (also  zu  lesen:  BAF) 
II  p.  326,  8   xa  aixd]    xa    F,    ea(n)dem  19    Mif ,    NI]     SH   Hl  F, 

mh  ni 
II  p.  328,  7  ÖTi]  dB  P,  itaque       8  PXWSIA]  OX^FSIÄ  P,  rqxod         IQ  P; 

PJIC  P,  r 
II  p.  330,  5  BFS]  BFA  P,  btg  (also  zu  lesender)       13  ini  x6  r  s^mi] 

EM  xa  FE  Bvdeia,  apud  g  rectae  19  56/']  ß8l  p,  btg 

n  p.  336,  11  J3er  xfi&fia]  BSF  P,  portio  btg 
II  p.  336,  14  anb  tag  Kafinvlag  yQafiiiag  ayo^ivav]  ano  eiti.  rag  xaftTtvXag  roau- 

liag  ajtxofiEvav  P,  a  cuiua  linea  ductam 
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II  p.  338,  5  iyo(iivccv]  ayofuvaa  P,  ductamm         10  iv  x(idiiccn  jtEQUxofiivo)] 

sina  xfirnia  jteQuxofiBvov  P,  in  portione  contenta 
II  p.  344,  19  nmvov]  om.  P,  coni         26  iitei]  etu  P,  quoniam 
II  p.  346,  9  I]  Qöt  P,  i  11  iliacova]  €Xa6<Sov  P,  minora 

II  p.  348,  10  -H,  ö,  I]  E,  e,  r  P,  hti 

II  p.  350,  ö  AJBEr]  AJEBr  P,  adbeg         6  AJB]  AA  F,  adb 
II  p.  352,  23  &Qct\  om.  P,  ergo 

Wenn  auch  einige  dieser  Pehler  unserer  Hdss.  möglicherweise  dem  cod.  P 
eigenthUmlich  sind  und  nicht  in  seiner  Vorlage,  dem  cod.  Yallae,  standen  — 
einige  der  Art  habe  ich  übrigens  weggelassen  so  wie  auch  diejenigen  Stellen, 
welche  auf  die  Lesart  des  Uebersetzers  keinen  sicheren  Schlass  gestatten  — , 
so  bleiben  doch  Stellen  genug  übrig,  wo  dem  üebersetzer  offenbar  eine  reinere 
Ueberlieferung  vorlag,  wenn  auch  allerdings  meist  in  ziemlich  geringfQgigen 
Dingen;  es  wird  also  durch  die  üebersetzung  an  diesen  Stellen  ftlr  manche 
Conjectur  urkundliche  Bestätigung  gewonnen.  Daneben  bietet  die  üeber- 
setzung auch  3)  an  manchen  Stellen,  wo  die  Lesart  unserer  Hdss. 
an  und  für  sich  unanstössig  ist  oder  doch  bis  jetzt  keinen  Anstoss 
gegeben  hat,  Varianten.  Wo  diese  unzweifelhafte  Irrthümer  enthalten, 
können  sie  ganz  gut  den  Herausgebern  (Tartaglia  und  Gauricus)  oder  ihrer 
Vorlage  zur  Last  fallen,  und  erst  eine  yollständige  CoUation  des  Ottobon. 
kann  hier  entscheiden,  welche  Varianten  zu  berücksichtigen  sind.  So  hat 
II  p.  230,  15  Mxmg  a\  ita  que  0,  aber  T  itaque  tres  quintas,  II  p.  306,  20 
El  na  ovv\  si  igitur  0,  aber  si  GT  (dagegen  hat  T  die  bei  G  sich  findende 
Wiederholung  von  p.  304,  23  —  306,  19  gestrichen),  II  p.  308,  14  fehlen 
die  Worte  xh  di  FAH  l<rtß>  xqlyfovov  bei  GT,  aber  nicht  in  0.  Ich  werde 
daher  die  folgenden  Varianten  nur  solchen  Stellen  entnehmen,  wo  die  Lesart 
des  Ottob.  mir  bekannt  ist  oder  besondere  umstände  für  die  Treue  der  Aus- 
gaben sprechen. 
II  p.  150,  16  El  na  xd  xe  Üov  inixovxa]  sed  equaliter  distantes,  d.  h.  tc^  Si 

Udov  &jti%ovxa 
II  p.  152,  15  McxGi  XI  xh  EA]  xi  om. 
II  p.  154,  6  Ttai]  om.  7  iöxiv]  om.  15  hdnig]  quotiens,  d.  h.  6aantg 

(weniger  gut) 
II  p.  158,  12  TM  P  xE^ivxi]  g  autem  positum,  d.  h.  xb  dh  F  xeMv  (s.  oben) 
II  p.  170,  16  ^cxiv  aqal  est  ergo,    et  cetera  (d.  h.  hxiv  &qa  xai  ta  Xomaf) 
II  p.  180,  3  inEi\  et  quoniam  (d.  h.  nal  insl) 

II  p.  206,  11  xov  ABF  xQiyavov]  trigoni  quidem  ahg  T  (d.  h.  xov  (liv) 
11  p.  216,  25  ov]  quam  quidem  T  (d.  h.  ov  (liv) 
II  p.  294,  9  iyvoKoxEg  fifiEg]  consueueramus  (d.  h.  EUo^oxEg  ij/tteg,  wie  Torelli) 

6  xa/J  om.  12  xcr/]  om. 
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II  p.  312,  14  dstx^aerai]  demonstrabitur  autem  (d.  h.  de^x^tisxat  Si) 

II  p.  334,  12  xovtov]  hoc  autem  (d.  h.  tovtov  di) 

n  p.  340,  13  &x&€ai]  ducatur  autem  (&x&(a  di)        22  tovtov  dedeiyfiivfw]  de- 

monstrato  autem  hoc  (dsäBiyfiivov  öh  tovtov) 
Das  sind  alle  Stellen,  wo  die  Lesart  von  0'  von  F  abwich  in  solcher 
Weise,  dass  beide  an  und  für  sich  möglich  sind.    Fehler,  die  dem  cod.  0' 
eigenthümlich  waren,  sind  sicher  nachweisbar  an  folgenden  Stellen: 
II  p.  154,  17  toü  Z  %al  tb  A  jcoXXcatXaßiov  iov]  quod  ipsius  z  a  multiplex  sint 
II  p.  160,  2  oiS*  bI  tb  r  fieitov  i6tiv  i)  &atB\  neque  n  g  sit  maius  quam  nt 

(s.  oben) 
II  p.  234,  1  Ix  T€  tag  dmkaislag  tag  ON]  ex  on  (s.  oben) 
II  p.  310,  1  xai  tgltov  iatl  toü  BFJ  tb  ZA]  om.  0  9  fjjovti]  oxistenti 

(d.  h.  €ovti  wie  p.  306,  5,  s.  oben) 
II  p.  314,  10  T«  aitd]  hoc  (d.  h.  tovto  oder  tavta) 

II  p.  326,  14  ifcoöaovv]  quomodocunque  (d.  h.  bjcoKSovv) 

Hierzu  kommen  mehrere  ganz  unzweifelhafte  Interpolationen.  Am  stärk- 
sten ist  die  oben  erwähnte  in  plan.  aeq.  11,  9,  wo  ein  aus  dem  Commentar 
des  Eutocius  zurechtgemachter  Beweis  den  echten  ganz  verdrängt  hatte. 
Ebenso  klar  ist  die  Interpolation  plan.  aeq.  II,  5  p.  206,  3 — 7;  Eutocius 

III  p.  334,  11  hatte  die  Worte  nicht,  und  sie  sind  ganz  tiberflüssig.  Durch 
diese  beiden  Beispiele  werden  auch  die  tibrigen  Abweichungen  Terdächtig, 
die  in  plan.  aeq.  11  besonders  bedeutend  sind.  Nicht  nur  sind  die  Buchstaben 
in  II,  1,  3,  4,  5  auf  der  Figur  und  im  Text  sehr  von  den  in  F  überlieferten 
verschieden,  sondern  mehrere  Partieen  sind  ganz  umgestaltet.  So  lautet  die 
ganze  Stelle  II,  1  p.  190,  3 — 21  in  0  folgendennassen*):  sit  itaque  ipsi 
quidem  hk  equalis  utraque  linearum  tl  tm  ipsi  autem  Ih  equalis  qua  An; 
erit  ergo  et  que  kh  ipsi  Im  equalis.  quoniam  igitur  est  ut  abg  ad  dee  ita 
que  tk  ad  kh  hoc  est  que  hl  ad  lt.  et  est  ipsius  quidem  hl  dupla  qoe  nl 
ipsius  autem  tl  que  Im]  erit  ergo  ut  que  In  ad  Im  ita  quod  abg  ad  dei. 
adiciatur  autem  secundum*  lineam  In  medietati  ipsius  abg  ex  utraque  parte 
ipsius  nl  equale  utrumlibet  ipsorum  xl  no.  quare*^)  siquidem  xo  equale  est 
ipsi  abg.  compleatur  itaque  po.  proportionem  autem  habeat  xo  ad  op  [ei 
per]***)  quam  In  &dlm,  ut  autem  agb  ad  eed  ita  a;o  ad  op.  et  permutatim. 
equale  autem  qaod  abg  ipsi  xo]  equale  ergo  et  quod  edz  ipsi  op.  et  centmm 
grauitatis  ipsorum  xo  op  est  Signum  k  linee  mn,  et  eius  ergo  que  proponitni* 
ex  ambobus  abg  dez  centrum  grauitatis  est  Signum  k. 

*)  Die  Figur  s.  bei  Tartaglia,  wo  rechte  gelesen  werden  mnsa  p  und  ni 
(btatt  n). 

**)  Bis  hier  nach  0,  das  folgende  aus  Tartaglia. 
***)  Zu  tilgen,  vgl.  die  folgende  Zeile. 
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Statin,  Ö  p.  204,  3 --14  hat  0:  et  qaoniam  egualis  est  portio  afb 
portioni  hkg  qtiia  magnitadinis  composite  ex  ambabna  portionibns  atb  hJcg 
centiTim  grauitatis  est  in  media  Im  qiKHiiaia  [ia]*)  eqnales  sunt  hoc  est 
Signum  x.  est  autem  et  trigoni  ahg  centrum  granitatis  Signum  e**)  palam 
igitor  qnod  toctus  ahg  centmm  granitatis  est  in  liaea  axh  secta  xh  per  Signum 
o  ut  Sit  sietit  ahg  trigonnm  ad  portiones  aih  hJcg  ita  ad  xo  tn.  erit  o  cenr 
tmm  granitatis  tocins  portionis.  qnare  erit  propinquius  vertici  portionis 
centmm  totius  portionis  quam  trigoni  inseripti  note. 

Die  Bedaction  dieser  beiden  Stellen,  welche  darauf  ausgeht  die  schwer« 
fällige  Darstellung  des  Archimedes  übersichtlicher  zu  gestalten,  erweist  sich 
auch  dadurch  als  Interpolation,  dass  nicht  die  hier  zu  Grunde  liegende  Buch- 
stabenbezeichnung,  sondern  diejenige  des  cod.  F,  dem  Eutooius  vorlag.  Denn 
III  p.  324,  5  hat  er  AB  FJ  wie  P  II  p.  18S,  12  {ahg  de»  0)  und  m 
p.  332,  24  SZHI  wie  P  H  p.  204,  2  (SZH),  während  0  giebt  hzlm***) 
Dasselbe  wird  dann  wahrscheinlich  auch  von  den  übrigen  grösseren  ümr 
gestaltungen  tmd  Zusätzen  in  diesem  Buche  gelten. 

Sie  sind  folgende: 

II,  6  p.  210,  13 — 19  lautet  bei  T:   aliam  aliquam  ad  te^  erit  maior 
quam  linea  ht,    sit  qoe  hL    quoniam  autem  portionis  quidem  ahg  centrum 
granitatis  est  Signum  If)  rectillnei  autem  ahhlg  signum  e  et  a(b)8ampta 
quadam  recta  habente  proportionem  ad  lineam  et  quam  habet  rectilineum 
akhlg  ad  reliquas  portiones  eins  quo  ht  ad  te. 
II  p.  188,  13  nach  £,  Z  (ht):  et  copuletur  ht  T 
II  p.  192,  24  vor  dsoniov:  diameter  autem  portionis  sit  hd  T 
II  p.  194,  15  nach  T(iii(iara:  quales  dictae  sunt  T 
II  p.  198,  18  nach  i^ou:  poriionem  T  (d.  h.  portioni)        24  nach  BJ:  osten* 

sum  est  enim  in  superiora  T 
II  p.  :200,  9  rhv  roi)  ^i^vy^fijuyv  notl  ta  t^iifiata]  quam  habet  notum  ad 
reliquas  portiones  T         10  ti  ftev  E —  12  t6  6]  inseripti  recti^ 
linei  k  est  centrum,  totius  autem  portionis  centrum  est  e  T     15  nach 
ev&sCag:  scilicet  me  T 
II  p.  204,  20  nach  imv:  in  linea  kz  T         21  &rw  —  206,  2  N]  sit  igitur 

*;  Zu  tilgen. 

**)  Bis  hierher  nach  Tartaglia,  wo  der  Anfang  corrupt  ist,  doch  so,  dass  der 
Gedankengang  klar  bleibt;  das  folgende  nach  O. 

***)  Sehr  bemerkenswerth  ist  es  auch,  dass  das  sachlich  zutreffende  Supple- 
ment der  Lücke  in  F  II  p.  214,  17  o^katg  —  18  KZ:  ita  que  tdsid  mz,  qnae  autem 
db  quadrupla  ipsius  ke^  d.  i.  £  ^^  ^B  tstQanluaüi  %&g  KZ  -^  nicht  mit  Eutocios 
Btinuait,- der  III  p«  SSd,  IScitirt:  xw^anlaclu  dh  ä  BJ  tag  KZ  und  JS  statt  td 
bietet.  Vielleicht  ist  also  die  Lücke  durch  Coujectur  berichtigt  in  0'. 
t)  Bis  hierher  nach  0 

Abh.  Eiir  Gesch.  der  Mathem.    V.  6 
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portionis  quidem  big  centrum  grauitatis  n,  trigoni  autem  m,  por- 
tionis  autem  ahh  centrum  grauitatis  t^  trigoni  autem  i  0 
II  p.  212,  4  xifivovri  tag  dtanizQovg  xa  X,  A]  secantur  quae  hd  zt  T 
II  p.  214,  9  nach  BF:  penes  0^  h  T 

In  plan.  aeq.  I  und  quadr.  parab.  kommen  grössere  Umarbeitungen  nicht 
vor,  dagegen  einige  Zusätze,  die  wir  wohl  ebenfalls  als  Interpolationen  be- 
zeichnen dürfen: 

II  p.  300,  7  BJ]  hd  longitudine  0 
II  p.  302,  2  nach  dvvdfiet:  eqoales  enim  que  dz  Ich  0 

II  p.  336,  7  TÖ  BjdF  xqlytovov]  equalis  (equaliter  T)  est  que  ie  ipsi  ih\  tri- 
gonum  ergo  hdg  T*) 

An  allen  diesen  Stellen  sind  die  Varianten  des  0^  entbehrlich  und 
unserer  Lesart  nicht  vorzuziehen.  Zweifelhafter  sind  folgende  Stellen,  wo 
der  Zusatz  wünschenswerth  ist: 

II  p.  166,  14  nach  <fa|iuu>v:  et  secetur  in  duo  quae  dh  penes  t  T 
II  p.  176,  1  nach  61:   et  que  relinquitur  minor  linea  ti  sit  que  du  (d.  h. 
JSl)  T 

Auch  n  p.  232,  2  (nach  MN:  ad  no;  ut  autem  quae  mn  ad  no  longi- 
tudine(m)  ita  quae  mn)  hat  0  vielleicht  die  richtige  Lesart,  da  diese  Worte 
wegen  des  biioioxiXBvxov  (MN)  leicht  ausfallen  konnten.  Da  jedoch  auch  an 
diesen  drei  Stellen  der  Zusatz  in  0  entbehrt  werden  kann,  so  liegt  es  nahe 
auch  hier  eine  Interpolation  anzunehmen. 

Derselbe  Bearbeiter  hat  auch  IE  p.  214,  19  die  Worte  oi  aaiuiöv  ^  weg- 
gelassen, weil  er  sie  nicht  verstand;  Eutocius  III  p.  338,  19  hat  sie.  Daher 
kann  vielleicht  auch  die  Weglassung  der  unechten  Worte  xwnhxw  inl  9^axs- 
Qov  fii^og  n  p.  178,  18  und  (pavs^bv  yicQ  xo4ixo  H  p.  180,  17  ihm  zu- 
geschrieben werden. 

Wir  müssen  also  0^  als  eine  sehr  interpolirte  Handschrift  bezeichnen^; 
aber  es  bleiben  doch  4)  einige  Stellen  zurück,  wo  sie  eine  entschieden 
echte  Lesart  gegen  unsere  Hdss.  erhalten  hat,  die  auf  Conjeetur 
nicht  beruhen  kann. 

II  p.  166,  5  nhtxovxil  concidunt  T  (d.  h.  avfmbtxovxi,  vgl.  p.  167  not.  1) 
II  p.  208,  2  KAB,  ABF]  akb,  big  T  wie  Eutocius  Hl  p.  334,  21***) 


*)  Der  ganz  falsche  Zusatz  II  p.  842,  19  nach  &:  in  duo  eqaa  fallt  vielleicht 
dem  Tartaglia  zur  Last. 

**)  Also  können  auch  die  angeführten  Berichtigungen  von  offenbaren  Irr- 
thümem  des  cod.  Vallae  wenigstens  zum  Theil  auf  Conjeetur  beruhen.  Denn  dass 
der  Interpolator  nicht  ohne  Sachkenntniss  war,  zeigen  auch  die  sichern  Inter- 
polationen. 

***)  Aber  sonst  stimmt  0*  nicht  mit  Eutocius;  II  p.  180,  15  (^2,  in  utroque 
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II  p.  216,  4  xttQanXaaliav]  qnadmpla  est  T,  wie  Eutocius  in  p.  340,  16 
II  p.  232,  22  (lexd]  et  0  (cum  T),  i  h.  xcr/,  wie  Eutocius  III  p.  364, 12 
I[  p.  296,  25  &QZI  di]  sufficit  autem  0,  d.  h.  4^xa  ^i;  im  übrigen  lautet  die 
Stelle  ganz  wie  in  unseren  Hdss.:  similiter  praedicto  fiindamento 
accipientea   scripsenmt  accidit  praedictoram  theorematum  unum- 
quodque  nullo  minus  eorum  quae  sine  boc  demonstrata  sunt  crede- 
mus.    sufficit  autem  ad  similem  fidem  huius  inductum  expositorom 
a  nobis.*) 
II  p.  304,  23 — 25  vobIo^o)  dii  x6  xb  [iaxiv  xo\  iv  x^  ^tmQia  TtQOv^Cfievov  [i^oS* 
fuvov]  iitlnadov  i^bv  noxl  x6v  6^/^oi/Ta  xal  x&g  AB  yQa^i^iäg  [Snsixa] 
xä  lUv  inl  xic  avxit  xm  ^d]  intelligatur  autem  propositum  in  recto 
ad  orizontem  et  lineae  ah  haec  quidem  ad  eadem  ipsi  d  0.    Durch 
diese  Lesart  wird  die  schwer  verdorbene  Stelle  in  Ordnung  ge* 
bracht  und  die  von  mir  vorgeschlagenen  Streichungen  bestätigt; 
nur  muss  das  Messer  noch  stärker  angewandt  werden.  Es  ist  offen- 
bar nach  0  zu  schreiben:   voela^oD  öii  (der  Uebersetzer  hat  6i  ge- 
lesen wie  in  P)  xb  itqontl^vov  iq^bv  (oder  ist  bv  —  in  —  ein  Fehler 
für  inlTCBdov?)  Ttoxl  xbv  bqt^ovxa  tujcI  xäg  AB  yqafifiäg  xä  (ihv  ijtl  etc. 
xBBCxtv  (d.  i.  xovxiiSXiv)  xb  iv  xa  ^Bcaqla  6q6(ibvov  litbtBSov  ist  ohne 
Zweifel  Glossem  zu  xb  %qo%Bl^vQv^  Insi^xa  wohl  eine  verschobene 
Dittographie  von  Itu  xd. 
Auch  in  der  falschen  Lesart  11  p.  294,  11  ig)'  fjii&v]  ab  aliis  0  hat 
sich  eine  Spur  des  richtigen  erhalten.    Archimedes  schrieb  TIIAMSIN  d.  i. 
vn   ccfUaVy  was  durch  eine  sehr  häufige  Verwechselung  als  TUAAlASIN  ge- 
lesen wurde. 

Nach  der  oben  begründeten  Vermuthung  enthielt  0^  noch  nBql  noDvBtdimv, 
Von  diesem  Theil  des  Ottobon.  besitze  ich  nur  für  einzelne  Stellen  Colla- 
tionen;  nach  ihnen  zu  urtheilen  findet  auch  hier  dasselbe  Verhältniss  zwischen 
0^  und  P  statt.  Neben  gemeinsamen  Pehlem  wie  I  p.  304,  13  JV]  MF,  m  0; 
p.  306,  12  &jib  x&g  diafiixQov]  ano  xccg  (iBxa  P,  ab  ea  que  cum  0;  p.  332,  22 
AA\  AA  xt\g  BlXBv^BVig  ¥^  ad  ellipseos  0;  p.  334,  5  nBQikcc(ißiv(ov]  nBQda(i' 
ßavcov  xocv  bXXbiiI)iv  P,  qui  comprehendit  ellipsim  0;  p.  338,  14  naQciXXrikoi 
at  KO\  ttfa*  at  X6  P,  equales  que  lit  0;  p.  364,  6  töv  %<ovoBi6i(ov  ^]  om.  F, 
cm.  0;  p.  390,  25  ZÄ]  Z£  P,  ee  0;  p.  440,  16  xb  a;^'^«*]  xsxax^ai  F,  ordi- 


trigonornin);  212,  19  (rectdlineo  inscripto  in  €zh)\  214,  16  (cQmponenti  et  per- 
luutatim);  216,  G  (est),  16  (quoniam  tota  etc.),  21  {de^  hd);  228,  23  (autem); 
232,  22  (diTtXaaiag  om.  0)  hat  sie  unsere  Lesart,  nicht  die  (meist  beasere)  des 
Pjutocius. 

*)  S.  296,  24  ist  firiSsv6g  nicht  zu  ändern.     S.  298,  1  zu  schreiben  i%didO' 
fiivcov,  &vay qdiff,  • 

ß* 
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natum  eese  0;  p.  4^,  24  i^ovvti.    Std^ia  d{]  s^ovvtt  6s  mSs  F,   habebnut 
autem  sie  0  (mg.  „profcrahatur  for.")*)  —  neben  diesen  nntrögliclien  Familien- 
zügen  kommen  auch  bessere  Lesarten  vor  wie  I  p.  274,  €  SvaKoXov  fx^iv  u] 
6va7tox*okov  s%Biv  Ti  P,  omnino  difßcultatem  habere  0  (oder  etecki  in  ^em 
omnino  eine  Andeutung  des  oXovlf)\  p.  306,  11  ra  Sut^kx^^  xa  (m^  F,  diame- 
tro  0;  p.  372,  18  tb  im  xa  utixct  x^  E]  xo  «r*  xag  F,  quae  ad  partem  e  0 
(d.  h.  xb  i%l  xh  £?);  p.  392,  24  ^e^  aU%m]  fi  rtaXiv  m»  F,  quam  in  quanto  0. 
dazu  die  oben  S.  54  angeführten  Stellen,   wo   die  richtige  Lesart  im   Text 
steht,  natürlich  nq^h  0',  während  die  falsche  des  cod.  F  aus  0^  am  Bande 
angefahrt  ist.     Auch  grössere  Abweichung^i  kommen   vor,  wie    die    oben 
8.  54  Anm.  angeführte  Stelle  aus  conoid.  20  zeigt.    Solche  Varianten  so  wie 
kleinere   Verbesserungen  kann  ich  aber  vorläufig  im  einzelnen  nicht   con- 
statiren,  da  ich  in  dem  Buche  tcbqI  TmvoeiS*  den  Ottobon.  nur  an   solchen 
Stellen  untersucht,  bezw.  untersuchen  lassen,  habe,  wo  schwerere  Schäden  in 
den  griechischen  Hdss.  vorhanden  waren,  und  die  finden  sich  ja,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  meist  in  0'  wieder.   Nicht  ganz  ohne  Bedeutung  siiid  doch  auch 
folgende  kleine  Varianten:  I  p.  372,  17  NZ]  F,  gn  0;  p.  422,  13  M]  N  F, 
m  0,  mg.  H.    Aber  vollständig  kann  das  Verhältniss  zwischen  0'  imd  unseren 
Handschriften  in  dem  Buch  TveQi  ^Mjovoetöiosv  erst  durch  ^ine  erneuerte  Unter- 
suchung festgestellt  werden.   Vorläufig  müssen  wir  uns  damit  begnügen,  dass 
nichts  der  vor  der  Hand  wahrscheinlichen  Annahme  entgegensteht,  das  Ver- 
hältniss sei  auch  hier  ungefähr  dasselbe  ak  in  deplan.aequiLundquadr.  parab. 
Aus  dem  bisherigen  ergiebt  sich  die  Berechtigung  der  Annahme,  dass 
0^  nicht  nur  der  üebersetzung  der  Bücher  ti^^I  6%ov(iitf(Qv  ^  wo  sie  alleinige 
Quelle  war,  als  Vorlage  gedient  hat,  sondern  auch  in  den  übrigen  darin  «it- 
haltenen  Schriften  (de  plan,  aequil.  I***-n,  quadr.  parab.,  de  conoidL).    Die 
daselbst  am  Rande  befindlichen  Lesarten  aus  dem  „aliud  exemplar^^  müssen 
sieh  also  auf  die  Hds.  beziehen,  welche  der  Üebersetzung  der  übrig^a  Schriften 
zu  Grunde  liegt  (0^),  bu  deren  Prüfung  wir  jetzt  übergehen.    Schon  aus  den 


*)  Wenn  I  p.  302,  4;  332,.  19  dieselben  Soholien  stehen  als  in  F  (lU  p.  374 
—76)  —  „in  tertio  conicorum  ApolloDÜ  20  theorem'*  und  „per  20  theorema  primi 
conicoram  ApolioDÜ'^  — ,  so  sind  sie  wohl  dem  0^  entnommen.  Aach  die  bei- 
geschriebenen  griechischen  Wörter  können  derselben  Quelle  entnommen  sein, 
wenn  sie  auch  beweisen,  dass  0'  an  den  beireffenden  Stellen  nichts  Besseres  bot. 
Es  sind  folgende:  I  p.  358,  4  ig  a{>x6]  in  ipsam  0,  mg.  bü  ccvxa^  wie  F;  p.  368, 14 
a(>x&g]  ipsam,  mg.  avtai  0,  wie  F;  p.  414^  16  BJ]  bd,  mg.  %9  0,  wie  F;  p.  4S0,  9 
&Qa  xal  Avoiio^mg]  aiiexQi^voiwicog  F,  similiter  nach  Lacnne  0,  mg.  aft^r^iä; 
p.  430,  16  &Qa]  lacun.  0,  mg.  aUtj,  wie  F;  p.  436,  1  Tiad'*  h  cd]  lac  O,  mg.  lux^ac 
wie  F;  vgl.  noch  I  p.  322,  19  &qa]  om.  F,  ergo  0,  mg.  ergo  non  in  greco;  p.  386, 
13  ZH]  ZMH  F,  znh  0,  mg.  in  greco  zmhj  p.  402,  17  tb  B]  xap  BE  F,  b  0, 
mg.  be  in  greco;  p.  408,  S  A]  A  F,  1  0,  rag.  a-  in  greco. 
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genannten  Bandbemerkungen  ist  es  ersichtlich,  dass  0'  dem  cod.  Vallae  sehr 
enge  verwandt  ist.  Deim  ausser  den  S.  54  angefahrten  9  Stellen  aus  tk^I 
ftwvoHÖiwv,  wo  sie  mit'F  stammt,  gilt  dasselbe  von  den  S.  53  ff.  unter 
Itr.  1,  8,  9  angeführten  Yananten;  Nr.  2,  3  sind  mit  F  wohl  vereinbar,  ebenso 
Nr.  7,  wo  duplo  die  Hauptsache  ist  {od  vielleicht  nur  Schreibfehler);  Nr.  5 
ist  irrelevant,  weil  nur  die  üebereinstimmung  der  beiden  Exemplare  con* 
ßtatirt  wird;  Nr.  4  zu  unklar  um  als  Zeuge  zu  dienen.  Nr.  6  endlich  stimmt 
sehr  genau  mit  F,  wie  die  folgende  CoUation  zeigt: 
II  p.  218,  26  tav  BJ^21  wsl]  om.  F,  om.  0 

II  p.  220,  6  ty  BE]  xav  BE  F,  ipsam  be  0       10  »5  EB]  tau  EB  F,  ipsam 

eb  0         11  JO]  JS  F,  dt  0  (dk  T)         12  OA]  SA  F,  ta  0 

(ka  T)  14  xai  terQccTcXaala  rag  FB]  om.  F,  onL  0  (hab.  T) 

25  &  OA]  a  A¥,  lac.  0  (ka  T) 

II  p.  222,  8  ißav  ta  <svy7iei(Aiva]  i4Sav  tav  o^ynetfuvav  F,  aequalam  composi- 

tarn  0  14  tstayiUvoüv]  tetfi^fifisv&v  F,  dispositis  0  {tttayfi.  ist 

sonst  ordinatis)         15  iatlv]  om.  F,  om.  0         OJ}  SA  F,  td  0 

(kd  T  wie  durchgehend)      19  OE]  SE  F,  td  0      20  i<sttv  offrcog] 

€6tiv  0g  F,  est  ut  0 

II  p.  224,  3  £0]  JSÖ  F,  et  0  (ek  T)       4  t^kaaiag  t&g]  om.  F,  cum  ipsa 

gd  Ö  (cum  tripiam  ipsiusgd  T)       18  TB,  BA]  TJBA  F,  gbd  0 

(gb  db  T)      19  £J3,  BA]  EBA  F,  eba  0  (eb  ab  T)       20  AB, 

Brj  ABF  F,  dbg  0  (db  gb  T)      BAy  BA]  BA,  AA  F;  bd  da  0 

(bd  ba  T) 

n  p.  226,  2  ABy  BE]  ABE  F,  abe  0  (ab,  eb  T)         3  FB,  BA]  FBA  F, 

gbd  0  (gb  db  T)       5  AB,  BA]  ABJ  F,  abd  0  (ab  db  T  und 

ähnlich  immer)  22  i^/ocTtkaölag  Tag  FB]  e%  tov  tag  FB  F,  ex 

ipsa  gb  T 

II  p.  228,  1  AO]  -4  F,  a  0        2  BA]  BS  F,  bd  0        4  AB]  AB  F,  db  0 

Zurück  bleiben  von  Dissenaen  zwischen  F  und  0  nur  reine  Eleinig* 

keiten  —  die  Stellen,  wo  nur  die  Lesart  des  Tartaglia,  nicht  die  des  Ottobon. 

bekannt  ist,  kommen  in  dieser  Frage  nicht  in  Betracht,  da  wir  oben  gesehen 

haben,  dass  er  hier  stark  emendirt  hat  — ,  nämlich  ausser  den  angeführten 

Varianten  zu  p.  222,  19;  228,  2  nur  11  p.  220,  25  iMvtccTcXaala]  Ze  F,  quin- 

cupla  0. 

Schon  diese  Zusammenstellung  lehrt,  dass  0^  und  F  eng  verwandt  sind; 
wir  k($nnen  aber  einen  Schritt  weiter  gehen  und  behaupten,  dass  O^  mit 
der  Vorlage  von  F  identisch  ist,  0^  ist  der  codex  Georgii  Vallae 
antiquus. 

III  S.  4,  18  fehlte  nämlich  im  cod.  Vallae  ein  Blatt;  eine  Abschrift 
davon,  cod.  Paris.  B,  hat  an  dieser  Stelle  den  Vermerk  *ev  olov  aeXlöiov  ^  xci 
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Svo  XsCnei^  und  dass  diese  Worte  sich  wirklich  auf  die  Vorlage  von  B  beziehte 
and  nicht  etwa  aus  derselben  herübergenommen  sind,  geht  daraus  mit  Sicher 
heit  hervor,  dass  keine  der  anderen  Abschriften  des  cod.  Vallae  ähnliches  hai: 
sie  gehen  ohne  weiteres  über  die  Lücke  hin.  An  derselben  Stelle  nun  hat 
auch  Ottobon.  dieselbe  Lücke  (eine  halbe  Colnmne  freigelassen)  und  an 
Bande:  hie  de  exemplari  greco  perditum  erat  unum  foliam.  Da  diese  Be 
merknng  sich  ebenfalls  augenscheinlich  auf  die  Vorlage  von  Ottobon.  - 
hier  0^  —  bezieht,  bleibt  uns  nichts  übrig  als  die  Annahme  0^  «»  cod.  Yallae. 
Eine  Vergleichung  zwischen  Ottobon.  und  F  an  den  Stellen,  wo  cod. 
Vallae  corrumpirt  war,  ergiebt  dasselbe  Resultat;  wir  finden  durchgehend 
in  beiden  dieselben  Fehler. 
I  p.  40,  U  d{]  dfi  F,  itaque  0 

I  p.  46,  24  tQtymviov]  enMeöa  F,  plana  0,  mg.  m.  2  trigonis 
1  p.  164,  14  TÖ  yciQ  inb  xoü  TtoXvytovov   mqiyByqcti/Liiiivov]   syy&yqa^vof  F. 

inscripta  0,  mg.  inscripte         16  irfw]  tovto  F,  hoc  0 
I  p.  200,  1  AB  —  2  tg]  om.  F,  equalem  superficei  0,  mg.  m.  2  et  quae  fl' 

est  ergo  equalis 
I  p.  216,  16  jtqog  —  17  KA]  ter  F,  ad  Id  quae  bd  ad  dq  qnare  et  ut  qnö-i 

a  kl  ad  Id  quae  bd  ad  dq  quare  et  ut  quod  a  kl,  seq.  spatic 

6  litt.  Ö 

I  p.  228,  17  et  18  io^Blq]  om.  F,  postea  add.  0 

I  p.  230,  23  xov  KAM  xfi'^iicccog  t^  iicupccvsia  toü  AEZ  tii^funog  x^g  «?«*- 

qag]  xov  KAM  Xfirifiaxog  xr^g  6q>aiQagV^  ipsius  klm  portionis  spereO. 

portionis  sphere  superficiei  ipsius  dez  mg.  m.  2 
I  p.  244,  4  et  5  int]  n^og  F,  super  e  corr.  0*)        7  i^itkaalov]  dadaöuovl 

dupla  0  (folgt:  est  quae  eins  quod  ab  at  ad  tg)         9  ikatscova- 

10  OH]  om.  F,  om  0,  mg.  m.  2:  habet  proportionem  maioremquais 

quidem  quod  ab  at  in  th  ad  id  quod  a  gt  in  th 
I  p.  248,  1  inlXoiatov  ijfuv  dc(|at  6 16x1]  smlomov  futvat  dBi^ai  dtoti  F,  qno- 

niam'^*)  reliquum  erat  demonstrai-e  quia  0,  reliquum  nobis  demon- 

strare  oportet  quia  m.  2 
III  p.  42,  3  xb  uqa  —  4  AA^  AH]  om.  P,  om.  0 
]n  p.  56,  12  efe  xb  fid'J  «ig  xo  '^ß  F,  in  42»"  0 


*)  Wenn  auch  die  Emendation  dieser  schwierigen  Stelle  keineswegs  «^^^^^ 
ist,  80  ist  es  doch  jedenfalls  aus  Ottob.  klar,  dass  sie  in  seiner  Vorlage  ebeo»^ 
verunstaltet  war.  Die  man.  2  hat  noch  Z.  6  statt  quod  ergo  (ort  a^)'-  opo^^| 
ergo  demonstrare  quia,  Z.  6—7  proportionem  minorem  ^  proportioni  (s  m.  2 
^  „quam  duplam  proportioni s  ipsius  at  ad  tg  sed**  m.  2.  Z.  8  nach  ergo  [^ 
eingeschoben  quae. 

**)  Er  hat  bui  als  btcbi  gelesen,  (fA)cttrai  ist  erat. 
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III  p.  202,  1  tovxiaxi  —  -^  SO]  oin.  P,  om.  0,   hoc  est  ad  id  quod  ab  eh 

equalis  enim  xo  mg.  m.  2 
III  p.  250,  5  Äff  —  6  ÖÄ,  7  reB  — 8  «jro,  9  «^g  r4  *«i  BÖP]  om,  F, 

om.  0  (corr.  m.  2) 
m  p.  260,  16  MiXt^fskti]  firilriauD  F,  melesio  0,  corr.  m.  2         ^laidwQG)]  löri- 

SmQm  F,  isedoro  0,  corr.  m.  2*) 
III  p.  358,  16  ABJ]  FjdB  P,  gdb       18  ov  —  19  l%a]  om.  P,  om.      22  ydq\ 

8s  F,  aatem  ' 

in  p.  370,  8  ofcsQ  t6  P]  (comimpirt)  equidem  r 

Noch  stärker  tritt  natürlich  die  üebereinstimmong  hervor  in  den  Schriften, 
wo  Ottobon.  vollständig  coUationirt  ist.  Ich  führe  hier  sttmmtliche  gemein- 
samen Fehler  anf,  die  sich  durch  eine  durchgehende  Yergleichung  von  P  und 
dem  oben  abgedruckten  Text  des  Ottobon.  (xvxAov  (lit^ctg  und  nsQl  iklTuov) 
ergeben.  Nur  muss  daran  erinnert  werden,  dass  in  der  %vxXov  fih^öig  der 
Ottobon.  durch  corrigirende  Hände  so  entstellt  ist,  dass  seine  ursprüngliche 
Lesart  entweder  gar  nicht  oder  nur  durch  die  Ausgaben  von  Gauricus-Tartaglia 
ermittelt  werden  konnte;  hier  ^kann  das  blosse  Dasein  der  Correctur  einer 
t batsächlichen  Uebereinstimmung  mit  F  gleich  gesetzt  werden. 
I  p.  266,  2  ßxoyL']  ß^  F,  4673  0,  6  e  corr.  m.  2  7  nXtvqä]  om.  P, 

om.  0  14  ^]  om.  F,  quam  e  corr.  m.  2  0  16  iX&ttovC\  ciUnr- 
xov  F,  minus  0  21  jaxva]  zvä  P,  351  0 
I  p.  268,  4  aqct]  eatai  F,  erit  0  5  ütß  om.  P,  om.  0  (add.  lin.  4  m.  2) 
9  AH]  AH  P,  ah  0,  sed  a  e  corr.  m.  2  12  /."]  /  P,  t  e  corr. 
m.  2  0;  3.  GT  14  /^x5']  md  P,  5924,  9  e  corr.,  0;  5324  GT 
r]  e  P,  %  in  ras.  0  15  V]  äi  P,  250  0  (corr.  m.  2)  6'  t/J 
d'  i/  «  F,  om.  0  (Vis  m.  rec.)  16  -^^  u/']  O'  F,  %  in  ras.  m. 

rec._0£9.  GT 
I  270,  1  feT  c^g  F,  266  0  (66  m.  2)  2  STuniQag]  STwxsQa  F,  utriusque  e 
corr.  0;  utrique  GT  ta  (a'  'Si  AT  &Qa\  oi^tai  F,  ^^/^  in  ras.  m. 
rec.  0,  extimo  GT  jdlQ^'  g']  oö^  ^,  1009  %  «  corr.  0,  1076  GT 
4  Ar]  ^  F,  ag  7  fixl/]  J^^  P,  6336  e  corr.  0,  6301.  6  GT 
8  ./?*n  ,?*?  F,  2017  e  corr.  0,  7012  GT  11  JJ  i  oct"]  n  ov  o 
la   P,  quam  illa  quam  10.  71  (in  ras.  m.  2)  0  14  Ihk^covi] 

eXaiSacDv  F,  minor  0  nsl^ovt  de  i)  i   oa    fte/l^oov]  fus^^cav  da  F, 

maior  0,  r  in  ras.  8 — 9  litt.  m.  rec. 


*)  Dagegen  lautet  die  Unterschrift  unter  dem  Gommentar  zum  I.  Buch,  wo 
F  keine  Schreibfehler  hat:  Eutokii  ascalonite  eubmemoratio  (unter  Buch  II  ist 
dies  in  rememoratio  corrigirt)  in  primum  Archimedis  de  spera  et  cylindro  ex  tra- 
ditione  lecta  (in  recognita  corrigivt  m.  2  unter  Buch  IL)  a  milesio  mechanico 
isidoro  nostro  doctore  explicit. 
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Bessere  Bedingnngeii  für  ebie  Vergleiohmig  bietet  nt^l  illxmv. 
II  p.  2,  11  noöa]  noia  F,  qve  13  oiv]  om.  F,  am.  14  ^  d^Xa]  ad»>Q 

F,  et  obseora         15  ywc]  nwi  F,  et         16  itU]  lua  €iu  ^^  et  9Ä 
II  p.  4,  1  wbt&v\  tmv  F,  om.  lUv]  fii;  F,  Hon  7  TOOfiHofug^  dotufia- 

toiug]  xofAtiovtig  doKiiMtavteg  F,  ferantes  probantee 
II  p.  6,  7  (uC^ova]  (iri  fui^ova  F,  non  maiorem  1 6  t^g  ^v  htupttvii  ;\ 

om.  F,  om.         18  di]  yuq  F,  enim 
II  p.  8,  1  xovxov]  xo  F,  om.         18  di  xa]  Sri  xai  F,  itaque  et 
II  p.  10;  4  oi7ta>]  ovxm  F;  non  ntme,  mg.  ovxm  forte  ovmi^         5  tag  üUxo;] 

xccg  £ki9iag  F,  elicas  6  isciKoivi»vBirf(ov]  mtMoufmvBOvrce  F,  com- 

munieaiitia  (aber  idelleicht  ist  imnoivmviow€i  richtig)  23  ciö 

xoü  (Uvovtog  fUifcctog  a'öt&g]  <mo   cov  (levavxog  tcb^  to  avto  F,  & 

manente  circa  idem 
n  p.  12,  26  (kiltwog  —  p.  14,  1  x^]  om.  F,  mg.  0^ 
II  p.  14)  6  mg]  xmv  F ;  eoram  qae       7  X¥^^yM  toöb]  Xniy^  xaie  F,  sumptione? 

has         22  rj]  AJ  I,  Cd  e  eorr.  m.  2*) 
U  p.  16,  11  taixa]  xavxa  F;  haee,  m.  2:  eaden^ 
II  p.  18,  3  avxsyö]  tmnm  F,  ipsum  (er  bat  aixo  griesen)         5  av  «xT  te  n^ 

xm]  m  u  TtQmxcck  F,  piimeque         21  ii]  Sri  F,  itaque 
II  p.  20,  15  ctirtu  iavxS]  (tvt€c  F,  ipai       16  elg]  %ai  ctg  F,  et  in        18  nz  T 

Twt  F,  et         21  bI  di  —  23  ÄWdtfaiv]  om.  F,  om, 
n  p.  22, 12  dl}]  dB  Fy  autem         17  J{]  dti  F^  itaque 
II  p.  24,  10  Tcigag]  fu^og  F,  partem         11  et  na]  Biiuii  F,  etä 
II  p.  26,  2  KB]  KBr  F,  KF  BC,  kg         12  $S  na]  Bt  not  F,  etsi 
II  p.  28,  22  iiq]  is  F;  aatem,  m.  2:  itaque 
II  p.  30,  2  Sly  lA]  SIA  F,  xil  (ent^rechend  überall  mit  F)  6  tov- 

8  FA]  om.  F,  om. 
n  p.  36,  3  d<]  i€  F,  autem         17  xotg  iito]  xoig  a%o  F,  que  8ub  m.  2 
U  p.  38,  2  ivxk]  Bnei  F,  qoomam         8  d^]  Sb  F,  autem         17  m^t45ca]  '^n 

tügen)  impari  18  TtoXkanknioicc]  itoXlanXaatüvg  F,  mnltiplicses 

22  itdtfong]  (zu  tügen)  omnibus  24  aiiv]  iv  F,  in  27  3^ 

AB  F,  ab 
]I  p.  40,  1  B]  AB  F;  ab,  a  eras.  .       6  ^]  om.  F,  m.  2  0 
II  p.  42,  3  xic  aSJfi«  —  4  fiBylaxa]  om.  F,  om. 
II  p.  46,  10  (liv]  om.  F,  om.         17  TS]  TN  F,  yn 
II  p.  48,  3  HÄ]  NSl  F,  nco        12  fiBltova—  13  TN]  om.  F,  om.        20  vl: 

Torg  — 21  NS]  om.  F,  om. 
II  p.  50,  11  laav  (alt.)  —  12  xav]  om.  F,  om.         23  7ud]  om.  F,  om. 


*)  Solche  Correctaren  können  als  Utbereinfitimmaogen  gelten. 
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II  p.  52,  23  V  8  7uc]  om.  F,  om.*) 

n  p.  54,  6  y€yQcc(iiiiv€fp\  ysyQuitiuvä  F,  (elicem  lua  . .  .)  descripta  0      26  FA] 

r^  F,  gd  (ag  nu  2)**) 
II  p.  56,  22  tag  AS]  (zu  streichen)  at 
II  p.  60,  6  rt^tifotg]  itqmUHg  F,  primis         27  (in  der  adn.  crit.  so  statt  23 

au  lesen)  x«l  %h  0\  xtxtu  xo  E  F,  seeundtim  e  0 
II  p.  62,  8  Sti]  om.  F,  om.         12  at  si^viiiUvM  7Uifig>iif€iw]  a  HQfi(Uva  na^-- 

^6Qtia  F,  diota  periferia 
II  p.  64,  3  EJZ]  AEZ  F,  dez         22  AA,  AZ]  AAZ  F,  adz,  u.  s.  w. 
II  p.  66,  9  HK0]  KS  F  m.  1,  kt         17  «J  om.  F,  om.         18  on]  om.  F, 

om.         24  EZ]  ^Z  F,  ez  0,  c  e  corr.  m.  2 
ILp.  68, 17  n(nH  (zn  tilgen)  ad 
II  p.  74,  1   SHK]  SH  F,  th 

II  p.  78,  14  Sri]  de  F,  aatem       23  ygofkiuc  dsöonivcc]  ysyQafUfi^va  F,  descripta 
II  p.  80,  7  TMN]  MN  Fj  mn  0,  cmn  m.  2 
II  p.  82,  9  ou]  om.  F,  om. 
II  p.  84,  3  mQig>oQ§]  om.  F,  m.  2  0      IQ  ftoü  xav  ZA]  om.  F,  om.       13  S^] 

ds  F,  autem 
n  p.  86,  2  AP]  AP  F;  dr  0,  d  e  con\  m.  2         20  «  nozl  rav  iat^avoviSav 

av^lntovaa]  rag  nou  tav  eftml;avov<Sccv  ^fimnxovCü  F,  coneidentis 

ad  contingeniem  0         21  rS;  re  0vpaixA6iog]  om.  F,  om. 
II  p.  88,  4  ivf]  om.  F»  om.        6  Xcciifiavofuva]  lufißavofMvag  F,  accepta  peri- 

feria 
n  p.  90,  3  ycnvlctg  ry  yt€(fu%ofi{v^]  ymvtag  xag  TtSQiBxofiBvag  F,  angulos  qui  oonr 

tinentur        4  iaxe  Jtoxl]  s6  xii\v  %axa  F,  eqnales  per  in  ras.  m.  2  0 

9  iiSXB  %u  cv^mhin]  B€fxca  twv  ifviJLiteöfi  ^i  ®^  coneidet         14  laxe  %a 

6v\iatiat[f\  Btsxay  xai  av^^tft|  F,  et  coneidet       15  t^  6X]  om.  F,  om. 
II  p.  92,  7  0*]  om,  F,  om. 
II  p.  96,  25  diq]  äs  F,  autem 

II  p.  98, 18  o%fj(ux]  om.  F,  om.         21  ««/  —  23  %(»^iov]  om.  P,  om. 
II  p.  100,  3  xäv]  om.  F,  om.         11  Cvynelfisvov]  om*  F,  om.         29  iieyltfta] 

luiiiav  F,  maior 
II  p.  102,  1  iXaxliSx€c]  ikaisawv  F,  minor         12  AZHJ]  AZHIK  F,  akahi 
II  p.  104,  2  iXcL%i6xog]  eXctCCünv  F,  minor  7  crf]  om.  F,  om. 

n  p.  106,  7  T^  —  8  €^0«/«$]  zu  tilgen,  habet  0       10  lUffiUitp^iv]  om.  F,  om. 
II  p.  110,  6  noxi^nxovcm]  mytirnntovatv  F,  concidunt      18  AZHI]  AZHF-y 
azh,  i  add.  m.  2         26  SE]  AE  F,  te  0,  t  e  corr.  m.  2 


*)  lieber  das  Z.  1  ausgefallene  6ita%iaovv  s.  unten  S.  79  Anm. 
**)  In  der  adn.  crit.  zu  Z.  8  lies:  nvnsifBXiovxi  F**. 
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II  p.  116,  18  t&v  TCSQotmv]  tov  nsQcnog  P,  termino 

II  p.  118,  27  iarCv]  om.  F,  om.  28  d^]  yaq  P,  enim 

II  p.  120,  6  fiiyuSTog]  (leiicav  P,  maior  7  ilaxiaxog]  eXccödav  P,  minor 

25  To]  T«  P,  que 
II  p.  122,  8  Xq]  JC  P,  q        9  Xq]  X  P,  q        24  ftiyttfro?]  ^etfiöv  P,  maior 

25  ÖBIT]  ÖBrP,  tbg         ilaxtaxog]  slaöamv  P,  minor 
II  p.  124,  7  tag  fuyüstag^  tccv  {/ayaStav  P;  maxima,  a  e  corr.  m.  2,  0        8  xav 

.  . .  inBqB%Qvaav\  x&v  om.  P,  excedentium ,  -tium  e  corr.  m.  2,  0 

13  ©£]  AE  P;  te,  t  e  corr.  m.  2,  0       lö  Xq]  X  P,  q       16  Xq] 

X  P,  q  18  Xq]  X  P,  q         20  foorf  uscc  ¥,  equalia 

II  p.  126,  16  f^ov]  €%«v  P,  habere  (vielleicht  richtig), 
n  p.  128,  7  xal  x6  —  10  xexqayAvov]  om.  P,  om.  26  i%]  cnro  F,  a 

KAMN]  HKAMNS  P,  klmn  seq.  i-as. 
n  p.  130,  6  AS]  AS  F;  dt,  d  e  corr.  m.  2       S  %al  xoü  —  10  Ar]  om.  F, 

om.         22  xb  inti  SF,  BA  %aC]  om.  P,  om.  23  xai  &voatahv\ 

zu  tilgen;  et  e  contrario 
II  p.  132,  6  ti  il  KAMN]  xa  de  KAMN  P,  spatia  autem  klmn         8  to 

ijto]  xa  v7to  P,  ea  que  a         17  £6]  zu  tilgen,  et         26  ini  lav 

aQXP^v]  (TTi  xa  aqxa  ¥,  super  principium 
II  p.  134,  1  x&v  fkexa^'6]  xag  iiexa^v  P,  inteimedia  6  ildöiSovog]  om.  F, 

maioris  m.  2  9  noxl  x&v  —  10  xvxlov]  om.  P,  mg.  m.  2  0 

{iXaa^ovog]  maioris)         12  Iv]  om.  P,  in  m.  2         18  ^6]  IT^ 

P,  ht         19  HA]  H  P;  h,  ha  m.  2         20  AS]  HS  F,  ht 
II  p.  136,  6  NHS]  NHS  P,  nhx         9  NHS]  NHS  P,  nhx         16  SA] 

SE  P;  ta,  a  e  corr.  m.  2 
II  p.  1 38, 1  SA]  SH  P,  th      3  SA]  SH  F,  th      4  SA}  Öfi^  F,  th      6  SA, 

HA]  SHA  F,  tha  8  SA]  SH  F,  th  9  SA]  SH  F,  th 

11  JT]  iV  P,  n         12  SA]  SH  F,  th         13  SA]  SH  F,  th 

Dieser  Reihe  von  Stellen  und  der  gemeinsamen  Lacune  gegenüber  kommt 

es  nicht  in  Betracht,  dass  sowohl  besondere  Eigenthümlichkeiten  des 

Ottobon.  als  Berichtigungen  kleinerer  Irrthümer  vorkommen.    Die  erste- 

ren  können  unbedenklich  dem  üebersetzer  angerechnet  werden,  dem  bei  aller 

Treue  doch  zuweilen  etwas  Menschliches  passiren  musste;  es  sind  folgende: 

I  p.  244,  6  rS]  ig 

I  p.  260,  12  UXsbp^tocav]   accipiantur  (als  von  lafißavfo)         ot  x6  HZA 

xo(i€L  ofioMi]  sectores^)  similes  ipsi  pza  18   5  TivxXog]  cir- 

culus  abgd 
I  p.  262,  4  iaxm]  sit  enim 


*)  Als  ob  —  sprachwidrig  —  TOf^^  da  stände. 
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Ip. 

Ip. 

Ip. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 

II  p. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 

np. 
np. 
II  p. 
II  p. 
II  p. 
n  p. 
n  p. 
np. 

Hp. 

II  p. 
II  p. 


264,  14  exet]  oni.  17  iiil^ova]  maioreni  proportionem  habet 

266,  21  TtQig  rlm'  ^  di  AF  m^q  FB  ov  jDtq>l  nqhq  i/;«']  ad  ago 
268,  3  HAT]  ahg         12  Slxa\  item  in  duo 
4,  3  oidt^tlav]  om.  10,  2  &yikivai\  om.  (ducte  m.  2) 

16,  3  SK]  ht         20  cvvti^zM&v\  om. 
18,  14  6fio/o>9]  similiter  aatem 
22,  4  ti^Biav]  om.  (rectam  m.  2) 
26,  27  ItfW]  om. 
28,  11  eixa]  etsi 

32,  2  eXfut]  etsi         7  ST]  xl         8  j^c/fcov]  sit  maior         20  STJ  xl 
25  XI,  IN^  kix         AI,  KE]  nke 

I  fowv  —  rM]  mg.  m.  2 

II  B]  om.         13  X,  r]  keg 

4  X,  ri  ng 
25  x&g  FA]  ipsi  gd 

3  PSl]  ru  (51  ist  sonst  oo)        8  P6]  xt        27  2<ya]  equalia  sont 
11  H^]  ha         24  tag  tdag  —  p.  50,  2  xa/J  om. 
8  Sri  ti  avT&  <fv|bi/?ijtfeTat]  om.  10  bI  ii  xa]  si 

14  Tdcc  yicQ  a  PA  xf  AA]  om.  17  di\  om. 

6  &cx$]  qnia 

5  <sv(inmxir0]  conoidant  aatem 


34 

36, 
38 
42 
46 
48, 
60, 
66 
70, 
72, 
74 
76. 
82, 
84 
86 


9  llaßov]  accipiam 
19  ^^]  ai         20  &ya]  ducam 


18  Ha/So v]  accipiam 

8  xe(ut]  secat 

22  avfiJtxmiSiog]*)  coneidentis 
6  AA]  da         7  AA]  da         9  AA]  da         17  fuCtmv]  maior  est 

9  KMP  TtBQuptQEw  »od  xiv]  om.  (periferia  dr  cum  m.  2)       KMA] 
kmd,  d  m.  2 

II  p.  90,  6  KivxQ€pi]  centro  quidem         13  %ivi^]  centro  qaidem         20  ^co- 

q£ov]  spatiom  quoddam 
II  p.  94,  5  AZH]  azhi 
II  p.  96,  2  9«rve^dv]  manifestom  est 
n  p.  98,  6  ti  tvbqC]  om. 
II  p.  104,  3  iiet^ov]  minor 
II  p.  106,  3  q]  om. 
II  p.  108,  24  nsQiyey^ip&oai]  circumscripta  sit  igitur         28  ix^c/SAijtfOaitfav] 

educantur  ergo 
n  p.  112,  25  ixßeßX'^a&ioaav]  educantur  ergo 

n  p.  116,  26  iat6  x&v  TtBQoxmv  htl  xav  &^av  xäg  sktTiog]  ab  ultimo  (-o  e  corr. 
m.  2)  reyolutionis  ad  principium 


•)  ftvyLitxmcictq  F. 
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n  p.  120,  20  ivwyiy^oanai]  descripti  sunt 
II  p.  126,  ö  1(0««)  ia]  ei  sit 

II  p.  128,  11  fitfte  —  13  ^]  om.         17  ya^]  enim  mg.  m.  2 

III  p.  258,  29  &Q(x]  autem. 

III  p.  360,  1  Ixare^ov  ^or^  ixaxiQov]  eadem  enim  utraque*) 

Die  allermeisten  dieser  Stellen  sind  offenbar  und  unsweifelhafl  durch 
Irrtbum  und  Elücbtigkeit  entstellt;  an  aoderen  kommen  verdentliohende  Zu- 
sätze  Yor^  die  durcb  die  Spracbe,  namentlicb   wegen  des  Feblens  des  be 
stimmten  Artikels,  fast  notbwendig  worden;  von  dieder  Art  füge  ich  noch 
folgende  besonders  deutlicbe  Beispiele  zu: 
I  p.  260,  2  T^5  JtotTTiJff]  reliquo  latere         14  rb  E]  trigonum  e 
II  p.  120,  25  inb  xav  AS,  SE]  a  lineis  at  te 
n  p.  128,  2  ov]  proportionem  quam         4  l^s^]  babet  proportion^m 
II  p.  136,  8  Tö^  SH]  linea  tb  11  töi;  N]  sectorem  n         14  tb  D]  bpv 

tium  p;  äbnlicb  p.  94,  9  preposito  spbtio         27  xb  S  noü  to  ilj 

spatium  x  ad  spatiam  p. 
Von  gröberen  Missyeratändniasen  der  Spracbe  babe  i^b  folgende  bemerkt 
II  p.  148,  15  7uxt6%ofiivov]  dempto 
II  p.  180,  15  ineidi^TtiQ]  qnoniatn  itaqoe;  ebdnso  Z.  21,  p.  186,  3;  sp&ter  hat 

er  das  ricbtige  qnoniam  quidem. 
II  p.  188,  9  dt€u^iov  (ßuiiQmv  F)  oSx0g  täv  e^^^vixv  e^eiav]  divisis  sie 

dietis  reetis. 
II  p.  194,  17  ixovxmv]  (Imperativ)  babentia 
II  p.  234,  8  (Svvdvo  kafißccvofiivotg]  cum  doabus  acceptis 
n  p.  294,  12  imdet^iv.  x&v  (/tiv]  demonstratis  quidem         14  c^g  övvmif 

iov]  ut  possibile  erat**) 
I  p.  266,  4  xsxqaKig  d/%a]  quadruplum  in  duo 
U  p.  2,  7  TtXeiova  %q6vov  7toii^<favt€g]  pluri  tempore  poetqaam  fecimus       '20 

ala^avofie^a]  propius 
II  p.  52,  9  &Q%cc  Ta^  7C€Qig>0Qag.    ei^eücy  av  (liv]    principium    ciccalationis 

rectum,    siquidem         &v  d']  si  autem  (er  bat  &v  gelesen) 


*)  F  bat  BTiccTOv  yaq  s%atSQog  (P.  360,  2  fehlt  tucC  wie  in  F).  Aehnliche  rer- 
unglückte  Behandlung  corrapter  Stellen  ist  II  p.  4, 1  inter  ipsa  non  separata  finem 
aatem  attingemus,  p.  4, 3  tamquam  confitentes  (das  letztere  jedoch  ein  anB&bemd 
richtiger  Griff.'. 

**)  Gewiss  liegt  auch  irgend  ein  MissYerständniss  zu  Grunde,  wenn  übersettt 
wird  II  p.  294,  3  hg  ^v  hi  ^Xinav  {iBintov  F)  i^uv  iv  q>iUa:]  qui  erat  nobi^^ami- 
cuB,  5  xoü  nlv  xsxsXevtriiiöxog  etvsusv]  mortui  quidem  graviter;  p.  306,  8  Bti}  ^j 
eri%a  F,  assimilatur.  Auch  die  Myriaden-  und  Brucbzeicben  I  p.  264  ff.  sind  weg- 
gelassen, weil  nicht  verstanden. 
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II  p.  74,  15  &  ZA]  quam  za;  ebenso  p.  76,  24 

II  p.  88,  18  roif  iyy€y(4Xfi(Uvov  (isitov  bIiibv  iXdaaovi]  sit  maior  quam  inscripta 

in  minori*) 

III  p.  260,  15  hi666Bmg]  ex  traditione  (d.  h.  ix  öoöEwgi). 

Man  vergleiche  noch  das  oben  angeführte  MissverstSndniss  U  p.  92, 17, 
das  der  üebersetzer  noch  rechtzeitig  bemerkte;  ein  ganz  ähnliches  II  p.  116, 15 
{%Bv  si^tav  xav  .  .  iiy(iivav  rectam  .  .  .  dnctam)  scheint  erst  von  zweiter 
Hand  berichtigt  za  sein  (rectis  .  . .  doctis).  Beispiele  unlateinischer  Wen- 
dungen, welche  durch  den  engen  Anschluss  an  die  griechischen  Worte  ver- 
anlasst sind,  sind  u.  a.  folgende: 
II  p.  2,  20  oid^  itp'  hbg  oidiv]  a  nullo  nullum 
n  p.  92,  17  ikAaaovt  ftavtbg  roi)  nQou^ivrog  %oi>^^oi;]  minori  omnis  prepositi 

spatii.    Aehnlioh  öfters. 
II  p.  158,  1  toü  (iiv  aqa  A  xet/nivoi;]  ipsius  (corr.  in  ipso)  .  .  .  posito 

Im  grossen  nnd  ganzen  muss  man  aber  zugeben,  dass  Wilhelm  seine 
Vorlage  sachlich  wie  sprachlich  recht  gut  verstanden  hat;  wo  er  sich  durch 
Freilassung  von  Lücken  fallit  erklärt,  handelt  es  sich  meist  nm  seltenere 
Wörter  oder  corrumpirte  Stellen.  Dass  er  viele  Fehler  seiner  griechischen 
Vorlage  übersah,  darf  man  ihm  nicht  zu  sehr  zur  Last  legen;  das  ist  bei  der 
Unübersichtlichkeit  der  griechischen  mathematischen  Darstellungsweise  nnd 
bei  der  Schwierigkeit  der  behandelten  Gegenstände  gar  manchem  viel  besser 
gerüsteten  Archimedesforscher  nach  ihm  passirt.  Namentlich  ist  es  klar, 
dass  eine  spätere  Durchsicht  der  schnell  hingeworfenen  üebersetzung  ihm 
über  viele  Stellen  Aufschlüsse  gegeben  hat;  daher  die  vielen  nachträglichen 
Berichtigungen  am  Rande,  welche  kaum  jemals  durch  Nachtragung  über- 
sehener Lesarten  der  griechischen  Vorlage  entstanden  sind,  da  sie  sich  fast 
nur  an  solchen  Stellen  finden,  wo  auch  in  unseren  griechischen  Hdss.  Fehler, 
und  zwar  dieselben  wie  in  der  üebersetzung,  da  sind.  Auch  das  öfters  bei- 
geschriebene „forte**  deutet  in  dieselbe  Bichtung.  Von  soleben  nachträglichen 
Berichtigungen ,  die  mit  Sicherheit  der  ersten  Hand  beigelegt  werden  können 
und  augenscheinlich  auf  verständiger  Conjectur  eines  Verstehenden  beruhen, 
führe  ich  an: 

I  p.  40, 17  forw  t4  %  'fp^lov]  saxa  F;  sit  spatium  t  0,  mg.  m.  1  deficit  greco.**) 
Er  hat  also  die  Laenne  bemerkt,  aber  vor  der  Hand  nur  den  An- 
fang suppliren  können. 


*)  Scheint  mit  inscripta  verbunden  wie  p.  92, 17, 26  iXdccovi]  in  minori,  mit 
iyfQtcipivtog  verbanden?  Vgl.  jedoch  p.  92,  15,  wo  ebenfalls  in  minori  steht,  aber 
kein  iyyqdfpsiv. 

**)  Im  folgenden  fehlt  in  O  nicht  nnr  t6  ^  ^  %(oqCov  Z.  18  nnd  x&v  Z.  18 
—  20  oiv  wie  in  F,  sondern  auch  i^ot  ^Xatt6if  iavip  Z.  18.    Am  Rande  steht  mit 
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I  p.  228,  17  u.  18  do&ek]  om.  F,  data  0  nachgetragen  m.  1. 
I  p.  402,  2  hve  rcoxC\  saaetxai  noxi  F,  enmt  oducta  ad  0;  der  Sinn  ist  also 
richtig  errathen. 

I  p.  464,  24  ilovvxi.    didx&oa  di]   i^ovvri  ds  a>d€  F,  babebnnt  autem  sie  0, 

mg.  m.  1  protrahantur  for. 

II  p.  10,  4  oiitGi]  ovxm  F;  non  nunc  0,  mg.  m.  1 :  ovroo  forte  owtco. 

II  p.  56,  23  ^Bl^ovig  hni  ^  di%l&<suii\  fisi^mv  bvxl  vi  StJcXacuci  F;  maiores  snnt 

quam  duple  0,  mg.  m.  1:  fu^  s\Pxt  A  (ras.  1  litt.)  iinluciai. 

III  p.  250,  15  nach  n^hg  xh  in\  FS  wird  in  F  fälschlich  wiederholt  hu  xt^v 

SH  n^bg  xb  &7tb  FS;   ad  id  quod  a  gt  super  (th  eras.)  tz  habet 
proportionem  maiorem  0.    Der  Uebersetzer  hat  ofifenbar  denselben 
Fehler  yor  sich  gehabt  als  in  F  und  hat  anfangs  die  Wiederholung 
mit  überaetzen  wollen,  dann  aber  noch  rechtzeitig  den  Irrthom  be- 
merkt und  richtig  gestellt.*) 
Nach  diesen  Proben  kann  es  also  nicht  bezweifelt  werden,  dass  Wilhehn 
leichtere  Fehler  seiner  Vorlage  beseitigen  konnte**);  Berichtigungen  wie  die 
folgenden  widersprechen  also  durchaus  nicht  der  angenommenen  Identität 
von  0^  und  dem  cod.  Yallae: 
I  p.  244,  6  0Z]  AZ  F,  tz 
I  p.  248,  1  BA]  BA  F,  bl 
I  p.  260,  6  ikixtmv]  iiet^onf  F,  minor 
I  p.  262,  15  TÄ  f]  xov  f  F,  septima 
n  p.  6,  19  llaaisov]  om.  F,  minorem 
II  p.  12,  10  xaif]  xa  F,  eins  spatii  25  a]  ag  F,  quo 

II  p.  18,  9  iavxm]  euvxo  F,  sibi  ipsi         26  JV^j  MS  F,  nx 
II  p.  24,  11  ^]  ^v  F,  Sit  13  iyiiivuv]  ayfievoav  F,   ductam  28  «off] 

om.  F,  ad 
II  p.  28,  12  ^]  saxt  F,  sit 

II  p.  30,  19  noxl  xav  Eß  %oxt  xav  H  Xoyov  F,  ad  h 
II  p.  32,  2  ^]  71V  F,  Sit 

anderer  Hand:  quod  itaque  t  aut  est  minus  circum  acceptis  superficiebne  ahbk, 
bzgl  aut  non  minus  (del.  al.  man.),  sit  primo  non  minus,  qnoniam  ergo  hinc 
inde  due;  aber  darauf  kann  das  „deficit**  sich  nicht  beziehen,  da  es  man.  1  ist. 

*)  Zweifelhaft  ist  die  Erk^rung  der  Variante  II  S.  300, 19  KH]  hk  0,  sapra 
scr.  m.  1:  aliter  ki;  die  Lesart  ki  könnte  dem  0'  entnommen  sein,  aber  wahr- 
scheinlicher ist  es  eine  Go^jectur  (verfehlt)  yeranlasst  durch  den  Schreibfehler 
Z.  21  KI  F  statt  KH  (ki  0). 

**)  üeberhaupt  wird  Eoger  Bacons  scharfe  Verurtheilang  der  üebersetxer- 
th&tigkeit  Wilhelms  —  comp,  studii  ed.  Brewer  p.  472:  maxime  hie  Willielmns 
Flemingus,  qui  nihil  novit  dignum  neque  in  scientiis  neque  in  Unguis  —  durch 
die  Archimedesabersetzung  nicht  gerechtfertigt 
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II  p.  34,  21  ftfroov]  €(St<o  F,  sint 

II  p.  42,  19 — 20  Tov  . .  tsxQayAvov]  tm  > . ,  tstQocyfovto  F,  tetragoni 

II  p.  44,  3  «J  dri  F,  autem         13  NS]  HS  F,  nx         28  P0]  PO  F,  rt 

II  p.  48,  9  slQtifiivag  yQaiifidg]  eiQti(isvag  ygaiifiatg  F,  dicte  linee         22  HSl] 

Sl  F,  hco 
II  p.  58,  2  £Z]  EH  F,  ez         9  Sv]  wv  F,  quam 
II  p.  62,  2  ^^^afifu^]  yqafifiav  F,  linea  14  roaavtaxt^]  toaavtaö  F,  tociens 

Iv/]  f V  F,  uno 
n  p.  64,  26  &7to]  a  F,  ab 
n  p.  70, 11  ntQi^Qa]  om.  F,  circolatione 
n  p.  78,  2  bI  di  tue]   et  de  wna  F,  si  7  &(fxäg  rag  iliMg]   €tq%cig  nai  rag 

sXmog  F,  principii  reuolutionis 
II  p.  82,  24  xa^'  &v]  na^o  F,  seeundum  quam 
II  p.  84,  5  EJZ]  AEZ  F,  edz         8  ohog]  ovrtag  F,  iste 
II  p.  90,  7  diq]  öl  F,  itaqae  8  TCBQupiQBui]  ^ttquptqtiai  F,  periferia         19 

hi&ara]  $%aisxag  F,  nnaqueque 
II  p.  94,  16  ra  i7iiqo%a\  a  v7t€Qo%a  F,  ezcessu 
II  p.  102,  22  ABFJEe]  ABFAS  F,  abgdet 

II  p.  104,  3  OSE]  SE  F,  ote       Su]  om.  F,  quod         29  iato]  wco  F,  a 
II  p.  106,  6  ABFAES]  AB  HEß  F,  abgdet 
n  p.  110,  6  ikaaaovsg]  ekaiSiSrnv  F,  pauciores 
n  p.  114,  2  ravt&v]  ravxri  F,  hiis        28  xaxa\  nori  F,  secundum       13  in6] 

vno  F,  a 
n  p.  116,  4  Tiaxii  rbv  ivl  iXdaaova]  %axa  ra  fi$v  ivi  ekaöcova  F,  secondum  una 

pautiorem 
II  p.  120,  14  iXa<scavBg]  ekacöav  F,  pauciores 
II  p.  124,  4  (ua]  [iiag  F,  una 

II  p.  126,  10  N  rQMldiSiov]  rjyn  F,  n  vero  triplum         24  A]  A¥^l 
II  p.  128,  15  olv  ow]  ort  ovv  F,  igitur  quod 
n  p.  130,  14  ov  ro]  Qv  rt  F,  quam  quod 

II  p,  134,  20  HA]  MA  F,  ha 
n  p.  136, 16  HA]  MA  F,  ba 

III  p.  42,  3  7CQoaiulö^oi}]  n^nsic^c»  F,  apponatur 

III  p.  200,  24  oiaiig]  ictig  F,  existente         28  SO]  SSV.xo 

ni  p.  250,  10  Toö  iacb  B0]  om.  F,  quod  a  tb 

in  p.  360,  2  dexaoftrA]  de  %at  oxro  F,  decem  et  octo 

Auffallende  Conjecturen,  die  mit  den  meinigen  zusammenfallen,  sind 
folgende  zwei*): 

*)  II  p.  62,  1   fehlt  hcamco^v   nach  nB(fiBVB%9'Bl!tta  nur   durch  Versehen   in 
meinem  Text;  es  steht  in  allen  Quellen. 
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II  p.  60,  22  dem]  equali;  vgl.  p.  61  not.  (foco), 

II  p.  116,  19  ricv  di  7tiQiq>iq^utv ,  Si  Itfrt  /mtck^^^]  periferiMn  natem  äqualem 
intermedia  (vgl,  noi  crit.).  .... 

Nur  halbwegs  richtig  ist  die  Aenderungt  . 
I  p.  104,  18  'Sntii  xsxQadog  iistQov(iivag  otal  TCaQaXkriXoig  oiceiig]  t€tQcty<ovovg 

ovcag  F*),  entia  equedistantla.  - 

II  p.  60,  6  ist  das  falsche  B^m  (st  incivm)  wohl  ai?  nicht  vorst|uide&  weg- 


Schon  von  diesen  Stellen  werden  sich  vielleicht  durch  volktSAdige  Coi- 
lationen  der  Handschriften  VBC  einige  als  solche  hemnsstelkA/Wd  4>e8endeFe 
Fehler  dea  cod.  F  vorliegen,  welche  im  cod.  Vallae  nicht  da  waren;    Uii 
Sicherheit  oder  doch  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit  kann  dies  von 
folgenden  Stellen  behauptet  werden,  die  &kT  diQ  Frage  0^ «»  cod.  "VUlae  also 
gar  nicht  in  Betracht  kommen: 
I  p.  144,  20  fwt€axsvda&0]  xorrctf^v  F,  disponantur 
II  p.  28,  18  iXcccamv]  F,  sit  minor,  &T«.^W<rtfö>v  30?  (richtig?) 
JI  p.  32,  23  AI,  KE]  AKE^  enpra  scr.  J.oi.  1,  F;  i\  ke 
II  p.  36,  21  O  %oxiXaß6vxa\  AB?,  QU  oti  Xapovxa  F,  o  adsnmeBtia- 
II  p.  46,  3  sq.  immer  %,  das  in  F.  oft  verunstaltet  ist 
II  p.  50,  23  laoxaxifos]  B,  töoxaxü  eng  P,  equevelociter 
II  p.  52,  3  iccvxm]  B  C ,  eavxo  F,  sibi  ipsi 
11  p.  64,  2  TC^&xog]  rt^ototf  05  F,  primus         10  xav^fiitf]  BC^  va  fiev-P,-eam 

quidem 
II  p.  74,  12  &Qa]  AB,  om.  F,  ergo 
11  p.  76,  18  SHK]  &NK  F,  sed  corr.;  thk 
II  p.  82,  21  iaCHxai]  e^stxai  F,  erit 
II  p.  80,  19  AP  —  xdv]  bis  F,  non  0 

II  p.  96,  7  Ätfw]  AB,  e<sx0  F,  nt 

III  p.  104,  1  öfiKov]  aiTiov  F  V,  ahii  mg.  m.  1  0  .      _ . 
III  p.  364,  12  o^Tooff  —  13  Tfig  JH]  B,  mg.  P,  hab-  0. 

Das  bisher  Entwickelte  können  wir  also  dahin  resumiren,  dass  W^Ib^l^ 
von  Moerbek  seine  Uebersetzung  nach  zwei  griechisclten  Hand- 
schriften verfertigte,  von  denen  die  eine,  jetzt  vollständig  v&r- 
schollene,  nur  die  mechanischen  Schriften  nebst  ns^  xe^yvöit^- 
enthielt  und  stark  überarbeitet  war,  die  andere  aber  -die  Hand- 
schrift Georg  Vallas  war.  -  .     :  .. 

Ueber  diese  Urquelle  unserer  griechischen  -Handschriften  habe  ich  Pbi- 


*)  A^ach  «ftl  na^aXlrikoig  iehlt  in  F^  hiernach  ifcrt  die  noia  critica  zor  Stelle 
zu  bericbtigCD.  '  
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lologas  XLII  S.  427  ff.  die  Vermuthung  aufgestellt,  dass  sie  1422—23  durch 
G.  Aurispa  von  Constantitiopel  nach  Italien  kam.  Diese  Vermuthung  ist  also 
in  dieser  Form  nicht  richtig.  Diejenige  Hds.,  die  später  G.  Valla  besass,  ist, 
wie  wir  jetzt  wissen,  seit  dem  XIII.  ^ahrh.  in  Italien  gewesen.  Dass  aber 
die  in  dem  a.  0.  citirten  Briefe  (Ambrosü  Travers.  epp.  XXIV,  63)  von  Aurispa 
erwähnte  mathematische  Hds.  (habeo  et  alium  mathematicum  non  perfectum 
vetustum  etiam,  cuius  auctorem  ignoro;  caret  quidem  principio)  eben  die 
unsrige  sei,  halte  ich  noch  immer  für  sehr  wahrscheinlich.  Die  Beschreibung 
passt  sehr  genau  auf  den  codex  Vallae,  der  vom  und  am  Schluss  defect  war 
und  namentlich  vom  den  Verfasseraamen  nicht  hatte  (vgl.  Archimedis  opp. 
III  p.  X),  aber  auf  keine  andere  mir  bekannte  Hds.  eines  griechischen  Mathe- 
matikers*); und  es  wäre  doch  sehr  sonderbar,  wenn  es  in  der  Renaissance 
in  Italien  zwei  Hdss.  griechischer  Mathematiker  von  genau  derselben  schlech- 
ten Erhaltung  gegeben  hätte,  die  beide  spurlos  verschwunden  wären.  Man 
91USS  also  annehmen,  dass  Aurispa  irgendwo  (wohl  in  SUditalien  oder  in 
seiner  Heimath,  Sicilien)  die  alte  Hds.  überkommen  und  ans  Licht  gezogen 
hatte,  und  in  der  That  sagt  er  nirgends,  dass  gerade  sie  aus  Constantinopel 
stammte.  Dass  er  auch  auf  italischem  Boden  griechische  Hdss.  gesammelt 
hatte,  steht  fest.  Im  Jahre  1417  verkaufte  er  zu  Pisa  dem  Niccolo  Niccoli 
eine  alte  Thukydidhds.,  also  noch  vor  seiner  griechischen  Reise;  es  ist  der 
bekannte  prächtig  geschriebene  Laurentianus ,  dessen  occidentalischer  Ur- 
sprung durch  die  lateinische  subscriptio  bezeugt  ist  (s.  hierüber  Ambrosü 
epp.  VI,  8).**) 

Fragen  wir  jetzt,  wie  Wilhelm  dazu  kam,  den  Archimedes  zu  übersetzen, 
so  hängt  dieses  beim  ersten  Anblick  befremdende  Phänomen  mit  einer  sehr 
bedeutenden  Culturbewegung  zusammen,  worüber  0.  Hartwig  Centralblatt 
f.  Bibliothekswesen  III  S.  161  ff.  vorzügliches  Material  zusammengestellt  hat. 


*)  Die  Pappushds.  Vat.  gr.  218  s.  XII  kann  es  kaum  sein;  der  Pappuatext 
ist  allerdings  vorn  defect,  aber  yoran  geht  das  Fragment  des  Anthemius,  zwar 
mit  jüngerer  (oder  doch  anderer)  Hand,  aber  nicht  in  der  Benaissancezeit  ge- 
schrieben; und  die  mit  junger  Hand  nachgezogene  Ueberschrifb  mit  Anthemius' 
Namen  war  von  erster  Hand  da. 

**)  Ich  kann  nicht  unterlassen  auf  einen  verdächtigen  Umstand  hinzuweisen, 
wenn  ich  auch  vorläufig  ausser  Stande  bin  die  Spur  zu  verfolgen.  Aurispa  giebt 
an  (Ambrosü  epp.  XXIY,  53),  dass  er  von  Constantinopel  aus  seine  kirchlichen 
Hdss.  nach  Sicilien  geschickt  habe;  spater  (ib.  61)  sendet  er  dem  Ambrogio  von 
diesen  Büchern  einige  Kirchenväter  und  erwähnt  noch  einen  Aristophanes.  Nun 
besasB  das  Basilianerkloster  St.  Nicolas  di  Gasöle  unter  seinen  kirchlichen  Hdss. 
ebenfalls  diesen  Verfasser  (Diehl  M^langes  d*arch^ologie  et  d'histoire  VI  S.  187). 
Sollte  Aurispa  vielleicht  die  BasilianerklGster  ünteritaliens  ausgebeutet  haben  um 
die  in  Constantinopel  gemachte  Ernte  noch  zu  vergrössern? 

Abh.  aar  Oesch.  der  Matheui.    V,  G  ^^ 
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Indem  ich  mir  vorbehalte  bei  anderer  Gelegenheit  der  mathematischen  Seite 
dieser  Bewegung  im  einzelnen  nachzugehen,  wofür  das  Material  noch  lange 
nicht  veröffentlicht,  geschweige  denn  ausgenützt  ist,  will  ich  hier  nnr  di^' 
'  Umrisse  skizziren. 

Die  auf  griechischen  Quellen,  namentlich  der  griechischen  Fachwissen- 
schaft, beruhende  arabische  Cultur  in  Spanien,  welche  durch  Vermittelimg 
einer  Reihe  von  üebersetzem  nach  dem  Arabischen  dem  Occidente  so  be- 
deutende Bildungselemente  zuführte,  wurde  mit  den  Arabern  nach  Sidlies 
und  Unteritalien  gebracht,  wo  sie  von  den  Normannen  aufgenommen  eice 
besondere  Eichtung  nahm.  Man  ging  hier,  auf  den  starken  Besten  giiecbi- 
scher  Bildung  und  Sprache  fussend,  die  in  SüditaHen  seit  der  byzantiniscbei 
Herrschaft  sassen,  auf  die  griechischen  Quellen  zurück  und  über  die  arabische 
Anregung  hinaus.  Sprachkenntniss  und  Handschriften  gewährten  die  grie- 
chischen Elemente  und  die  Verbindung  mit  Bjzanz.  Von  den  Normannec 
Süditaliens  erreichte  diese  Anregung  ihre  Stammesgenossen  in  England,  mir 
denen  sie  in  lebhaftem,  auch  litterarischem,  Verkehr  standen.  Aber  auch  ii 
Süditalien  dauerte  diese  Bichtimg  noch  unter  den  Hohenstaufen  fort,  os: 
ihr  verdankt  ohne  Zweifel  Thomas  Aquinas,  der  ja  in  Süditalien  geboren  im: 
erzogen  wurde,  den  Antrieb  zu  seinem  Streben  nach  reineren  Quellen  der 
aristotelischen  Texte.  Er  Hess  unseren  Wilhelm  von  Moerbek  wenigstens 
einen  Theil  der  Schriften  des  Aristoteles  aus  dem  Griechischen  neu  übei- 
setzen.  Die  Eenntniss  der  griechischen  Sprache  war  damals  durch  die  Er 
richtung  des  lateinischen  Kaiserreichs  und  die  dadurch  herbeigeführten  Be- 
ziehungen zum  Orient  verbreiteter  geworden;  namentlich  wurden  viele  Geist- 
liche nach  Griechenland  geschickt.  So  treffen  wir  auch  Wilhelm  1260  alr 
Priester  in  Theben,  imd  die  hier  erworbene  Sprachkenntniss  hat  er  also  als 
üebersetzer  verwerthet. 

Bekanntlich  vermochte  die  hier  kurz  angedeutete  Bewegung,  die  mi: 
Roger  Bacon  ihre  höchste  Stufe  erreicht  und  an  die  Benaissance  anklingt. 
nicht  durchzudringen;  die  Bemühungen  der  einzelnen  Gelehrten  konnten  da: 
Umschlag  noch  nicht  herbeiführen.  So  sehen  wir  auch,  dass  die  Archimedes- 
Übersetzung  Wilhelms  gar  keinen  Einfluss  auf  die  Mathematik  des  Mittel- 
alters ausgeübt  hat.  Wo  Archimedes  citirt  wird,  wie  bei  Bradwardin  Gec- 
metria  specul.  V,  5,  ist  es  die  arabisch -lateinische  Uebersetzung  (wohl  von 
Gerardo  von  Cremona)  der  dimensio  circuli,  die  z.  B.  in  cod.  Dresd.  Db  St 
erhalten  ist.*) 

Dagegen  hat  unsere  uebersetzung  eine  Bolle  gespielt,  als  sich  das  An- 

*)  Wenn  die  Angabe  bei  Charles  Bog.  Bacon  S.  331,  dass  Bacon  eine  latei 
nische  Uebersetzung  des  Archimedes  kannte,  richtig  ist,  wird  es  sich  wohl  damit 
ebenso  verhalten.    Ich  habe  eine  solche  Stelle  bei  Bacon  nicht  finden  können. 
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denken  des  Arobimedes  in  der  Renaissance  mit  nachhaltenderer  Wirkung  nen 
belebte.  Nicbt  nor  Ganricus  und  Tartaglia  beuteten  sie  aus,  sondern  scbon 
früber  batte  sie  dem  Jacobus  Cremonensis  bei  seiner  Neuübersetznng  gedient. 
Das  gebt  aus  folgenden  Stellen,  wo  Febler  oder  Interpolationen  des  Ottobon. 
bei  Cremonensis  wiederkebren,  unwiderleglich  hervor: 

I  p.  260, 12   UUl(p&(oaav  ot  tm  IIZA  rofist  ofioioi]    accipiantur  sectores 

similes  ipsi  pza  0,  sumptae  sint  itaque  sectores  similes  ipsi  pfa 

Cremen. 
II  p.  300,  7  BJ]  bd  longitudine  0,  bd  ad  bf  longüudine  Cremen. 
II  p.  302,  2  post  dvvafA€i  add.  equales  enim  que  dz  kb  0,  aequales  sunt 
enim  df  kg  Cremen. 
Aber  auch  der  Schreiber  derjenigen  Hds.,  welche  der  Editio  princeps  zu 
Grunde  liegt  (jetzt  in  Nürnberg,  N*),  hat  sich  des  Ottobon.  bedient,  um  ver- 
meintliche oder  wirkliche  Lücken  seiner  griechischen  Vorlage  (F)  anszuftlllen. 
Beweisend  sind  natürlich  nnr  diejenigen  Stellen,  wo  er  Interpolationen  aus 
Ottobon.  aufgenommen;    die  wirklichen  Berichtigungen,  die   er  wohl  zum 
grössten  Theil  derselben  Quelle  verdankt,  könnten  ja  durch  Coi^jectur  selb- 
ständig gefanden  sein.    Ueberzengend  sind  dagegen  folgende  Beispiele: 
II  p.  94,  10  TotJ  nqoxB^ivxo^']  preposito  spatio  0,  xotf  nqoxt^ivxog  xa^lov  N* 
II  p.  136,  11  rbv  N]  sectorem  n  0,  r6v  N  tofiia  N*  27  tb  S]  spatium 

X  0,  rb  S  %toqlov  N* 
II  p.  166,  14  nach  cafieiov:  et  secetur  in  duo  que  db  penes  t  0,  %al  tsr (iriö^m 

dlxcc  &  JB  xorÄ  TÖ  0  N» 
II  p.  192,  24  vor  öeiKviov:  diameter  autem  portionis  sit  bd  0,  öia^etQog  di 

TotJ  tfiifiarog  forco  &  BJ  N**) 
II  p.  214,  9  nach  BF:  penes  z,  h  0;  xcnra  tcc  Z,  H  N»         17  tsxQcntkacCa  dl 

&BJ]  (nach  Eutocius)  que  autem  db  quadrupla  0,  &  il  BJ  XBtqu- 

nlaaloctv  N* 
II  p.  228,  23  tov  AJEF  rrf^ov  duc(iexQ6g  iaxiv  a  ZH]  nach  Eutocius,  toiJ  P; 

sectoris  adeg  djameter  est  quae  hz  0;  xov  AJEF  dicifiexqSg  icxiv 

&  HZ^^ 

II  p.  230, 1  iitsl  a[]  om.  F,  et  quae  quidem  0,  nal  at  fäv  N*  (sprachwidrig) 

Besonders  charakteristisch  und  beweisend  sind  die  Stellen,  wo  die  im 
allgemeinen  recht  gewandte  Rückübersetzung  unrichtig  ist.  So  11  p.  206,  3; 
wo  die  ganze  interpolirte  Stelle  dem  Ottobon.  entnommen  ist  (Z.  3 — 7);  hier 
hat  0:  et  copulentnr  quae  tn  im,  d.  h.  wxl  inetsvx&oaaav  at  OJV,  IM\  in  N* 


*)  Sonderbar  ist  II  p.  170»  16  ^orty  &ifa]  est  ergo  et  cetera  0,  est  ergo  nt 
centra  Tartaglia,  ^<jrti^  &qcc  xb  N  caiiBiov'  d>nBQ  N*.  5»«^  scheint  dem  „et  cetera" 
zu  entsprechen,  xb  N  cafieiop  eigene  Interpolation  zu  sein. 

6* 
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sieht  aber  falsch '^)  %ccl  iTtB^evx^m  tic  6,  M,  I^  iV,  als  ob  qoae  Plural.  Neatr. 
sei  nnd  t,  n,  i,  m  da  stände.  Ebend.  Z.  4  ist  zQtymvm  xm  AKB^  Z.  5  rfifffur 
dh  tb  ARB  tiidfiati  tm  BAT  falsche  Wortstellung,  dnrch  die  Uebersetzong 
„trigono  qmdem  akb"  und  „portio  autem  akb  porüoni  blg^'  veranlasst^  was 
so  wiedergegeben  werden  sollte:  x&  (iiv  AKB  tQi^Avta . , .  rb  ih  AKB  xn&iut 
tm  BAF  ruifiaxi,  II  p.  238,  7  roü  fihv  SXov  x^iifjuittog]  om.  F,  totius  qnidem 
portionis  0,  (ihv  totl  oXov  xfidfuxxog  N*  sprachwidrig.  Die  Interpolation  11 
p.  210,  13  (nach  SE)  hxai  (isttcov  x&g  BS.  xcri  lirro  &  SH  entspricht  der 
Uebersetzung:  erit  maior  quam  linea  bt  sit  qne  ht;  aber  diese  Worte,  die  in 
die  umgearbeitete  Fassung  des  Ottobon.  (wo  imtdri  Z.  14  bis  xfidiiLcexa  Z.  18 
fehlt)  genan  passen,  sind  in  N*  ganz  sinnlos  und  störend  der  abweichenden 
Lesart  von  F  angeklebt.  Auch  die  Interpolation  des  N*  II  p.  210,  15  (nach 
S)  si^yQdiiiiov  dh  xoü  AKBAF  xb  E  ist  der  Umarbeitung  des  Ottobon. 
(quoniam  autem  portionis  guidem  abg  centrum  grauitatis  est  Signum  t,  recti- 
Und  autem  akhlg  Signum  e)  entnommen  und  in  die  verschiedene  Fassung  des 
F,  so  gut  es  gehen  wollte,  eingeschwärzt.  Der  Schreiber  von  N*  hat  also 
neben  seiner  Vorlage  F  (Archimedis  opp.  III  p.  XLVII)  offenbar  den  Ottobon. 
direct  oder  indirect  da  benutzt,  wo  der  Text  des  F  ihm  verderbt  oder  un- 
klar  schien. 

Diese  Beobachtung  bringt  mit  einem  Male  in  das  früher  sehr  verwickelte 
Yerhältniss  zwischen  Oauricus-Tartaglia,  Cremonensis  und  N*  das  hellste 
Licht,  und  der  Stammbaum  der  Textesquellen  lässt  sich  jetzt  nach  Ausschei- 
dung der  interpolirten  Handschriffc  Nicolaus  des  V^°,  die  ich  früher  annehmen 
zu  müssen  glaubte,**)  folgendermassen  vereinfachen  und  erweitem: 

AuRgabe  des  Isidoros  von  Milet 

I 

Interpolirte  Ausgabe 


ed.  Basil. 


*)  'E7tetB^x&(o  ßteht  so  nur  von  Geraden,  nicht  von  Punkten. 
*♦)  Das  Archimedis  opp.  III  p.  XXII  ff.   besprochene  Supplement  der  Lücke 
III  S.  4,  18  ist  also  doch  Interpolation  des  Jacobus  Cremen,  selbst. 
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DES 


RADULPH  VON  LAON. 


VON 


Db.  ALFRED  NAOL. 
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Ueber  den  Verfasser  dieses  hier  zum  erstenmale  durch  den  Druck  ver- 
öffentlichten Tractates  weiss  ich  nichts  weiter  anzugeben,  als  was  in  Michaud's 
Biographie  universelle  II,  44  im  Artikel:  Anselme  de  Laon  berichtet  wird. 
Er  wird  als  ein  Bruder  dieses  im  Mittelalter  sehr  berühmten  Theologen  ge- 
nannt, welcher  gegen  1030  zu  Laon  geboren,  daselbst  und  zu  Paris  lehrte 
und  am  15.  Juli  1117  starb,  nachdem  er  die  ihm  wiederholt  angetragene 
bischöfliche  Würde  beharrlich  ausgeschlagen  hatte.  Badulph,  oderBaoul  wie 
der  Name  im  Französischen  lautet,  selbst  unterstützte  seinen  Bruder  Anselm 
im  Lehramte,  und  ersetzte  ihn  darin  nach  dessen  Ableben.  Während  der 
sechzehn  Jahre  als  er  ihn  überlebte  (Baoul  müsste  darnach  also  im  Jahre  1133 
gestorben  sein),  hat  die  Schule  von  Laon  nichts  von  ihrem  Glänze  verloren« 
Es  waren,  heisst  es  bei  Michaud,  von  Baoul  zwei  nicht  veröffentlichte  Werke 
hinterblieben,  das  eine  über  den  Halbton,  das  andere  über  die  Arithmetik; 
sie  scheinen  verloren  zu  sein.*) 

Das  letztere  ist  nun  nicht  der  Fall,  beide  Tractate  sind  im  Pariser  lat. 
Codex,  fonds  St.  Victor  no.  534,  derzeit  no.  15120  enthalten,  nach  welchem 
wir  hiemit  die  Ausgabe  des  arithmetischen  besorgen.  Allerdings  scheint 
diese  Handschrift  die  einzige  noch  vorhandene  von  den  Schriften  des  Badulphus 
zu  sein.  Fügen  wir  noch  ausdrücklich  bei,  dass  auch  Badulph  niemals  einen 
Bischofstuhl  innegehabt  und  dass^  wie  übrigens  schon  aus  der  Liste  der 
Bischöfe  von  Laon  ersichtlich,**)  derselbe  von  M.  Chasles***)  ganz  irriger- 
weise unter  diese  letzteren  versetzt  wird. 

Der  erwähnte  Pariser  Pergament«  Codex  ist  heute  mit  einem  modernen 
Einbände  versehen  und  beginnt  nach  den  Papier- Schutzblättem  mit  einem 
pergamentenen  unnumerierten  Schutzblatte,  welches  folgende  Aufschriften 
trägt;  vorne:  Volume  de  77  feuillets.    Les  feuillets  38—40,  47,  48,  76  sont 


*)  Der  Verfasser  der  Hietoire  de  la  Frauce  littdraire  VII,  143  bezieht  sich 
aber  auf  die  Handschrift  zu  St.  Victor  in  Paris  damals  no.  758,  über  den  Halbton. 

**)  P.  PiuB  Bonif.  Garns,  Series  episcoporum  eccl.  rom.  Batisb.  1873  v. 
Lugdunum. 

***)  Comptes  renduB  h^bd.  de  Tacad.  des  sciences  VIII  (1839)  p.  80. 
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blancs.  26  Septembre  1888  (roth);  rückwärts:  Ex  Bibl.  S.  Vict  Paris.  8. 
Vict.  534  (schwarz).  Von  der  Hand  der  ersten  Aufschrift,  also  allemenestens, 
und  ebenfalls  roth  sind  dann  alle  weiteren  Blätter  fortlaufend  von  1—77 
arabisch  bezeichnet.  Diese  Blätter  zeigen  aber  noch  eine  zweite  Numeriening 
in  arabischen  Ziffem  etwa  aus  der  Zeit  der  Wende  des  14.  Jahrhunderts 
und  zwar  beginnend  das  Blatt  1  mit  der  Bezeichnung  2,  sodass  diese  ältere 
Bezeichnung,  soweit  der  damalige  Bestand  noch  vorbanden,  je  um  eine  Nummer 
voran  ist.  Die  Sache  erklärt  sich  durch  das  derzeit  letzte  Pergamenthlatt 
des  Codex,  welches  die  Nummer  77  neu,  aber  1  jener  älteren  Bezeichnnzig 
trägt*  und  zweifellos  einmal  das  erste  Blatt  des  Codex  gebildet  bat  Es  ist 
rückwärts  leer  und  trägt  vorne  folgende  Aufschriften: 

1.  gleichzeitig  oder  wenig  jünger  als  unser  Text:  Iste  über  est  Sancti 
Victoris  paiisiensis.  Quicumque  eum  |  foratus  fuerit.  uel  celanerit  uel 
titulum  istum  deleuerit  |  anathema  sit. 

2.  dem  Anscheine  nach  von  der  Hand  der  älteren  Paginienmg  herrührend: 
Que  secuntur  hie  habent  sclilicet.  |  Badulphi  laadunensis  de  abaco.  2.  |  de 
semytonio.  42.  6I0SS9  super  tajbulam  compoti.  50.  Quedam  alia.  58.  |  Paluis 

mathematici.    62.    quedam  |  de  algorismo.    93.    de composito  coji- 

tenti  C.     99  et  usque  101. 

Der  Codex,  von  mehreren,  der  Zeit  nach  nicht  erheblich  auseinander* 
liegenden  Händen  hergestellt,  befand  sich  also  ungefähr  zu  Anfang  des 
15.  Jahrhunderts  schon  in  der  heutigen  Vereinigung.  Unser  Tractat  mit  der 
Ueberschrift  in  rother  Farbe:  Incipit  Liber  Badulfi  laudunensis  de  Abaco  mit 
darauffolgendem  Initiale  A  in  blauer  Farbe  stand  augenscheinlich  von  An- 
beginn an  der  Spitze  der  Handschrift  (fol.  1'— 37''  neu,  2—38  alt;  es  folgen 
leer  38 — 40  neu).  Dieser,  sowie  der  nun  folgende  Tractat:  de  semitonio 
(fol.  41' — 46'  neu,  42 — 47  alt)  sind  von  Einer  Hand  geschrieben,  dem 
13.  Jahrhunderte  angehörig.  Ebenso  der  nächste  Tractat  (49' — 52'  neu, 
58 — 61  alt;  hier  sind  also  vorher  die  Blätter  60 — 57  inzwischen  ausgefallen) 
und  was  weiter  kommt,  von  anderer  Hand,  gehörte  jedenfalls  nicht  zum  ur- 
sprünglichen Bestände  der  Handschrift;  der  Inhalt  ist  von  hier  an  durchweg 
algoristischer  Natur.  Dies  letztere  war  noch  hervorzuheben,  weil  unser  Tractat 
selbst  und  die  von  derselben  Hand  folgenden  Tractate  durchaus  noch  dem 
Lehrsjsteme  der  Abacisten  angehören. 

Trotz  der  von  Radulph  selbst  wiederholt  betonten  Ktlrze  wird  uns  seine 
Darstellung  der  Abacus  -  Wissenschaft  von  oft  ermüdender  Weitschweifigk^J* 
erscheinen.  Sein  Tractat  ist  aber  wichtig,  weil  er,  der  allerletzten  Zeit, 
bevor  die  Gerbert'sche  Arithmetik  von  der  arabischen  mit  einer  gewissen 
Plötzlichkeit  verdrängt  wird,  angehörend,  seine  Wissenschaft  in  ihrer  vollen 
scholastischen  Entwicklung  zeigt.    Sie  hat  keine  Fortschritte  gemacht.  Noch 
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immer  die  „Begnla  Gerberti '\  die  uralten  ermüdenden  Multiplicationsregeln 
ohne  die  Fähigkeit,  mit  einer  generellen  Stellenregel  zu  operieren,  noch  immer 
die  Darstellnng  der  ebenfalls  uralten  divisio  cum  differentia,  obgleich  frei- 
lich dieser  jetzt  eine  weit  ausführlichere  Behandlung  der  divisio  anrea  d.  h. 
derjenigen  ohne  die  dekadische  Differenz  beigegeben  ist^  oder  vielmehr  be- 
zeichnenderweise vorangeht,  sodass  neben  ihr  die  divisio  cum  differentia  sich 
ersichtlich  als  ein  nunmehr  veralteter  Gegenstand  darstellt.  Aber  auch  das 
Brüchesjstem  ist  noch  immer  das  alte  römische  mit  den  spfttrömischen 
Zeichen  und  nur  durch  die  bemerkenswerthe  Neuerung,  dass  Badulph  mit 
diesen  Zeichen  nicht  mehr,  wie  die  früheren  Abacisten,  auf  einer  eigenen 
Colunme  für  die  Brüche,  sondern  zugleich  auf  den  dekadischen  Colunmen 
der  ganzen  Zahlen  operiert,  verräth  er  vornehmlich  das  geschichtliche  Stadium 
seines  Tractates.  Im  einzelnen  ist  diese  Schrift  aber  gerade  wegen  ihrer 
genauen,  umständlichen  Darstellung  der  Operationen  von  Werth,  da  sie  hiemit 
manche  zweifelhafte  Einzelnheit  ins  Klare  stellt. 

Badulph  steht  der  Zeit,  in  welcher  sich  die  Eenntniss  der  indischen 
Rechenkunst  durch  Vermittlung  der  Araber  in  Europa  unter  der  Bezeichnung 
des  Algorismus  verbreitet,  so  nahe,  dass  wir  mit  einigem  Grunde  annehmen 
können,  es  sei  ihm  diese  neue  Form  des  Bechenwesens  nicht  ganz  unbekannt 
geblieben.  Wird  doch  sein  berühmter  Zeitgenosse  Atelhart  von  Bath  geradezu 
als  derjenige  vermuthet,  welchem  die  üebersetzung  des  arithmetischen  Tractates 
des  Alkharismi  ins  Lateinische  zuzuschreiben  sei.  Um  so  bemerkenswerther  ist 
es,  dass  Badulph  in  jeder  Beziehung  den  Traditionen  der  Schule  Gerbert's  treu 
bleibt  und  in  nichts  einen  so  nahe  liegenden  Zusammenhang  seiner  Wissenschaft 
mit  den  Arabern  andeutet.  Es  gilt  dies  auch  von  seinem  Zeitgenossen  Gerland, 
dem  Prior  von  St.  Paul  zu  Besan9on,  dessen  Abacus-Tractat  (Bullett.  Boncom- 
pagni  X,  595 — 607)  in  allen  wesentlichen  Merkmalen  der  Methode  demjenigen 
Badulph's  gleichkommt.  Es  ist  dies  meines  Erachtens  einer  der  wichtigsten 
Umstände  für  die  Annahme,  dass  die  arithmetischen  Kenntnisse  Gerbert's  und 
seiner  Nachfolger  durchaus  jedes  Zusammenhanges  mit  den  Arabern  entbehren. 
Badulph  wiederholt  die  fast  in  allen  Schriften  dieser  Schule  vorkommende  An- 
gabe, dass  die  Wissenschaft  dieser  Bechenmethode  ein  alter  Besitz  des  Abend- 
landes gewesen  und  allmälig  fast  in  Vergessenheit  gerathen  sei,  bis  Gerbert  (er 
schreibt  den  Namen  des  berühmten  Pabstes  stets  Girbertus,  fol.  4^,  7'  und 
7^)  durch  seine  Studien  sie  wieder  hervorgezogen.  Schon  vor  längerer  Zeit  ist 
darauf  verwiesen  worden,  dass  Badulph  an  diesem  Verdienste  auch  den  „eximius 
doctor  Herimannus^'  theilnehmen  lässt  und  seit  der  Abacus-Tractat  des  Her- 
mannus  Contractus  selbst  wiedergefunden  und  veröffentlicht  ist*),  kann  wohl 

*)  Im  Bulletino  mat.  Boncompagni  X  643—647,  nach  einer  Handschrift  zu 
Karlsruhe.    Mit  Vorrede  von  TreuÜein. 
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weiter  kein  Zweifel  sein,  dass  es  siph  hiebei  mu  den  berühmten  Mönch  des 
Klosters  Reichenau  handelt. 

Neben  der  Abwesenheit  jeder  Erwähnung  der  Araber  ist  aber  in  Badalph*8 
Schrift  zu  beachten  die  Bezeichnung  des  Abacus  als  „mensa  philosophorom" 
(fol.  1'),  ohne  Frage  eine  Hindeutung  auf  die  damals  allgemeine  Benennung 
„mensa  Pythagorica";  femer  die  Bemerkung,  dass  die  Assjrer  die  Erfinder 
dieser  Einrichtung  seien  und  dass  die  bekannten  abenteuerlichen  Benennungen 
der  Zahlzeichen:  igin,  andras  u.  s.  w.  chaldftische  Ausdrücke  seien  (foL  1^  2'). 
Endlich  aber  wird  der  bekannten  so  vielfach  angefochtenen  Bückleitung  dieser 
Rechenmethode  auf  die  Neu-Pythagoreer  noch  näher  getreten,  wenn  Radulph 
sagt,  dass  die  Erfindung  und  der  Gebrauch  des  arithmetischen  Abacos  aus 
der  Pflege  des  Quadriviums  stamme  und  namentlich  der  Geometrie,  zu  deren 
Lehre  ein  Abacus  ohnehin  benöthiget  worden  sei  (fol.  4^).  Bei  dieser  Ge- 
legenheit erhalten  wir  zugleich  einen  Fingerzeig,  dass  diese  Methode  bis  an 
das  Ende  ihrer  Geschichte  reine  Schulwissenschaft  geblieben;  denn  noch  ein 
zweitesmal,  wo  Radulph  auf  ihre  praktische  Verwendung  zu  sprechen  kommt, 
weiss  er  abermals  von  keinem  anderen  Gebrauche  derselben,  als  für  die  in 
den  Quadrivium-Disciplinen  vorkommenden  Berechnungen. 

Die  neun  Zahlzeichen,  deren  sich  Radulph,  oder  genauer  unsere  Hand- 
schrift des  13.  Jahrhunderts,  aber  jedenfalls  nach  alter  Vorlage  bedient, 
sehen  in  genauer  Nachbildung  folgendermassen  aus: 

123456789 

hr  /^  9 

Es  enthalt  die  zweite  Reihe  die  Zeichen  nach  fol.  2',  die  nächst  untere 
jene  mehr  cursiven  nach  den  im  Texte  zerstreuten  Stellen  bei  Darstellung 
der  Operationen.  Ihr  Charakter  ist  noch  immer  der  alte  wie  zur  Zeit  Gerberf  s 
und  bei  seinen  unmittelbaren  Nachfolgern.  Diess  ist  auch  der  erste  wesent- 
liche Fingerzeig  in  der  interessanten  Frage,  ob  Radulph  noch  mit  beweg- 
lichen vorgerichteten  „caracteres",  „apices"  operiert,  oder  ob  er  seine  Rech- 
nungen etwa  schon  geschrieben  habe.  Er  erklärt  sich  über  diesen  Punkt 
nicht  ausdrücklich.  Aber  seine  steifen,  umständlichen  Zeichen  weisen  den 
Gedanken  an  eine  cursive  Behandlung  derselben  durchaus  von  vornherein  ab. 
Zu  beachten  ist  in  dieser  Frage  weiterhin  die  Einrichtung  seines  Abacus. 
Dieser  hat  noch  immer  die  alten  traditionellen  siebenundzwanzig  Colunmen,  als 
lineae  bezeichnet,  (fol.  1')  und  Radulph  weiss  hiebei  wieder  eine  jener  ebenso 
hochgeschätzten  als  überflüssigen  und  verwirrenden  Schulerfindungen  zu  tra- 
dieren, welche  hier  darin  besteht,  dass  ausser  den  nothwendigen  dekadischen 
üeberschriften  der  einzelnen  Colunmen  mit  ..CXI  auch  die  neun  Zahlzeichen 
als  üeberschriften  für  je  drei  zusammengefasste  Columnen  verwendet  werden. 
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Durch  wagrechte  Linien  wird  der  Abacus  weiterhin  in  vier  wagrechte  Colunmen, 
ebenfalls  als  lineae  bezeichnet,  getheilt,  deren  erste  oberste  zur  Anstellung 
der  Multiplicanden  und  Divisoren;  die  zweite  für  die  Summen  ans  der  Mnlti- 
plication  und  für  die  Dividenden,  die  dritte  dagegen  für  die  Multiplicatoren 
und  Quotienten  dient.  Die  aus  diesen  Linien  entstandenen  quadratischen 
Felder  erhalten  aber  auch  noch  bei  Badulph  jene  in  ihrem  Zweck  bisher  gauz 
nnerklärten  ständigen  Inschriften  der  Zahlzeichen,  wie  wir  ähnliche  schon  in 
den  Abaci  der  ältesten  Abacisten  wahrnehmen.  Er  setzt  in  die  erste  wag- 
rechte Columne  ein  (immer  von  rechts  nach  links)  die  Bezeichnungen  s  (sin- 
gularis),  d  (decenus);  c  (centenus)  u.  s.w.,  in  die  zweite  die  zwei  Hälften 
dieser  Zeichen  SS  (semis,  semis),  yy,  ll  n.  s.  w.,  in  die  dritte  je  eine  dieser 
beiden  Hälften  S,  y,  l  und  endlich  in  die  vierte  die  römischen  Bmchzeichen. 
Diese  ständige  Beschreibung  des  Abacus  ist  aber  der  deutlichste  Beweis,  dass  auch 
bei  Badulph  von  einem  Schreiben  der  Rechnungsoperation  keine  Bede  sein  kann. 

Bemerkenswerth  ist  ferner,  dass  Badulph  die  gesammte  Numeration  dei:' 
Fingerrechnung  darstellt,  üeber  ihre  praktische  Anwendung  spricht  er 
sich  nicht  aus. 

Hinsichtlich  seiner  Darstellung  der  Rechnungen  auf  dem  Abacus  wäre 
zunächst  zu  erwähnen,  dass  er  auch,  und  zwar  nach  der  Multiplication  als 
erster  Species,  die  Addition  und  Subtraction  ausdrücklich  anführt  und  dar- 
stellt. Seine  Multiplication  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  hiebei  eine 
genaue  Anweisung  über  den  Gebrauch  des  zehnten  Zeichens  gibt,  welches 
auch  bei  ihm  als  sipos,  aber  auch  als  rotula  bezeichnet  und,  wie  die  moderne 
Null,  durch  einen  kleinen  Kreis,  jedoch  mit  einem  Funkte  in  der  Mitte  dar- 
gestellt wird.  Wenn  er  diesem  Zeichen  als  numerorum  nullum,  nullius  numeri 
significatio  (foL  2^,  11^)  beilegt,  so  ist  dies  keineswegs  in  unserem  heutigen 
Sinne  zu  verstehen.  Der  Autor  will  hiemit  nicht  wie  wir  die  Negation  der 
Zahl,  sondern  die  Abwesenheit  jeder  Beziehung  auf  die  Zahl  bezeichnen. 
Ihm,  wie  der  damaligen  Schule  überhaupt,  diente  die  sipos  gar  nicht  als 
Zahlzeichen,  sondern  lediglich  als  ein  Markierungsinstrument  für  die  Multi- 
plication, um  nämlich  den  eben  in  Function  befindlichen  Multiplicator  durch 
Darübersetzen  einer  solchen  rotula  zu  merken.  Mit  einer  zweiten  rotula  wird 
sodann  der  eben  zu  rechnende  Multiplicator  gemerkt,  sodass  diese  rotula  fort- 
während weiterrückt  und  in  der  Function  sich  zur  ersten  rotula  gleichsam 
wie  der  Minutenzeiger  zum  Stundenzeiger  verhält.  Diese  Verwendung  tritt 
nur  bei  der  Multiplication  auf  und  auch  hier  kann  sie  auf  dem  Abacus  nur 
als  gänzlich  überflüssig,  ja  störend  betrachtet  werden.  Aber  wichtig  ist  diese 
Erscheinung  der  sipos  und  ihre  Anwendung  darum,  weil  sie  ein  deutlicher 
Beweis  ist,  dass  die  neun  Zahlzeichen  der  Abacisten  mittel-  oder  unmittelbar 
aus  einer  Quelle  stammen,  in  welcher  der  Gebrauch  des  Nullzeichens  im  Sinne 
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der  indischen  Arithmetik  vorhanden  war.  Ein  ähnliches  Anzeichen  nnYer- 
standener  Anwendung  eines  Operationsmittels  der  indischen  Arithmetik  scheint 
mir  in  der  ersten  Form  der  divisio  aurea,  wie  sie  Badnlph  und  viele  seiner 
Vorgänger,  namentlich  schon  Bemelinus,. lehren,  zu  liegen.  Er  verschiebt 
nämlich  den  Divisor  genau  so,  wie  es  im  Algorismus  geschieht.  Aber  von 
dem  wichtigen  Yortheile  des  letzteren,  nach  der  jeweiligen  Stellung  des  Divi- 
sors den  Quotienten  in  den  Bang  der  Einerstelle  des  Divisors  einzustellen 
und  hiemach  ohne  jede  Stellenregel  die  Location  der  Quotienten  zu  be- 
stimmen, profitiert  Eadulph  und  die  Abacistenschule  noch  nicht,  und  kann  es 
nicht,  weil  die  Einerstelle  des  Divisors,  wenn  sie  keine  Einer  hat,  noeh 
durch  kein  Nullzeichen  markiert  ist,  sondern  einfach  leer  bleibt.  Badulph 
muss  daher  wieder  die  alten  Stetllenregeln  von  dem  ponere  sub  se,  rttcksieht- 
lieh  secundare,  tertiäre  . .  .  denominationes  —  hervorholen  und  macht  sich 
daher  mit  jenem  Verschieben  der  divisores  ganz  unnütze  Mühe.  In  der  Thaf 
wird  dann  auch  die  Division  ohne  diese  Verschiebungen,  sodass  also  der 
Divisor  auf  seinem  ursprünglichen  Platze  bleibt,  dargestellt.  Das  Verfahren 
ist  dann,  bis  auf  den  wichtigen  Punkt  der  Stellenbestimmung  für  die  Quo- 
tienten, unserem  heutigen  ziemlich  nahestehend. 

Aber  auch  die  Division  mit  den  dekadischen  Differenzen,  die  divisio 
ferrea,  wird  dargestellt,  obgleich  wie  gesagt  in  letzter  Linie  und  gleichsam 
nur  mehr  anhangsweise.  Die  Bemerkung  Radulph's  (foL  20'),  dass  die  Er- 
finder der  Bezeichnungen  aurea,  ferrea  divisio  über  den  Sinn  derselben  sich 
nicht  ausgesprochen  haben,  beruht  auf  ünkenntniss  des  Herganges.  Aller- 
dings waren  diese  Bezeichnungen  seit  langem  in  der  Schule  zu  rein  tech- 
nischen geworden.  Schon  der  Anonymus  bei  Chasles,  Gomptes  rendus  de 
Tacad.  XVI,  243  sagt:  qnotiens  divideudi  usque  sub  divisoribus  refenmtur, 
mutatur  divisio  et  de  ferrea  redit  ad  auream,  scilicet  de  ista  cum  differentüs 
ad  illam  quae  est  sine  differentüs.  Den  auf  der  Hand  liegenden  umstand, 
dass  diese  Ausdrücke  ursprünglich  bloss  tropischer  Natur,  mit  Bezug  auf  den 
Werth  der  Methoden,  gewesen,  bestätiget  aber  ausdrücklich  der  ebenfalls 
anonyme  Tractat  Doctori  et  patri  theosopho  (Boncompagni  Bullett.  X,  609): 
Dicuntur  aureae  divisiones  eo,  quod  ad  intelligendum  faciles  et  super  auri 
gratiam  sint  delectabiles.  sicut  econtra  ferreae,  quae  sunt  nimis  graves, 
quasi  ferri  duritiam  praeponderantes.  Mag  diese  Erklärung  hinsichtlich 
des  didaktischen  Verhältnisses  beider  Methoden  bedenklich  erscheinen,  so 
wird  die  Bemerkung  Bemelinus'  im  Liber  Abaci  EL  (Olleris,  Qerbert 
p.  369)  in  diesem  Punkte  besser  befriedigen  und,  wenn  sie  auch  nicht 
geradezu  jene  Bezeichnungen,  die  etwas  jünger  zu  sein  scheinen,  enthält, 
doch  die  Sache  vollends  aufklären:  Ex  qua  re  claret,  hanc  quasi  domi- 
nam  dividere,  cui  dividendi  quidlibet  aequa  patet  potestas,  illam  cum  dif- 
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ferentia  quasi  famulam,  cni  nunc  in  nno  dividendi  licentia  datur,  in  alio 
denegatnr. 

Wichtig  für  die  Geschicbte  des  Gegenstandes  ist  aber  besonders  die 
Rolle  der  Brüche  in  der  Division  Radnlph's.  Mir  ist  erst  durch  diesen  Tractat 
verständlich  geworden,  warum  die  spätem  Abacisten  auf  den  Ausweg  ver- 
fallen sind,  die  ältere  BruchcolumnQ  fallen  zu  lassen  und  die  Bruchzeichen 
unmittelbar  in  den  dekadischen  Abacus  mit  Stellenwerth  einzulegen.  Für  die 
Handhabung  der  römischen  Brüche  war  die  Division  mit  der  dekadischen 
Differenz  trefflich  geeignet.  Als  aber  später  die  divisio  aurea  in  den  Vorder- 
grund  trat  und  die  Aufgabe  sich  ergab,  hiebei  auch  mit  Brüchen  zu  ope- 
rieren, zeigte  sich  (die  Beispiele  Badulph's  lehren  das  sehr  anschaulich),  dass 
dies  nur  durch  stete  Auflösungen  der  Brüche  des  Dividendes  in  noch  kleinere 
Bruchwerthe  geschehen  konnte.  Diese  Auflösungen  wären  in  der  alten  Bruch- 
columne  ohne  Verlust  jeder  üebersicht  und  gänzliche  Verwirrung  schlechter- 
dings nicht  ausführbar  gewesen,  während  ihre  „numerositas"  durch  jene  de- 
kadische Behandlung  sich  ohne  weiteres  vereinfacht.  Freilich  wird  derjenige, 
welcher  die  arithmetischen  Werthe  der  römischen  Brüche  nicht  sehr  genau 
inne  hat,  bei  der  Verfolgung  der  Beispiele  Radulph's  die  Wahrnehmung 
machen,  dass  hiebei  der  stete  Qebrauch  einer  Brücbetabelle  mehr  als  je  noth- 
wendig  geworden  ist.  Auch  Radulph  hätte  also  fUglich  eine  solche  Tabelle 
aufstellen  sollen. 

Die  Brüchezeichen  unserer  Handschrift,  obwohl  zu  einer  Zeit  nieder- 
geschrieben, wo  ihre  Anwendung  schon  völlig  antiquiert  war,  sind  leidlich 
correct  (fol.  32^,  33',  besonders  die  Zusammenstellung  ib.  linea  16  und  17). 
Besonders  gilt  dies  von  den  üncialzeichen,  dem  as  als  der  quer  durchstrichenen 
I,  wie  schon  bei  Priscianus,  der  uncia  in  der  Form  T,  wie  sie  zumeist  bei 
den  späteren  Abacisten  erscheint*)  und  den  Vielfachen  der*  uncia,  wo- 
für lediglich  die  Elemente  S  (semis)  und  'S  (sextans)  durch  Zusammen- 
setzung und  durch  Erhöhung  derselben  um  je  eine  uncia  vermittelst  eines 
Seitenstriches  (S*,  "Sr)  in  Verwendung  kommen  und  wobei  der  innere  Verbin- 
dungsstrich in  den  Qruppen,  wie  dies  regelmässig  in  den  Abacisten -Hand- 
schriften der  Fall  ist,  die  cursive  Anwendung  des  apez  des  sextans-Zeichens 
darstellt  {^s^  somit  gleich  S'Slr).  Schwankender  sind  einige  Zeichen  für  die 
Minutien  der  uncia;  für  dragma  D|C  findet  sich  auf  fol.  32^  lin.  uli,  für  dimidia 
sextula  oder  temisescla  H'  auf  fol.  33'  1.  1  das  correcte  Zeichen;  fdr  das 
Oboluszeichen  fand  ich  bisher  überhaupt  keine  fest  bestimmte  Form,  auch 
in  dieser  Handschrift  schwankt  das  Zeichen  und  ich  habe  |^  nach  fol.  33'  1. 17 


*)  Für  das  zweite  Zeichen  unserer  Handschrift  fol.  32^  1.  5  für  die  uncia 
weiss  ich  keinen  Zusammenhang  anzugeben. 
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als  das  wahrscheinlichste  gewählt.  Das  Doppelzeichen  daselhst  für  den  calcns 
ist  ebenfalls  unsicher,  in  anderen  guten  Handschriften  findet  sich  nur  das 
Zeichen  <^.  Auch  ist  nicht  völlig  klar,  wie  Badulph  ib.  lin.  18  die  Zählung 
„simul  figurae  XXVII"  meint. 

Als  Multiplicationsbeispiele  wird  man  Badulph 's  Divisionsproben  zn 
nehmen  haben  (fol.  34' f.,  34^),  wobei  freilich  die  wesentliche  Lücke  für  die 
Multiplication  yon  Brüchen  mit  Brüchen  bleibt.  Auch  die  Divisionen  be- 
schränkt er  auf  den  Fall  ganzer  Zahlen  und  gelangt  zu  Brüchen  nur  durch 
die  Wahl  eines  den  Dividend  an  Grösse  übertreffenden  Divisors. 

Ich  glaube  den  Freunden  des  Gegenstandes 
dienlich  za  sein,  indem  ich  eins  der  Beispiele 
Radulph's  (fol.  35^  L  31  s.  Beispiel  158 :  564)  auf 
dem  Abacus  selber  ausführe.  Der  Dividend  und 
die  weiteren  Zeichen  im  Abacus  verschwinden  im 
Laufe  der  Rechnung  sämmtlich,  bis  auf  die  duella 
bei  0  und  die  vier  denominationes  bei  e.  Leider 
ist  diese  Bewegung  graphisch  nicht  gut  darstell- 
bar. Wer  die  Rechnung  studieren  will,  wird  sie 
selbst  schreiben  und  die  verschwindenden  Zeichen 
ausstreichen  oder  weglöschen  müssen. 

a  Divisor  564.  b  Dividend  158.  c  Auf- 
lösung des  Dividend  5  im  arcus  decenus  (X)  in 
10  semisses,  diese  dargestellt  durch  Ein  semis- 
Zeichen  im  nächsten  arcus  G.  d  Auflösung  der 
Dividende  1  und  S  im  G  in  6  quadrantes,  diese 
durch  5  dividiert  geben  1  quadrans  als  denomi- 
natio  bei  e  und  Dividendenrest  1  quadrans  bei  d. 
Sodann  denominatio  V  miQtipliciert  mit  6  im  X, 
gibt  6  quadrantes,  diese  abgezogen  von  dem  qua- 
drans in  C,  dort  relativ  gleich  10  quadrantes,  gibt 
Rest  4  quadrantes,  oder  einen  as  im  X.  Sohin 
denominatio  V  multipliciert  mit  4  im  I  gibt  4  qua- 
drantes =  1  as,  abgezogen  vom  Dividend  8  da- 
selbst, bleiben  7  bei  g.  Sonach  Fortsetzung  der 
Division;  zuvor  Auflösung  der  7  im  I  in  84  unciae 
<»  10  bisses  und  1  triens,  letzterer  im  I,  erstere 
durch  1  bisse  im  X  eingelegt  bei  h;  sodann  wei- 
tere Auflösung  von  f  und  S6  im  X,  zusammen  =  20  unciae  =  10  sextantes, 
wofür  1  sextans  im  C  eingelegt  bei  i,  dieser  sextans  weiter  aufgelöst  in 
48  scripuli  =  6  duellae  und  diese  endlich  dividiert  durch  5  gibt  denominatio 
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1  dnella  bei  e  und  Dividendenrest  1  dnella  bei  k.  Sodann  diese  denominatio 
duella  multipliciert  zuerst  mit  6  im  X  «=  6  duellae,  abgezogen  yon  der  dnella 
im  C  (hier  10  dnellae),  bleiben  im  X  4  duellae  =32  scripuli  =  1  uncia 
und  1  duella;  beide  bei  1  eingelegt.  Weiter  im  I  4  multipliciert  mit  uu 
=  4uu,  ab  von  "SS  (bei  h)  bleiben  *S£u.  Dann  Fortsetzung  der  Division, 
vorher  Auflösung  von  "S£  (im  arcus  I)  in  60  scripuli  =  10  sicilici,  wofür 
1  sicilicus  im  X  bei  m;  femer  aufgelöst  im  X  die  T  und  der  D  in  10  drag- 
mae  =  1  dragma  im  C  bei  m.  Diese  dragma  aufgelöst  in  6  oboli  und  diese 
endlich  dividiert  durch  5,  denominatio  H"  bei  e  und  Dividendrest  H"  bei  m. 
Sohin  Multiplication  im  X,  nämlich  h  mit  6  =:  6  h,  diese  ab  von  uu  (bei  1) 
bleiben  5  scripuli  =  -J-  u  bei  m  und  Multiplication  im  I  von  H"  mit  4  =  4  H*, 
ab  von  u  (bei  1)  bleiben  2  scripuli  =  V  bei  m.  Sohin  Fortsetzung  der  Di- 
vision, Auflösung  von  -g-u  =  lOH",  hierfür  H"  im  C  eingelegt  bei  n.  Daselbst 
liegen  nun  2  H"  =  6  siliquae;  diese  dividiert  durch  5  gibt  denominatio  H  bei 
e  und  Dividendrest  ^  bei  n.  Sodann  Multiplication  im  X,  H  mit  6,  ab  von 
^^  h  (t1  i^  Q  bleiben  4  H  im  X,  welche  =  H"Hj  eingelegt  bei  n.  Endlich 
Multiplication  im  I,  h  mit  4,  ab  von  M^  bleibt  H.  Ergebniss:  denominationes 
VuuH"[t  und  Divisionsrest  10  H",  10  H  und  H  zusammen  gleich  uu  bei  o. 

Das  Studium  des  Ganges  solcher  Operationen  ist  sehr  wichtig,  um  über 
den  Grad  der  Anwendbarkeit  der  römischen  Brüche  auch  im  Alterthum  ins 
Klare  zu  kommen,  und  hiezn  scheint  mir  kaum  einer  der  erhaltenen  Tractate 
so  geeignet,  als  eben  der  vorliegende  Radulph's. 
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E  codice  Parisiensi  latino  Ho.  15120. 

W  Incipit  LIBER  Radulfi  landtmensis  de  abaco;  | 

CJSl' DIÜUANTE  domino  aliqnid  in  ahacum  scripturi,  neces|saritim  daximiis, 
Im  in  ipso  operis  primordio,  quid  abacus  sit,  |  quid  utilitatis  habeat,  qua 
^•'^ratione  descriptus,  cui  potissi|mum  disciplinarum  famnletnr,  disserere. 
Abacus  igitur  ex  gr§co  |  uocabulum  trahit.  Qr§ci  enim  Mensam  abacnm 
dicant.  Siquidem  |  abacus  mensa  est  philosophorum,  sagaci  industria  reperia 
et.  ad  calculandi  peritiam   numeris   multiplicandis  et  diuidendis  j  commode 

].  10  attributa,  ut  incrementandi  et  diminuendi  scienjtia  a  natura  profeeta  instni- 
menti  huius  adminiculo  facilius  |  sub  noticiam  caderet,  ne  uel  pluralitatis  in 
immensum  proten|sa  numerositas,  uel  quantitatis  in  infinitum  secta  partico> 
laritas  |  calculantis  animum  perplezo  et  inexiricabili  labore  consujmeret. 
Huius  autem  mens^  longitudo  •  XXVII«  lineis  per  transuerjsum  ductis  in  spa- 
cia  ter  nouena  distinguitur.  latitudo  |  uero  -IUP'*  lineis  in  longum  extensis 
in  tria  interualla  di8tribu|itur.  Philosophi'etenim  disciplin^  huius  inuentores, 
ut  perfe|ctum  opus  fecisse  uideantur,  tabulf  istius  spacia  cubica  |  qnantitate 

].  20  metienda  putauerunt.  Sed  quum  cubus  a  primo  pari  |  surgens,  scilicet  oeto- 
nario,  minori  quam  opus  erat  pluralitate  pro|tenditur,  qui  uero  ab  bis  nume- 
ris, qui  temarium  sequuntur,  cubi  fiunt,  |  prolixiori  quam  opas  esset  nume- 
rositate  concrescunt,  illum  qui  ex  tema|rio  est  cubum  elegerunt,  secundnm 
quem  tabul^  su^  interualla  mejtirentur.  Sic  enim  eam  nee  quicquam  neces- 
sarium  detrahere  nee  mojdum  excedere  arbitrati  sunt.     Sane  cubi  dicuntur 

^- 1^  Corpora  in  mo|dum  tesser^  formata,  in  quibus  latitudini  longitudo  ||  et  utrius- 
que  ^qualis  est  altitudo.  Ad  quorum  formam  cubicos  |  numeros  uel  intel- 
lectuales  cubos  damus,  qui  de  longo  in  latum  atque  |  deinde  uelut  in  altuni 
9qua  progressione  producti  quasi  in  qua|dratam  tesser^  crassitudinem  t«m& 
dimensione  creuerunt.  |  Ut  cum  duas  unitates  in  longum  extendimus  atque 
terti^  duas  |  alias  unitates  e  regione  apponimus,  planam  superficiei  iiguram 
in  longum  et  latum  duplici  dimensione  ordiri  uidemus,  |  bis  duo  dicentes  est 
•IUP'*,  in  tetragonam  formam  disponen|tes.    Quibus  si  tertiam  dimensionem 

1. 10  adiecerimus,   ut  ipsos   -IUP'-  |  bis  ducamus,   ueluti  altitudo  cubi  nobis  in 
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octonariam  |  multitodinem  crescit.  Bis  enim  duo  bis  •VIII*  finnt.  Et  ad  | 
eundem  modum  si  temarium  in  longum  produxeris,  eumque  ter  |  duxeris,  noue- 
narius  quadrata  figura  longo  latoque  |  distenditur.  Quibus  si  tertiam  adiun- 
xeris  progressionem,  ut  ter  |  nouenos  f  qua  longitudini  et  latitudini  altitudine 
pronunci|es,  nichilominns  forma  cubi  in  •  XXVII-  porrigitur.  Ter  enim  |  tres 
ter  -XXVII*  creant.  Atque  in  hunc  modum  a  qualibet  lon{gitudine  ^qua 
latitadine  et  altitudine  cubicos  mimeros  facere  |  licebit.  In  huius  ergo  tabul^ 
descriptione,  ut  dicere  inchoauimus,  |  in  ter  nouenos  spaciomm  multitudo  i.  so 
distinguitur,  uide  licet  in  cubi  |  formam  a  temaria  longitudine  in  latum  et 
altum  §quis  ditnensioribus  |  auctam,  et  quum  instrumeuti  huius  assirii  in- 
uentores  fuisse  per|hibentur,  qui  caldeo  sermone  et  litteris  utentes  et  a  dextera 
scri|bendi  initium  sumentes  in  sinistram  uersus  extendunt,  ad  auctojritatem 
inuentoribus  perrogandam  huius  tabuig  descriptio  |  a  dextera  initium  faciens, 
longitudinem  suam  in  sinistrum  Q  porrigit.  Ipsa  autem  spacia  hoc  modoj  ' 
distincta  sunt,  ut  cum  sinjgula  qugque  suas  habeant  superductiones,  tema 
tria  a  princi|pio  tabuig  usque  ad  finem  singulis  superductionibus  claudanjtur. 
ita  ut  temis  semper  interuallis  uno  semicirclo  clau|8is,  in  tota  tabuig  longi- 
tudine -IX*  superductiones  inuenijantur.  Et  prima  quidem  trium  spaciorum 
superductio  unitatis  |  caractere  inscribitur,  qui  chaldeo  nomine  dictus  igin,  | 
•I'  lating  litterg  figuram  exprimit.  Quod  iccirco  factum  dinojscitur,  ut  tria 
illa  interualla,  qug  praescriptum  sibi  unitatis  |  caracterem  gerunt,  primumLio 
se  per  hoc  locum  optinere  testificentur.  |  Secunda  uero  trium  interuallorum 
superductio  hanc  -TT-  binarii  |  figuram,  qug  apud  praenominatos  inuentores 
andras  dicitur,  |  inscriptam  habet,  ut  per  hanc  tria  illa  spacia  quibus  inscri- 
bitur, I  secundum  se  uendicare  locum  insinuetur.  Tercia  autem  trium  spa{- 
ciorum  superductio  per  hoc  tercium  locum  docet  obtinere,  quia  hac  |  •!)>•  ter- 
tiarii  forma,  qug  apud  chaldeos  ormis  appellatur,  in|signita  est.  Similiter  et 
quarti  ordinis  superductio  per  hoc  se  |  quartum  locum  tenere  testatur,  quia 
hoc  *J^'  quatemarii  |  caractere,  qui  apud  inuentores  arbas  nuncupatur,  in- 
scri|bitur.  Necnon  et  quintus  ordo  quintum  se  locum  obtinere  denuncijat,  L20 
quia  hanc  -M*  quinarii  figuram,  qug  quimas  dicitur,  inscripjtam  portat. 
Itidem  sextus  ordo  sextum  se  perhibet,  quia  hunc  |  •'^*  senarii  caracterem^ 
qui  calcis  dicitur,  inscriptum  habet.  Septi'mus  quoque  septenarii,  qui  zenis 
dicitur,  •A'«  tali  figura  prae|titulatur.  Octauus  octonarii,  quem  temeniam 
dicunt,  -S*  I  hanc  habet  formulam.  et  nonus  nouenarii  hac  •^-  figura  ||  in-^j* 
signitur,  qug  apud  inuentores  celentis  appellatur.  in8cri|bitur  in  ultimo  or- 
dine  et  figura  «O-  sipos  nomine,  qug,  |  licet  numerum  nullum  signitet,  tan- 
tum  ad  alia  qugdam  utijlis,  ut  insequentibus  declarabitur.  Ipsa  autem  abaci 
spajcia  decupla  se  multiplicitate  transcendunt,  |  nee  in  tota  abaci  tabula 
plus  quam  nouenaria  |  numeralium  carecterum  diuersitas  necessaria  est,  illo- 
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mm  I  uidelicet,  quos  singulos  per  singulas  ternorom  arcnum  snperjdnctiones 

1. 10  inscriptos  Bupra  docuimus,  quorum  quid  in  caracteribus  |  minus  est,  boe 
ipsorum  arcuum  decapla  semper  se  maltip|licitate  transgredientiam  nomero- 
sitas  suplet.  Et  primus  quidem  |  arcus  unitate  pr^titnlatus  singolaris  dicitnr, 
quia  omnes  |  in  eo  numeri  singulariter  secundam  proprias  qnantitates  eniin|- 
tiantur,  ita  nt  illic  nnitas  nnum  binarius  duos,  terna|rias  tres  et  reliqui  per 
ordinem  usque  ad  noaem  propriarum  quan|titatnm  appellationibos  numeros 
exprimant.  Secundus  uero  sircus  |  -X*  littera  inscriptas  decenus  nnncupaiur, 
qoia  omnes  in  eo  |  numeri  per  decuplum  su§  quantitatis  enxmtiantur,  ut  uni  - 

1.20  tas  decem,  binarius  uiginti,  ternarias  »XXX*  et  ceteri  per  |  ordinem  usque 
ad  -IX*  deouplo  suas  pronuntient  quantijtates.  Tercius  autem  -C*  litteram 
praefixam  habens,  centenarius  appe|llatur  eo,  quod  omnis  ibi  numerus  per 
centuplum  suam  quantitajtem  metiatur,  ut  unitas  «c*,  binarius  «cc-  et  reliqni 
per  orjdinem  secentuplo  metiantur.  Hi  ergo  tres  una  superjductione  clau- 
duntor,  quia  per  igin  inscriptam  supradijximus.    et  in  singulari  quidem  arca 

'j^^  denarius  non  inuenitur,  ||  quia  cum  in  eo  usque  ad  neuem  naturalis  numeri 
dispojsitio  processerit,  translata  ad  decenum  unitas  dejnariam  in  eo  sununam 
explebit.  Sicque  in  eo  per  ordinem  |  usque  ad  nonaginta  supputatione  per- 
ducta,  cent^lnarius  illic  nuUatenus  reperietur,  quia  translata  ad  cen|tenum 
unitas  «c*  ibi  explebit  et  sie  per  ordinem  |  naturalis  numeri  caracterum  usque 
ad  •dcccc*  in  centejno  arcu  numeros  ordinabit.  Terni  quoque,  qui  sequuntur, 
arcus,  I  quorum  supraductionem  per  eum  qui  andras  dicitur  caracterem  in- 

Lio  scri|ptam  diximus,  eadem  se  qua  in  praemissis  ostendimus  decujpli  ratione 
praecedunt.  Quorum  primus  millenus  •O)*  |  littera  inscriptus,  qui  ad  prae- 
cedentem  sedecenus  decuplus  |  est,  in  quo  omnes  caracteres  suam  per  mille 
enuntiant  quanjtitatem.  Secundus  decenus  millenus  «X-  et  -O)«  litteris  insig- 
nitus,  in  quo  omnes  numeri  summulas  suas  decies  milies  |  mensurant  Tercius 
centenus  millenus  -C*  et  -O).  litteris  |  intitulatus,  quod  in  eo  onmes  numeri  suas 
quantitates  |  centies  milies  augent.    eandemque  in  ceteris  decupla|cionem  in- 

1  20  offensa  ratione  pernotatis.  Super  bas  autem  |  quas  diximus  singulorum  arcuum 
superscriptiones  et  ali^  |  litter^  inscript^  reperiuntur,  quarum  nobis  ratio  red- 
denda  est.  |  et  super  singularem  quidem  .8.,  super  decenum  'd-,  super  ceni- 
tenum  »c*  inueniuntur,  qu^  de  principiis  nominum  sumpt^  |  primum  singula- 
rem, secundum  decenum,  tercium  centenum  |  insinuent.  Super  millenum  nero 
•O)-  et  «s-  litter^  ascribnntur,  |  super  decenum  millenum  -d-,  super  centenum 

f-  3^  millenum  •  c-,  ||  qu^  primum  buius  ternan^  superductionis  millenum  singularem 
•1*  de  solo  milleno  constare  insinuent,  secundum  de  decenis  millejnis,  tercium 
de  centenis  millenis  constare  perbibeant.   Sane  hoc  |  et  in  ceteris  temis  ordi- 
nibus  usque  ad  finem  tabul^  pemotare  licebit,  ut  semper  |  primi  temaric 
superductionis  'O)«  et  -s*  superscriptas  babeant,  quia  |  de  solis  millenis  eorum 
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compingitur  nomerositas,  seciindi  *d*,  quia  |  de  decenis  millenis,  tercii  »c*  qiiia 
de  centenis  millenis  compa{cti  sunt,  inscriptas  gerant.  His  ita  de  longitudinis 
spaciis  I  breuiter  prflibatis  ad  latitudinis  spacia  ezplicanda  ue|niendam  est,  quia  i.  lo 
utique  per  quattuor  lineas  in  longmn  protensas  in  |  tria  spacia  distiibutam  pr§- 
diximus.  Et  superior  qnidem  linea  illas  |  quas  supra  memorauimus  singolorum 
arcunm  superscriptiones  obti|net,  qu^  principales  numeri  ideo  dicnntur,  quia 
primo  loco  positi  sunt  et  quia  |  ad  eos  ceteromm,  qai  secnnda  quique  tercia 
linea  notati  sunt,  najmerorum  ratio  respicit.  In  sequenti  uero  linea  resolntorii 
numeri  descrip|ti  sunt,  in  singulari  arcu,  ubi  unitas  supra  titulata  est,  semisses 
duo,  I  non  quod  indiuiduam  unitatem  secare  quis  possit,  sed  unum  aliquod  in 
duo  I  dimidia  resoluatur.  in  deceno  uero,  cui  -X*  litteram  superscriptam  |  dixi- 
mus, duo  -V*  id  est  duo  quinarii.  in  centeno  autem,  cui  -C*  pr^jscnbitur  duo  -l- 1.  so 
uidelicet  duo  quinquagenarii.  in  milleno,  qui  {  «of«  asscriptam  habet,  duo  «d«  id 
est  bis  quingenti  subscripti  sunt.  |  Et  sie  in  sequentibus  quemcumque  numerum 
ßuprascriptum  uideris,  |  eiusdem  duos  resolutorios  infra  positos  pemotabis. 
Tercia  uero  |  linea  utrorumque  id  est  et  principalium  et  resolutoriorum  medios  | 
obtinet,  scilicet  ut,  ubi  superius  •!•,  inferius  duos  semisses  babueris,  in  tertio 
loco  semissem  uideas,  ubi  supra  decem,  infra  ||  bis  quinos,  inferius  quinque  'j^[ 
inscriptos  reperias.  similiter  in  |  centeno  »l*,  in  milleno  -d*,  in  deT^eno  milleno 
•V«  et  in  relijquis  medietatem  superiornm  indubitanter  inuenies.  lloc  autem 
et  I  in  resolutoriis  et  in  mediis  sicut  in  principalibus  contingit  |  inueniri,  ut 
omnes  sedecupla  comparatione  transcendant.  |  Nam  sicut  denarius  tmitatem, 
centenarius  denarium  decuplo  uin'cit,  ipse  autem  a  milleno  eadem  multiplici- 
täte  pr^ceditur,  itidem  duo  |  semisses  a  duobus  quinariis  decuplo  superantur. 
quos  duo  quin|quagenarii  eadem  collatione  pr9ueniunt.  qui  etiam  bis  quin- 1.  lo 
genjtis  pari  babitudine  succumbunt.  necnon  quinarius  semissem,  |  quinqua- 
genarius  quinarium,  quingenti  quinquagenos  in  tertia  |  linea  simili  uidentur 
decuplatione  transcendere.  Quarta  |  demum  linea  notas  ponderum  continet 
ad  indiuisibiles  |  per  integrum  numeros  diligenti  mutuatione  translatas,  |  ut 
quia  unitates,  qu§  uicem  athomorum  in  numeris  obtinent,  |  per  partes  dis- 
trabere  nequimus,  intellectu  eis  corporum  |  partes  adhibendo,  quod  natura 
indiuisibile  est,  ad  exerjcitandam  industriam  diuidere  moliamur.  Equidem 
resolutorii  |  et  medii  numeri  ad  hoc  adbibiti  congcua  ratione  uidentur,  ut  { 
cum  ad  anteriorum  arcuum  numerosiores  summas  peruentum  |  fuerit,  qu^  i.  20 
per  se  calculantium  captui  minus  peruia  erant,  |  resolutione  facilius  !n  noti- 
tiam  cadant.  ad  quam  etiam  me|diomm  subter  annexa  dispositis  non  medio- 
criter  potuit  aditt[uare.  Qu^  autem  his  quattuor  lineis  latitudinis  interjualla 
distinguuntur,  huic  usui  prouisa  sunt,  ut  inferius  muljtiplicantes  numeros, 
superius  multiplicandos,  medium,  1  qu§  ex  utrorumque  ductn  conficiuntur,  '^^^ 
summas  debeant  continere.  |  uel   si  diuidendum  fuerit,  in  superiori  spatio 
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diuisores  |  locabuntur,  in  medio  sammaiQ  dmidendam  disponemns,  in  |  infe- 
riori  sumptas  ex  diuisione  particulas  ordinabijmus.  lam  uero  cui  potissimum 
disciplin^  iDStrumentnm  hoc  |  adinuentum  sit  expediundum  est.  et  quidem 
cum  et  ad  arithme|tic9  speculationis  inuestigandas  rationes  et  ad  eos,  qui 
musi|cis  modolationibus  desemiont  nmneros,  necnon  et  ad  ea,  |  que  astrologo- 

1. 10  mm  sollerti  industria  de  uariis  errantium  |  siderum  cnrsibns  ac  pari  contra 
mundom  nisu,  licet  annos  |  suos  pro  disparium  circlomm  ratione  admodnm 
diniso  fine  con|cladant,  reperta  dunt,  insuper  et  ad  platonicas  de  anima  mrmdi 
sententias  et  ad  omnes  fere  ueterum  lectiones,  qui  circa  |  nameros  subtilem 
adhibere  diligentiam,  abacus  nalde  |  necessarius  inueniatur,  maxime  tarnen 
geometric^  discipli|n§,  formolis  inueniendis  sibiqae  inuicem  coaptandis,  |  qui- 
bus  terrarom  marisque  spacia  mirabili  indagatione  comjprehendisse  putantnr, 
huiuB  tabnl^  usus  accommodatus  et  ab  |  illias  artis  professoribus  repertus 

I-  20  perhibetur.  Sed  quam  ea,  de  qua  ser|mo  est,  disciplina  apud  onmes  ferme 
occidentalium  partium  |  incolas  obliuioni  tradita  est,  contigit  et  hanc  cal- 
culandi  disjciplinam  utpote  cuias  fructus  cessante  arte,  ad  cuius  admi|m- 
colum  reperta  faerat,  non  adeo  magnus  adutebatur,  in  conjtemptum  uenisse, 
ubi  quantum  a  summ§  prüden tig  uiro  Girjberto,  cui  sapientis  cognomen  foit, 
atque  ab  eximio  |  doctore  Herimanno  eorumque  discipulis  usque  ad  nostra 

1. 1  tempora  derioata  a  fontibus  illorum  modica  licet  pr^dict^  |  scienti^  uena 
manauit.  f  Expeditis  igitur  pront  affectat9  |  breuitatis  mensura  poscebat  iis, 
qu^  in  primo  tractatus  numeri  |  disserenda  pr§dixeramus  ingressu,  ad  seqnentia 
transeundom.  |  et  qua  uia  mnltiplicandum,  quoque  artificio  diaidendam  sit, 
intimandum  est.  Sciendum  itaqae,  qnod  numerorum  alii  simpli|ces,  alii  com- 
positi  sunt.  Item  numerorum  alii  digiti  sunt,  alii  |  articuli.  Simplices  uero 
sunt  ut  soll  digiti  sine  articulis,  |  uel  soli  articuli  sine  digiüs.   et  digiti  qui- 

1.10  dem  sunt  omnes  in  na|tarali  dispositione  ab  uno  usque  ad  nouem,  articuli 
uero  denajrius  et  omnes  usque  ad  centum  denarii  multiplices,  ut  -xx-xxx-xl' 
et  ceteri.  Quare  autem  uel  isti  articuli  uel  illi  digiti  nun|cupentur,  breniter 
dicendum  est.  Ex  sanctorum  patrum  scriptis  et  maxime  sacrorum  uoluminum 
interprete  et  explanatojre  leronimo  testante  didicimus,  apud  antiquos  per 
digitos  et  articulos  I9U9  manus  ab  uno  usque  ad  -xc-  numeros  |  solitos  fign- 
rari,  item  per  digitos  et  articulos  dextr^  manus  |  a  centum  usque  •ix-  nume- 
ros coUigi.    Qui  ergo  per  digitos  |  exprimuntur,  digiti  nominantur,  qui  per 

1. 20  articulos  in  arjticulorum  appellatione  manserunt.  et  unum  quidem  cum 
dicis,  minimum  lfu§  digitum,  qui  et  auricularis  dicitur,  inflexum  in  medium 
palm§  depones.  duos  cum  pronuncias,  medicum  iuxta  appones.  tres  com  pro- 
fers, medium,  qui  et  impudijcus  nominatur,  e  regione  locabis.  quattuor  dum 
enun|cias,  minimo  erecto  duos  reliquos  in  media  palma  |  fixos  tenebis.    quin- 

^'^   que  autem  exprimes  si  medio   et  auriculari  ||  eleuatis  inpudicum   solum  in 
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media  palma  ienebis.  |  sex  uero  figurabis,  si  inpndico  et  auriculari  erectis  | 
medicum  solum  in  media  palma  depones.  porro  cum  |  dicis  Septem  auri- 
cularem  ad  radicem  palm^  inclinabis.  |  cum  -yiiif,  medicum  iuxta  applicabis. 
cum  «IX-,  iDpndi{ciun  in  ordine  admonebis.  Et  hi  nouem,  sicut  pr^libanimus, 
I  digiti  nuncupantur,  pro  eo  quod  per  digitos  sinistr^  manus  exjprimuntnr. 
Decem*)  uero  cum  pronnnciaueris,  ungnem  indicis  inflexi  |  in  medio  arcu 
poUicis  figens  formam  coron^  effici|e8.  cum  -xx»  enuntias,  summitatem  pol- 1.10 
licis  inter  medios  |  arcuis  indicis  et  inpudici  inmittes.  -xxx*  cum  dicis,  ungujes 
indicis  et  pollicis  quasi  blando  osculo  coniunges.  cum  |  uero  exprimis  -xl«, 
interiora  pollicis  lateri  indicis  superduces,  amjbobus  tantum  erectis.  •!•  cum 
pronuncias,  exteriorem  arcum  pollicis  |  in  modum  gr^c^  litter§  gamm^  T* 
curuatum  ad  palmam  |  inclinabis.  -Ix-  dicens  poUicem  cumatum  indice  cir- 
cumflexo  |  a  fronte  pr^cinges.  cum  dicis  'Ixx*  indicem,  ut  supra  inflexum  | 
pollice  inmisso  inplebis,  ungue  illius  trans  medium  indicis  |  arcum  erecto. 
cum  dicis  'Ixxx-,  summitatem  pollicis  in  |  medio  finges  arcu  indicis.  cum  1.20 
dicis  -xc-,  indicis  infjlexi  unguem  ad  radicem  pollicis  erecti  figes.  Et  hi  { 
articuli  dicuntur,  quod  per  I9U9  manus  articulos  supputantur.  |  Hactenus  in 
sinistra  manu  numerabis.  Cum  uero  centum  dicere  |  uoles,  in  isdem  digitis, 
quibus  in  sinistra  -x»  faciebas,  indice  |  uidelicet  et  pollice  formam  coron^  in 
dextra  exprimes.  |  ducentos  quoque  in  dextra  sicut  «xx*  in  l^ua,  •cccc-  in 
dextra  sicut  l{  -xl-  in  l^ua,  -d-  in  dextra  sicut  -1-  in  l^ua,  -de-  in  dextra  1.1 
sicut  I  «Ix*  in  l^ua,  -dcc*  in  dextra  sicut  -Ixx*  in  l^ua,  «dccc-  in  dextra  |  sicut 
•Ixxx-  in  l§ua,  dcccc-  in  dextra  sicut  -xc-  in  l^ua.  Porro  |  mille  in  dextra 
sicut  unum  in  l^ua,  duo  milia  in  dextra  |  sicut  U^  in  l^ua,  tria  •iii-**)  in 
dextra  sicut  «iii-  in  l§ua,  qua|tuor  milia  in  dextra  sicut  •1111°'.  in  sinistra, 
quinque  milia  in  |  dextra  sicut  -v  in  sinistra,  sex  milia  in  dextra  sicut  -vi- 
in  I  sinistra,  Septem  milia  in  dextra  sicut  -vu-  in  sinistra,  octo  |  milia  in 
dextra  sicut  octo  in  sinistia,  nouem  milia  in  dex|tra  sicut  'ix«  in  sinistra  in- 1. 10 
offensa  ratione  perficies.  Cum  |  autem  -x*  milia  exprimere  uoles,  lyuam 
manum  in  medio  |  pectoris  supinam  pones,  digitis  tantbm  ad  Collum  erectis.  | 
cum  dicis  -ix-,  eandem  pectori  expensam  late  superpones  |  -xH-  cum  dicis, 
eadem  prona  sed  erecta  pollicem  cartilagini  |  medii  pectoris  inmittes.  cum 
dicis  -xi«,  eandem  erectam  |  in  umbilico  supinabis.  cum  dicis  -loj«,  eiusdem 
pron^,  sed  erect§  |  pollicem  in  umbilico  inpones  »li'  cum  dicis,  eadem  prona 
femen  |  l§uum  desuper  comprehendes  «kx-***)  cum  dicis,  eandem  supinam  | 

*)  Beda  Ven.  dbhinc  ad  verbum  ferme  exscriptus  meliorem  praebet  lectionem 

artus,  artu  ubi  ininseqtcenti  arcus,  arcu  invenies.    cf,  Bedae  V,  De  temp.  rat.  cap.  I 

l)e  computo  vel  loquela  digitorum  (ed.  in  Mignei  Patroh  cursu  tom.  XC  p.  29d:). 

♦*)  rectalect.  awir.  tria  anittcnduni,  aut  nota  •III-  in  -o)-  sine  -m-  corrigenda est. 

***)  legatur'J^'lTSL', 
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i-20femori  superpones  'Ixxx*  CTim  dicis,  eandem  pronam  •xc*  com  |  dicis  eadem 
lumbas  apprehendes,  pollice  ad  inguina  niso.  At  |  uero  -c-  et  'cc-  et  cetera 
usque  ad  -dcccc-  eodem  quo  diximns  ordi|ne  in  deitra  corporis  parte  com- 
plebis.  Decies  autem  centena  |  milia  cam  dicis,  ambas  sibi  innicem  manns 
insertas  digitis  |  inplicabis.  Et  de  digitali  quidem  uel  articulari  mananm 
supputatione  bis  ita  se  babentibus  sicut  sapra  pr§libaai|ma8,  simplices  nimieri 

'i.^i  sunt  niel  soli  digiti  sine  articulis,  uel  |{  soli  articuli  sine  digitis ,  compositi  ex 
utrisque  coniajncti.  Et  notandum,  quia  simplex  numerus,  sicut  re  et  nomine 
Simplex  |  est,  ita  etiam  unam  abaci  sedem  occupat,  ut  n-m-l-nn-  et  ceteri 
huius  modi  singularem  sibi  uendicant  |  arcum.  decem  uero  et  -xx-  uel  -xxx* 
ac  reliqui  similes  dece{num  possident.  centum  autem  et  •ccccc-  cum  ceteris 
6equenti|bus  in  centeno  stabiliuntur.  Verum  qui  componuntur  ex  bis,  nun- 
quam  unam  abaci  sedem  optinebunt,  ut  'Xii'Xni*  uel  •xxii*{xxin*xjcxin-xxxT- 

Liosed  de  bis  digitum  in  singulari,  |  articulum  locabimus  in  deceno.  Si  uero 
•in*  uel  •IUI*  aut  |  eo  amplius  in  conpositione  habuerimus  numeros,  ut 
•cc*xxx*|v-m-cccc*lx*vi-,  secundum  su^  quantitatis  appellationes  |  ABACI 
sedes  obtinebunt,  ut  millia  in  millenis,  centeni  |  in  centenis,  deceni  in  decenis, 
singulares  in  singjularibus  disponantur.  Notandum  quoque  quod,  sicut  sin- 
gulares  |  ad  decenos  digiti  sunt,  ita  deceni  ad  centenos  digiti  |  sunt,  ita 
deceni  ad  centenos,  centeni  ad  millenos  |  et  quilibet  inferiores  ad  proximos 
sibi  superiores  digitorum  |  uicem  optinent.     Et  sicut  digitos  cum  artienlis 

1.80  in  I  eisdem  abaci  sedibus  stare  non  posse  monstrauimus,  sie  etiam  si  j  ex 
aliqua  multiplicatione  aliquot  carecteres  in  una  |  abaci  sede  adunati  fuerint. 
si  usque  in  articulum  |  eorum  conuenit  aggregatione,  articulus  ad  superiorero 
transjferetur  arcum,  digito,  si  quis  etiam  superfuerit  digitus,  in  |  eodem  loco 
remanente.    Sed  iam  de  multiplicatione  |  dicendum  est.    ubi  primo  aoimad- 

W  uertendum,  quia  singularis  {{  singularem  multiplicans ,  nulla  eget  regula, 
quum  I  de  illa  multiplicatione  nunquam  numerosior  quam  enunjciatur  summa 
proueniet.  Si  uero  uel  per  singularem  alios,  uel  |  per  eos  qui  sequuntur, 
ceteros,  uel  ad  iauicem  metiri  uolu|eris,  quum  ibi  amplior  quam  enmicietar 
summa  concrescit,  |  regul^  dand§  sunt,  ad  quarum  insinuationem  dispositis 
digitis  et  articulis  in  summ§  coUectione  minime  |  fallamur.  Multiplicatio 
autem  aliter  fieri  non  potest,  nisi  |  cum  duobus  numeris  ad  multiplicandum 

1.  lopositis  per  alterum  |  aduerbi  aliter  prolatum  altemm  metimur.  ut  si  -nii-  et 
•VI*  I  ad  multiplicandum  dispositi  sint,  quater  sex,  uel  sexi  es  quattnor  pro- 
nunciemus.  üt  ergo  girberti  doctoris  |  regulis  primo  utamur,  si  naultipli- 
caueris  decenum  |  per  singularem,  dabis  unicuique  digito  decem  et  omni 
articulo  centum.  si  centenum  per  singularem  multiplices,  dabis  unicuique 
digito  centum  et  omni  |  articulo  mille.  si  multiplicaueris  millenum  |  per 
singularem,  dabis  unicuique  digito  mille  et  |  omni  articulo   deceni   milia. 
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Quod  ne  per  singulas  |  abaci  sedes  prosequendo  prolixitate  fastidium  gene|re- 1.  «o 
tur,  compendiose  et  §qaipollenter  hac  una  regula  |  concludi  potest.  quem- 
cunque  per  siDgnlarem  mnltiplicas ,  |  in  eodem  quemcunque  mnltiplicas 
digitos  et  |  in  nlteriore  pone  articulos.  Item  si  decenum  |  per  decenum  mnlti- 
plicas, dabis  nnicuique  digito  centnm  et  omni  articnlo  mille.  si  centennm 
per  de||cenum,  dabis  nnicuique  digito  mille  et  omni  articnlo  |  «x»  milia.  si  ^[J^ 
millennm  per  decenum ,  dabis  unicuique  digi|to  -z*  milia  et  omni  articnlo 
centnm  milia.  Qu^  similiter  |  omnia  breuiter  et  facilius  nna  regula  conpre- 
henduntur.  qnemjcnnque  per  decennm  mnltiplicas  in  secundo  ab  eo,  qnem 
mnltiplicas,  pone  digitos  et  in  nlteriore  articulos.  |  Porro  de  centeno  Girbertns 
talem  dat  regulam.  Si  mu'ltiplicaneris  centennm  per  centennm,  dabis  nni- 
cuique dijgito  decem  milia  et  omni  articnlo  centnm  milia.  Item  |  si  multi- 1-  lo 
plicaueris  millennm  per  centennm,  dabis  unicniqne  |  digito  centum  milia  et 
omni  articnlo  mille  milia.  |  Item  si  multiplicaueris  decenum  milleunm  per 
centennm,  |  dabis  unicniqne  digito  mille  milia  et  omni  articnlo  |  decies  mille 
milia.  Has  autem  et  omnes  alias  qn^  seqnnntur  ce|nteni  regnlas  hac  nna 
regula  possnmns  adbreuiajre.  quemcunque  per  centennm  multiplicaueris,  in 
•iii^*  ab  I  illo  digitos  et  in  nlteriore  pones  articulos.  Ex  |  qnibus  omnibns 
unam  commonem  ad  totins  abaci  spacia  posjsumus  colligere  regulam,  ne 
sicut  pr^taxauimus,  de  iis  qu^  capjtu  facilia  leuiter  per  compendium  adnerti  120 
possunt,  difnse  et  sigijllatim  innentum  uerba  iactando  et  t^dio  affectas  anres  | 
infructnosis  sermonibns  in  ipso  operis  ingressu  onera|re  nideamur  et  mem* 
bran^  forsitan  ad  alia  profecte  |  futur^  dispendium  faciamns.  Qnia  enim 
singularis  in  eojdem,  qnem  multiplicat,  centenus  in  tercio  ab  eo,  quem  { 
multiplicat,  digitos  ponit  et  in  nlteriore  [>  articulos,  liquide  hanc  commnnem  )'.  1 
regulam  colligere  possnjmns.  ut  quoto  loco  multiplicator  in  abaco  positus 
fuerit,  I  toto  loco  ab  eo,  quem  multiplicat,  ordinet  digitos  |  et  in  nlteriore 
articulos.  uidelicet  ut,  si  in  primo  fuerit,  |  in  eodem  ponat,  si  in  secundo, 
in  secundo  ab  eo  quem  |  multiplicat,  si  in  tercio,  in  tercio  ab  eo  quem 
multi|plicat,  si  in  quarto,  in  quarto,  si  in  quinto,  in  quinto  |  ponat  digitos 
et  deinceps  usque  ad  finem  tabul^  per  |  eandem  consequentiam.  ut  quoto 
loco  multiplicator  |  steterit,  toto  loco  a  multiplicando  ponat  digitos  |  et  110 
ulteriore  articulos.  Quod  ergo  supra  simplicium  et  compo|sitorum  nnmero- 
rum  diuisione  fecimus,  expedit  ut  primo  |  de  simplicium,  deinde  de  com- 
positorum  mnltiplicatione  exempla  subdamus.  et  quia  si  singularis  sin- 
gulajrem  multiplicet,  nullam  nobis  necessariam  regulatai  |  esse  dizimus,  quem 
ad  modum  singularis  supra  se  positos  mujltiplicet,  exempla  subdamus.  Sit 
ergo  propositum  inuesjtigare,  quanta  ex  -Ixxx*  per  quatemarium  multipli- 
cati|one  summa  concrescat.  Itaque  quatemarii  caracterem  in  singlularis  arcus  i-  so 
inferiori  spatio  locabimus.   et  qnia  sing|uli  quique  caracteres,  ut  supra  dictum 
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est,  in  denario  limite  |  quantitates  suas  decaplo  enunciant,  octonarii  spajcio 
caracterem,  ut  »hix«  nobis  exhibeat,  in  deceni  super|iore  constituemas.  qnia 
uero  per  singularem  decennm  inultiplica|re  proposnimns,  per  aduerbialem 
qnaternarii  denominationem  |  octonariam,  qui  in  deceno  est,  metiemur,  ita 

^j**j  dicendo,  quater  ||  -vin-  «xxxii-  sunt.  Scientes  autem,  duos  quidem  digituzo, 
•XXX«  I  uero  articulum,  et  regulam  memoriter  tenentes,  uidelicet  |  qnemennqne 
multiplicas  per  singularem  in  eodem  pone  digitos  |  et  in  ulteriore  ariicalos, 
in  deceno  secundum  regulam  binariam  pones  et  in  centeno  ter|narium  locabis. 
quo  facto  ccc-xx-summam  oolliges,  qu^  ex  |  -Ixxx*  per  quatemarium  ductis 
excreuit.  Et  cum  digitaliter  |  quater  -vm-  pronuntiaueris,  tunc  digiüs  et 
articulis  secundum  |  regulam  dispositis  eadem  summa  effecta  est,  qn^  ex  qua- 

1. 10  temarii  -Ixxx-  naturali  ductu  concrescit.  Quod  si  plures  multiplic jandos 
posueris  et  unum  tantum  maltiplicantem  applicuejris,  simplex  homzn  qnoqae 
multiplicatio  reputabitur.  semper  enim  |  multiplicatio  multiplicatoram  ratione 
uel  simplex  uel  |  composita  nuncupatur.  Sit  ergo  propositum,  onins  milited 
legi|onis,  qui  sunt  -vT-dclxvi-,  quantam  diumi  stipendii  pecuni|§  sninmam 
habere  debeant,  bi  unicuique  per  diem  ad  |  uictualia  -xxx*  nummi  reddantur. 
temarium  itaque  in  denajrii  limitis  inferLori  spatio  locabimus,  qnia  ibi  suam 
de|cuplans  quantitatem  -xxx-  explebit,  in  superiori  autem  spa|cio  in  milleno 

1.20  senarium,  qui  «vi-  milia  faciat,  in  centejno  itidem  senarium  ad  sescentos  ex- 
primendos,  in  dejceno  similiter  senarium,  qui  »Ix*  compleat,  in  singulari 
sena|rium  suam  inibi  quantitatem  siugulariter  exprimentem.  quo  |  facto  per 
ternarium,  quem  in  deceni  inferiori  spatio  posuijmus,  senarium,  qui  in  an- 
gularis superiori  spacio  positus  est,  |  metiemur,  dicendo,  ter  sex  -xym*  snnt. 
hie  *viu-   digijtus   -x-  articulus   est.     considerantes  itaque   deceni  regulam, 

1.1  I  q^9  ^^  secundo  ab  eo,  qui  multiplicatur,  digitos  et  in  ulte'riore  ponere 
docet  articulos,  octonarium  in  secundo  a  sin'gulari,  id  est  in  deceni  medio 
interuallo  ponemus,  unitajtem  in  ulteriore,  id  est  in  centeno,  qui  ad  eum,  qui 
infra  se  est,  |  decenum  articuli  uicem  optinet,  ut  supra  ostendimus.  dejinde 
per  ipsum  eundem  ternarium  multiplicatqrem  senarium,  qui  in  deceno  est, 
ducemus  dicendo,  ter  sex  -x^  et  -vin-  sunt.  |  scientes  ergo  pr^dictam  deceni 
regulam,  in  secundo  ab  eo,  quem  |  multiplicamus,  id  est  in  centeno  octona- 

Liorium  digitum  |  locabimus  cum  ea  unitate,  quam  ibidem  per  aliam  mnltipli- 
cationem  positam  dixeramus,  unitatem  uero  articuli  uice|m  ulteriore,  id  est 
in  milleno  constituemus.  sicque  ad  muljtiplicandum  centeni  limitis  senarium 
procedemus.  cumque  |  a  temario  multiplicatore  aduerbiali  denominatioue  \ 
aecepta,  ut  supra,  ter  sex  -i-  et  -vin«  sunt,  pronuntiaueri^mus,  secundum 
s^pe  dictam  deceni  regulam  in  secundo  a  cen|teno,  qui  multiplicatur,  uide- 
licet in  millejno  cum  unitate  prius  ibi  posita  octonarium  digijtum  ponemus, 

1. 20  in  ulteriore  id  est  in  deceno  milleno  |  unitatem  uice  articuli  constituemus. 
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sicque  demum  |  nliimum  senarinm  milleni  limitis  per  temariam  me'|tiemiir, 
dicendo  iit  supra,  ter  sex  -x*  et  •viii*  sunt,  cnmque  in  dejceno  milleno,  qni 
secundu»  a  milleno  est  octonarium  |  digitum  cum  ea,  qu9  prins  ibi  fuerat 
unitate  posueri|mus  et  in  ulteriore,  id  est  in  .centeno  milleno  arti|oali  loco 
unitatem  locauerimus ,  totam  ad  supremam  ||  manom  perduxerimos  multipli-  '^^ 
cationem.  Erit  itaque  |  in  centeno  milleno  nnitas,  in  deceno  milleno  |  unitas 
cum  octonario,  .item  in  milleno  unitas  cum  |  octonario,  in  centeno  quoque 
unijtas  cum  octonario,  in  deceno  octonarins  solus.  cumque  |  pro  octonariis  et 
unitatibns,  qoi  interioribus  arcubas  positi  |  fuerant,  oidelicet  in  centeno  mil- 
leno et  dejceno  milleno  singulos  posuerimus  nouenarios,  |  multiplicationis 
summam,  uidelicet  •cxcix-dccc'c-lxxx-  liquido  coUigere  potuerimus.  et  tunci.  lo 
enidenter  |  cognoscemus,  si  singulis,  qoi  sont  in  legione,  trigeni  per  diem  | 
ad  stipendia  dentur  denarii,  diurnam  totius  legijonis  stipendiorum  sammam 
in  *cxcix*dcccc-lxxx-  con|stare  denariis.  Et  de  simplici  qnidem  multiplica- 
tione,  I  quantom  castigat^  breuitatis  ratio  exigebat,  sajtis  dictum  est.  DE 
COMPOSITA  MVLTIPLICATIONE.  |  Composita  autem  multiplicatio  est,  ubi 
composijtns  numerus  uel  ex  duobus  uel  ex  tribus  aut  pluribus  cajracteribus 
in  inferiori  abaci  parte  multiplicator  |  fuerit  collocatus,  quanticumque  iniso 
superiori  parte  fuerint  |  multiplicandi.  sie  enim  simpIex  multiplica|tio  supra 
dicebatur,  ubi  quotquot  siue  unus  siue  plures  |  caracteres  multiplicandi  supe- 
rius  dispositi  fuissent,  |  unus  tantum  multiplicator  inferius  ponebatur.  sie  et 
hinc  illa  |  multipHcandorum  habita  ratione  compositi  multiplilcatores  com- 
posit^  multiplicationi  uocabulum  dabunt.  „  Erit  ergo  in  hac  multiplicatione  1.1 
obseruandum,  ut,  quotjquot  inferius  fuerint  multiplicatores  dispositi,  per 
eornm  |  singulos  uniuersos  suprapositos  multiplicandos  metiamur  |  et  secun> 
dam  pr^monstratas  regulas  digitos  et  articulos  disponajmus.  Et  de  compo- 
sita multiplicatione  primum  per  duos  caracteres  |  exemplnm  ponamus.  sit 
propositum  inuestigare,  ad  serrandos  1  •cccc-1x«vhi«  equos  quot  claui  neces- 
sarii  sunt,  cumque  notum  |  sit,  quod  -xxun-  clauos  unius  equi  expetit  usus, 
per  bunc  numejrum  unius  equi  clauorum  omnium  equorum  numerum  augea- 
mus,  sicque  |  eam  quam  qu^rimus  summam  inueniemus.  ponamus  itaque  in  1. 10 
superiore  |  abaci  spatio  in  centeno  quidem  -rfi*,  in  deceno  uero  •'^•,  in  |  sin- 
gulari  autem  •8-,  qui  caracteres  nobis  -ccoc-lxvin-  equorum  |  numerum 
significabunt.  in  inferiori  quoque  parte  in  deceno.  |  -TT-,  in  singulari  -rfi« 
locemns,  qui  «xxim-  clauorum  nu|merum  exprimunt.  et  primum  per  quater- 
üarium  in  singulari  pojsitum  omnes  superiores  ducamus.  deinde  per  bina- 
rium  in  de'ceno  locatum  itidem  omnes  superiores  multiplicemus.  ducajmus  i.  20 
itaque  per  quatemarium,  qui  singularis  inferius  spatium  ob|tinet,  octonarium, 
quem  in  eodem  singulari  superius  posuijmus,  ita  dicendo,  quater  •viu-xxxn«. 
et  binarium  quidem  digijtum  secundum  singularis  regulam  in  eodem  singu- 
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lari  in  |  medio  spatio  ponemns.  temarinm  nero  loco  arjticnli  ad  decennm 
transferemns.  deinde  per  ipsum  quatemarium  senarinm,  qui  deceni  superio- 
rem  nendicat  locum,  mejtiemnr  sie.  quater  •vi-xxnn*  ennt.  et  quatemarium 
digitum  secnndum  |  singularis  regolam  in  eodem  deceno  cnm  temario,  quem 
LI  II  ibi  prius  posuimus,  constitnemns,  binarinm  uice  articuli  ulte|rius  uidelicet 
in  centeno  locabimas.  postremo  per  ipsum  |  eundem  qnatemariam  illum 
alium,  qui  in  centeni  limitie  superiori  |  spatio  sedet,  quatemarium  ita  men- 
surabimus.  quater  quatuor  |  •xvi*  sunt,  et  seruata  singularis  regola  in  ipso 
cente|no  cum  binario,  quem  ibi  ante  habuimus,  senarium  digitum  |  applicabi- 
mus,  unitatemque  loco  articuli  ad  ulteriorem  |  millenum  promouebimus.  quo 
peracto  erit  in  milleno  unijtas,  in  centeno  senarius  et  binarius,  qui  -Tm* 
complebunt,  |  in  deceno  ternarius  et  quatemarius,   qui  •vii*  restituent,  in 

1. 10  sinlgttlari  binarius.  et  sie  expleta  per  quatemarium  ad  binarii  multi'pli- 
cationem  transibimus.  et  eo  quo  prius  ordine  primum  octonajrium  per  eum 
ducemus  hoc  modo,  bis  -vra^xv!«  sunt,  sex  ergo  |  digitum  secundum 
deceni  regulam  in  secundo  a  singulari,  quem  |  multiplicas,  uidelicet  in  ipso 
deceno  cum  septejnario,  quem  ibi  superius  habueras,  pones.  unitatem  aiü  cuü 
uice  ulterius  propelles  et  in  centeno  cum  octonajrio,  quem  ex  superiori  multi- 
plicatione  collegeras,  iujnges.  et  tunc  per  ipsum  binarium  senarium,  qoi  ipsius 
deceni  |  sumum  optinet  spatium,  metieris  ita  dicendo.     bis  |  sex  -xn*  sunt 

1.20  binarius  itaque  digitus,  prout  deceni  rejgula  dictat,  secundabitur,  id  est  in 
centeno  cum  octonarijo  et  unitate,  qui  prius  positi  fuerant,  constituetnr. 
uni|tas  pro  articulo  ulterius  ad  millenum  promouebitur  et  |  cum  altera,  quam 
ibi  ante  habuimus,  unitate  iungemus.  tum  |  et  sie  demum  per  ipsum  eundem 

^'i\  binarium  quatemarius,  qui  in  ||  centeno  limite  est,  multiplicabitur  sie.  bis 
quatuor  |  octo  sunt,  cumque  secundum  deceni  regulam  ipsum  octonajrium, 
qui  digitus  est,  ad  millenum  secundaueris,  habe|bis  disposicionem  hanc.  in 
milleno  octonarium  cum  duabus  unitaübus,  in  centeno  binarium*)  et  octo- 
narium,  in  deceno  septenarium  et  senajrium,  in  singulari  binarium.  et  quod 
septenarius  et  |  senarius,  qui  in  centeno**)  sunt,  xni*  explent,  ubi  digitus 
cum  I  articulo  est,  temario  digito  in  eodem  loco  remanente  |  unitatem  pro 

1.10  articulo  ad  centenum  transferemns.  eruntque  |  in  ipso  centeno  -8«,  **?-  et 
du^  unitates,  qui  similiter  |  «xn*  faciunt.  remanebitque  ibi  binarius,  et  I 
unitas  uice  articuli  ad  millenum  transportabijtur.  eruntque  ibi  octonarius 
et  tres  unitates.  ag|gregatis,  in  undenam  quantitatem  summa  crescente,  j 
cum  unitatem  ibidem  reliqueris  et  ad  decenum  millenum  |  alteram  unitatem 
articulariter  transtuleris,  summam  clauorum  |  qui  -cccc^lx-vm'  equis  neces- 
sarii  sunt,  id  est  •xi*cc-xxxii*  |  habebis.    Sane  in  omni  composita  multipli- 


*)  inseras:  unitatem. 
♦*)  legas:  deceno. 
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cati|one  similis  multiplicandi  ratio  non  fallet,  iiide{licet  nt  qnantoscunque  in- 1. 20 
ferins  multiplicatores  habu[eri8,  per  singulos  eomm  omnem  saprapositam 
multiplicandoruin  |  snmmam  metieris.  cmnque  per  ordinem  a  primo  nsque 
ad  noluissimam  mnltiplicatione  facta  per  singulos  arcus  |  snmmnlas  aggre- 
ganeris  et  articulos,  si  qni  fuerint,  ad  |  superiora  transtuleris,  ipsam  quam 
qn^rere  proposueris  sumjmam  indubitanter  innenies.  Sed  quam  pleromque 
contin|{get,  ut  plurima  tarn  mnltiplicationnm  *)  quam  multiplicandorom  |  1.1 
caracterom  numerositas  minus  attentum  calculatorem  inelucta|bili  errore  con- 
fundat,  insinuandum  uidetur,  qua  industri^  ca|utela  huius  modi  erroris  eui- 
tari  possit  offensa.  Memi|nis8e  ergo  debes,  quia  cum  superius  de  descriptione 
tabul^  loqueremur,  |  in  ultima  temorum  arcuum  superductione  quandam 
figuram,  |  cui  sipos  nomen  est  -O-,  in  modum  rotul^  formatam  nu|llius  numeri 
significatione  inscribi  solere  pr^diximus,  cuius  |  operam  insequentibus  pro- 
futura  promittebamus.  Si  quidem  figuram  huiusmodi  prouidens  abacista  in  1. 10 
calculis  effigiabit  et  ad  |  eum  quo  de  agitur  usum  inter  alios  caracteres  re- 
seruabit,  |  cumque  aliquam  talem  multiplicationem  facere  necesse  fuerit,  |  ubi 
metuendum  sit,  ne  dispositorum  caracterum  multitudo  |  in  errorem  inducat, 
unam  ex  bis  rotulis  multiplica|toribas  alteram  multiplicandis  ad  eliminandum 
errorem  pro  sijgno  superponet,  ita  ut,  dum  primus  multiplicator  mu|ltipli- 
candos  caracteres  sua  quantitate  percurret,  ipse  supra  uerticem,  donec  omnes 
multiplicandos  mensus  fuerit,  inmobilem  rotulam  gerat.  |  Quo  multiplicando- 
rum  rotula  superponetur,  per  singulos  eorum  |  a  primo  usque  ad  postremam, 
prout  cum  eis  primus  multipli|cator  rationem  habebit,  transportabitur.  sicque  1  so 
per  primum  multiplijcatorem  opera  ezpleta,  super  secundum  multiplicatorem 
rotula  ponetur,  ab  ultimo  autem  multiplican{dorum  ad  primum  rotula  repor- 
tabitur,  dum  eum  secundus  mul|tiplicator  sua  quantitate  metietur.  et  dum 
singulos  I  eorum  multiplicando  procedet,  per  singulos  rotula  |  usque  ad  ulti- 
mum eo  quo  pr^diximus  ordere  (sie)  transfertur.  Qu§  ||  uero  ut  dictum  est  \^l 
super  multiplicatorem  rotula  posita  |  fuerat,  inmobilis  permanebit,  donec 
omnes  superiores  |  iniciendo  operam  suam  expleuerit.  et  sie  ad  alium  mul|ti- 
plicatorem  transibit.  quod  tam  diu  faciendum  erit,  dojnec  per  omnes  multi- 
plicatores rotula  permota,  per  singjulos  eorum  tota  multiplicandorum  detersa 
fuerit  summa.  |  Huius  rei  tale  demus  exemplum.  Sit  positum  inuestigajre, 
quanta  summa  pecuni^  quatuor  legionibus  necessajria  sit,  quarum  singuli 
milites  inter  donatiua  et  stipendi|a  numerorum  «xui'CCC'XXX'n-  annuatimi.  10 
accipiant.  |  quod  ergo  -im®'-  legiones  militum  -xxvi^dclxnn«  habe|re  di- 
noscuntur,  hunc  numerum  superius  in  abaco  constitue|mus.  ita  in  deceno 
milleno  -T-,  in  milleno  •'^•,  in  |  centeno  nichilominus»*^-,  in  deceno  itidem 
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I  •'^•,  in  singulari  -rR-  in  superiori  abaci  spacio  |  ponemus.  inferius  nero 
illum  quem  pr^diximus  numerum,  ui|delicet  -xm-cccxxxn-  locabimns  ita,  nt 
in  dece|no  milleno  -l-,  in  milleno  -hT-,  in  centeno  simi|liter  -IT-,   in  deceno 

i-soquoque  -IT-  in  singulari  -TT«  di|spositi  sint.  bis  ifca  digestis  super  primmn 
multilplicatorem,  scilicet  -TT-,  qui  singularem  obtinet  |  limitem,  illam  qnam 
s§pe  diximus  constituemus  aliamque  nicbilominus  rotulam  super  primam  ; 
multiplicatorem*),  soilicet  -t^*^  qui  itidem  in  singulari,  lojcabimtis.  quo  facto 
'j*J  eos  alterutro  metiemur,  ita  dicendo,  |!  bis  •im°'-  octo  sunt  qui  quia  digitus 
est  et  per  singulajrem  fit  multiplicatio,  in  eodem  qui  multiplicajtur  secondum 
regulam  ponetur.  eaque  qu§  super  multiplicato|rem  posita  fuerat  rotula  in- 
mobili  perseuerante,  ro|tulam  primi  multiplicandi  ad  secundum,  id  est  -^  •, 
qui  in  dejceno  sedet,  transferemus  eumque  sie  per  primum  multiplijcatoreni 
ducemus,  bis  sex  «xn«  sunt,  digitum  itaque  |  binarium  in  eodem  deceno 
secundum  regulam  ponemus,  unitatem  pro  articulo  ad  centenum  propellimus. 

1.10  I  et  sie  a  secundo  multiplicando  ad  tercium,  scilicet  •'^•,  qui  cen|t6nnm  pos- 
sidet  arcum^  rotulam  trausducemus,  eumque  itidem  |  per  binarium  mensura- 
bimus  ita,  bis  sex  -xii«  sunt,  bijnarius  digitus  in  ipso  centeno  regulariter 
ponitur  et  |  cum  unitate,  qu^  ibi  erat,  iniuncta  ternarium  facit.  |  unitas  ad 
millenum  transfertur  et  tuno  a  tercio  ad  quartum  |  multiplicandum ,  id  e^i 
•'^•,  qui  in  milleno  est,  rotula  (  propellitur.  et,  bis  sex  -xn-  faciunt,  secun- 
dum primi  |  multiplicatoris  quantitatera  pronunciat  {sie),  quo  facto  |  bina- 
rius  digitus  in  eodem  milleno  secundum  regulam  |  positus  et  unitati,  quam 

1-20  ibidem  inuenit,  in|iunctus  in  ternarium  sm-git,  unitas  pro  articulo  |  in  de- 
cenum  millenum  promouetur.  tercium  (sie)  demum  super  |  ultimum  mnltipli' 
candum,  id  est  -TT*,  qui  decenum  mi|llenum  limitem  uendicat,  rotula  ponitur, 
et  per  |  primi  multiplicatoris  auctam  denominationem  in  qua'ternarium  crescit 
qui  quatemarius  digitus  in  ipso  dejceno  milleno  unitati  ibi  prius  posit§  copu- 
\^l  latus  II  quinarium  reddit.  suntque  in  deceno  milleno  -IJ-  in  |  milleno  -hT-, 
in  centeno  similiter,  in  deceno  |  •TT-,  in  singulari  -8'  caracteres  ordinati. 
sicque  |  expleto  primi  multiplicatoris  negotio,  ad  secundum,  |  scilicet  in 
deceno  arcu,  rotula  transfertur,  |  qu^que  super  ultimum  multiplicandum  rotula 
fuerat  |  super  primum  reponitur  et  per  secundum  multiplicatorem  primi  1 
multiplicandi  diuersio  fit,  ita  dicendo,  ter  quatuor  |  »xn-,    considerata  deceni 

1  10  multiplicatoris  ratione,  |  binarius  digitus  in  secundo  ab  eo,  qui  multiplicatur, 
id  est  I  in  deceno  ponitur  et  cum  eo,  qui  ibi  inuenitur,  binarjio  quatemarium 
facit,  unitas  pro  articulo  ad  centenum  transmittitur  et  cum  temario,  prius  ibi 
posito  in  quaterjnarium  conpingitur.  binc  ad  secundum  multiplicanjdum 
rotula  promota,  ea  uero,  qu§  super  multiplicato|rem  est,  inmobili  permanente, 
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ter  sex  -xyin*  sunt,  |  pronttntiatur.  octo  ergo  digitus  secnndnm  regulam  a 
mu|ltiplicato  secundatar  et  in  centeno  cum  j[  quateniario,  qui  ibi  inuenitur,  Y?^ 
iunctus  -xii-  explet,  binarioque  |  ibi  relicto,  •!•  ad  millenum  pro  articulo 
transit  et  cum  |  alia  unitate  e  duodenario  articulaiiter  ad  superjiora  traicitur. 
temario,  qui  ibi  fuerat,  iuncta  quinarimn  |  perficit.  inde  super  tercium  mnlti* 
plicandum,  uidelicet  |  •'^-  in  centeno  rotola  ponitur  et  per  temarium  multi|pli- 
catorem  eins  quantitas  ancta  «xym-  complet.  octo  |  quippe  digitus  ad  mil- 
lenum regulariter  seeondatur,  unitas  |  articularis  ad  decennm  millenum 
traducitnr.  ipse  |  autem  octonarius  cum  quinario,  qni  ibidem  inuenit  (^ic),  i.  lo 
•xin*  I  perficit,  temarioqae  ibi  remanente  articulum  •!•  anijtatem  ad  decenmn 
millenum  propellit  et  cum  quinario  et  |  unitate,  quam  ibi  habemus,  septena- 
rium  summam  compingit.  |  sicque  super  quartum  multiplicandum ,  scilicet 
senarium  |  in  milleno  rotula  promota,  multiplicatio  suo  |  ordine  procedit 
hoc  modo,  ter  sex/xvni*  sunt/  octonarius  |  itaque  digitus,  seruat^  deceni 
regula,  ad  decenum  |  millenum  secundatur,  unitas  articularis  ad  centenum 
mi|llenum  transmittitur.  sed  in  deceno  milleno  septenarium  |  prius  esse  l  20 
dixeramus.  cum  eo  itaque  octonarius,  qui  denam  |  conficit  summam,  re- 
manenteque  ibi  quinario,  unitas  |  ad  centenum  millenum  transferatur.  cum 
ea,  qu9  ibi  erat,  uni|tate  binarium  efficit.  iam  uero  super  ultimum  mujlti- 
plicandum,  qui  est  «TT«,  in  decenum  millenum  rotulam  tran8{feremu8  eumque 
per  secundi  multiplicatoris  denomina|tionem  metiemur,  ita.  ter  duo  sex  sunt, 
et  senarium,  |,  qui  digitus  est,  ad  cent-enum  millenum  secundabimus  ac  binario  ^- 1*' 
iuncjtum  in  octonarium  redigemus.  eritque  dispositio  taliter.  |  in  centeno 
milleno  '8-,  in  deceno  milleno  -H-,  in  milleno  |  «hT-,  in  centeno  -TT-,  in  de- 
ceno -rR-,  in  singulari  -8'.  |  tone  more  solito  de  ultimo  ad  primum  multi- 
plijcandum  rotula  reducetur,  ea  uero,  qu^  super  secundum  muljtiplicatorem 
est,  ad  tercium  transferetur,  atque  ita  pronun|ciabitur.  ter  -iin-xn-  sunt, 
binarius  digitus  in  centejnum,  secundum  regulam  multiplicatoris,  terciabitur 
et  cum  I  binario,  qui  ibi  est,  quaternarium  faciet.  unitas  pro  arti|culo  in  1. 10 
milleno  posita  et  cum  temario  iuncta  quaterjnarium  reddet.  sicque  rotula  a 
primo  multiplican|do  ad  secundum  translata,  dicemus.  ter  sex  «xvm-  sunt, 
octojnarius  ergo  ad  millenum  terciabitur,  unitas  pro  articulo  ad  |  decenum 
millenum  promouebitur.  ipse  autem  octonarius  quatemajrio;  quem  in  milleno 
esse  diximus,  aggregatus  -xii-  faciet.  re|manenteque  ibidem  binario,  unitas 
ad  decenum  millenum  |  transibit  et  cum  quinario  atque  alia,  quam  ibi  modo 
posu|eramus,  unitate  in  septenarium  surget.  inde  ad  |  tercium  multiplican- 1.20 
dum  rotulam  transferimus  et  ita  pronunjciamus.  ter  «vi  xviii-  sunt,  digitum 
quippe  octonarium  in  |  deceno  milleno  regulariter  terciemus,  unitatem  ad 
centenum  |  millenum  transponimus.  et  quia  octonarius  cum  septenario  |  -xv* 
complet,  quinario  ibi  manente,  unitas  ad  centejnum  millenum  transit  et  cum 
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•8*  et  'I*  articulum  |  faciens  ad  mille  millenum  mittii     tone  ad  qnartam 

1.1  11  multiplicandam  rotula  pernenit.  quem  cum  per  tercii  |  mnltiplicatoris 
quantitatem  mensi  fuerimus  et,  ter  sex  |  -xyin-  sunt,  dixerlmus,  octonarium 
ad  centenum  millenum  tercijabimus,  unitatem  pro  articulo  in  mille  milleno 
ponejmus  et  cum  alia  unitate  in  binarium  conpingemus.  et  tune  |  demum 
rotulam  super  ultimum  multiplicandum  ponemus.  |  cumque,  ter  duo  -vi-,  pro- 
nunciauerimus,  ipsum  senarium  ad  |  mille  millenum  redigemus.  erontque 
itaque  ita  dispo|siti  caracteres.    in  mille  milleno  -S*,  in  centeno  milleno  -S-, 

1.10  I  in  deceno  milleno  -l]',  in  milleno  •?.,  in  centeno  -rß*,  |  in  deceno  itidem 
•rR-,  in  ßingulari  -S*.  expleto  ergo  |  tercii  multiplicatoris  opere,  ad  quartum 
rotula  transit,  atque  |  ab  ultimo  multiplicando  ad  primum  alia  rotula  |  rela- 
bitur.  atque  ita  dicitur,  ter  «nn^'-xn*  sunt,  binarius  |  itaque  digitus  secun- 
dum  regulam  ad  millenum  quartatur,  cum  |  altero,  qui  ibi  inuenit,  binario 
quatemarium  fadt.  uni|tas  ad  decenum  millenum  propellitur  et  cum  qui- 
nario,  qui  ibi  |  erat,  senarium  facit.  cumque  rotulam  ad  «ecundom  multi- 
plicandum I  promouerimus  et,  ter  •vi-xvni*   sunt,  pronuntiauerimos,    octo- 

'-  ^  narium  |  digitum  ad  decenum  millenum  quartabimus,  unitatem  articuli  |  uice 
in  centenum  miUenam  locabimus.  octonarius  quidem  cum  sena|rio  -xim- 
reddit  et  quatemario  ibi  manente  unitas  ad  centenum  millenum  transit  et 
cum  «S*  et  alia  unitate  arjticulum  ad  mille  millenum  mittii  de  hinc  rotula 
ad  tercium  multiplicandum  promota.  ter  •vi-xyui«  dice|mus  et  *vni-  digitum 
1  ad  centenum  millenum  quartabimus,  ||  unitatem  articulum  in  mille  milleno 
ponemus,  |  qui  cum  octonario  atque  altera,  qu§  ibi  inuenit,  uni.tate  dena- 
rium  facit.  illoque  arcu  uacuo  remajnente  ad  decies  mille  millenum  unitatem 
pro  articulo  |  mittit.  iamque  ad  quartum  multiplicandum  rotula  traiisfe|rtor 
atque  itidem.  ter  «vi'xvra'  sunt,  pronunciatur.  octonarius  digitus  ad  mille 
millenum  quartatur,  articulus  unitas  in  |  decies  mille  milleno  ponitor  et  cum 

1. 10  alia  unitate  in  |  binarium  componitur.  sicque  tandem  super  ultimum  multi- 
Iplicandum  rotula  posita,  ter  duo  sex  sunt,  enuntiatur  |  et  senarius,  qui 
digitus  est,  ad  «x^-  mille  millenum  secundum  regjulam  quartatur  et  cum 
binario  iunctus  in  octonarium  produjcitur.  quo  facto  in  abaco  h^c  disposiiio 
caracterum  injuenitur.  in  •x®^-  mille  milleno  •8-,  in  mille  milleno  itidem 
•8-,  I  in  centeno  milleno  quoque  -8*,  in  deceno  milleno  'rß-,  in  milleno  quoque 
•rR-,  in  centeno  similiter  -rß*,  nee  non  et  |  in  deceno  «rß«,  in  singulari  -8*. 
tunc  demum  ad  ultimum  |  multiplicatorem ,  qui  est  -i-,  in  deceno  milleno  re 
perdujcta,  secundum  eins  quantitatem  singulos  multiplicandorum  ca|racteres, 
incipiendo  a  deceno  milleno,  per  singulas  in  |  antea  abaci  sedes  per  ordinem 

1.20  dirigemus,  in  deceno  milleno  |  -rR«,  in  centeno  milleno  •'^•,  in  |  mille  mil- 
leno '^'  in  'X^'  mille  milleno  •'^•,  in  centeno  |  mille  milleno  -TT-  ponentes. 
et  in  deceno  milleno  «rR«  cum  |    rR»  faciet  •8-,  in  centeno  milleno  '^'  cum 
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'S-xim*  complebit  |  et  articulum  mutatem  ad  mille  millenam  transmittei 
II  in  ipso  centeno  milleno  quatemario  remanente  in  mille  |  milleno  '^'  cum  '].^i 
•8'  et  'l-xv-  reddet,  «l]-  ibi  remajnente  et  xmitate  ad  -x®^*  mille  millenum 
transeunte.  |  item  in  «x^'*  mille  milleno  senarius  cum  octonario  et  unijtate 
itidem  -xy*  faciet,  remanebitque  ibidem  -Lj*.  unitas  |  ad  centies  mille  mil- 
lenam transibit  et  cum  binario,  quem  ibi  po|saeramus,  temarium  explebit. 
eritque,  completa  multipli|catione,  in  abaco  dispositio  talis.  in  ter  cencies*) 
quinquies  |  mille  milia  •cocc-lxxx-iin^®*^  |  numerorum**)  cccc-xlvin«  |  peeuni^  1.10 
summa  coUecta.  1 


Expeditis  igitur  iis,  qu^  de  maltiplicatione  dicenda  uijdebantur,  qualiter 
in  numeris  plurima  caracterum  numerosita|te  compactis  inter  maiorem  uide- 
licet  et  minorem  differentia  |  per  abacum  requiri  possit,  adicere  idoneum 
possimus.  et  quidem  |  si  duobus  disparibus  numeris  maiore  superius,  minore 
infe|rius  in  abaco  dispositis,  minorem  tam  inferioribus  quam  in  |  superioribus  f-  so 
abaci  sedibus  minus  continentes  habere  contigerit,  |  caracteres  illic  facili 
labore  singulis  inferioris  ordinis  |  caracteribus  singulas  medietates  ad  exple- 
cionem  superioris  |  ordinis  caracterum  sufficientes  medio  abaci  spajcio  appli- 
cabimus,  qui  inferioribus  aggregati  superiorum  sumj|mam  possint  explere,  ^5 
quas  medietates  ea,  qua  maior  numerus  minorem  superat,  differentia  liquide 
pronunjciabimus.  uerbi  gratia  si  nobis  propositum  sit,  qua  dififerentia  | 
•iiid-lxvi-***)  •ii-ccc-xxiin-.  superetur  inuestigare,  ]  maiorem  numerum 
superius,  minorem  inferius  in  abaco  |  constituemus ,  in  milleno  -hT-,  in  cen- 
teno «ij«,  in  dece|no  «rR*,  in  singulari  •'^-  superius  locabimus.  inferius  «TT- 
in  ^-,  -IT-  in  centeno,  -T»  in  deeeno,  tR»  in  singulari  ponemus.  consideran- 
tesque  |  in  singulari  superius  •'^•,  inferius  -rR«,  in  medio  •T-,  |  qui  cum  qua- 
temario senarium  facit,  differentiam  dabimus.  |  item  in  deeeno  inter  quater- 1.10 

*)  po8t  cencies  insere  quinquagies. 
**)  loeo  numerorum  lege  milia. 
***)  lege  «xlvi'. 
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nariuni  et  binarium  §que  binajrium  medium  ponemus.  in  centeno  inter  qoi 
narium  |  et  ternarium  itidem  binarium  differentia  applicabimus.  |  in  millec 
inter  ternarium  et  binarium  unitas  medie|tatis  locum  obtinebit.  eritqae  inter 
•iii'dxlvi-  et  I  •ii'CCC-xxmi-  diflferentia  -oj-cc-xx!!-,  ut  sit  in  aba'co  disposic.- 
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talis.  I  Si  uero  maior  numerus  superius  |  tan- 
tum  maiorem  habu|erit  summam,  inferiorib;;5 
{  autem  sedibns  a  minoris  numeri  |  caracte- 
mm  quantitate  uincetur,  |  ibi  tali  cautelame- 
dietates  erunt  interserendg,  qu§  inferiorik« 
aggregat^,  cum  articulos  ad  |  superiora  tnss- 
miserint,  parem  superioris  numeri  caracteribx^ 
{  summam  ibi  remanere  necesse  sit.  Quod  di 
cimus  tali  |  nobis  liquebit  exemplo.  Sint  snp^ 
riuä  in  abaco  dispositi  |  •Ixn-ccc-xxuinfenu: 
•xxv'dcc-lxvi-  eruntque  |  in  deceno  millen 
•'^•,  in  milleno  'T-,  in  centeno  -hT-,  |  in  deceno  -T-,  in  singulari  itidem  T 
superius  ordinati.  inferius  uero  in  deceno  milleno  -TT*  in  milleno  'l\\  'i^ 
centeno  Z^-,  in  deceno  •'^•,  in  singulari  itidem  ^'  disposijti.  in  singulari 
ergo  super  seaarium  item  senarium  |  medium  ponemus,  qui  similis  ^Lggit;-- 
ad  superiora  |  articulum  transmittat  et  binarium  superiori  gquum  in  |  eol''^ 
loco  relinquat.  in  deceno  autem  super  senarium  |  quinarium  locabimos,  •. - 
cum  ipso  senario  et  superueniente  |  ab  inferioribus  articulari  unitate  xn 
Lioexplere  et,  |  binario  ibi  relicto,  articnlum  possit  ad  anteriora  |  ti*ansmittere 
in  centeno  quoque  super  septenarium  quinarius  statuetur,  |  qui  accepta  äl 
inferioribus  articulari  unitate  cum  |  eo  -xiii-  faciat,  articuloqae  in  anteapr« 
moto  terna|rium  superiori  gqualem  inibi  relinquat.    porro  in  milleno  |  suptr 

quinarium  senarius  positus  cum  ip^o  t: 
super  adicienda  |  unitate  daodenariJLi 
explens  superiori  parte  |  binarium  il)i 
dem  relinquens  ad  decenum  milleni::. 
arti|culum  diriget.  postremo  in  dettn 
milleno  super  |  binarium  temariura  u-n 
stituemus,  qui  cum  ipso  et  adie'ctatii- 
ab  inferioribus  unitate  senarium  $- 
perioris  cajracteris   explebit  summam 

__  Quo    expleto    indubitan  { ter  enuntiar« 

poterimus,     inter    •  Ixu  •  ccc  •  xx«  •  ■ 
•xxv|dcc-lxvi-  •xxxvidlvi*  medietatis  seu  difFe|renci9  locum  obtinere.   Q^'' 
ut  planius  liqueatur  in  sub  iecta  formula  sub  oculo  demonstrabimus. 
'j"  Sane  et  de  colligendis  |  numerorum  continuatius  dispo  sitorum  sunuiu? 
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siue  in  natorajli  ordine,  siue  ab  unita{te  omninm  imparium  sen  et  cuiuslibet 
quantitatis  |  mnltiplicimn,  nee  non  et  de  nomeris  ab  aliquo  mente  |  con- 
ceptis,  qua  ratione  et  a  calculatore  quasi  diuinanjdo  inuestigari  possint,  ali- 
quid Buper  hoc  adiciendum  |  est,  nt  iis,  qn§  ad  mnltiplicationem  aliquatenus 
pertinere  |  uidebantur,  pleno  explicitis,  ad  ea,  qu§  de  diuisione  |  difPusius  i.  lo 
tractanda  sunt,  liberius  accedamus.  Igitur  si  numeri  |  ab  uno  usque  ad  quam- 
libet  partem  naturali  ordine  |  dispositi  summam  coUigere  uolueris,  per  medie- 
tatem  |  ultimi  et  eum,  qui  ipsum  ultimum  in  naturali  ordine  |  sequitur,  im- 
parem  multiplicatione  facta,  quam  qu^ris  |  summam  inuenies.  Uerbi  gratia. 
si  dispositionis  buius  |  summam  -i'ii-in'mi-Y'ViYn'vni'  habere  |  uolueris, 
per  medietatem  octonarii  id  est  quateraarium  |  et  eum,  qui  octonarium  sequi- 
tur imparem,  id  est  nouenarium  |  multiplicatione  facta,  id  est  •xxxyI'^  ipsius  i.  so 
aggregatijonis  sxmimam  sabcrescere  uidebis.  Si  uero  usque  ad  quemjlibet 
imparem  naturalis  numeri  ordinem  extendes,  ipjsum  ultimum  imparem  per 
maiorem  sui  medietajtem  duces.  ut  si  ipsius  naturalis  numeri  appositione  | 
usque  ad  «xi-  produxeris,  ipsum  undenarium  per  maiorem  |  sui  medietatem, 
id  est  per  senarium  metieriS;  summamque  [j  totius  dispositionis  id  est  «Ixvi-  1,^1 
excreuisse  pronuntiabis.  Sin  |  autem  ab  unitate  omnes  impares  aggregare 
uolueris,  |  ultimi  aggregati  maiorem  medietatem  in  se  ipsum  more  tetragoni 
duces  et  summam  inuenies.  ut  in  |  hac  dispositione  -ini-vYn-ix-xi'Xm* 
Ultimi  I  in  ordine,  id  est  -xiii-,  maiorem  medietatem,  id  est  »vii-,  |  in  se  duces 
et  in  «xl-ix*  summam  processisse  cognosces.  |  Quod  si  a  binario  omnes  pares 
disposueris,  medijetatem  ultimi  et  numeri,  qui  illam  medietatem  in  |  naturali  1. 10 
di^^positione  sequitur,  per  alterutrum  metieris,  |  summam  habebis.  Uerbi 
gratia  si  •ii.ini*vi-vm-  |  xxii*  digesseris,  per  ultimi  medietatem,  scilicet 
senajrium,  et  illum  numerum  qui  senarium  in  naturali  dispositijone  sequitar, 
uidelicet  septenarium,  multiplicationem  |  facies  et  -xln-  summam  surgere  non 
dubitabis.  Multijplicium  autem,  uidelicet  duplorum  triplorum  quadruplorum 
I  et  deinceps  (et)  terminos  ad  quantamcunque  uolueris  numerojsitatem  hac 
ratione,  quam  dicturi  sumus,  ordinabis  et  |  ordinatomm  summas  incunctanter 
coUiges.  Si  muljtiplicium  terminorum  pares  |  uolueris  facere  progressiones,  1. 20 
qnod  impari  numero  non  |  unum  tantum  sed  duo  media  sunt,  duobus  mediis 
per  I  alterutrum  ductis,  ultimum  terminum  liquido  pernojtabis.  Quod  autem 
diximus,  primo  in  duplis,  deinde  in  triplis,  ||  uel  et  in  quadruplis  ostendamus.  '•  ^^^ 
Si  duplorum  terminos  ab  |  uno  absque  ad  quantamlibet  progressionem  por- 
rigere  uolujeris,  si  numerum  progressionum  imparem  facere  propones,  mejdium 
terminum,  uti  diximus,  in  se  duces  et  ultimum  habe|biB  ita.  Si  -lu*  uolueris 
terminos  ordinäre,  scilicet  ter{ minus,  qui  inter  primum  et  tertium  medius  est, 
uidelicet  bina|rius  unitatis  duplus  in  se  ductus  quatemarium  faciet,  |  qui  in 
duplorum  ordine  tercius  est.    Si  uero  quinque  uolueris  |  terminos  disponere, 

Abb.  zur  Qeacb.  der  Uathem.    V.  8 
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1.10  tercios  terminas,  id  est  quattuor,  qni  inter  primum  |  et  qnintum  medius  est, 
tetragonaliter  sese  metiens  -xvi-  |  reddet,  qni  duplorum  qaintmn  obtinei 
loüum.  Quod  si  pa|res  teiminos  nolueris  coUocare,  secundas  et  tercios,  qoi 
inter  |  primum  et  quartom  medium  tenent  locnm,  se  mntuo  an|geiite8  quar- 
tum  efficiaat.  bis  enim  -IIQ^'*  octo  smit.  et  octo|iiarias  in  dupla  dispositione 
qnartus  est.  tercios  et  quintus,  qui  inter  |  primum  et  sextom  medii  sont,  se 
commensurantes  sextum  confi|ciunt.  Qoatemarias  octonariom  metiens  -zxxn- 
complet,  I  qui  numerus  in  dupla  proportione  .yi*""«  est.  Similiter  quartos  et 
I  quintus  octauum,  quintus  et  sextus  decimum,  «vi*"*-  et  -vrf^^'xn"*""-, 
I  .yn"*'  et  •vm"-xira°*^"-  et  deinceps  ad  haue  conseqoentiam  medii  |  ter- 
minos  oltimos  sine  impedimento  procreabunt    In  imparibus  |  oero  progres- 

L20  sionibus  sicot  secundus  tercium  et  tercius  quintnm,  ita  •mi'"»  |  vn""™-,  -v*"- 
nonum,  •yi**"xi"*""-,  •vn^'^-xni"^-,  ootonus  .xv°*""-  et  de|inceps  eadem 
Yatione  medii  termini  tetragonaliter  se  |  multiplicantes  Ultimos  generabont 
Idem  quoque  in  |  triplos  corrigere  liquet    Temarius  enim,  qui  in  triplorum 

'i\  dispositione  [  secundus  est,  in  se  ductus  (est)  tercium,  id  est  nooenariom 
re|ddit,  secondos  et  tercius,  id  est  temarius  et  nouenarius  -xxlvu-  generant, 
qui  in  triplorum  ordine  quartus  est.  Quintum  |  autem,  scilicet  •Ixxxi-  ter- 
cius, id  est  nouenarius  in  se  |  ductus  efficit.  et  deinceps  hoc  ordine  omnes 
trijplorum  Ultimos  terminos  inuenies.  Nee  non  |  et  in  termini  qoadroplis 
idem  est.     Secondus  enim  terminus  id  est  |  quatemarius  in  se  doctos  ter- 

I  10  cium,  scilicet  «xyi*,  |  quartum  terminum,  uidelicet  «Ixini'  procreant.  |  Porro 
tercius  terminus,  id  est  «xyi*  in  se  ductus  cclvi«  |  id  est  quintum  terminum 
reddii  et  ne  in  exemplis  diujtius  inmoremur,  idem  in  omnibus  multiplicibus 
necesse  erit  euenire.  Quamquam  autem  pari  in  omnibos  moltiplicibus  rajtione 
termini  ordinentur,  dissimiliter  tamen  aggrega|torum  terminorum  sommf  col- 
liguntur.  In  duplici  |  enim  dispositione  ultimus  terminus  omnes  prfceden.tes 
uno  superat  et  duplicatus  extremus  termijnus,  si  unnm  depr^henserit,  omnium 
insimul  ter{minorum  summam  complebit.    üt  in  illa  dispo|sitione  obi  «Ixim- 

1.  so  extremus  est,  id  est  •  cxxvu-  omjnium  terminorum  summa  coneurrit,  uno 
uidelicet  |  minus  quam  duplo  extremi  termini.  In  triplici  autem  |  dispositione 
ultimus  terminus  ad  onmes  ceteros  uno  |  amplius  quam  duplus  est.  Qooram 
omnium  si  summam  |  qu^ris,  ipsi  ultimo  termino  medietatem  sui  |  ono  minus 
adicies.  üt  in  illo  triplicium  ordine  |  uerbi  id  est  -Ixxxi*  extremus  terminos 
^1.^1  occurrit  ipsius  ||  numeri  medietas  uno  sequestrato  eius  numero  addita  |  omnium 
terminorum  summam  id  est  «cixi-  complebit.  Porro  |  quadruplorum  extremus 
terminus  ad  omnes  pr^cedentes  uno  |  plus  quam  triplus  est.  Quorum  omnium 
si  summam  qu^ris  ultimo  |  terciam  sui  partem  adicies,  quam  soperbabun- 
dante  unitajte  colligeris.  üt  in  ea  quadruploinim  progressione,  ubi  |  •celvu* 
ultimus  terminus  est,  ipsi  numero  terciam  sui  pa|rtem,  id  est  -Ixxxv*,  quam 
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remanente  unitate  co11e{^mas,  aggregamns.  et  in  •ccc-xli*  summam  crescere 
indn|bitanter  aduertimns.  Ad  eandem  equidem  conseqaentiam  |  quincuplonim  Lio 
ultimus  terminus  quadruplis,  seznplomm  |  quintuplis,  septuplorum  sexnplis, 
octuploram  septujplis,  nonnplonun  octnplis,  decnplomm  nonuplis,  |  unde- 
cuplomtn  decuplis  est  et  deinceps  nno  semper  mijnor  nltiini  termini  ad  reli- 
qaos  multiplicitus  |  est,  quam  ipsomm  ad  inaicem  terminorum  comparatione. 
I  et  secaBdum  pr^monstratam  in  pancis  rationem  et  in  ceteris  |  omnimn  ter- 
minorum snmmam  diligens  calcnlator  inne|niet.  | 

Si  quem  autem  in  mnltiplicando  et  diuidendo  ex|ercltatum  abacistamL2o 
qnasi  diuinando  eludere  |  noles,  nt  quem  ipse  mente  conceperit  numemm 
promte  |  ediöas,  nnmemm  ab  eo  mente  conceptum  inbe  |  primo  duplicare, 
deinde  triplicare,  postmodum  |  in  dno  dinidere  et  medietate  abiecta  alteram 
I  triplicare,  dehinc  quot  ex  illa  mnltiplicatione  coUegit  ||  nouenarios  requirere  ^-^^^ 
et  qnot  tibi  responderit  nouena|rio8;  totidem  eom  cogitasse  dices  nnitates. 
Item  nmnerum  |  mente  conceptnm  iube  dnplicare,  dnplicatnm  quincajplicare, 
abiecia  medietate  alteram  triplicare  et  |  qnot  interrogatns  se  collegisse  re- 
sponderit quindenarios,  |  totidem  concepisse  comprobatnr  nnitates.  Item 
nnmernm  meinte  conceptnm  iube  primo  triplicet,  deinde  qnincupli{cet,  ad 
ultimum  terciam,  remotis  duabus,  sexies  du|cat.  tunc  interrogatus,  quot  tri- 
genarioB  se  collegisse  resjponderit,  tot  cogitasse  pronunciabitur  unitates.  1 1.  lo 
Item  numerum  mente  conceptum  iube  primo  triplicare,  tri|plicatum  quadru- 
plicare,  deinde .  medietatem  abjicere,  alteram  quincuplicare,  idem  terciam 
bisse  remojto  sescuplare.  bis  actis  interroga,  quot  sexageni  |  ex  illa  multi- 
plicatione  coUecti  sunt  et  quot  tibi  responlderit  sexagenos,  totidem  con- 
cepisse perbibetur  uni|tates.  Item  numerum  quemlibet  cogitauerit  iube  du|pli- 
care,  duplicato  quinque  addere,  inde  tot  um  insimul  |  quincuplicare,  quincu- 
plicatum  decies  ducere.  quo  |  peracto,  quot  centenos  multiplicatio  collegerit  i.  20 
interrogajbis.  sciens  autem  quod  de  illa,  quam  pr^diximus,  quinarii  adiejctione 
•ccl*  producti  sunt,  hunc  numerum  de  ea,  quam  tibi  dixjerit;  summa  redices 
et  quot  centenarii  remanserint,  |  tot  eum  cogitasse  pronunciabis  unitates.  | 

Quum  in  superioribus  de  numerorum  mnltiplicatione,  qu^  |  memoria 
occurrere  potuerunt,  quanta  potuimus  breuitate  perstrinximus ,  superest,  ut '1^ 
de  diuisone  |  aliquid  dicere  aggrediamur.  Diuisio  igitur  alia  simplex,  |  alia 
composita.  Composita  alia  continua,  alia  interjmissa.  Simplex  diuisio  est, 
ubi  quotquot  fue|nnt  diuidendi,  unus  tantum  caracter  diuisor  adjbibetur. 
Composita,  ubi  plures  applicantur  diuiso|res,  siue  unus  siue  plures  fuerint 
diuidendi.  qu^,  |  si  diuisores  continuatim  dispositi  fuerint,  continu|a  dicitur, 
intermissa  uero,  si  diuisores  aliquot  interjuacantibus  arcubus  fuerint  inter-  l  10 
rupti.  Diuisiones  ergo  |  pro  diuisorum  ratione  et  uocabula  sortiuntur  et 
regnlas.  |  et  sicut  in  multiplicationibus  per  multiplicatorum  denojminationes 
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muUiplicandos  angeri  supra  docnimus,  |  ita  et  hie  per  diuisomm  denomina- 
tiones  diuidendos  |  diminnemus.  Et  diaisiones  ali^  sine  differentüs  fnerint, 
[  quas  aureas  appellant,  ali§  cum  differentüs,  qa§  ferre^  co|gnominantiir.  Qui 
autem  haec  nomina  posuerunt,  nichil  |  dignam  memoria  saper  ipsomm  nomi- 
Dom  ratione  in  scriptis  suis  |  reliquisse  inueniuntur.    Eo  igitnr  ordine  quo 

1. 20  eas  disposuimus  |  primum  aureas  deinde  ferreas  diuisiones  exequaniur.  Auree 
itaqne  diuisionis  tarn  simplicis  quam  composit^  |  proprium  hoc  est,  statotis 
diuisoribus  et  diuidendis,  diuijsoribus  quidem  in  abaci  spacio  superiori,  diui- 
dendis  uero  |  in  medio,  si  diuiaores  in  inferioribus  arcubus  fuerint  |  super 
diuidendos  trahantur.  et  pro  ratione  sedium,  quas  prius  obti|naeraQt,  deno- 
minationes  suas  disponant.  Uerbi  gratia  nt,  si  diuisor  primo  singularem  ob- 
tinuerit,  quocumque  ad  diuidendum  protrahatur,  denomina||tionem  snam  sub 
se  ponet.  si  in  deceno  fuerit  promo|tu8  in  antea  ad  diuidendum,  a  loco,  in 
quo  sederit,  |  denominationem  retro  secundabit,  si  in  centeno,  |  terciabit,  si 
in  milleno,  quartabit  et  deinceps  pro  ratijone  primamm  sedium  singnli  qui- 
que  diuisores  ad  diui|dendum  in  antea  producti,  a  locis  in  quibns  sederiot 
I  denominationes  retrograde  disponant.  Hoc  autem  tamjdiu  faciendam  erii, 
quo  adusque  ad  proprias  sedes  re|ducti  in  subiectis  diuidendis  nequeant  di- 

L 10  nu{merari.  et  tunc  quod  remanserit,  indiuisibile  |  reputabitur,  aut  in  minuta 
I  resecabitur.  Erit  ergo  diligentis  abacist^,  in  |  diuisionibus  multiplicationQiD 
similitudinem  conjtrarie  considerare,  nt  sicut  in  multiplicationibus  |  secundum 
multiplicatorum  sedes  digitos  in  antea  |  promouebamus,  sie  in  diaisoribns 
secundum  primas  diui|80i*um  sedes  denominationes  retrogradim  transfera  mus. 
et  sicut  in  multiplicationibus,  ubi  singularis  sinjgularem  multiplicabai,  nullam 

1. 20  nobis  necessajriam  regulam  docuimus,  qaod  in  ea  multiplicati|one  nalla  maior 
summa  quam  simpliciter  enunciatur  |  ezcrescit,  sie  in  diuisionibus,  nbi  si 
singularis  singulajrem  diuidit,  nulla  nobis  regula  opus  erit,  dici|mtis,  quum 
in  nulla  maior  diuisoris  portio  inuejuitur,  quam  simplici  denominaüone  pro- 
\fl  nunciatur.  |  Ae  primum  de  simplici  diuisione  tale  nobis  sit  exemp  lum.  Pona- 
tur  in  singularis  spatio  superiore  *rR-  di|uisor,  in  deceni  spacio  medio  '^- 
diuidendus.  [  secundum  pr§monstratam  regulam  quatemarium  diuisorem  |  in 
deceno  super  diuidendum  senarium  ponemus  et  quoties  |  ipse  in  senario  con- 
tineatur,  qu^remus.  cumque  responjsum  fuerit,  semel  et  remanent  duo,  con- 
siderantes,  quod  |  diuisor  ipse  primo  singularem  obtinuit  sedem,  unitatem 
pro  denominatione  sub  eo  in  einsdem  deceni  infimo  |  spatio  ponemns  et  bina- 

1  10  rium,  qui  remanserit,  in  me|dio  locabimus.  deinde  quatemarium  ad  proprium 
sedem,  ui|delicet  ad  singularem  reuocabimus,  eumqne  in  binajrio  qoi  in 
deceno  de  prima  diuisione  remanens  uigjenarium  explet  numemm,  denomina- 
bimus  ita  dicen|do:  quocies  est  quatemarius  in  uiginti.  scientesque,  |  eum 
in  -xx*  quinquies  contineri  et  nicbil  remanere  |  quinarium  sub  eo  in  singulari 
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ponemus,  semata  |  regala,  qu^  dicit:  singularis  denominationem  |  suam  sub 
se   ponit.     quo   facto  dinisione  completa  |  pronantiabimus,  quatemarium  in 
•Ix-  qnindecies  contineri  |  nichilque  remanere.     Quod  si  utrum  bene  diui-i*o 
se|rimns,  mnltiplicando  probare  uoluerimns,  ipsum  |  quatemarium  diuisorem 
per  denominationes  multi  plicando  sexagenarium  numeram  procol  dubio  re* 
pajrabimus.     Item  de  simplici  diuisione,   ubi   plures  |  sint  diuidendi,   tale 
samamus  exemplum.    Sit  |  in  deceni  superiore  spatio  •'^*  diuisor,  in  cente||no  \^[ 
-/\-,  in   ipso   deceno  *?•  in  niediis  spaciis  dijuidendi   disponantur.    itaque 
senarium  diuisorem   a  |  deceno  in   centenum   super  septenarium  trahemus, 
eumque  |  in  ipso  septenario  denominabimus  ita  pronuncijando:  quociens  est 
senarius  in  septenario.     eumque   eum  |  semel  in  illo  contineri  et  unum  re- 
manere responderimuB,  |  in  eodem  loco  unum  relinquimus  et  scientes,  quod 
diuisor  |  secundum  locum,  id  est  decenum  obtinuit,  unitatem  pro  de|nomina- 
tione  retro  ad  deceni  inferius  secundabimus  |  spatium.    ad  propriam  sedem,  i.  lo 
id  est  ad  decenum,  diuisorem  retrabemus  |  senarium,  dicemusque:   quociens 
est  senarius  in  -xu^^-  uidelicet  {  in  illa  unitate,  qu^  de  septenario  in  cen- 
teno  re|mansit  et  in  binario,  qui  primo  in  deceno  positus  |  fuit.    uidentesque 
in  -xii-  senarium  bis  contineri,  |  binarium  pro  denominatione  retro  ad  singu- 
larem  secunjdabimus,  secundum  illam  deceni  regulam  qu^  dicit,  decenus  |  de- 
nominationem suam  secundat.   eruntque  in  denomijnationibus  unitas  in  deceno, 
binarius  in  singulari,  qui  |  simul  «xii*  complent.    sicque  cognoscemus,  -Ix«  in  1.20 
•dcc*xx*  I  duodecies  contineri.    porro  si  quis  et  hie,  utrum  bene  |  diaiseri- 
mus,  probare  uoluerit,  facta  per  denominationes   diidsoris  multiplicatione 
diuidendorum  |  summam  redintegrabit.      Eodem   quippe  m.odo  et  centenus 
di|ui6or  denominationes  retro  terciabit,  millenus  quarjtabit,  decenus  millenus 
quintabit  et  ceteri  per  ordinem  |  quotos   a  prima  sede  obtinuerint  locos,  a 
sedibus  ||  in  quas  traducti  fuerint  retro  gradationibus  denominatijones  suas  \^l 
ordinabunt.    Et  hoc  simplicis  aure^  diuijsionis  proprietas  est,  quam  et  prius 
exposuimus  uerbo   et  prius  modo  patefejcimus  exemplo.     Composit9   autem 
diuisionis  proprium  est,  statutis  |  diuidendis  et  diuisoribus  diuisores   super 
dinidendos  \  sicut  ei  in  simplici  trahere.     et  primum  tantum   id  est,  per 
maxilmum  diuisorem  denominationem  sumere,  reliquos  uero  di|uisore8  de  re- 
sidua  summa  per  primi  diuisoris  deno|minationem  remouere.  uerum  tamen  pri- 
mus   diuisor,  et  si  |  s^pius  in  primo  diuidendo  denominari  possit,  habitai.  10 
I  posteriorum  diuisorum  consideratione,  tanto  moderamijne  suo  diuidendo  com- 
parand^s  est,  ut  reliqui  finetenus  |  diuisores  de  residua  summa  per  sumptam 
ab  eo  denojminationem  possint  absque  offendiculo  rem.oueri.  |  quod  eo  usque 
fiet,  donec  inminuta  summa  et  diuijsoribus  ad  proprias  sedes  regressis,  diui- 
dendi  eis  minores  |  occurrant  et  tunc  quod  remanserit  uel  in  minutias  dijui- 
demus,  uel  tamquam  indiuiduum  relinquemus.   Sint  ergo  diuijsores  in  milleno  |  l  20 
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•IT*,  in  cenieno  -rß-,  in  deceno  '^'  atqne  in  mediis  diaijdendorum  sedibus  in 
centeno  milleno  -hT»,  in  deceno  milleno  |  -rR-,  in  milleno  -8*  diuidendi  dispo- 
nantur.  cumqae  diui|8ores  super  diuidendos  eo  ordine,  quo  in  sedibus  suis 
sunt,  posuerimus,  temarium  in  supposito  sibi  temario  semel  acjcipiemiis  et 

1  1  nichil  remanebit,  ipsamque  denomina||tionem,  id  est  unitatem  retro  ad  cen- 
tenum  quartabimus,  considejrata  primi  diuisoris  ratione,  qui  quartum  locum 
id  est  millenum  |  primo  obtinuit.  per  hanc  autem  denominationem  quaterjna- 
rium  diuisorem  de  supposito  sibi  quatemario  semel  |  auferentes  nichil  ibi 
relinquemus.  atque  per  ipsam  eandem  |  senario  diuisore  de  supposito  sibi 
octonario  sejmel  ablato,  duo  remanebunt,  positoque  inibi,  id  est  |  milleno 
-7-,  diuisores  ad  proprias  sedes  reuocabijmus.  vCompleta  ergo  osque  ad 
1. 10  minutias  diuisione,  quia  |  qa^  remanent,  duo  milia  in  -in'cccc-lx-  per  in- 
te |gr  um  diuidi  non  possunt,  pleno  constare  licebit,  |  in  -ccc-xlvin*  -ax^cecc-lx* 
centies  contineri  et  -ii"*  |  milia  indiuisibilia  remanerp.  Quam  diuisionem  si 
cui  I  probare  placuerit,  tunc  nos  bene  diuidisse  comperiat,  j  cum  facta  per 
denominationem  multiplicatione  sum|ma  fuerit  in  integrum  restituta.  Item 
per  compo|sito8  continuatim  diuisores,  aliud  proponamus  ex|emplum.  Sint  in 
deceno  milleno  -T-,  in  milleno  '^'y  in  |  centeno  -S-  diuisores  ordinati,  in 
1.20  centeno  milleno  •'^•,  in  |  deceno  milleno  *7r-,  in  milleno  «i-  diuidendi  |  in 
mediis  dispositi  sedibus.  tractis  ergo  super  diui|dendos  diuisoribus  primus 
diuisor  binarius  supposito  |  sibi  senario  comparabitur.  qui  quamuis  in  eo  ter 
accipi  I   possit,  tamen  babita  posteriorum  diuisorum  consideratione,  |  qui 

\fl  utiqne  sibi  suppositis  diuidendis  multo  maiores  |{  sunt,  non  nisi  bis  aeeipietor, 
ut  reliqui  diuisores  de  residuo  |  per  eandem  denominationem  remoueri  pos- 
sint.  binarium  |  ergo  ad  denominationem  retro  in  deceno  quintabimus  atque 
I  in  centeno  milleno  alterum  binarium,  qui  de  senario  remanjsit,  relinquemus. 
ac  per  ipsam  denominationem  senarium  |  diuisorem  non  de  subiecto  sibi 
binario,  qui  eo  multo  |  minor  est,  sed  de  illo  binario,  qui  de  senario  in  cen- 
teno I  milleno  remansit,  quique  respectu  senarii,  qui  in  postejriori  loco  est, 
L 10  uigenani  uice  fungitur,  bis  remojuebimus,  remanebuntque  octo  ad  posterio- 
rem locum  I  cum  binario,  qui  ibi  est,  transponendi.  deinde  per  ipsam  |  eandem 
primi  diuisoris  denominationem  sequentem,  id  est  octojnarium,  non  de  sub- 
iacente  sibi  unitate,  qu^  multo  mi|nor  est,  sed  de  binario  in  anteriore  arcu 
cum  octojnario  consistente,  tamquam  de  uiginti  tolletur,  rema|nebuntqu6 
•iiu^'-  qui  ad  posteriorem  arcum  relati  et  ujnitati  iuncti  quinarium  faeieni 
et  erunt  residui  |  in  deceno  milleno  *8',  in  milleno  IJ*  dfuidendL  |  tunc  di- 
L  20  uisores  ad  proprias  sedes  reducemus  iterumqae  primum  |  diuisorem  binarium 
in  subiecto  sibi  octonario  propter  pr§mo|nstratam  rationem  non  quantum  sed 
tantum  accipiemus,  atque  ip|sum  temarium  ad  Ultimos  digitos,  id  est  ad 
singularem  |  quintabimus,  remanentibus  in  deceno  milleno  duobus.  |  et  de 
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ipsis  daobns,  qni  respectn  senarii  in  posteriore  |  arca  consistentis  -xx*  facinnt, 
ipsum  senarium  per  pr^di||catam  denominationem  ter  tollemas,  remanebnnt-  '1*1 
qae  duo,  |  qui  qninario  in  milleno  inncti  «vii*  explebunt.  de  quo  |  septenario 
ad  posteriorem  se  octonarium  -Izz-  reddente  |  cnm  octonarium  ter  remoueri- 
mus,  remanebtint  ad  ipsum  |  octonarium  in  centeno  existentem  -xlvi-,  qua- 
ternario  |  in  milleno,  in  centeno  senario  posito.  qui  post  ea  per  minu|tias 
diuidentnr.  eritque  minor  ille  numerus  id  est  'Xxvi^dccC'  |  in  maiore,  uide- 
licet  in  -dcxxi-  uigies  ter,  remanebuntque  j  •iöü-dc-.  In  intermissa  quoque 
diuisione  eadem  obseruantia  |  est.  Sed  quum  si  forte  longa  acciderit  inter- 1. 10 
missio,  simplijciorem  abbacistam  non  nuUo  scruplo  mouere  potest,  |  quid  in 
tali  diuisione  facto  opus  sit,  expediendum  uidetur.  |  Ponamus  itaque  in  cen- 
teno milleno  •'^«  diuisorem  et  in  dece|no  -rß-,  tribus  in  medio  uacantibus 
sedibus,  atque  infra  |  in  milleno  milleno  -TT*  diuidendus  adbibeatur.  et  quidem 
in  ipso  I  binario,  qui  ad  senarium  in  posteriore  arcu  positam  uigenarium 
explet,  ipsum  senarium  ter  ac|cipiemus,  remanebuntque  -ii^*  in  centeno  mil- 
leno retro  transjponendi.  ipsam  uero  denominationem,  scilicet  temarium,  ad 
I  singalarem  arcum  sexabimus  ac  per  ipsam  denominationem  |  quatemarium  1. 20 
diuisorem  de  remanente  in  centeno  milleno  |  binario  remouere  necesse  babe- 
bimus.  quod  sie  faciemus.  |  in  singulis  uacuis  arcubus,  id  est  in  deceno  mil- 
leno, in  milleno  |  atque  in  centeno  singulos  -<)'  ponemus,  alteram  in  suo 
lo|co  relinquemus.  tunc  de  nouenario  in  centeno  posito  |  et  superposita  sibi 
nnitate  qui  respectn  deceni  pro  centum  |  computantur,  ter  «rai®'-  auferemus, 
remanebuntque  -Ixx'  ||  »xyiiI'.  Eruntque  in  centeno  »S-  et  in  deceno  |  simi-  '-2^' 
liter  -S'«  factaque  diuisione  erunt  in  bis  mille  |  milibus  «dcxl-  ter,  remanen- 
tibus  •cxcix-dccC'lxxi«.  Sajne  eodem  ordine  procedemus,  ubicumque  de  longo 
remoto  numero  |  inferiomm  diuisorum  quantitatem  per  denominationem  primi 
{  remouere  oportebit,  tunc  ut  pr^monstratum  est,  in  singulis  |  uacuis  sedibus 
singulos  nouenarios  ponemus  et  subtractam  |  de  superiori  numero  unitatem 
super  ultimum  nouenarium  sta|tuemus,  in  inferiores  diuisores  per  primi  de- 
nominationem I  auferentes,  quid  residuum  sit  liquide  coUigere  poteri|mus.  1. 10 
Sed  quum  et  alius  in  aurea  diuisione  diuidendi  mo|dus  a  plerisque  usitatus 
est,  ne  quid  quod  scitu  utile  sit,  pr^teriisse*  |  uideamur,  de  eo  et  aliquid 
dicere  nequaquam  supersedendum  est.  In  boc  |  siquidem  diuisionum  genere 
statutis  diuisoribus  et  diuidenjdis  diuisores  in  propriis  sedibus  immobiles  per- 
manebunt.  sed  |  tamen  pro  sedium  suoram  ratione  de  diuidendis  sumtas 
deno|minationes  ordinabunt  ita,  ut,  qui  in  primo  arcu  fuerit  |  diuisor,  in 
eodem,  quem  diuidet,  denominationem  ponat.  qui  |  in  secundo,  id  est  in 
deceno  steterit,  ab  eo,  quem  diuidet,  denojminationem  secundet.  qui  in  cen-i.  20 
teno,  terciet.  qui  in  milleno,  |  quartet  et  deinceps  ad  eandem  consequentiam. 
Hoc  autem  in  huius  |  centeni  (sie)  genere  attendendum  erit  ut,  qaamdiu 
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diuisorum  cajrectere  minore  et  diuidendorum  maiore  denominajtio  digitaiiter 
accipi  poterit,  nonquam  articalariter  |  acclpiatur  et  tunc  eo  quo  dixirnns 
ordine  secundum  diuisorum  |  sedes  adinueniendos  coUocetur.  übi  oero  in- 
\^\  minutanerit  su  mmam,  articulariter  accipienda  erit,  uno  inferius  |  a  diuidendis 
loco,  quam  ipsi  a  primo  arcu  fuerint  diuijsores,  denomiDationes  disponentor, 
donec  ad  summam  |  manum  perducta  per  integros  nnmeros  diuibione,  sub 
diuijsoribus  minores  occorrent  diuidendi.  et  tunc  quod  remanebit,  aei  |  in- 
diuiduum  reputabitur,  uel  in  minuta  eecabitur.  Et  hoc  in  simplici  diaisi  ose 
dictum  accipiatur.     In  compositis  autem  diuisoribus  et  contijnuis   et  inter- 

1.  lomissis,  seruata  in  omnibus  diuisorum  immo|bili  sede,  per  primum  diuisoreni 
secundum  pr^monstrat-am  rajtionem  per  denominationes  a  diuidendo  et  digi- 
taliter  et  |  articulariter  disponentur.  et  per  eorum  denominationes  |  reliqni 
diuisores  de  reliqua  summa,  ut  supera  docuimus,  |  auferentur,  donec  sab  di- 
uisoribus minores  inuenti  |  fuerint  diuidendi.  Hoc  autem  in  bis  compositis 
I  diuisoribus,  quod  in  superioribus  diximus,  obseruandum  erit,  |  ut  primi  di- 
uisoris  denominatio  tam  moderat^  |  accipiatur  quantitatis,  ut  reliqni  diuisores 

1. 80  de  residuo  possijnt  per  eandem  denominationem  remoueri.  hac  hajbita  eon- 
sideratione,  ut  diuidendi  in  superioribus  S6di|bus  longo  remoti  erunt  et  primus 
diuisor  in  primo  |  diuidendo  digitaliter  fuerit  denominatus,  secundus  |  dioisor 
de  secundo  diuidendo  digitaliter  idem  remojuebitur,  uel  si  secundus  dioidendas 
secundo  diuisore  minor  occujrrerit  de  eo,  quod  de  primo  diuidendo  reman- 
\^l  seht,  j  articulariter  auferatur.  Si  uero  primus  diuidendus  primo  |l  diuisori 
par,  secundus  secundo  diuisore  minor  faerit,  tunc  |  et  primus  diuisor  arti- 
culariter denominabitur  et  reli|qui  per  ordinem  diuisores  non  de  proximis, 
sed  de  superiori|bu8  diuidendis,  aut  de  eo,  quod  de  primo  remanserit,  |  arti- 
culariter remouebuntur.  et  eo  semper  ordine,  quo  primus  diuisor  uel  digita* 
liter  uel  articulariter  denominabitur  et  reliqui  diuisores  non  de  proxima  sed 
de  superiore  summa  et  digitaliter  et  articulariter  remouebuntur,  donec  pan- 
latim  imjminuta  summa  et  usque  ad  diuisorum  sedes  perducta  |  diuisoribus 
minores  diuidendi  inueniantur.  aut  si  |  sub  primo  diuisore  diuidendus  par 
occurrerit,  relijqui  uero  diuisoribus  suis  minores  fuerint,  tunc  quicquid  erit, 

1.10  I  ad  minuta  seruabitur.  Hoc  autem,  quod  diximus,  primum  |  per  simplices 
et  postmodum  per  compositos  diuisores  sub  |  exemplo  lucidius  ostendamu& 
Ponatur  in  singulari  |  limite  «rR*  diuisor,  in  centeno  *'^-,  in  deceno  |  'L|',  in 
singulari  W-  diuidendi.  inmoto  itaque  di|uisore  ipsum  diuisorem  quatema- 
rium  in  illo,  quem  in  cente|no  posuimus,  senario  semel  denominabimus,  re- 
majnebuntque  duo.  et  quia  diuisor  singularis  est  et  de  |  digito  sumitnr, 
denominatio  in  eodem  centeno  |  ponetur.     item  in  binario,  qui  in  centeno 

1.20  remansit,  quajtemarium  non  digitaliter  sed  articulariter  quinquies  |  denomi- 
nabimus.     ipsaque  denominatio,   quia  de  |  articulo  tollitur,  inferius  quam 
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diuidendus  stetit,  id  est  ad  |  decenmn  transferetur.  deiade  in  quinario  qui 
in  decejno  est,  quatemariom  diuisorem  semel  aecipiemns,  remajnenteque  uni- 
tate  ipsam  denominationem  inibi  |  cum  quinario  reponemus.  Postremo  in  ea, 
quf  in  dece{|no  remansit,  nnitate  et  temario  in  singulari  posito,  |  qui  simul 
•XIII-  reddant,  quatemaiium  ter  accipiemus.  |  terque  accipiemus,  remanebit- 
que  unus.  atque  ipsam  tema|rium  denominationem  in  singulari  ponemus. 
quo  I  facto,  diuisione  completa,  erit  quatemarius  in  •dc-lin*  |  centies  sexagies 
ter,  remanente  uno.  Qaod  si  quis,  |  utrnm  bene  diuisum  sit,  probare  uoluerit, 
cum  per  denojminationes  diuisorem  multiplicando  summam  redin|tegrauerit, 
liquido  agnoscet.  In  composita  quoque  dijuisione  eandem  uigere  rationem  i.  lo 
tali  instmemur  |  ezemplo.  Sint  diuisores  in  centeno  •  '^  *,  in  deceno  |  •  L|  •,  in  - 
singulari  -ft-  ordinati.  sab  quibus  in  mi|lleno  •/A  •,  in  centeno  «iR-,  in  deceno 
•TT*  diuidendi  con|stituantur.  inmotis  ergo  diuisoribus  primum  diuisorem 
j  senarium,  qui  est  in  centeno,  in  primo  diuidendo  sep|tenario  nt  in  digito 
semel  accipiemus,  remanejbitque  unus.  ipsam  autem  denominationem,  quod 
de  digi,to  est,  secundum  diuisoris  sedem  a  diuidendo  terciajbimus,  unum  qui 
remanet  in  eodem  loco  relinquemus.  |  tunc  per  pr^monstratam  in  superiori-  l  20 
bus  rationem  per  primi  dejnominationem  reliquos  diuisores  de  reliqua  summa 
I  subtrahemus.  et  quia  quinarium  de  uicino  sibi  quatemario,  |  quia  minor 
eo  est,  auferre  non  possumus,  de  ulte|riore,  qu^  ad  eum  articuli  uice  fungitur, 
unitate  |  eum  remouebimus  et,  qui  remansennt  «V-  quatemario  |  iungentes 
in  nouenarium  conpingemus.  de  quo  nojuenario  qui  ad  sequentem  se  bina- 
rium  noDaginta  |  facit,  quia  de  binario  digitaliter  non  possumus,  |  ternarium 
uero  de  articulo  auferemus.  remane' buntque  -Ixxxvu-  atque  octonario  inibi  '•  ^^' 
relicto,  |  septenarium  cum  binario  in  deceno  ponemus,  fi|entque  «Villi*,  rur- 
sum  primum  diuisorem  in  |  supposito  sibi  octonario  semel  accipiemus  et 
duojbus  remanentibus ,  denominationem  ad  singularem  |  tertiabimus.  per 
qham  quinario  de  supposito  sibi  nouejnario  sublato  •im-  remanebunt,  de  qui- 
bus ut  de  arjtiüulo  temario  remoto  remanebunt  «xxxvii*,  terjnario  in  deceno, 
septenario  in  singulari  posito.  |  expleta  ergo  diuisione  inuenientnr  -dclui*  im.  10 
•vii-ccjccxx-  undecies  contineri,  remanebuntque  *cc*xxx|vii*.  Atque  boc  in 
Omnibus  buius  generis  compositis  |  diuisionibus  tarn  continuis  quam  inter- 
missis,  sicut  et  uerbis  |  exposuimus  et  exemplificando  ostendimus,  diligejnter 
obseruando  inoffenso  pede  procedemus.  |  Per  differentias  quoque  et  simpli- 
citer  et  composite,  conti|nuatim  et  intermisse  diuidemus.  In  hoc  autem 
genere  |  cum  quodam  prodigiali  modo  multiplicando  dini|dimus.  cumque  ad 
hoc  peruenerimus,  ubi  nulla  de  |  diuidendis  denominatio  accipi  possit,  |  per  1. 20 
quam  differentiarum  multiplicatio  fiat,  tunc  rejmotis  differentüs  secundum 
aure^  rationes  diuijsio  terminatur.  Differentiarum  uero  ali^  integrf,  |  ali^ 
minus  integr^  sunt,  integr^,  qu^  diuijsori  ad  supplendum  denarium  sufficiant, 
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ini|nu8  integrf ,  qu^  com  dimaomm  qnantitate  iio|aenarinm  sappleani.  et 
^^i  Bciendnm,  qtiod  |  in  omni  simplici  dinisione  diuisori  inte'gra  difTerentia,  uide- 
licet  ad  supplendum  denarium  |  datur.  nee  tinquam  dinidendi  cum  dimsoii- 
bas  in  eadem  |  abaci  sede  consiitnuntar,  sed  semper  diaisores  in  digitis, 
I  diuidendi  in  articulis  ponuninr.  Denominationes  |  uero  a  toio  accipinntor 
et  semper  nno  inferius  loco,  quam  |  diuisor  a  primo  arcu  steterit,  a  diaijdendo 
sequestrantur  ac  per  eas  diuisoris  differentia  malti|plicatar.  et  qoamdiu  ar- 
ticuli  de  multiplicatione  |  excreaennt,  ipsi  quoqne  ad  denominaüonem  tra- 

1. 10  huntnr,  |  quod  tamdiu  fit,  donec  cessante  articulorum  injcremento  diuidendi 
cum  diuisoribas  in  eisdem  sedibos  in|ueniantur.  tone,  remota  differentia, 
dinisor  cum  diuidejndo  aure^  diuisionis  lege  comparatur  et  sie  dinisio  |  ter- 
minatur.  Cuius  rei  tale  sit  exemplnm.  sit  in  Bin|ga]ari  •  ^  •  diuisor,  in  centeno 
itidem  -'^*  diuidendus.  diuisojri  itaque  senario  differentiam  ad  denarium 
dabimus,  idest  |  quatemarinm,  considerantesque  regulam,  qu^  dicit,  simplet 
I  cum  differentia  primatus,  id  est  in  primo  arcu  positus  denojminationem  a 

1.20  toto  secundat,  totum  senarium  diui|dendum,  qui  in  centeno  est,  in  decenum 
secundabimus  ac  per  |  eum  diuisoris  differentiam  multiplicabimus,  ita  dicendo: 
sexcies  «uii-  •zxiiii«.  de  quibus  secundum  regulam  digitum,  |  id  est  quater- 
narium,  ponemus  in  deceno,  binarium  |  articulum  in  centeno.  iterum  arti- 
culum  binarium  ad  |  decenum  secundabimus  ac  per  eum  differentiam,  id  est 
quatemarium,  |  multiplicabimus  ita:  bis  •nii-  •viii-.  qui  quia  d]g]|tu8,  in 
\^l  deceno  secundum  regulam  cum  quatemario  ponitur  !;  et  -xn*  faciens  binarium 
in  eodem  loco  relinquit  et  |  unitatem  pro  articulo  ad  superiora  transmittit 
ip|sam  unitatem,  quia  articulus  est,  ad  denominatijonem  in  decenum  secunda- 
bimus, ibique  cum  senario  |  et  binario  constituemus  ac  per  ipsam  denomi- 
natiojnem  differentiam  semel  ducentes,  quatemarium  in  deceno  |  ponemns 
atque  ipsas  denominationes,  id  est  senarium  |  binarium  et  unitatem  in  noue- 
narium  conpingemus.  |  et  quia  de  multiplicatione  articuli  excrescere  desierint, 

1  10  I  remanserintque  in  deceno  binarius  et  quatemarius,  qui  senarium  |  eomplent 
et  ipse  ad  diuisorem  in  articuli  sedet  loco,  |  ipsum  quoque  senarium  a  loco, 
in  quo  est,  totum  ad  8ingula|rem  pro  denominatione  secundabimus  ac  per 
eum  differentiam,  |  sicut  prius  tamdiu,  multiplicabimus ^  donec  articulis 
I  crescere  cessantibus  senarius  nobis  in  singulari  rema|neat  et  in  ipso  iiddem 
singulari  denominationes,  |  uidelicet  '^-TT-l*  nouenarium  reddant.  tunc  | 
demum  differentiam  remouebimus  et  diuisorem  senarium  |  in  supposito  sibi 

1. 20  senario  lege  auref  semel  accijpiemus.  quam  denominationem  cum  nouenario 
addiderijmus,  completa  denarii  quantitate,  articulum  ad  decenum  |  promoue^ 
bimus,  itemque  de  nouenario,  qui  in  deceno  est,  et  |  superueniente  nnitate 
unitatem  pro  articulo  ad  |  centenum  propellemus.  sicque  completa  dioisione 
pate|bit,  quod  in  -de-  senarius  centies  contineatur.  Eodem  modo  et  |  in  cseteris 
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simplicibus  cum  differentia  dinisionibus  faciendmn  |  erit  et  ipsariim  conimimis 
regula  firmiter  inemori||a  tenenda^  qü^  doceat,  qualiter  denominationes  a  toto  'j^^ 
I  transponere  debeamns.  Est  autem  scilicet  regula:  siiuplez  |  cum  differentia 
primatas,  id  est  in  singulari  positus  denomi|nationem  a  toto  secimdabit,  secun- 
datus  in  decejno  uidelicet  constitutus,  tertiabit,  tertiatus  qaartabit,  |  quarta- 
tus  quintabit  et  deinceps  ad  eundem  modum,  |  ut  semper  uno  inferius  a 
diuidendo  denominatio  rejtrogradetur,  quam  ipsorum  diuisorum  fuerit  dis- 
positio«  sem|per  enim  ut  diximus  diuisores  in  digitis,  diuidendi  in  arjticulis  i.  lo 
erunt  et  eo  usque,  ut  sub  ezemplo  pr^monstratum  est,  |  articulorum  fiet  ad 
denominationes  transpositio,  |  donec  cessantibus  articulis  sub  diuisoribus  di* 
uidenjdi  inueniantur  et  tunc  et  lege  aure^  diuisionis  termi|nabitur.  Com- 
posit^  uero  cum  differentiis  diuisionis  proprium  est,  |  ultimo  tantum  diuisori 
integram  dare  differentiam,  primo  |  nullam,  mediis  minus  integras.  qu§ 
autem  integr^,  qu^  mi[nus  integr^  differentiae  sint,  superius  exposuimus.  nee 
erit  I  necesse  in  hac  diuisione,  ut  diuisores  in  digitis,  |  diuidendi  contineantur 
in  articulis,  quia  et  si  in  eisdem  sedibus  |  cum  diuisoribus  fuerint  diuidendi,  1.20 
quin  diuisio  fieri  debejat,  nichil  erit  impedimenti.  ecquidem  hie  non  a  toto, 
I  sed  a  partibus  denominationes  ducerentur  et  quantumcunque  diuijdendi  a 
diuisoribus  in  superiores  recesserint  sedes,  nunquam  articu|lariter  partes  ac- 
cipientur,  quamdiu  digitaliter  accipi  |  potuerint.  atque  ubi  digitaliter  acci- 
pientur,  toto  a  |  diuidendo  remouebuntur  loco,  quot  a  prima  sede  |  primus 
recesserit  diuisor.  ubi  uero  de  articulo  par||tes  sumuntur,  uno  inferius  loCo,  '-^^^ 
quam  diuisor  a  primo  se|derit,  loco  ponentur.  per  ipsas  autem  partes  diui- 
sorum I  differenti^  multiplicabuntur,  donec  in  ultima  summa  |  neque  de  ar- 
ticulo neque  de  digito  partes  tolli  possint.  |  et  tunc  remotis  differentiis  lege 
aure§  diuisio  termina|bitur.  Sane  partes  ipsas  nobis  primi  diuisoris  quanjtitas 
insinuabit,  qui  si  unitas  fuerit,  de  diuidejndo  medietatem  toUemus,  si  binarius 
tertiatur,  si  tema|rius  quartatur,  si  quatemarius  quintatur,  si  quinarius  sexta- 
tur  et  dejinceps  uno  semper  multiplicior  erit  pars,  quam  |  primi  diuisoris  1. 10 
quantitas  sit.  Si  quid  autem  medieia|te8  tercias  quartas  et  ceteras  superabit, 
si  de  digito  partes  subjlat^  fuerint,  in  eisdem  remanebit  sedibus.  si  de  |  ar- 
ticulo inferius  secundabitur  positisque,  ut  pr^molnstratum  est,  partibus  diui- 
sorum differentia  multiplicab|untur.  Quare  uero  medietates,  tercias  et  quartas 
partes  |  accipiamus,  h^c  ratio  est.  si  quidem  cum  ultimus  diuisor  |  cum  dif- 
ferentia sua  denarium  expleat  mediorumque  |  singuli  cum  suis  differentiis 
singulos  perficiant  nouejnarios,  ab  ultimo  diuisore  usque  ad  primum  uni|tasi-20 
intellectu  transit  eiusque  quantitati  intellectu  |  conmemorata,  si  medietatem 
fecerit,  medietas  |  de  diuidendo  tollitur,  si  terciatur,  tertia  accipitur,  |  si 
quartatur,  quarta  et  deinceps  ad  eandem  consequentiam.  |  ut  si  primus  diui- 
sor unitas  fuerit,  unitas  ei  intejUectu  addita  cum  ea  binarium  facit,  cuius 
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\^^i  ^^^^  I)  unitas  medietas  est.  rursnm  si  primus  diuisor  binariuä  |  faerit,  nnitas 
ei  iutelleotu  adiecta  cum  eo  tenia{rium  facit,  cuias  unitas  tertia  pars  esse 
dinoscitur.  |  et  eandem  in  ceteris  rationem  considerare  licebit.  Atque  ut 
quod  I  diximus  manifestius  fiat,  tale  proponamus  exemplum.  sint  |  diuisores 
•ii  ccc-xlvi.  binarium  itaque  in  milleno,  terna|rium  in  centeno,  quatemarium 
in  deceno,  senarinm  in  singujlari  ponemus.    sint  diaidendi  -ccclxv'dcxl-  et 

1. 10  erit  I  in  centeno  milleno  -ft',  in  deceno  milleno  •'^•,  in  miljleno  *l|*7  in  cen- 
teno •^•,  in  deceno  «rfi*.  ac  |  primo  qnidem  dinisori  nullam  differentiam  dabi- 
mus;  I  ultimo  uero,  id  est  senario,  in  singulari  integram  differentiam  |  ad 
supplendum  denarium,  id  est  quatemarium  superponemus.  mediis,  |  id  est 
quatemario  et  temario,  differentias  ad  nouenarium,  quatema|rio  quinarium  et 
temario  senarium  apponemus.  quia  ergo  primus  |  diuisor  in  milleno  binarins 
est,  de  primo  diuidendo,  id  est  terjnario,  tertiam  partem,  uidelicet  nnitatem, 
accipiemus  |  et  nicbil  remanebit.    amotoque  temario  ipsam  |  unitatem  seeon- 

1.20  dum  primi  diuisoris  rationem  a  centeno  |  milleno  ad  centenum  quartabimus 
ac  per  eam  differentias  diui{sorum  multiplicabimus  et  quatemarium  in  cen- 
teno cum  eo  I  qui  ibidem  erat  senario,  quinarium  in  milleno  cum  altere  qui 
I  illic  habebatur  quinario,  senarium  in  deceno  milleno  |  cum  altero  senario 
ponemus.  aggregataque  summa  pro  |  quatemario  et  senario,  quos  in  centeno 
habuimus,  articul|um  id  est  unitatem  ad  millenum  mittemus.  |  porro  de  mil- 
leno pro  duobus  quinariis  |  unitatem  ad  decenum  millenum  mittemus,  remane- 
V^'  bit;'que  ibidem  unitas  et  erit  in  deceno  milleno  unitas  et  -ii*  |  senarii,  qui 
simul  -xiii-  faciunt.  temarioque  ibi  remajnente  unitatem  ad  centenum  mil- 
lenum mittunt.  rursum  |  de  hac  unitate,  quia  digitaliter  tertiam  partem  non 
habet,  |  articulariter  tamquam  de  «x*  terciam  partem  accipiemus,  id  est 
I  iii-,  remanebitque  unus,  quem  ad  decenum  millenum  referejmus  et  cum 
temario  in  quatemarium  conpingemus.  ipsam  jaero  tertiam  |  partem  tema- 
rium,  quia  de  articulo  sumpta  est,  non  quartabimus,  |  sed  ad  decenum  quin- 

1.  lotabimus  et  per  eam  differentias  multiplicabimus  |  ita:  ter  •nn*xn*.  bina- 
rium in  deceno  cum  quatemario  ponejmus,  unitatem  in  centeno,  quem  paulo 
ante  uacuum  reliquijmus.  item  ter  'V-  -xy*,  eritque  in  centeno  cum  unitate 
qui|narius  et  senarium  perficiet,  in  milleno  unitas,  qu^  cum  altera  |  unitate 
binarium  reddet.  item  ter  sex  -xyiii'.  octonajrium  ergo  in  milleno  com 
binario  ponemus,  unitatem  in  de|ceno  milleno  cum  quatemario.  porro  de 
milleno  pro  octonajrio  et  binario  articulum,  uidelicet  unitatem,  ad  dejcenum 
millenum  transferemus  et  cum  quinario  (l,  quatemario)  et  altera  ani|tate 

1.20  senarium  faciet.  deinde  de  senario,  qui  in  dece|no  milleno  est,  tertiam  par- 
tem, id  est  -ii*  accipiemus,  nicbilque  |  remanebit.  qu^  quia  de  digito  sumta 
est,  ad  decenum  |  sicut  prior  quartabitur  ac  per  eam  differenti^  multiplica- 
buntur,  ita  |  dicendo.  bis  -mi*  •viii-  sunt,   octonarium  in  deceno  cum  |  senario 
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ponemns.  item  bis  «v*  *x*  et  unitatem  axticuloin  |  in  milleno  ponemns.  item 
bis  -VI-  XU«,  eriique  binarius  in  |  milleno  et  cum  unitaie  ternarium  faciet, 
nnitas  artijculas  in  deceno  milleno.  tnnc  partes*),  qu^  in  deceno  sunt,  id 
est  II  ternarium  et  binarium  in  quinarium  aggregabimus.  dejinde  octonarium  \^^ 
cum  senario,  qui  in  eodem  deceno  sunt,  |  insimul  copulantes  »xini*  faciemus 
et,  quatemario  ibi  |  relicto,  unitatem  ad  centenum  mittemus.  qu^  senario, 
I  quem  ibi  inueniet,  ioncta  septenariam  complebit.  post  ea  |  de  unitate,  qu^ 
in  deceno  milleno  est,  terciam  partem  ut  de  arjticulo  tollemus,  id  est  terna- 
rium, remanebitque  unitas,  qu^  ad  |  millenom  relata  ternarioqne  iuncta  qua- 
ternarium  faciet.  ipsa  |  antem  pars,  quia  de  articulo  sumpta  est,  ad  sin- 
gularem  qmnta|bit!ir  et  per  eam  differenti^  more  solito  multiplicabuntur,  i.  lo 
dijcetnrque  sie:  ter  •im*  -xii*.  binarius  in  singulari  pone|tur,  unitas  in 
deceno  quatemario  iuncta  quinarium  red|det.  item  ter  •¥•  •zv«  eritque  qoi- 
narius  cum  quinario  in  deceno,  |  unitas  in  centeno  cum  septenario  in  octo- 
narium I  surget  ac  de  duobus  deceni  quinariis  articuli  uni|tate  accepta,  ipse 
octonarius  neuem  faciet.  item  ter  |  •vi*  'XYm*.  octonarius  cum  nouenario 
in  centeno  pojnetur,  unitas  in  milleno  cum  quatemario  quinarium  efficiet.  1 
debinc  de  octonario  et  nouenario,  qui  in  centeno  sunt  |  'Xyii*  faciemus.  septe- 1-20 
narioqae  ibi  relicto,  unitatem  in  |  milleno  cum  quinario  in  senarium  Conpin- 
gemus.  tandem  de  |  senario  tercia  parte,  id  est  binario,  accepta,  nicbil  |  re- 
liqui  erit.  qui  ad  singularem  quartabitur  ac  differentias  |  multiplicabit,  ita 
dicendo:  bis  -ua*  •vui*.  eritque  |  octonarius  in  singulari  et  cum  binario 
articulum  |  faciens  unitatem  ad  decenum  mittet,  item  bis  «v  |  «x-  et  arti- 
culam  in  centeno  septenario  iungentes  ||  octonarium  reddemus.  item  bis  ^-^^ 
•VI«  -xii*.  binarium  cum  |  octonario  in  centeno  mittemus,  unitatem  ad  mi|l- 
lenum  transferemus,  qui  binarius  cum  octonario  articu|lum  faciet  et  unitatem 
ad  millenum  mittet,  eritque  |  peracta  diuisione  in  milleno  binarius  et  in 
deceno  u|nitas  atque  in  denominationibus  in  centeno  unitas,  |  in  deceno  et 
singulari  quinarii  singuli.  Ecquidem  si,  primo  |  diuidendo  ad  diuisoris  sedem 
perducto,  pars  solita  |  accipi  non  poterit,  tunc  remotis  differentiis  de  diui- 
dend|o  diuisorem  more  aure^  accipere  licebit  et  per  dejnominationem  primi  i.  lo 
diuisoris  de  residua  samma  |  reliquos  auferre  diuisores,  quod  si  primus  di- 
uisor  in  primo  |  diuidendo  denominari  poterit,  sed  non  erit  quicquam  |  reliqui, 
de  quo  alii  diuisores  possint  remoueri,  tunc  qui|cquid  remanserit,  tamquam 
indiuisibile  ad  minuta  resjeruabitur.  hoc  autem  in  hac  diuisione  contingit. 
sub  I  primo  enim  diuisore,  cessante  partium  prouentu,  |  binarius  inuentus 
est,  in  quo  remotis  differentiis  primus  di| uisor,  id  est  binarius,  semel  denomi- 
nari  posset.     sed  |  cum  in  solo  deceno  inferius   unitas  tantum   reliqua  sit,  i-  20 

*)  sc.  denomtnationes. 
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I  residui  diaisores  malto  numerosiores  nequaquam  |  possent  de  ea  remoneri 
quare  tota  illa  summa,  |  qu^  cessantibas  partibas,  remansit',  indiaisibilis  |  per 
integrum  ad  minutias  resemabitar.  Comple{ta  ergo  dioisione,  atmm  beoe 
processerimus ,  maltipli|catione  probare  licebit.  cumque  per  denominationes, 
\^\  I  id  est  per  -c-l-v,  diuisoram  nnmemm  dazerimns,  aggreg'ata  qu^  de  di- 
uidendis  remansit  indiuisibili  summa,  |  nnmerum  diaidendorum  procul  dnbio 
ad  integrum  restitujemus.  Sane  et  intermissa  cum  differentiis  easdem,  quas 
in  superioribus  |  ostendimus  regulas  babet,  nidelicet  ut  ultimo  dioisori  in- 
tejgra  applicetur  differentia,  primo  nulla,  mediis  uno  minus  intejgr^  dentar 
differenti^.  atque  insuper  in  uacantibus  sedibus  pro  di|fferentii8  noaenarü 
apponantur,  qui  cum  aliis  differentiis  per  subjlatam  de  diuidendis  partem 
multiplicabuDtur.    et  tum  per  pajrtes  diuisores  multiplicando  diuisionem  pro- 

1- 10  bare  uoluejrimus,  cum  aliis  differentiis  remouebuntur  atque  ita  diuisio  |  in- 
offenso  pede  procedet,  sicut  in  hoc  perspicuum  erit  |  ezemplo.  Sint  diuisores 
in  deceno  milleno  »TT-,  in  cenjteno  •'^•,  in  singulari  •rß-  atque  ab  eis  diuijdendi 
ipso  deceno  milleno  •'H*,  in  milleno  «rß*;  in  |  centeno  »hT*  disponantnn  ultimo 
itaque  diuisori,  |  id  est  quatemario  integram  differentiam,  scilicet  senarium 
dajbimus,  medio,  uidelicet  senario,  uno  minus  integram,  |  id  est  temariain 
apponemus.    primus  uero  nullam,  ut  s^pe  dictum  |  est,  babebit  differentiam. 

1. 80  in  uacuis  quoque  locis,  id  est  in  dece|no  et  milleno  singulos  locabimus  noue- 
narias,  qui  et  ipjsi,  ut  dictum  est,  differentiarum  uice  fungentur.  quo  fajcto 
secundum  insinuatam  in  superioribus  rationem  de  primo  |  diuidendo  senario 
terciam  partem,  id  est  binarium,  tolle {mus  nicbilque  remanebit.  quf  pars, 
quia  de  digito  |  sublata  fuerat,  toto  loco  inferius  a  diuidendo  |  sequestrabitur, 
quoto  primus  diuisor  a  primo  distat  arcu.  atque  |  in  singulari  locabitnr  et 
'j^J  per  eam  differenti^  multiplicabuntur,  ||  ita  dicendo:  bis  «yi-  -xn-.  eritque 
binarius  in  singulari,  unitas  in  deceno.  item  bis  -viin*  «XYm*  atque  |  octo- 
narium  in  deceno  cum  unitate  in  nouenarium  |  conpingemus,  unitate  in  cen- 
teno cum  temario  iuncta  |  quatemarium  faciemus.  item  bis  ter  -vi-,  sena- 
rium quidem  |  in  centeno  cum  quatemario  ponemus,  qui  quum  -x-  completur, 
I  unitatem  pro  articulo  ad  millenum  propellemus,  qu^  quatema|rio  apposita 
quinarium  reddet.    item  bis  -vnu*  «xyin*!,  poneturque  octonarius  in  mill^io 

1  10  et  cum  quinario  -xm-  perfici|et.  ternarioque  inibi  remanente  du^  unitates  in 
dejceno  milleno  binarium  facient.  et  quia  binarius  terciam  pajrtem  neu 
habet,  diuisio  per  differentias  ulterius  non  procedit,  sed  remo|tis  differentiis 
diuisores  diuidendis  more  aure^  comparantnr.  |  et  binarius,  qui  in  supposito 
sibi  binario  semel  erit,  nicbilque  |  remanebit,  unitate  ad  denominationes  ap- 
po|sita,  per  eam  reliqui  diuisores  de  residua  summa  auferen|tur.  et  com 
senarium,  qui  in  centeno  est,  de  temario  qui  in  milleno  |  sedet,  semel  abstu- 
lerimus,  remanebit  in  ipso  milleno  |  binarius   et  in  centeno  quatemarios. 
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porro  quatemarimn,  qui  in  |  siugulari  est,  de  subiectis  sibi  -xcii*  semel  aufe-  1.20 
remos,    remanebuntque  •Ixzx-Yni-,   octonario    in  deceno   et   |   nicbilominus 
octonario  in  singnlari  posito,  ut  sit  |  in  abaco  dispositio  talis. 
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Quia  ergo,  quf  de  multiplicatione  |  scita  digna  uidebantur,  quanta  potui- 
mus  I  breuitate  collegimus,  necnon  et  diai|sionam  regulas  et  sine  differentiis 
et  per  differentias  ez8eqaen|;darum,  tarn  simpliciam  quam  compositarum,  con-  '^'J^ 
tinnaram  |  siue  intermissarum ,  quamdiu  per  integres  numeros  expleri  |  pos- 
sunt,  domino  opitulante,  nsque  ad  finem  perdoximus  |  et  licet  affectata  bre- 
uitate in  re  tarn  incognijta  non  paucis  aerbis,  quod  sentiebamus,  ezplicare 
potujimns,  superest,  nt  libelluli  boius  hie  distinctionem  facientes,  |  qn^  de 
unciarum  et  minutiamm  sectione  necessaria  snnt,  |  in  alio  libello  tractanda 
resememas. 

Quam  in  pr^missa  presentis  opusculi  distinctione  de  |  numeromm  multi-  1. 10 
plicatione  seu  dinisione,  qn^  |  memoria  nostr^  occnrrere  potuerint,  qnanta 
brejuitate  potnimus,  sufficienter  tractanimns,  restat  ut  |  de  unciarum  et  minu- 
tiamm  diuisionibns  aliquid  dicere  ag|grediamnr.  hoc  antem  in  huins  modi 
negotio  attendendum  est,  |  ne  forte  cnipiam  uideatur,  cnm  eo  nsque  prooes- 
sum  faerit,  |  nt  de  talium  rerum  snbtili  indagine  sermo  oriatnr,  |  indinisi- 
biles  natura  unitates  partium  suscipere  posse  |  sectionem.  Neqne  enim,  sicut 
et  alibi  nos  iam  dizisse  recoli|mns,  id  qnod  omni  rationi  contrarium  est,  quod 
omni  auctorijtati  repugnat,  conamur  astmere,  ut  quod  natura  |  indiuisibile  1. 20 
est,  aliquo  human^  Industrie  artificio  |  in  diuisionem  cadere  possit.  Uerum 
quotiens  aliquid  |  tale  molimnr,  non  ipsas  unitates,  sed  tamquam  aliqua  |  nna 
Corpora  partienda  suscipimns,  partesqne  ipjsas  ad  ingenii  nostri  exercitium  a 
metallomm  |  ponderibus  mutuamnr.  Nam  et  apud  philosophos,  ||  licet  crebro  \^f 
mnlta  de  numerorum  rationibus  disputata  sint,  |  ad  hoc  tarn  fere  totnm 
spectabat  negotium,  ut  numejralia,  qu^  infinitate  sui  captum  human^  mentis 
I  eludebant,  inspecta  numerorum  habitndine  facilius  in  |  notitiam  cadant. 
Siquidem  et  aremetica,  qu9  totius  |  quadriuii  princeps  porius  quam  ceter^ 
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circa  numeronun  |  uersatnr  indaginem  et  ipsa  hole  dispensationi  semiire  |  nide- 
tnr,  dum  docet,  musicarom  sinphoniarum  modos  relajta  nnmeronmi  qnanti- 

1. 10  täte  reperire,  geometricarum  figajramin  formas  numeromm  ratione  perseribere, 
erraiicoram  |  siderum  ortus  et  obitus,  uagosqne  per  zodiacum  discursus, 
stationesque  ac  retrogradationes ,  qn^  omnia  astronomic^  spejcalationis  sunt, 
accomodato  et  certo  perscripti  temporis  nu|mero  ad  hmnaiiam  notitiam  deri- 
uare.  Non  ergo  mi|rum  cniquam  nideri  debet,  si  et  hie,  dum  de  nameroram 
mul|tiplicatione  seu  diuisione  tractamns,  numeraliam  nos  |  inspectio  in  potis- 
simum  seruire  dicamus.  Itaqne  dum  ad  {  numeralium  discossionem  de  namero- 
ram diuisione  sermo  et  {  ubi  eo  usqae  diuidendo  processerimns,  ut  nnmeros  per 

1.  so  inte|gmm  patiri  non  possumns,  tunc,  babito  numeralium  |  respecto,  tamquam 
Corpora  distribuere  accomodatis  par|tibus  moUiemur  et  seeundum  pr^mon- 
Stratos  in  superiore  tracta|tu  modos  diuisiones  nostras  usque  ad  finem  per> 
ducemus.  |  Bestat  igitur,  ut  ipsarum  ordinem  partium  in  pondejribus  mutua- 
rum  earumque  continentias  dicere  ingrediamur,  |  quo  inspectn  qualiter  dissi- 
'i^i^  pari  et  redintegrari  debeant,  |{  plane  liquere  possit.  Sane  §rea  libra  assis 
nomine  |  anüquitus  appellata  tali  inscribitur  figura  •'f*.  ea  medietatem 
habet,  qu^  semis  dicta  hac  figui-a  notatnr  -S-,  habet  tertiam  |  '^*,  habet 
qnartam  •'Sr-,  habet  sextam  sextantem  -'S«,  octauam  -S-,  •xii"'*™*  |  nnciam, 
qu^  duplici  modo  inscribitur  -T >  uel  «^s  Ne  autem  omnes  parjtes  totam  assL> 
quantitatem  per^quum  distribuant,  est  et  alia  |  eiusdem  assis  per  in^qnales 
partes  diuisio,  ut  in  deuncem  •S'SS*  et  |  unciam  »r«  deunx  enim  •xi'  nnci&s 
continens  exdempta  uncia  |  compositum  nomen  accepit,  adiectaque  sibi  nncia 

iioad  assis  inte|gritatem  reducitur.  Item  in  dextantem  •  SVS«  et  sextantem  -'S-, 
qui  I  -x*  continens  nncias  exdempto  sextante  composito  nomine  nuncupatur. 
Item  in  dodrantem  •  S^*  et  quadrantem  •'S'-,  qui  dodrans  nouem  un;cias  habens 
exdempto  quadrante  compositum  traxit  uocabulum.  |  Item  in  bissem  -SS*  et 
trientem  •^•.  Bisse  autem  nnde  nomen  acceperit,  |  nusquam  adhuc  scriptum 
reperi.  Item  in  septuncem  •  Sr«  et  quincuncem  |  '^*,  quorum  alter  a  sepiem, 
alter  a  quinque  unciis  nomen  accepit.  |  H^  ergo  partes,  quf  uel  pari  uel 
dispari  quantitate  assem  compo|nunt,  sie  in  ordine  digeri  possunt  -SStS-SV»- 
•  Sr^-SSSr.  I  •S.^.^.V.'S.^'r-.    quarum  quidem  semisses  trientes  quadrantes 

1-  20  I  sextantes  sescunti^  unci^  pari  quantitate,  ut  dictum  est,  |  totum  diuidant  et 
redintegrant.  at  uncia  cum  dennjce,  sextans  cum  dextante,  quadrane  cum 
dodrante,  triens  cum  |  bisse,  quinconx  cum  septunce  dispari  partium  coimexu 
I  totum  componunt  et  diuidunt.  Et  hoc  est  assis  per  uncias  diuisio.  |  Porro 
uncia  '\>'  medietatem  habet  semuntiam  «i^-,  terdam  |  partem  duellam  «uu-, 
quartam  sicilicnm  o-,  sextam  sextulam  |  «u-,  octauam  dragmam  *%-,  duo- 
^j^l  decumam  hemisesclam  ||  -iii*,  octauam  decimam  tremissem  (-H*),  uicesimam 
quartam  |  scripulum  •^•,  qu^  omnes  co^qu^ue  partes  pari  quanti|tate  totum 
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suum  distribuunt  et  reparant.     habet  enim  uncia  semuncias  duas,   duellas 

tres,  sicilicos  •im**'«,  |  sextulas  »vi«,  dragmas    viii-,  hemisesclas  -xii-,  |  tre- 
misses  •xvin-,  scripulos    xmiii-  et  est  eamm  dispo|ßicio  talis  •  f^-il-uuo-u« 

o|c'ip«H'-fr'.  Sed  et  scripu|lus  habet  medietatem  obolum  -H"-,  tertiam  partem 
bisili'quam  «M-,  quartam  zeratem  -z-,  sextam  siliqaam  «H-,  oc|taiiam  calcmni.  lo 
•c|ci»'  habet  enim  scripulus  obolos  «n»,  |  bissilicas  tres,  zerates  •iiii°'-,  siliquas 
•VI-,  calcos  I  *viii-.  Hanc  autem  partium  sectionem  tertio*)  limite  |  distinc- 
tam,  uidelicet  ab  asse  ad  unciam,  ab  u|ncia  ad  scripolum,  a  scripulo  usque 
ad  finalem  ca|lcum  uno   si  placet  ordine    contexere  possumus,    ita.    |    •  +  • 

^S^SSS.S-^.SS.S-.S.-SV.SS.-y.-S^-r-i:-  |  •uuo.uo|c.t|i.H.-»-.H--!1-z.H.c|(i,/| 
ut  simnl  figur§  •xxvii*.  Hanc  autem  summulamm  |  distributionem  ad  maio- 
rem  rei  euidentiam  temo  qoidem  |  limite  distinximus,  non  tarn  ignorantes,  i- 20 
partes  |  partium  contra  rationem  et  totius  partes  et  appellari  |  et  esse.  His 
ita  de  partium  continentiis  breuiter  pr^lilbatis  secundum  pr^monstratos  in 
superiore  tractatu  |  diuidendi  modos,  qu^  per  integrum  indiuisibilia  |  erunt, 
per  ipsos  dissipare  ingrediamur.  primoque  ad  8im|plicem  auream  diuisionem 
reuertamur,  indeque  per  singulos  alios  diuidendi  modos  pedetentim  proceda-  \^l 
mus.  I  et  quia  hie  diuisionis  modus  facillime  ac  sine  inpe|dimento  transigitur, 
ubi  cito  numero  diuisorum  partium  |  numerositas  par  inuenitur,  ut  hiis,  qu^ 
difficiliora  |  sunt,  expeditis,  ea,  qu^  nichil  ambiguitatis  habent,  |  sine  omni 
possint  labore  consummari.  Et  quidem  in  tojta  dispositarum  serie  summula- 
rum  nuUam  quinariam  |  reperimus  partium,  seu  septenariam  diuisionem. 
exemp|lificemus,  et  primum  quinarium  diuisorem  in  singulari  |  ponemus,  cui  i-  10 
diuidendum  temarium  subiciamus.  In  hoc  |  autem  genere  hoc  attendendum 
erit,  ut  si  numeri  quanti|tas  patitur,  par  diuisorum  numero  pai*tium  quanti- 
tas  I  efficiatur.  quod  si  diuisoris  numeri  natura  repugnauerit,  |  diuidendam 
summam  tali  moderamine  dissipabimus,  |  ut  diuisore  numero  partium  plura- 
litas  paulo  maior  |  inueniatur  atque  in  illo  partium  numero  diuisor  semel  i 
denominabitur.  et  quod  super  habundauerit,  ibidem  in  |  minora  diuidendum 
reseruabitur.  pro  denominatione  |  uero  in  unitatem  scilicet  unam  de  parti- 
culis,  in  quas  sumjmam  diuisimus,  inferius  collocabimus.  et  sie  denuo  |  adi-^o 
illam,  qu9  remansit,  partem  diuidendam  procedemus.  |  Si  quidem  huius,  quem 
posuimus,  numen,  uidelicet  quinarii  |  natura  non  patitur,  üt  aliqua  summa 
in  äquales  illi  pa|rtes  possit  dissipari,  temarium  itaque,  quem  diuidenjdum 
posuimus,  tamquam  tres  asses  in  «vi*  semisses,  istos  |  tres  asses  in  «vi*  se 
misses  diuidemus.  qui  numerus  par|!tium  quinarium  diuisorem  proiimo  trans-  \^ 
greditur  loco,  |  atque  ita  quinarium  in  sex  semissibus  semel  dejnominabimus, 
remanebitque  unus.    quo  |  in  eodem  relicto,  semissem  unum  ^ro  denomina- 


r 


*)  leg.  terno. 

Abh.  zur  Gesch.  der  MatheiiL   Y.  9 


Digitized  by 


Google 


—     130     — 

Itione  in  singolari  inferius  ponemus.   dehinc  |  semissem,  qni  snperius  remansit, 
in  «VI*  nncias  |  distribnemus,  remanebiique  inibi  nncia.    secimdam  |  denomi- 

1. 10  nationem  nnciam  unam  |  inferius  locabimns  cum  semisse,  |  quem  ibi  ante 
posueramns.  |  remanentem  rursus  nnciam  |  in  -vi-  sextnlas  pariiremtir,  |  sex- 
tulaque  secondnm  pr§dictam  rationem  [  ad  denominationes  posita,  aUam 
itidem  |  sextulam,  quia  in  «vi*  partes  non  possnmns,  in  'yin-  |  obolos  seci- 
bimus.  cnmqne  pro  quinarii  ratione  obolnm  |  nnum  ad  denominationes  po- 
saerimns,  tres,  qui  reman|8erint,  in  «vi*  zeraies  diminnemns,  e  quibns  nno 

1. 20  re|manente  annm  nichilominns  ad  denominationes  |  ponemus.  qui  aero  reman- 
serit  zerates  indiuisibilis  |  reputabitur,  quia  dualem  tantummodo  in  calcos 
potest  babere  |  diuisionem.  Erunt  ergo  peracta  diuisione  in  denomi|naüoni- 
bus  semis  et  uneia,  qui  septuncem  faciunt,  sexjtula  obolus  zerates.  qnas  per 
diuisorem  multiplica|bimus,  ut  summam  redintegrare  possimns,  a  minoribns 
'-j^  incijpiendo  boc  modo:  quinquies  zerates  scripulus  et  zerates,  |{  qui  cum  zeiate, 
qui  remanserat,  aggregati  scripulum  et  obo;lum  reddunt.  item  quinquies 
obolus  bemisescla  et  obolus,  |  qui  simul  cum  scripulo  et  obolo  iuncti  sexta- 
lam  redinjtegrabTmt.  item  quinquies  sextula  semuncia  et  due|lla,  quibosenm 
superiorem  sextulam  si  adiecerimus,  unciam  |  procul  dubio  conpingemus. 
item  quinquies  septunx  duo  |  asses  et  deunx^  quibus  uncia  opposita  tres 
asses,  quos  |  ad  diuidendum  posueramus,  ad  plenum  reparabimus.  Per  |  sep- 

1. 10  tenarium  quoque  diuidendum  bic  nobis  sit  exemplum.  Po|natur  in  deceno 
septenarius  diuisor  atque  sub  |  eo  'Xxvn*  diuidendi,  binario  in  deceno,  sep- 
te|nario  in  singulari  posito.  quia  ergo  as  septena|riam,  ut  supra  diximus, 
noQ  recipit  sectionem,  duos  |  asses,  quos  in  deceno  sub  septenario  habemus, 
in  •vm-  I  quadrantes  diuidemus,  indeque  unum  pro  ratione  septenarii  ad  de- 
nominationem  ponemus.  unumque  nicbil{ominu8  quadrantem.  in  eodem  loco 
relinquemus.    deinde  de  J  septenario,  quem  singulari  habemus,  «x-  bisses  et 

L80  trientem  |  faciemus,  bisseque  in  deceno  posito,  septenarium  inj  ipso  bisse  et 
quadrante,  qui  •¥!!•  sescuncias  et  semimciam  rejddunt,  denominabimus.  aique 
ita  sescuncia  in  singjulari  ad  denominationem  posita,  semunciam  in  eodem 
I  loco  relinquemus.  exhinc  de  triente,  qui  in  singulari  est,  dujellas  duodecim 
faciemus,  duellaque  in  deceno  cum  semu|ncia  apposita,  in  singulari  semun- 
ciam et  sextulam  |  relinquemus.    sed  et  de  semuncia  et  sextula,  qu^  simul 

'j^j'll  scripulos  -xvi'  reddimt,  scripulum  ad  decenum  transferemus,  |  sicilicum,  qui 
•VI*  continet  scripulos,  in  singulari  relinquejmus.  eruntque  in  deceno  sub 
septenario  diuisore  •<£•  |  -uu*-^*,  qu^  omnia  dragmas  •vn-  explent.  itaque 
I  cum  per  diuisoris  denominationem  dragmam  unam  ad  |  singularem  trans- 
posuerimus,  cum  solus  sicilicus  inibi  in  sinjgulari  residuus  sit,  qui  et  ad  in- 
diuisibiles  calcos  |  perductus  septuagenariam  nullatenus  recipit  diuisionem, 

1. 10  I  diuisionem   ad  finem  perductam  cognoscemus.    babebimusque  in  |  parübus 
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-'Sr-S-DJc*,  atqne  inibi  mdiuisibiliS;  ut  supra  \  dictum  est,  remaneat  sicilicus. 
Tunc  ad  probandam  diuisionem  |  per  diuisorem  partes  multiplicabimus,  a 
minimis  in|cipiendo  ita:  septies  o|c«--^-uu*-Ji^-.  ^^^  septies  |  semuncia  -"Sr.!:-. 
item  septies  triens  »n**«  asses  et  «"SS-.  |  itaque  trientem  et  quadrantem  et 
semuncias  duas  in  bissem  compi|ngemas,  indeque  tarn  bissem  quam  duellam 
et  scripalum  ad  |  singularem  reducemus,  ut,  quem  babidmas,  septenarium  | 
recaperare  possimns.  Scire  autem  debemuS;  qaod  unaqu^qae  |  partium,  quas 
in  deceno  habemns,  decnplnm  8u§  |  quantitatis  ibidem  faciat,  sicut  et  supe-i-so 
rins  de  numeris  docuimas,  |  cnm  omnes  carecteres  in  deceno  decuplom  8U@ 
qaantitajtis  significare  dicebamus.  8ed  ibi  carecteres  et  ipsi  numeros  signi- 
ficantes,  pro  ratione  sedium  abadi  su^  quantitatis  |  capiebant  augmentum. 
Hie  antem  particol^  |  nuUum  prius  niüneram  exprimentes  et  superiorum 
sedium  |  ratione  decuplum  sui  capient  augmentum  et  sie  ||  ad  inferiores  redu-  '^^J 
centnr  sedes.  Cum  enim  scripulus  in  decejno  decuplum  su^  quantitatis  effi- 
ciat,  decies  autem  scrijpulus  duella  sit  et  bemisescla  et  singulari  duellam  et 
hejmisesclam  posuerimus,  idem  erit,  qnod  in  deceno  per  scripulum  |  significa- 
batur.  item  duella  in  deceno  suam  decuplat  quajntitatem.  decies  autem 
daella  quadrans  est  et  duella.  si  |  ergo  quadrantem  et  duellam  in  singulari 
posuerimus,  idem  |  habebimus,  quod  per  ipsam  duellam  in  deceno  habe- 
bamus.  |  porro  decies  bisse  -vi-  asses  sunt  et  bisse,  qu^  omnia,  cum  singu- 
{lari  posuerimus,  enmt  in  simul  -vi*  asses,  -S^-l^..  du^  duejll^,  sicilicus  et  i- lo 
bemisescla  unciam  faciunt,  qu^  quadranti  |  et  bisse  coniuncta  in  assem  sur- 
git.  fiantque  •vii-  quos  |  cum  xx*  habuimus  diuidendos.  Ac  per  hoc  plane 
cognos|cimus,  quia  bene  diuidendo  processimus.  Similiter  et  in  ali|is  diuisio- 
nibns  agendum  erit,  ut  de  superioribus  sedibus  ad  |  inferiores  secundum  eam 
quam  diximus  rationem  transferantur  pajrtes.,  qu^  in  superioribus  locis  in 
asses  reintegrari  non  pojterunt.  Per  compositos  quoque  diuisores  in  hoc  di- 
uisionis  genere  |  per  uncias  et  minutias  ad  finem  usqne  perducere  poteri|mus,  i*  20 
si  qa§  per  integres  numeros  non  poterunt  terminari.  Cuius  |  rei  sit  exem- 
plum  tale.  sint  diuisores  dispositi  -dllxnn-,  eritque  in  centeno  *l| ,  in  deceno 
''^•,  in  I  singulari  «rfi-,  eisque  -clyni-  diuidendi  supponan|tur,  ut  sit  in  cen- 
teno •!,  in  deceno  *t|  ,  in  singulari  |  -S*.  itaque,  sicut  in  composita  aurea 
docuimus,  per  primum  |  diuisorem  partem  accipiemus,  quam  eandem  partem 
per  1  persequentium  diuisorum.*)  in  centeno  quinarius  est.  huius  supposi-  'j^J 
tum  I  sibi  assem  diuidendum  [qui],  ut  maiorem  possit  accipere  pa|rtem,  de 
qainque  assibus,  qui  in  deceno  sunt,  -x*  semisses  facie|mus  et  semissem  cum 
asse  in  centeno  ponemus.  atque  id  totum,  |  quia  quinarium,  ut  supra  dixi- 
mus, in  asse  non  inueniemus,  secti[one  scilicet  in  senariam  particionem  seca- 


*)  destdercmtur  nonnuVa. 
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bimus,  ut  assem  et  semisjsem  in  *vi*  quadrantes  dluidamuB.    sicqae  per  qni- 
narii  denojminatioiiem  quadrantem  ad  singularem  transferemus ,  remunente 

1. 10  ibidem  |  quadrante.  deinde  senariam  diuisorem ,  quem  in  deceno  babemus, 
I  cum  8ub  se  nichil  habeat,  unde  remoneri  possit,  de  |  -x-  quadrantibas,  qni 
in  centeuo  sunt,  auferemus,  per  numerum  quidem  |  eins  partis,  quam  primus 
accepit  diaieor,  de  residuo  remouenjdo.  Ita  ablatis  -vi-  quadrantibns  de 
•X*,  remanent  -iiii*  |  quadrantes,  id  est  as.  ipsum  assem  in  deceno  sab  sena- 
rio  po|nemus.  per  quaternarium  quoque  diuisorem,  qui  in  singnlari  est, 
quadrantem  de  sibi  suppositis  octo  assibus  auferemus.  et,  |  qnia  quater 
quadrans  assem  facit,  cum  assem  unum  de  •viii*  subjtraxerimus,  remanebont 

1. 20-VII-.  ipsos  autem  'Vii*  asses  in  -x*  |  bisses  et  trientem  diuidemus,  rema- 
nenteqixe  ibi  triente,  \  bissem  cum  asse  in  deceno  locabimus.  indeqae  de 
asse  et  |  bisse  -x-  sextantes  faciemus  atque  in  centeno  sextantem  |  unnm 
ponemus.  quo  facto  ipsum  sextantem  in  -vi«  par|tes  distribuemus,  quum 
ipse  sextans  duas  continet  |  uncias,  quarum  singul^  temis  constant  dnellis, 
atque  ita  vi*  |  duell^  in  sextante  continentur.  cumque^  una  ibidem  rema- 
j-^^  nente  duella,  secundum  primi  diuisoris  denominationem  dujellam  ad  siugu- 
larem  transposuerimus,  per  sequentem  diuisorem  de  |  -x-  duellis  sexies  dnel- 
lam  auferemus,  remanebuntque  -iiii-  |  id  est  uncia  et  duella  in  denario  limiie 
transponend9.  |  indeque  per  quaternarium  quater  duellam  de  sibi  snpposito 
triente  |  auferemus,  remanebuntque  ibi  •'S-i^u*.  de  sextante  |  nero  et  se- 
muncia  -x*  sicilicos  facientes,  remanente  ibidem  |  sola  sex*tula,  sicilicum  in 
deceno  cum  uncia  et  duejUa  statuemus.    et  quia  uncia  et  sicilicns  -x*  drag- 

1. 10  mas  I  reddunt,  remanente  inibi  duella,  dra^mam  ad  |  centenum  transferemus. 
qu§,  quod  -vi*  reddit  obolos,  unum  |  ad  partes  transponemus  et  aJium  in 
eodem  loco  relinquejmus.  postea  de  subiecta  senario  diuisori  duella  sex 
obojlos  auferentes  scripulum  et  sextulam  illic  habebimus,  atque  |  de  sub- 
iacente  quaternario  diuisori  sextula  quater  obolo  |  sublato  remanebit  ibidem 
'\\f\  tunc  de  sextula  et  scri|pulo,  qui  nobis  in  deceno  remanserunt,  -x«  obolos 
faciejmus  et  obolum  unum,  qui  uice  articuli  -x*  obolos  expleat,  |  ad  centenum 

1. 20  mittemus.  eruntque  ibi  oboli  duo,  qui  scri|pulum  faciunt.  scripulns  autem 
•VI-  siliquas  habet,  siliquam  ergo  |  ibidem  relinquentes,  alteram  siliqoam  ad 
partes  ponemus  et  |  de  ea,  qu^  remansit,  tamquam  de  -x*  siliquis  persequen- 
tem  I  diuisorem  sexcies  siliquam  aufeientes,  obolum  et  siliquam  pro  |  «nn* 
siliquis  in  deceno  ponemus.  et  per  quaternarium  diuisorem  |  de  subiecta 
sibi  hemisescula  quater  siliqua  remota,  tremijssem  ibidem  habebimus.  eront- 
\^l  que  peracta  diuisione  reliqui  in  [  deceno  H"  ,*^-  in  singulari  •H%  In  partibus 
uero  •'S'UU'H'-^^-.  |  Ad  probandam  itaque  diuisionem  per  diuisores  partes 
multi|plicabimus,  ut  reformata  ad  integrum  summa  nos  |  bene  diuisisse  liquide 
cognoscamus.     ac  per  quaternarium  quidem,  qui  in  |  singulari  est,  omnes 
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pariiculas  primmn  metiemur  ita.  quater  |  siliqua  obolus  et  siliqua,  qui  in 
singulari  cum  tremisse,  qni  ibi  |  remanserat,  positi  hemisesclam  explent. 
item  quater  obolus  |  hemisescla.  erunt  hemisescl^  du^,  qu^  iunct^  sextujlam 
complebunt.  item  quater  duella  uncia  et  duella,  quibus  si  seztulam  |  aggre- 1-  lo 
gaueris,  sescunci^  sommam  Bürgere  uidebis.  item  quater  |  quadrans  as.  babe- 
bisque  in  singulari  assem  et  sescunciam.  |  quo  expleto  per  senanum,  qui  in 
deceno  est,  itidem  omnes  partijculas  multiplicabis,  ita  dicendo:  sezcies  siliqua 
scripulus.  I  item  sexcies  obolus  dragma.  porro  scripulus  et  dragma  |  in  sex- 
tulam  surgunt.  item  sexcies  duella  sextaus,  sexjcies  quadrans  as  et  semis. 
semissem  et  sextantem  in  bissem  |  compinges,  habebisque  inibi  -"h-S^u-h-H.. 
boc  peracto  |  per  quinarium  in  centeno  limite  easdem  particulas  duces  |  hoc 
modo :  quinquies  siliqua  obolus  et  bisiliqua.  quinquies  obolus  he|misescla  et  i.  so 
obolus.  quinquies  duella  sescuncia  et  sextula.  |  quinquies  quadrans  as  et 
quadrans.  de  quadrante  et  sescuncia  |  trientem  et  semunciam  facies,  de 
hemisescla  et  sextujla  sicilicum,  de  duobus  obolis  et  bisiliqua  tremissem. 
I  qu9  partes,  quia  in  assem  non  surgunt,  decuplo  auct9  |  in  posteriorem 
arcum,  uidelicet  decenum  transponend^  |  sunt,  sicut  supra  ostendimus,  hoc 
modo:  decies  -H-  [tremissis]  •£•  ||  et  «H-.  tremissis  cum  obolo  et  siliqua  ^j*]"^ 
hemisesclam  faciet,  qu9  |  sextula  iuncta  sicilicum  complebit.  eruntque  ibi 
cum  asse  |  bisse  semuncia  et  sicilicus.  porro  decies  sicilicus  sextans  |  et 
semuncia.  decies  semuncia  quincunx.  decies  trijens  tres  asses  et  triens.  duas 
semuncias  in  unciam  compijnges,  qu^  sextanti  iuncta  quadrantem  faciet. 
eruntque  ibi  |  bisse  quincunx  triens  quadrans  et  sicilicus  cum  assibus  •lui^'-. 
bisse  et  triens  assem  facient,  quincunx  et  quadrans  in  bis|sem  surgent,  re- 
manentibusque  ibidem  quinque  assibus  bissem  |  et  sicilicum  per  decuplum  i-  lo 
ad  singularem  reducere  necesse  |  erit,  ita  dicendo:  decies  sicilicus  sextans  et 
semujncia.  semuncia  itaque  cum  sescuncia,  quam  ibi  habebis,  |  iuncta  habe- 
bis  sextantes  duos,  qui  trientem  facient.  ite^rum  decies  bisse  vi-  asses  et 
bisse,  quo  facto,  ctlm  bissem  |  et  trientem  in  assem  compigeris,  •viii-  asses 
in  singulari  |  habebis.  et  quia  centum  quinquaginta  'Vm-  multiplicando  | 
redintegrasti ,  te  diuidendo  bene  processissa  certo  cognosces  [  experimento.  { 

Minor  quam  octaua  decima,  maior  quam  noua  decima,  |  qu9  magis  pro-  ^  »> 
ximat  octauf  decim^  maius  semitonium,  qu^  minus  semitonium  minus. 

(eooplicü.) 
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Die  Aufnahme  nnd  erste  Verbreitung  der  indisch-arabischen  Arithmetik 
im  christlichen  Abendlande  fällt  in  die  erste  Hälfte  des  zwölften  Jahrhunderts. 
Ihre  graphischen  Ausdrucksmittel  entsprechen  der  Natur  der  concreten  Zahlen- 
grosse  am  genauesten  und  in  der  denkbar  einfachsten  Weise,  ein  Vorzug, 
der  zum  erstenmale  geeignet  schien,  der  Praxis  ein  wirklich  schriftliches 
Bechnen  in  fruchtbringender  Weise  zu  vermitteln.  Ein  solches  hatte  zwar 
seit  dem  dritten  vorchristlichen  Jahrhunderte  unter  den  griechischen  Stämmen 
allgemeine  Aufnahme  gefunden  (griechische  Alphabetzahlen),  allein  seine 
inneren  Mängel  verrathen  sich  in  dem  Umstände,  dass  diese  Rechenweise  von 
den  Bömem,  trotz  deren  Abhängigkeit  von  der  mathematischen  Theorie  der 
Griechen,  nicht  mit  aufgenommen  worden  ist. 

Die  nächste  Folge  jener  Annahme  der  indisch  -  arabischen  Arithmetik 
im  Abendlande  war  nun  die  alsbaldige  Verdrängung  der  von  Qerbert  und 
seiner  Schule  wieder  aufgenommenen  Methode,  welche  die  an  sich  wohl  treff- 
liche Idee  zum  Ausgange  hatte,  die  früher  zeichenlosen  Bechensteine  mit  den 
Zahlzeichen  der  neun  Einheiten  zu  versehen  und  so  auf  den  Columnen  des 
Abacus  zu  verwenden.  Aber  diese  Methode,  welche  zweifellos  lange  vor 
Gerbert  (Papst  Sylvester  IL,  f  1003)  im  Abendlande  gehandhabt  worden, 
war  ob  ihrer  Schwerfälligkeit  für  die  Praxis  des  Alltagslebens  ungeeignet,  sie 
war  reine  Schulgelehrsamkeit  geblieben.  Ihre  schnelle  Verdrängung  durch 
die  indische  Arithmetik  kann  also  nicht  Wunder  nehmen. 

Aber  auch  die  letztere  ffind  im  Abendlande  ein  mächtiges  Hindemiss 
ihrer  Verbreitung  vor.  Es  war  gerade  in  ihrem  eigentlichen  Vorzuge,  der 
Schriftlichkeit,  gelegen.  Die  ungemeine  Schwierigkeit,  welche  die  germani- 
schen Völker  bei  dex^  Aneignung  des  Schiiftwesens  empfanden,  hielt  auch 
die  neue  Methode  in  Frankreich,  England  und  Deutschland,  wo  sie  unter 
dem  Namen  Algorismus  fortdauernd  in  völlig  unveränderter  Form  gelehrt 
wurde,  einstweilen  in  den  Kreisen  der  Schulgelehrsamkeit  zurück.  Andere 
zufällige  Hindernisse  verlangsamten  selbst  die  Verbreitung  der  Zahlzeichen. 
Sogar  in  Italien,  wo  der  mächtig  aufstrebende  Handels-  und  Bankverkehr 
ein  lebhaftes  Interesse  an  der  neuen  Zahlenmethode  nahm,  ward  vorläufig 
durch  das  Werk  des  Leonardo  Pisano,  den  Liber  Abaci  von  1202,  nur  eine 


Digitized  by 


Google 


-     138    — 

Methode  erzielt,  in  welcher  das  antike  Fingerrechnen  noch  immer  eine  grosse 
Bolle  hehielt.  Unter  solchen  Umständen  kann  es  nicht  überraschen,  dass  wir 
gerade  in  jenen  Zeiten  den  Abacus  mit  dem  unbezeichneten  Eechenst^in, 
jetzt  das  „Rechenbrett"  (table)  mit  dem  „Rechenpfennig"  (jeton),  eine  all- 
gemeine Verbreitung  annehmen  sehen  (dreizehntes  Jahrhundert,  zunächst 
in  Frankreich  und  den  Niederlanden),  so  zwar,  dass  er  in  dieser  neuen 
Form  zur  eigentlichen  Signatur  des  praktischen  Rechenwesens  diesseits  der 
Alpen  wird. 

Aber  die  gewaltige  Handelsbewegung,  welche  namentlich  mit  dem  drei- 
zehnten Jahrhundert  ihrer  Blüthe  entgegengeht,  verlangt  auf  diesem  Felde 
dringend  nach  Verbesserungen  und  wir  dürfen  annehmen,  dass  in  den  hier^ 
auf  gerichteten  Versuchen  Elemente  aus  allen  bis  dahin  üblich  gewordenen 
Methoden  zur  Erscheinung  gekommen  sind.  Es  ist  interessant,  dies  an  einem 
besonderen  Falle  zu  beobachten,  umsomehr  als  die  Quellen  hierfür,  wie  über- 
haupt für  jene  Uebergangszeit  in  unserem  Gegenstande,  das  Tierzehnte  Jahr- 
hundert, sehr  spärlich  und  vereinzelt  fliessen.  Das  Unfertige  der  Methoden 
mochte  wohl  von  einer  theoretischen  Behandlung  derselben  zurückgehalten 
haben  und  das  Streben  richtete  sich  vorläufig  zunächst  auf  verwendbare  Neu- 
bildungen für  das  praktische  Leben. 

Dies  sind  die  Ergebnisse,  welche  ich  aus  dem  bisher  leider  nicht  ver- 
öffentlichten Quadripartitum  des  Johannes  de  Muris  nach  einer  ano- 
nymen Handschrift  der  Wiener  Hofbibliothek  (no.  4770)  aus  dem  14.  Jahr- 
hunderte, also  der  Abfassung  sehr  nahe  liegend,  entnehme.  *)  Vier  Capitel  ans 
dem  prosaischen  Theile,  deren  Text  unten  theilweise  veröffentlicht  ist,  die  ein- 
zigen Stellen  des  Werkes,  welche  sich  mit  der  praktisch  operativen  Arithmetik 
befassen,  zeigen  in  besonders  lehrreicher  Weise  die  Bemtlhungen  der  da- 
maligen Zeit,  aus  den  wissenschaftlichen  Ergebnissen  der  vorangegangenen 
Systeme  für  die  Praxis  des  Alltagslebens  eine  brauchbare  Methode  zu  gewinnen. 
Wir  sehen  hierbei  eine  höchst  originelle  Vereinigung  des  antiken  Golumnen- 
Abacus  mit  dem  zeichenlosen  Rechensteine  und  des  mittelalterlichen 
(Oerbei-t'schen)  mit  dem  Zahlzeichen  versehenen  Rechensteines  zum  Vor- 
scheine kommen,  in  der  Weise,  dass  das  Zahlzeichen  hier  von  dem  Rechen- 
steine  auf  den  Abacus  selber  übergegangen  ist.  Es  sind  die  zwei  Capitel  11 
und  14  des  zweiten  Buches  des  prosaischen  Theiles,  die  hier  den  Gegenstand 
unserer  Veröffentlichung  und  näheren  Betrachtung  bilden. 


*)  Dieselbe  Bibliothek  besitzt  anch  eine  zweite,  ebenfalls  anonyme  und  viel 
jüngere  Handschrift  (no.  10964,  16.  JabrbuDdert)  des  Quadripartitum  (des  Profta- 
theiles).  Es  ist  das  Verdienst  des  Cnstos  Herrn  Dr.  Alfred  Göldlin  von  Tiefenan, 
die  Identität  dieser  Schrift  mit  dem  Werke  -des  Jean  de  Meurs  nach  den  Pariser 
Handschriften  no.  7190  und  7191  des  16.  Jahrhunderts  festgestellt  zu  haben. 
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Wir  schicken  voraus,  dass  der  Verfasser  Jean  de  Mars,  auch  de 
Meurs,  latinisiert  de  Muris*),  in  der  Normandie  geboren  wurde  und  noch 
im  Jahre  1346  (wohl  noch  1351)  als  Doctor  der  Sorbonne  und  Canonicus 
zu  Paris  lebte.    Von  ihm  sind  folgende  Werke  vorhanden: 

a)  ein  „tractatus  Canonum  minutiarum  philosophicarum  et  vulgarium  quem 
composuit  mag.  lohannes  de  Muiis  Normannus  a.  mcgcxxi"  (M.  S. 
Oxford,  Bodl.  Digby); 

b)  das  Speculüm  musicae  vom  Jahre  1321  (M.  S.  Paris  Bibl.  nat.  7027, 
7207); 

c)  Arithmetica  communis  ex  Boethii  Arithmetica  compendiose  excerpta, 
gedruckt  in  Georg  Tannstetter's  Sammelwerk,  Wien  1515  (Johann 
Singriener);  endlich 

d)  Das  Quadripartiium  rimatum  mit  den  vier  Büchern  des  prosaischen 
Textes. 

Die  Identität  der  anonymen  Wiener  Handschriften  mit  denen  zu  Paris 
ist  schon  durch  die  zu  Anfang  des  metrischen  Theiles  vorkommende  Wid- 
mung des  Verfassers  die  „epistola  lobannis  ad  Philippum"^'*)  festgestellt. 
Der  prosaische  Theil  wird  eingeleitet  mit  den  Worten:  Finit  quarta  pars 
quadripartiti  nnmerorum  metrice  conscripti.    Incipit  prosa  quart^  partis. 

Um  nun  zu  dem  Inhalte  der  bezeichneten  zwei  Capitel  zu  kommen,  so 
finden  wir  im  ersteren,  dem  11.***),  unter  dem  Titel:  „Theoremata  mviltipli- 
cationis"  zuvörderst  eine  praktische  Erleichterungsregel  für  das  Multiplicieren 
ganzer  Zahlen  (nur  von  solchen  handeln  überhaupt  die  beiden  Capitel)  im 
Kopfe  vermittelst  Zerlegen  der  beiden  Factoren  in  mehrere  kleinere  Factoren. 
Wichtiger  ist  aber  die  nun  folgeude  Auseinandersetzung,  welche  als  „ars 
multiplicandi  per  notas  limitum"  bezeichnet  wird.  Der  Autor  bezieht 
sich  hierfür  auf  ein  Schema,  dessen  Construction  mit  den  alten  Problemen 
der  Stellenbestimmung  zusammenhängt  Es  soll  nämlich  in  der  Multiplication 
zweier  mehrstelliger  Zahlen  aus  der  Ziffemreihe  links  vom  Striche  (s.  flgde.  S.) 
die  Stellenanzahl  beider  Faktoren  festgehalten  und  aus  der  Stellenbenennung 
rechts  vom  Striche  die  Potenz  des  Productes  für  den  wörtlichen  Ausdruck 


•)  Vgl.  Michaud,  Biographie  universelle  XXXVI  col.  1012  s.;  F.  J.  Fetis, 
Biogr.  univ.  des  musicieDS  VI  pag.  266  8. 

**)  Philippe  de  Vitry,  Bischof  zu  Meaux  von  1861  an,  gestorben  9.  Juni  1362 
nach  Garns,  Series  episc.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  die  Widmung  des  Qnadri- 
partitum  aus  einer  Zeit  stammt,  wo  Philipp  den  Bischofsstuhl  bereits  inne  hatte. 
***)  Die  Wiener  Handschrift  des  14.  Jahrhundert«  bedient  sich  überall,  auch 
in  den  Ueberschriften  u.  dgl.  zumeist  schon  der  Zahlseichen  in  jenen  Formen, 
wie  sie  in  den  abendländischen  Algorismus-  und  Computus-Tractaten  seit  dem 
12.  Jahrhunderte  üblich  sind:  i,  2,  3,  ff,  q,  6,  a,  8,  9,  o. 
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oder  die  Niederschrifi;  bestimmt  werden.  Die  Regel  hierfUr  leitet  Johannes 
mit  dem  Satz  ein,  dass  die  erste  Stelle  zu  der  zweiten  sich  in  derselhen  Pro- 
portion befinde,  wie  die  zweite  zur  dritten  n.  s.  w.    Enthält  schon  diese 

Stelle  eine  auffallende  Rückerinnerung  an  das 
ttväkoyov  elvai  im  Arenarius  des  Archimedes,  so 
werden  wir  noch  mehr  überrascht  durch  den  Um- 
stand, dass  wir  daselbst  die  von  Archimedes  ge- 
lehrte Stellenregel  für  die  Multiplication,  nSmlich 
durch  Addition  der  Stellenanzahl  beider 
Factoren  und  Verminderung  der  Summe 
um  die  Zahl  Eins,  um  die  Stellen  des  Produetes 
zu  bestimmen,  bei  Johannes  in  unveränderter  For- 
mulierung und  Anwendung  wieder  finden,  nach- 
dem sie  seit  dem  Arenarius  in  der  Geschichte 
der  Arithmetik  eigentlich  verschollen  war.  Bei 
Johannes  ist  dieselbe  offenbar  auf  ein  Rechnen 
ohne  Abacus  berechnet  und  da  hierdurch  das 
Festhalten  des  Productes  durch  sogleiches  Ein- 
legen der  digiti,  nvd'fiivsg^  und  articuli,  AvaXoyfn^ 
in  die  Columnen  entfällt,  so  ist  eben  durch  die 
Bezeichnungen  rechts  vom  Striche  des  Schema's  angegeben,  welchem  Wort- 
ausdrucke das  Product  für  jede  erreichte  Stelle  entspricht.  Er  löst  also  z.  B. 
die  Aufgabe,  eine  Hunderter-  (3  Stellen)  mit  einer  Tausender-Stelle  (4  Stellen) 
zu  multiplicieren,  durch  die  Rechnung  3  +  4  —  1=6  und  findet  nun  beim 
limes  6  des  Schema's,  dass  das  Product  (d.  h.  die  Einer,  digiti,  desselben) 
ein  100  m  d.  i.  ein  hundertmal  Tausender  sein  muss.  Johannes  fügt  noch  die 
Bemerkung  bei,  dass  von  Andern  die  Buchstaben  des  Alphabetes  für 
die  Bezeichnung  der  Stellen  (ordines,  limites,  Zahlenreihe  links  vom  Striche) 
verwendet  werden.  Das  Hülfsmittel  war  also  damals  ein  allgemeiner  gang- 
bares. *  Da  imter  dem  Alphabete  hier  nur  ein  Zahlen -Alphabet  verstanden 
sein  kann,  so  wird  man  mit  der  Annahme  kaum  irren,  dass  diese  ganze  Ein- 
lichtung  aus  griechischer  Quelle  stammt  und  ihrei-zeit  im  griechischen  Rechnen 
mit  Alphabetzahlen  eine  wesentliche  Rolle  gespielt  hat.  Denn  etwas  Aehn- 
liebes  war  hierbei  in  der  That  unentbehrlich. 

Das  andere,  vierzehnte  Capitel  trägt  die  Ueberschrift:  „De  tabula  Abaei 
subtilis  computationis".  Johannes  beschreibt  zunächst  diese  „tabula  nomeromm, 
quam  Abacus  invenit",*)  in  der  nebenstehend  versinnlichten  Weise  und  iSsst 

*)  Hier  wird  also  die  Sache  zur  Person,  wie  umgekehrt  die  Person  des  Alkba- 
rismi  zum  Gegenstände,  Algorismus,  geworden  war.  Das  Wort  Abacas  ist  also 
auch  in  der  Ueberschrift  des  Gapitels  als  Personennamen  zu  verstehen. 
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auch  keinen  Zweifel  darüber,  was  dieser  „Abacus''  gewesen:  darch  Wieder- 
holen derselben  „caracteres"  könne  diese  Tafel  bis  auf  die  von  „Abacus" 


selbst  gemachte  Ausdehnang  von  27  Stellen*)  gebracht  werden, 
bezeichnend  für  die  mittelalterliche 
Wissenschaft,  dass  einem  Gelehrten 
wie  Johannes  de  Muris  damals  schon 
und  trotz  der  deutlichen  Anlehnung 
an  die  Abacistenschule  die  wahre  Be- 
deutung des  Wortes  Abacus  so  sehr 
entgangen  sein  konnte. 

Die  Anwendung,  welche  Johannes 
von  dieser  Tabelle  macht,  ist  nun  durch 
die  Numeration  bezeichnet.  Letztere 
geschieht,  indem  die  einzelnen  Ziffern 
einer  Zahl  durch  Zudecken  derselben 
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Ziffern  in  den  betreffenden  „arcus*^ 
vermittelst  eines  zeichenlosen  „calcu- 
lus^' markiert;  also  daselbst  eigentlich 
unsichtbar  gemacht  werden.  Johannes 

addiert  also  z.  B.  zwei  Zahlen,  indem  er  nach  vorläufiger  Darstellung  der 
einen  Zahl  in  der  tabula  in  jeder  Columne  die  Summierung  der  hinein  ge- 
hörigen Zahlen  durchführt  und  die  erhaltenen  Summen  sogleich  wieder  durch 
Zudecken  vermittelst  eingelegter  calculi  markiert.  Das  Gesammtergebniss 
wird  sodann  festgestellt,  indem  der  calculus  in  jeder  Columne  aufgehoben 
und  die  darunter  befindliche  Ziffer  abgelesen  wird.  Für  die  Multiplication 
verweist  der  Autor  auf  die  Mitwirkung  seiner  oben  dargestellten  ars  multi- 
plicandi  nach  Capitel  11,  wobei  die  in  den  arcus  eingestellten  Ziffern  den 
limites- Nummern  links  vom  Striche  des  obigen  Schema's  entsprechen.  Er 
beginnt  die  Operation  mit  den  beiden  höchsten  Stellen.  Im  Dividieren,  welches 
ohne  jede  Beminiscenz  an  die  dekadischen  Differenzen  geschieht,  Uberlässt  er 
zunächst  die  Aufgabe,  den  richtigen  höchsten  Quotienten  zu  finden,  ganz  der 
Erfahrung  des  Rechners:  „de  quo  nemo  nisi  tu  te  docere  potest".  Sehr  merk- 
würdig ist  nun  aber  wieder  die  Stellenregel  für  den  Quotienten.  Sie  lautet, 
von  dem  besondem  Fall  des  Beispieles  im  Texte  abstrahiert:  die  Stellen- 
anzahl des  Divisors  abzuziehen  von  derjenigen  des  Dividend  und  der  Rest 
um  die  Zahl  Eins  zu  vermehren  (Johannes  vermehrt  sogleich  vor  der  Sub- 
traction  die  Stellenzahl  des  Dividend  um  Eins),  —  also  wieder  genau  die 


*)  lieber  die  Rolle  dieser  Stellenanzahl  27  in  der  AbacisieDschiile  vgl.  meine 
Abhandlung  „Gerbert"  in  Wiener  Sitz.-Ber.  116  (1888),  878.  880.  886  ff.  912. 
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Stellenregel  des  Archimedes  in  ihrer  complementären  Anwendnng  anf  die 
Division,  welche  Anwendung  bekanntlich  im  Arenarias  selbst  yermisst  wird. 
„Und  auf  diese  Art,"  sagt  Johannes  zum  Schlüsse,  „wirst  du  nun  mit 
geringem  Aufwände  von  zahlenmässiger  Rechenkunst  alle  Rechnungen  mit 
Wechslern  und  anderen  Leuten  in  vorzüglicher  Weise  abmachen  können.^ 
Hiermit  ist  die  eminent  praktische  Absicht  des  Ganzen  betont.  Wir  haben 
es  hier  wohl,  nach  den  Worten  des  Autors  zu  urtheilen,  mit  der  Erfindung 
eines  Arithmetikers  zu  tbun  und  zwar  einer  recht  sinnreichen,  zusammen- 
gesetzt aus  Elementen  der  beiden  Abacus-Methoden;  denn  die  verdeckte  Zahl 
der  Tafel  vertritt  hier  den  „apex,  caracter^'  der  Gerbert'schen  Schule  und  das 
Deckmittel  ist  der  zeichenlose  calculus  des  Linienrechnens.  Wir  erhalten 
hiermit  zugleich  einen  interessanten  Einblick  in  das  damals  fortdauernde  Be- 
mühen der  Handelskreise  nach  einer  praktisch  tauglichen  Rechenmethode. 
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(Libri  secundi) 
Capitulom  11™.    Theoremata  mnltiplioacionis. 


f.  205' 
1.  16 


I  Si  per  subduplum  nnmeri  dati  quemcunque  nameiTUD  |  extenderis,  pro- 
ductnm  dnpletnr,  idem  |  fiet  qnod  si  per  duplum  multiplicatio  facta  |  faiseet,  i-  ao 
ut  81  per  Bubduplum  de  6,  quod  est  3,  12  |  multiplices,  36  ezibunt;  qno 
duplato  A2  I  producontur,  qnod  idem  est  ac  si  per  612  ampliasses.  |  Si 
autem  faeris  operatus  per  subtriplmn,  tripletur  |  et  per  subquartum  decu- 
plura*),  quadruple  tu  r.  Si  per  (subduplum  numeri  dati  subduplum  numeri  | 
cuiuslibet  augeatur,  productum  quadrupletur.  |  Si  per  subtriplum  subtriplum, 
noncupletur.  Si  per  subduplum  subtriplum, 
sextupletur.  |  idem  proueniet  utrobique  ac  si 
totum  per  totum  |  duceretur.  ut  ter  6  et 
1 2  satis  ostendere  possunt,  {|  quod  iste  nume- 
rus, qui  prouenit  ex  multiplicacione,  deno- 
minacionem  |  parcium  inter  se  docebit.  Et 
nota  quod  aliqui  volunt  dare  |  artem  multi- 
plicandi  per  notas  limitum,  ut  primi  |  limi- 
tis  nota  sit  i,  secundi  2,  tercii  3  etc.  sem- 
per,  I  et  cum  post  tres  limites  ponatur  mille 
per  notas,  |  prout  scire  ordinem  et  econtra 
ut  mille  qtater  |  iterata  sant  post  1 2  ordi- 
nem, qui  prouenit  ex  3  in  SK,  \  Sed  nunc 
transeo,  satis  breuiter  sumpto  inicio  ab  | 
unitate.  in  tercio  limite  post,  scilicet  quarto, 
ponitur  |  mille,  et  postea  in  tercio  post  quar- 
tum,  scilicet  |  in  septimo  bis  iteratum,  post 
in  decimo  ter  iteratum  |  etc.  per  temariiim^  ambulando.    et  statim  post  mille 
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*)  decuplum  delecUur. 
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I  Simplex  uel  iteratum,  ac  si  snperponeretur  unitas  |  pro  mille,  ponitar  post 
loo  •  lo.*)  ut  hie  post  .1*  unum,  |  Ä  mille,  A  mille  milia,  lo^öf^,  I3öi! 
of  ^^,  i6^'^^^^^**),  2  decem,  l|  decem  |  milia,  8  decem  ^öf,  decem***) 
^  (^  ^,  I  fi  decem  ^  |  ^  c^  ^,  i  A  decem  ^  ö^  ^  öf  ^,*  6  centiim  ^,  9  |  cenium 
1^0  ^  ^,  12  centum  öj  ^  ^,  1 1|  centum  ^  |  öf  oj ,  1 8  cenium  ^  ^  ^  ^  öf.  Cum 
ita  sit  qu^ramus,  in  qua  proporcione  |  se  habet  primus  ordo  ßiue  limes,  qui  est 
unorum,  |  ad  secundum,  qui  est  decenorum,  sie  seeundus  ad  tercium  |  et  ter- 
ctus  ad  quartum  et  sie  semper.  Si  igitur  tercius  |  ordo  multiplicet  quartum, 
iunge  notas  simul,  |  qui  sunt  3  -  5(.  et  exit  A,  a  quo  deme  unum  et  rema- 
nent  6.  Die  ergo  quod  peruenit  ordo  sextus,  |  in  quo  ponitur  centum  milia. 
si  vis  scire  |  quid  est  in  10  ordine,  diuide  10  per  3,  possunt  |  ter  et  remanet  i. 
Die  ergo  quod  ibi  est  mille  ter  iteratum.  |  ita  in  aliis.  Alii  significant  limites 
'l?   per  ''  literas  alphabeti,  sed  non  est  vis.    sufficiat  hoc  audisse. 

(explicit  capitulum.) 


(Libri  secundi) 
f.^2<^'  Capitulum  iR™  de  tabula  abaoi  subtilis  oonputationis. 

Non  est  sub  silencio  transeundum  de  tabula  numerorum,  |  quam  abacus 
adinuenit,  quam  qui  diligenter  in|spexerit  gaudebit  eius  animus  operantis, 
cuius  compositionem  |  breuiter  te  doeebo.  In  primo  limite  a  dextris  dispone 
I  9  ordines  angulorum  ab  unitate  sumpto  computacionis  |  inicio  et  snper- 
pone   1.  pro  limitis  titulo  siue  nota.  |  In  seeundo  uero  limite  et  tercio,  quam- 

1.  10  diu  fuerit  |  expediens,  eosdem  caracteres  iterans  tabulam  |  potes  extendere, 
quam  extensionem  fecit  abacus,  usque  |  ad  2A  limites  numerorum.  Ego 
autem  propter  breuitatem  in  |  9  limitibus  requieui  et  super  quemlibet  posui 
suam  notam,  primo  arcui  scribens  i ,  secimdo  2  et  sie  |  usque  ad  9  arcus 
eontinue  se  habentes  et  hij  suffieiunt  |  michi  pro  declaratione  doctrin^.  tabula 
igitur  ]  quadrata  sie  disposita  per  9  in  quolibet  laterum  |  extensa  sequitur 
eius  utilitas  et  operacio  per  hunc  modum.  |  Scito  ergo  quod  quilibet  arcns 
in  deeuplo  superat  |  pr^cedentem.    Primo  addi(c)tionem  in  ea  non  est  diffi* 

I.  20  eile  I  repeiire.    Propositis  namque  numeris  addicionis,  supra  |  figuras  cuius- 


*)  pro  100  .  10  lege  10  •  100. 
**)  öj  deleatur. 
**)  ante  vocahtUum  decem  inseratur  nota  11. 
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libet  numeri  calculis  situatis  adde  |  singnlam  singulis,  arcubus  obseruatis,  et 
productum  |  signa  per  calculos  atqne  lege.  Econtrario  de  |  subtractione  agen- 
dum  I  est,  sed  de  maltiplicacione  laudabilius  opus  erit 

I  Numeris  in  mnltiplicacione  datis  ultimum  mnltiplicantis  |  in  singnlas 
multiplicandi  ducas  et  productum  pone  |  suis  arcubus  iuxta  notas  ut  in  capi- 
tulo  11^  monstratum  est,  |  figoris  per  calculos  annotatis.  Deinde  secundam 
figuram,  ||  multiplicantis:  et  si  qui  fuerint  plures  multiplicandi  |  singulas  du-  '^^ 
cere  debes  et  producta,  scitis  prius  |  suis  arcubus,  situare  et  peracta  mnlti- 
plicacione cal|culos  abice  et  lege  figuras  et  summam  multipli|cacionis  babebis. 
Esto  exemplum.  propone  dies  |  anni  qui  sunt  ßöq  per  2$K  multiplicandos,  qui 
sunt  I  partes  unius  diei,  ut  numerus  horarum  tocius  anni  artijficialiter  babea- 
tur.  Duco  2  in  3  scilicet  ultimam  |  multiplicantis  in  ultimam  multiplicandi 
et  prouenit  |  6  et  quoniam  secundus  arcus  tercium  multiplicat  iunctis  |  notis,  i-  lo 
qu9  faciunt  L|,  unitateque  dempta  remanet  |  quartus  arcus.  Ponam  ergo  6  in 
quarto  limite  |  calculo  mediante  et  inde  tenebit  sex  milia  |  ista  uice.  Deinde 
duco  iterum  2  in  6  et  sunt  |  I2,  cuius  digitum,  qui  est  2,  per  regulam  ante 
dictam  |  ponam  in  tercio  limite  articulum  sinistrando  |  in  eodem  arcu  ubi 
positus  iam  erat  6.  tunc  per  |  addicionem,  cum  sint  in  eodem  limite,  A 
exibunt  |  per  unum  calculum  designati.  Postea  duco  |  2  in  L|  et  ueniunt  i-  ^ 
lo,  cuius  cifra  situabitur  in  |  arcu  secundo,  articulo  siuistrato,  ubi  duo  nuper 

1  ponebantur,  quibus  incorporatis  solus  calculus  3  |  tenet.  Iam  ergo  duos 
calculos  habes  A300  |  denotantes.  Sicut  de  ultima  figura  multi|plicantis  in 
omnes  multiplicandi  iam  operatus  sum,  |  sie  de  alia  id  est  prima  multipli- 
cantis, cum  I  plures  modo  non  sint,  in  aliarum  singulas  |  operabor.  et  cum 
fecero  facienda  horas  anni  |  8a6o  non  dubito  prouenire  aspectis  calculis 
super  I  numeros  situatis.  Sic  igitur  sine  t^dio  et  labore  ||  potes  multiplicare  ^-  ^J 
quemlibet  numerum  per  alium  quantuscunque  |  iuerit  et  in  breui.  Sed  de 
diuisione  neminem  |  uidi  promptum  nisi  sicut  communiter  operatur.  In  bac 
tantum  |  tabula  te  poteris  exercere  actibus  iteratis.  Exemplum  |  do  tibi, 
proponantur  8a6o  per  2A  diuidendi.     sie  age.  |  caracteribus  ordinatis  deme 

2  de  8  et  de  A  et  I  potes  ter.  de  quo  nemo  nisi  tu  te  docere  potest.  et  | 
quoniam  secundus  ordo  diuidit  quartum,  adde  cum  A,  |  qui  est  maior,  notam 

.1*  et  exit  q,  a  quo  deme  minorem  |  notam,  que  est  2  et  remanet  3.  pone  i-  10 
ergo  numerum  quociens  |  scilicet  3  in  tercio  limite  calculo  conseruante. 
Deinde  |  multiplica  3,  scilicet  numerum  quociens,  per  2^  secundum  regulam 
I  tibi  datam  et  exibunt  A2  in  suis  limitibus  |  coaptatis,  quibus  demptis  ab 
8a6o  remanent  |  il|6o,  quos  iterum  per  2Ä  diuide  pari  forma  |  et  exibit 
numerus  quociens  6  in  secundo  limite  collojcandus.  quod  cum  secundus  ordo 
tercium  diuidat,  unitate  |  addicta  3,  qu^  est  nota  maior,  exit  5^,  a  quo  dempta 
I  minore  nota,  qu^  est  2,  remanent  2  pro  nota  limitis,  |  ubi  debet  senarius  i-  20 

Abb.  snx  Qesob.  der  Matbem.   Y.  10 
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collocaii.  et  de  diuidendo  re{manent  120,  quos  itemm  per  2SI  dinidas  sicnt 
prius  I  et  numeras,  quociens  erit,  L|  in  arcu  primo  notandus.  |  Inspectis  igitnr 
calculis  exit  numerus  quociens,  diuisione  |  facta,  36q.  Et  hoc  est  quod 
uoluimus  concludere  |  arte  ista.  Eis  ergo  peruigil  abacista  et  per  conti|nnuin 
exercicium  manus  operantes  per  hanc  pr§ne|nient  obloquentis.  Addidi  tantom 
sub  tabulam  |  de  solidis  et  denariis,  sed  tabula  abaci  de  libris  |  saperponatnr 
1-  so  et  inde  poteris  cum  alüs  campsoribus  |  uel  uulgaribus  per  excellentiam  com- 
putare  cum  |  pauco  calculo  numerorum. 

(ex^licU  capUidum,) 
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Die  Handschrift  C  80  der  EönigL  öfifentl.  Bibliothek  zu  Dresden  enthält 
auf  dem  ersten  Vorsetzblatt  folgende  von  Johann  Widmann  von  Eger,  dem 
früheren  Besitzer  derselben^),  geschriebene  Notiz: 

Pythagoram  Samium  virum  summe  apud  grecos  auctoritatis  scientiam 
numerorum  (quam  postea  Appulegius  Boetinsque  romanus  latinam  fecerunt) 
invenisse  sapientissimi  veterum  tradidemnt.  Id  enim  discipline  genus  gra- 
uissimus  philosophus  in  vita  humana  perutile  et  necessarium  arbitratus  est 
quod  sepenumero  accidat  homines  inter  se  res  contrahere  vendendo  emendo 
mutuando  creditum  soluendo  hac  arte  tolluntnr  errores.  hac  quid  cuique 
debeatur  facile  ostenditur  Quam  ob  rem  numerorum  disciplinam  non  modo 
oratori  sed  cuique  in  primis  saltem  literis  erudito  necessariam  censet  Quin- 
tilianus.  Nam  in  causis  illa  frequentissime  uersari  solet  in  quibus  actor  circa 
summas  trepidat.  Et  si  digitorum  incerto  atque  indecoro  gestu  computator 
dissentit  iudicatur  indoctus  Sed  quanquam  partes  omnes  scientie  que  de 
numero  tractat  dignis  laudibus  sint  omande  Illa  tamen  multis  iure  ante- 
ferri  debet  quam  regulam  falsi  appellant:  quoniam  tanta  illius  est  ezel- 
lentia  tanta  commoditas  ut  Begulis  Algobre  exeptis  in  tota  arithmetica 
que  numeralis  dici  potest  sine  alicuius  dubitatione  teneat  principatum  Que 
uero  ista  sit  et  quomodo  cognoscatur  in  sequentibus  late  clarius  apparebit. 
Da  mit  dieser  Notiz  die  Vorrede  einer  unter  dem  Titel:  Regula  Falsi 
apud  Philozophantes  Augmenti  et  Decrementi  appellata.  omnium  Begulis 
Algobre  demptis  optima^)  erschienenen  anonymen  Abhandlung  bis  auf  zwei 
unbedeutende,  in  Note  2  ersichtliche  Wortverschiedenheiten  vollständig  über- 
einstimmt, so  dürfte  die  Annahme  nicht  ungerechtfertigt  sein,  dafs  diese 
Abhandlung  eine  Arbeit  Widmanns  ist.  In  dieser  Ansicht  bestärkt  mich  der 
Umstand,  dafs  im  erwähnten  Dresdensis  ein  Stück  sich  findet,  dessen  Anfang 
grofse  Ähnlichkeit  mit  dem  der  genannten  Abhandlung  hat.  Zur  Ver- 
gleichung  setze  ich  die  beiden  Anfänge  nebeneinander. 


1)  Vergl.  mein  Programm:  Zar  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  15.  Jahr- 
hundert.   Zwickau  1887.  S.  9—10. 

2)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Batsschulbibliothek  hat  die  Signatar:  XXIV, 
XI,  5  and  besteht  aus  20  Blättern.  Die  Vorrede  dieses  Exemplars  endigt  (Bl.  1'): 
Qae  vero  ista  sit  et  qao  modo  cognoscatar  ex  sequentibus  lace  clarius  apparebit. 
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Codex  C  80  (Bl.  9). 
Scienduin  de  regula  Nucleuin 
que  secnndum  philosophos  regula 
dicitur  augmentacionis  et  diminu- 
cionis  proposito  aliquo  casu  ex 
duobus  numeris  falsis  invenire 
verum  Examinatis  enim  hijs  nume- 
ris secundum  exigenciam  casus 
tunc  vterque  aut  eicedit  summam 
expressam  aut  vterque  deficit  aut 
vnus  excedit  et  alter  deficit  Si 
vterque  excedit  vel  vterque  deficit 
idem  est  modus  scilicet  subtra- 
hendo  minorem  excessus  a  maiori 
Residuum  autem  numerum  osten- 
dit  diuisorem  Multiplica  igitur 
primum  falsum  per  excessnm  se> 
cundi  Et  secundum  numerum 
falsum  per  excessum  primi  sub- 
trab  endo  minus  productum  a  ma- 
iori Et  quod  remanserit  diuide 
per  diuisorem  Itaque  patebit  nu- 
merus verus  I  Si  vero  vnus  excedit 
et  alter  deficit  tunc  hos  numeros 
excessus  et  defectus  adde  simul 
id  est  illud  quo  vnus  excedit  sum- 
mam expressam  et  illud  quo  alter 
deficit  ab  illa  summa  adde  simul 
et  illud  erit  diuisor  Post  hoc  mul- 
tiplica vnum  numerum  falsum  per 
excessum  alterius  Et  alium  nume- 
rum falsum  per  defectum  alterius 
prioris  addendis  producta  simul 
et  hie  erit  numerus  diuidendus  | 
que  diuide  per  diuisorem  premis- 
sum  Et  patebit  numerus  verus  qui 
fuit  ignotus  et  quesitus.^) 


Begula  Falsi  (Bl.  2-2'). 
Quanquam  autem  ipsa  quam  certi  phi- 
lozophantium  non  immerito  Augmenti  et 
Decrementi  dicunt  Falsi  appellata  sit 
Regula  Quoniam  ex  duobus  numeris  fal- 
sis pro  tanto  quia  ad  placitum  positi 
practicantis.  Verus  et  quesitus  elicitur 
numerus  Augmenti  vero  et  decrementi 
eadem  dicta  est  Regula  propterea  quia 
numeri  ex  opere  practicantis  iuxta  Re- 
gule  preceptionem  procreati.  Primos  ad 
placitum  positos  excedunt  numeros:  aut 
illis  sunt  minores  Hinc  Regula  Augmenti 
et  Decrementi  dicta  est  Et  secundum 
hoc  etiam  Regula  tripartita  est  Qnoniam 
propositis  duobus  numeris  falsis  exami- 
natisque  secundum  casus  propositi  exi- 
gentiam  tunc  aut  deficiat  vterque  vel 
excedat.  Aut  vnus  illorum  excedet  et 
alter  deficiet.  Si  primis  duobus  modis 
tunc.  minor  excessus  vel  defectus  a  ma- 
iore  subtrahatur  numerus  et  relictum 
pro  diuisore  reseruatur  numero.  Quo 
facto  cruciformis  numerorum  adinuicem 
fiat  multiplicatio  hoc  modo,  quilibet 
numerus  ad  placitum  secundum  tarnen 
rei  exigentiam  positus  seorsum  in  alte- 
rius ducatur  mendatium.  et  facta  mul- 
tiplicatione.  productum  minus  a  maiore 
subtrahatur  producto.  et  relictum  si  cum 
diuisore  seruato  diuisum  fuerit  quociens 
ostendet  quesitum  et  numerum  verum. 
Si  vero  vnus  deficiat  et  alter  excedat 
addantur  simul  numeri  scilicet  excessus 
et  defectus  et  aggregatum  ipsnm.  vt 
supra  pro  diuisiore  seruatur  et  iterum  vt 
superius    factum    est    cruciformis    fiat 


1)  Hieran  reihen  sich  unmittelbar  ohne  jeden  Zwischenraum  zwei  Aufgaben 
mit  Auflösungen. 
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multiplicatio.  Ipsis  itaqne  ad  inaicem 
multiplicatis  addantur  simol  producta, 
et  aggregatum.  resemato  dinisore  ditii- 
sam.  yerum  vt  supra  ostendit  numerum 
et  qnesituiD. 
Den  Hauptteil  von  der  in  Rede  stehenden  Abhandlung  bilden  46  Beispiele; 
eins  derselben  lautet  (Bl,  20—20'):  C  Casus  aliter  procedens  Est  quedam 
linea  perpendicularis  vt  9  cadens  super  alteram  extremitatem  alterius  liaee 
vt  6.  orthogonaliter.  Prima  igitur  linea  vt  9.  scilicet  sie  fracta  vt  altera  ex- 
tremitate  eius  cadit  supra  reliquum  alterius  linee  extremum  vt  .6.  secum 
vnum  faciens  ortbogonium  et  rectum  angulum  habentem  Queritur  ergo  de 
quantitate  maioris  partis  linee  fracte  que  ypothemisa  appellatur  quantaque 
sit  pars  minor  que  cathetus  dicitur  Cum  autem  quadratum  ypothemise  in 
triangulo  orthogonio  equale  sit  duobus  quadratis.  basis  scilicet  et  catheti 
pariter  acceptis  Quare  ponatur  maior  pars  linee  fracte  scilicet  ypothemise 
vt  8  cuius  quadratus  est  64  a  quo  si  quadratus  basis  scilicet  .36.  ablatus 
fuerit  relinquitur  quadratus  catheti  scilicet  .28.  qui  tarnen  solum  1  esse 
debet  quare  .27.  superfluunt  Quare  secundo  ponatur  ypothemisa  vt  .7.  cuius 
quadratus  est  .49.  a  quo  Bß  quadratus  scilicet  basis  si  detractus  fuerit  .13. 
relinquuntur  quadratus  scilicet  catheti  qui  tamen  .4.  est  quare  9.  superfluunt 
Quare  sie  ponatur  ad  formam. 

8  plus  27  ^g 

7  plus  9 

C  Et  procedatur  secundum  regulam  et  veniunt  .6J.  quantitas  scilicet  ypo- 
themise erit  ergo  cathetus  vt  .2J  Quod  sie  ostenditur  Quia  si  quadratus  ca- 
theti. a  quadrato  numeri  iuuenti  subtractus  fuerit  relinquitur  quadratus  basis 
et  econuerso  Et  si  ambo  et  basis  et  catheti  simul  addita  fuerint  quadrata 
erit  aggregatum  equale  quadrato  ypothenise  quod  foit  probandum.^) 

An  die  Notiz,  welche  anfängt:  Pythagoram  Samium  virum  summe  apud 
grecos  auctoritatis  scientiam  numerorum  (quam  postea  Appulegius  Boetius- 
que  romanus  latinam  fecerunt)  invenisse  sapientissimi  veterum  tradiderunt, 
schliefst  sich  diejenige,  welche  in  meinem  Programm:   Zur  Geschichte  der 

1)  Dieses  Beispiel  findet  sich  fast  wörtlich  abgedruckt  in  dem  Algorithmus 
de  Integris.  Minncijs  vulgaribus  ac  proportioDibus  Cum  annexis  detri  falsi  alijsque 
Regulis.  Liptzck  1507.  Bl.  26-26'  (vergl.  auch  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie 
übersetzt  von  Sohnke.  Halle  1839.  S.  639).  Beiläufig  bemerke  ich,  dafa  der  Ab- 
schnitt des  genannten  Algorithmus,  welcher  die  Überschrift  hat:  Sequitur  Regula 
falsi  apud  Philozophantes  Augmenti  et  decrementi  appellata  |  omnium  Regulis 
Algebre  demptis  |  vtilissima  nichts  weiter  ist  als  ein  Auszug  aus  der  Regula  Falsi 
apud  Philozophantes  Augmenti  et  Decrementi  appellata.  omnium  Regnlis  Algobre 
demptis  optima. 
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deutschen  Algebra  im  15.  Jahrhundert  S.  9  gedruckt  ist.  Ebendort  ist  von 
mir  die  Vermutung  geäufsert  worden,  dafs  der  edierte  anonyme  Algorithmus 
Linealis,  welcher  beginnt:  (A)D  euitandum  multiplices  Mercatorum  errores 
et  alterius  Arithmetice  partis  difficultates  inuenta  est  quedam  alia  apnd 
Apuleium  virum  in  omni  doctrina  peritissimum  huiuscemodi  artis  speculatio 
und  schliefst:  Et  tantum  de  Radicum  extractione  et  yltima  huius  Algoritbmi 
specie  Et  per  consequens  de  toto  Algorithmo  ^) ,  von  Widmann  verfaijst  sei. 
Zu  dieser  Annahme  hatten  mich  früher  zwei  Gründe  bestimmt.  Einmal  die 
Ähnlichkeit,  welche  die  erwähnte  Notiz  mit  dem  Anfang  des  genannten 
Algorithmus  hat,  und  dann  die  Angabe  Wimpinas,  nach  der  Widmann  der 
Verfasser  einer  gedruckten  Linienrechnung  mit  den  Anfangsworten:  Ad  eri- 
tandum  multiplices  isi^  In  neuester  Zeit  habe  ich  noch  zwei  Gründe  gefun- 
den, welche  für  meine  Vermutung  sprechen.  Erstens  enth&lt  der  Algorithmus 
Linealis  mehrere  Verse,  welche  auch  die  Handschrift  C  80  hat^),  und  zweitens 
ist  er  in  Leipzig,  wo  bekanntlich  Widmann  eine  Zeit  lang  lehrte,  erschienen.^) 


1)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Batsschnlbibliothek  hat  die  Bezeichnung: 
XXIV,  XI,  5  und  besteht  ans  14  Blättern. 

2)  VergL  Gonradi  Wimpinae  Bcriptoruni  insignium  centuria  luci  publicae  tia- 
dita  a  Merzdorf.  Lipsiae  1889,  p.  60.  —  AU  Titel  des  Druckes,  der  beginnt:  Ad 
evitandum  multiplices,  ist  angegeben:  Algorithmi  lineales.  lib.  I.  Ich  habe  anfangs 
geglaubt,  dafs  lineales  ein  Druckfehler  ist.  Herr  Oberbibliothekar  0.  v.  Heinemaim 
in  Wolfenbüttel  hatte  indes  die  Güte,  mir  mitzuteilen,  dafs  im  codex  Gaelferbj- 
tanuB  22.  8.  Aug.,  der  das  Originalmanuskript  der  Wimpinaschen  centuria  enthält, 
ebenfalls  lineales  steht. 

3)  Die  betreffenden  Verse  lauten  in  dem 

Algorithmus  Linealis  (Bl.  8'- 4).  Cod.  C  80  (BI.  1). 

I  monos  .T.  quinoB  .z.  denos.  dupla  vigenos  I  monos  .v.  quinos  |  z.  denos  dnpla  vigenos 
XL.  duplatidem.  triplat  .Ix.  Iquoque  sola  zl.  duplat  idem  |  triplat  .Iz.  1  quoqne  sola 
Quinquaginta  facit.  sed  nonaginta  dat  .zc.       Quinquaginta  facit  |  sed  nonaginta  dat  zc 

C.  dat  centenos.  quadringenta  qnoque  .cd.      C.  dat  centenos.  quadringenta  quoque  cd 

D.  quoque  quingenta  sinon  fuerit  sociata      DC.  sexcenta  .M.  quoque  milia  prebet 
DC.  sezcenta  sola  .M.  quoque  milia prebet      SiC.  preit  .M.  aufert  centom  sie  scribe 
Si .  C.  preit  .M.  aufert  centum  sie  scribe  totom 

totnm  Maiori  numero  si  iunges  forte  minorem 

Hastibimillificatsubscriptaslineacunctas  Prepositus  minuit  sed  si  postponitur 
Maiori  numero  si  iungas  forte  minorem  äuget 

Prepositus    minuit   Sed    si   postponitur      Angst  in  tantum  quantnm  maior  nume- 
auget  ms  habet*) 

Äuget  in  tantum  numerus  quantum  mi- 
nor habet. 

*)  Neben  diesen  Venen  hat  Widmann  bemerkt:  Literm  qoingentoi  .D.  tibi  sola  fkcit  and 
linea  inper  illam  loripta  tibi  millifioabit. 

4)  Am  Ende  des  Algorithmus  Linealis  findet  sich  das  Signet  des  Martinas 
Herbipolensis,  der  von  1490—1612  in  Leipzig  druckte.   VergL  Hain,  Bepertorimn 
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Die  Königl.  öflfentl.  Bibliothek  zu  Dresden  besitzt  unter  dem  Zeichen: 
Mathem.  291  eine  Schrift  über  das  Rechnen  auf  den  Linien,  welche  mit  der 
unsrigen  nur  wenig  übereinstimmt.  Diese  Schrift  hat  auf  Bl.  1  den  Titel: 
Algoritmus  linealis  und  das  nachfolgende  Schema: 

Quinque  mille  milia  q  t.  tausent  mal  tausent 

Mille  milia  O-X-O tausent  mal  tausent 

Quingenta  milia  O 

Centum  milia  O — 

Quinquaginta  milia  O 

Decem  milia  O 


O  funffczigk  tausent 

—Q Czehen  tausent 

Quinque  milia  O  O  fnnff  tausent 

Mille  O X O Tausent 


funff  hundert  tausent 
hundert  tausent 


Quingenta  O 

Centum  O — 

Quinquaginta  O 

Decem  -  -O 

Quinque  O 

Vnum  -O 

Dimidium  C 


O  ftinff  hundert 

— O hundert 

O  funfitzigk 

O —  Czehen 

O  funff 

O-  Eyns 

O  eyn  halbs 


Der  Anfang  lautet  (Bl.  l'):  Quoniam  propter  multiplicem  regulanim  posi- 
tionem  alterius  aritmetrice  scientie  partis.  inuenta  est  alia  leuioris  quidem 
operationis  pars,  ab  appulegio  philosopho  industriosissimo.  ^)  de  liniarum. 
spationimque  cognitione  tractans.  linealis  dicta  calculatio  que  yt  facilior  est 
tanto  ytilior  et  ingenio  cuiuscunque  accomodatior.  Et  quemadmodum  sophiste 
quidem  interest  vt  virtutes  vocabulorum  cognoscat  ne  paraloisetur  ita  quo- 
que  mercatoris.  ac  denique  cuiuscunque  negotiatoris  in  agendis  rebus  vt 
numerandi  artem  sciat  ne  decipietur.  que  quidem  ars  fructuosissime  et  bre- 
uissime  per  algoritmum  linealem  delucidatur  Istius  autem  algoritmi  linealis 
nouem  sunt  species  scilicet  numeratio  circa  quam  eleuationem  et  resolutio- 
nem  enucliare  opportunum  erit .  additio .  subtractio .  duplatio .  mediatio  .  multi- 
plicatio .  diuisio .  progressio  et  radicum  extractio.  Darauf  folgen  Capitulum 
de  Numeratione  (Bl.  l'),  De  Additione  (Bl.  2'),  De  Subtractione  (Bl.  3'),  De 
Duplatione  (Bl.  4),  De  Mediatione  (Bl.  4'),  De  Multiplicatione  (Bl.  5),  De 
Diuisione  (Bl.  5'),  De  Progressione  (Bl.  6).  Der  Schlufs  lautet  (Bl.  6):  Ca- 
pitulum de  radicum  extractione  ad  algoritmum  integrorum  reseruabo  cuius 
species  per  ciffrales  figuras  ostenduntur  ybi  ad  plenum  de  hac  tractabitur. 


bibliographicum.    Voluminis  I  pars  I,  Stuttgartiae  et  Tubingae  1826.  S.  90.  Nr.  828 
und  Falkenstein,  Geschichte  der  Buchdrnckerkunst.    Leipzig  1840.  S.  181. 

1)  Die  Worte:  ab  appulegio  philosopho  industriosissimo  lassen  mich  ver- 
muten, dafs  die  vorliegende  Schrift  der  Algorithmus  linealis  ist,  den  Wildermuth 
(Artikel  „Rechnen**  in  Scbmid,  Encyklopädie  des  gesammten  Erziehungs-  und  Unter- 
richtswesens. 6.  Band,  Gotha  1867.  S.  733.  736)  anführt. 
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Dann  folgt  der  Druckvermerk:  Impressum  Liptzk  per  melchiorem  Lotter. 
Anno,  et  cetera.^)  Der  vorliegende  Algoritmus  linealis  hat  zweifellos  die 
Grundlage  zu  dem  von  Heinrich  Stromer  gebildet.^)  Um  dies  augenschein- 
lich zu  machen,  setze  ich  den  Abschnitt  de  Progressione  aus  beiden  Schriften 
vollständig  hierher.    Man  liest  im 

Algoritmus  linealis  von  unbe-  Algorithmus  linealis  des  Heinrich  Stromer 
kanntem   Verfasser  (Bl.  6   des  (Bl.  6' — 7  der  Ausgabe  von  1504). 


Dresdner  Exemplars). 
De  Progressione. 
Et  quia  in  omni  progressione 
aritmetrica  ex  additione  primi 
cum  vltimo  excrescit  vel  nume- 
rus par  aut  impar.  Si  par  tunc 
medietas  illius  paris  multipli- 
cetur  (penes  capitulum  supra 
dictum)  in  nnmerum  locorum 
et  productum  ostendit  summam 
progressionis.  Si  autem  impar 
tunc  medietas  locorum  multi- 
plicetur  in  vltimum  aggregatum 
vt  patebit  summa  progressionis 
et  in  exemplo 


3 

Exemplum  4 

de  pari        5 

6 

7 


10 


1 
2 
3 

Exemplum  4 

de  impari   5 

9 

7 


Octaua  species. 
Progressio  est  plurium  numerorum  secnn- 
dum  equales  excessus  sumptorum  in  vnam 
summam  reductio  |  In  omni  progressione 
Arithmetica  ex  additione  primi  cum  vltimo 
excrescit  vel  numerus  par.  vel  impar.  Si 
par  tunc  medietas  illius  paris  multiplieetm 
penes  capitulum  de  multiplicatione  |  in  nu- 
merum  locorum  et  productum  ostendit  tibi 
summam  progressionis  Si  vero  impar  tunc 
medietas  locorum  multiplicetur  in  vltimum 
aggregatum  vt  pateat  summa  progressionis: 
proba.  Si  omnes  numeri  in  progressione 
ordine  a  producto  subtractionis  mors  equa- 
liter  surgunt  |  inercie  non  accusaris  Cuins 
quidem  rei  tam  de  pari:  quam  impari  na- 
mero  sume  exemplum. 

1  1 

2  2 

3  3 

4  4 


1)  ünger  (Die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik.  Leipzig  1888.  S.  43)  liest 
irrtümlich :  Impressum  Lipzik  per  melchiorem  Lotter  Anno  XC.  Über  meine  Les- 
art vergleiche  auch  Hain,  Repertorium  bibliographicum.  Yoluminis  I  pars  I.  S.  90. 
Nr.  830.  Da  nach  Falkenstein  (Geschichte  der  Buchdruckerkunst  S.  181)  Melchior 
Lotter  von  1497  an  in  Leipzig  druckte,  so  kann  der  in  Frage  stehende  Algoritmus 
linealis  nicht  vor  1497  erschienen  sein. 

2)  Der  Algorithmus  linealis  des  Heinrich  Stromer  wurde  gedruckt  1604  (vgl. 
auch  Drobisch,  De  loannis  Widmanni  Egerani  compendio  arithmeticae  mercato- 
rum.  Lipsiae  1840,  pag.  5),  1510  (vergl.  Catalogue  de  la  biblioth^ue  scientifique, 
historique  et  littäraire  de  feu  M.  Michel  Chasles.  Paris  1881.  S.  204.  Nr.  1940), 
1612,  1514,  1620  (vergl.  Denis,  Wiens  Buchdruckergeschicht  bis  M.D.LX.  Wien 
1782,  pag.  78.  116.  211).  Eine  neue  Ausgabe  ist  von  Günther  (Prag  1880)  ver- 
anstaltet worden. 
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8 


10 


5  Multiplicana       4  Multiplicans 
9  Maltiplicandus  9  Multiplicandus 
X ^ X 


O 
-OOOO 


oooo 
o 


o 
oooo- 


Exemplnm  5 
de  pari        6 
7 
8 
9 
5  Multiplicans 
9  Maltiplicandus 
X X 


Exemplum  6 
de  im  pari    6 

7 
8 

4  Multiplicans 
9  Multiplicandus 
X 


•••• 


C  Aliud  exemplum  |  Volens  scire  quot 
ictus  facit  tintinabulum  ad  campanam  si- 
gnando  a  prima  hora  vsque  ad  .i2.  Junge 
extrema  faciunt  .13.  que  multiplica  per 
medietatem  positionem  scilicet  per  .6.  fa- 
ciunt .78.  tot  ergo  ictus  facit  signando 
horas. 

Bemerkt  sei  noch,  dafs  in  das  Dresdner  Exemplar  des  fraglichen  Algoritmus 
linealis  eine  alte  Hand  manches  von  dem  eingetragen  hat,  was  Stromers  Text 
mehr  enthält. 

Das  erste  gröfsere  Stück  der  Handschrift  C  80  umfafst  Vorder-  und 
Bückseite  von  einem  losen  Blatt,  welches  mit  226  bezeichnet  ist,  und  Bl.  1' 
— 5^  Es  ist  die  Arithmetik  des  Johannes  de  Sacrobosco.  ^)  Dieselbe  beginnt 
ohne  Titel:  (O)Mnia  que  a  primeua  rerum  origine  processerxmt  ratione  nu- 
meri  uel  numerorum  formata  sunt  und  schliefst:  Et  hec  de  Badicum  ex- 
tractione  sufQcixmt  tarn  in  numeris  Cubicis  quam  Quadratis.  Widmann  hat 
gewufst,  dafs  das  Manuskript  von  Johannes  de  Sacrobosco  verfafst  ist.  Denn 
er  hat  am  Rande  bemerkt:  huius  libri  ....  duplex  est  scilicet  Mediata  et 
immediata.  Immediata  fuit  quidam  philosophus  arabicus  nomine  algus  Sed 
Mediata  fuit  Johannes  de  Sacrobusco  |  qui  hanc  artem  de  arabico  in  latinum 
transtulit  et  compilauit  (Bl.  226').  Aufser  dieser  Note  sind  von  Widmann 
dem  Manuskript  noch  andere  Noten  hinzugefügt  worden.    Aus  letzteren  läfst 


1)  Die  Arithmetik  des  Johannes  de  Sacrobosco  wurde  zam  erstenmal  1488 
gedruckt.  Die  bisher  bekannten  Exemplare  dieses  Druckes  findet  man  angegeben 
bei  Favaro  (Intorno  alla  vita  ed  alle  opere  di  Prosdocimo  de'  Beldomandi  im  Bul- 
lettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.  Tomo  XII, 
pag.  126—127).  Diesen  Exemplaren  liefse  sich  das  Exemplar  anreihen,  welches 
unsere  Bibliothek  unter  dem  Zeichen:  XXIV,  X,  22  aufbewahrt. 
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sich  schliefsen,  dafs  Widmann  der  Verfasser  des  gedmckten  anonymen  Algo- 
rithmus Integronun  Cum  Probis  annexis  ist.*)  Nach  dem  Anfang:  (Q)Vo- 
niam  omnia  quecunque  a  primeua  rerum  natura  constmcta  sunt  numeromm 
videntur  ratione  formata,  der  bis  auf  das  erste  Wort  aus  des  Boetius  Arith- 
metica  entlehnt  ist^),  heifst  es  in  dem  genannten  Algorithmus:  Quia  numerus 
Boetio  teste  principale  in  animo  conditoris  fuit  exemplar  Deus  enim  vt  Eccle- 
siastes  dicitur  .11.  omnia  in  mensura  numero  et  pondere  fecit  et  creauit 
(Bl.  2).  Zwischen  der  ersten  und  zweiten  Zeile  (Bl.  226')  hat  Widmann  be- 
merkt: quia  numerus  in  animo  conditoris  principale  fuit  exemplar  Boe.  ibidem 
und  auf  dem  Bande:  ecclesiastes  11^  Deus  omnia  in  mensura  numero  pon- 
dere fecit  et  creauit.  Dann  liest  man  im  Algorithmus  Integronun:  Et  quia 
vt  Arestoteies  dicit  secundo  methaphisice  Quemadmodum  res  sunt  sie  et 
cognosci  habent  (Bl.  2).  Zwischen  der  zweiten  und  dritten  Zeile  (BL  226^) 
steht  von  Widmanns  Hand:  ut  dicit  aristoteles  secundo  methaphisice;  die 
Worte:  Quemadmodum  res  sunt,  sie  et  cognosci  habent  finden  sich  im  Texte. 
In  dem  Algorithmus  Integrorum  ist  weiter  zu  lesen:  In  alijs  nanque  scientijs 
dum  certitudo  veritatis  inquiritur:  ambiguitatis  diuersitas  inuenitur.  et  dum 
ad  scientie  veritatem  laboramus  in  profundiorem  dubitationis  incidimus  labo- 
rintum  (Bl.  2).    Hiermit  stimmt  folgende  von  Widmann  geschriebene  Notiz 


1)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Eatsschulbibliothek  hat  die  Signatar:  XXIV, 
XI,  5  and  besteht  aus  12  Blättern. 

2)  Die  Arithmetik  des  Boetius  erstreckt  sich  in  der  Handschrift  0  80  von 
Bl.  24—71'.  Der  Anfang  derselben  lautet:  (D)Omino  patricio  Simacho  Boecins  In 
dandis  et  accipiendisque  muneribus  ita  recta  officia  inter  eos  precipue.  que  seae 
magnifaciunt.  estimantur.  si  liquido  constabit  nee  ab  hoc  aliad  quod  liberalios 
offerret.  inventum.  nee  ab  illo  nnnquam  quod  iucundias  beniaclencia  complecte- 
retur  acceptum  und  der  Schlafs:  huius  autem  descripcionis  exemplar  adieoimns. 
Das  Manuskript  scheint  Widmanns  Arbeitsexemplar  gewesen  zu  sein.  Ich  glaube 
dies  aas  dem  Umstände  schliefsen  za  dürfen,  daÜB  Widmann  manches  korrigiert 
hat.  So  hat  er  gleich  in  den  Anfangsworten  recta  durch  recte,  offerret  durch 
afferret  und  nunquam  durch  unquam  yerbessert.  Yon  der  Ausgabe,  welche  1488 
in  Venedig  erschienen  ist,  weicht  das  Manuskript  nur  unerheblich  ab.  —  Ein  zwei- 
tes Stück  der  Handschrift  G  80,  welches  über  theoretische  Arithmetik  handelt, 
befindet  sich  auf  Bl.  11 — 19.  Es  ist  die  Arithmetik  des  Johannes  de  Muris.  Der 
Anfang  derselben  lautet:  Nvmerus  est  duplex  scilicet  mathematicus  |  qui  dicitur 
numerus  numerans  |  et  naturalis  qui  dicitur  numerus  nameratus  und  das  Ende: 
Nam  sicut  se  habent  6  ad  9  ita  8  ad  12  scilicet  in  sesquialtera  proporcione  Et 
tantum  de  arithmetica  communi  Magistri  lohanni  Muris  |  extracta  ex  arithmetica 
bohecij  |  qaam  boecius  transtulit  de  greco  in  latinum  Ex  arithmetica  Nicomaci 
patre  aristotelis  qui  nicomacus  arithmeticam  in  greco  composuit.  Widmann 
scheint  das  Mauuskript  fleifsig  benutzt  zu  haben.  Dafür  sprechen  die  vielen  Noten, 
die  er  demselben  beigefügt  hat.  Mit  den  Ausgaben  aus  den  Jahren  1615  and 
1538  stimmt  das  Manuskript  fast  völlig  überein. 
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überein:  In  alijs  namque  ....  dum  certitudo  ueritatis  inqairitur  ambiguitatis 
diuersitas  invenitur  et  dum  ad  scientie  ueritatem  laboramus  in  profiindiorem 
dubitationis  incidimus  laborinthum  (BL  226').  Zar  weiteren  Vergleichung 
teile  ich  aus  dem  Drucke  und  der  Handschrift  noch  folgendes  mit. 


€  Est  autem  Ars  numerandi  vt  Con- 
siiiator  .15.  particula  probleumatum 
refert  commento  tertio  Recta  nume- 
rorum  ratio  (BL  2). 

Numerus  vero  vt  Boe.  dicit  in  primo 
Arithmetice  et  Euclides  in  principio 
septimi  elementorum.  est  multitudo 
ex  vnitatibus  profusa  (BL  2). 

Hinc  Aristoteles  .10.  methaphisice 
dicit  Numerus  est  vna  mensurata 
multitudo  (BL  2). 


Quare  vnitas  secundum  Boe.  in 
pi-incipio  Arithmetice  est  principium 
numeri  et  potentia  omnis  numerus 
(Bl.  2). 


Bene  dicit  ergo  Euclides  vbi  snpra. 
quod  vnitas  est  qua  vnaqueque  res  se 
sola  vna  dicitur  (Bl.  2). 


secundum  lordonium  circa  prin- 
cipium sue  Arithmetice.  vnitas  est  rei 
esse  per  se  discretio  (Bl.  2'). 

Alia  autem  diuisione  et  generali 
numerus  in  tria  scinditur  membra. 
quam  etiam  petrus  de  Ebano  tangit. 
.15.  particula  probluematum.  com- 
mento tertio  dicens  Numerorum  alius 
digitus  Alias  articulus  Alius  compo^ 


Bemerkung  von  Widmann:  ars  nu- 
merandi est  recta  numerorum  ratio, 
petrus  de  Ebano  super.  15**  particula 
probleumatum  aristotelis  probleumate 
tertio  (BL  226'). 

Der  Text  hat  (BL  226'):  numerus 
est  multitudo  ex  vnitatibus  profusa. 
Hierzu  ist  von  Widmann  bemerkt:  ut 
dicit  Boe.  in  primo  Arithmetice  und 
ut  dicit  Eucli.  in  principio  septimi. 

Zwischen  der  13.  und  14.  Zeile 
(BL226')  steht  von  Widmanns  Hand: 
qui  est  vna  mensurata  multitudo  .10. 
methaphisice.  qui  steht  über  nimierus ; 
numerus  gehört  in  den  Text. 

Zwischen  der  16.  und  17.  Zeile 
(BL  226')  liest  man  von  der  Hand 
Widmanns:  que  est  principium  numeri 
et  potentia  omnis  numeri  Boecius. 
que  steht  über  vnitas;  vnitas  gehört 
in  den  Text. 

Der  Text  hat  (Bl.  226'):  Vnitas 
autem  est  qua  vnaqueque  res  se  sola 
vna  dicitur.  Hierza  ist  von  Widmann 
bemerkt:  ut  dicit  Euclides  in  prin- 
cipio septimi. 

Notiz  von  Widmann :  Vnitas  secun- 
dum lordanum  in  principio  arithme- 
tice est  rei  esse  per  se  discretio 
(BL  226'). 

Im  Texte  heifst  es  (BL  226'):  Nu- 
merorum alius  Digitus,  alius  Articu- 
lus. alius  numerus  compositus  €  Di- 
gitus quidem  est  omnis  numerus 
minor  denario  C  Articulus  est  omnis 
numerus  diuisibilis  in   decem  partes 
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sitns  siue  mixtus.  Digitas  est  omnis  equales:  ita  quod  nihil  sit  residanm 
numerus  sub  denario  contentus  Arti-  neque  diminutum  €  Compositns  sine 
culus  vero  est  omnis  nmnems  qui  mixtus  est  qui  constat  ex  digito  et 
potest  in  decem  diuidi  partes  equales  articulo.  Widmann  hat  dazu  bemerkt: 
nuUo  existente  superfluo  Numerus  ut  dicit  Consiliator  super  arestotelem 
autem  compositns  constat  ex  digito  in  probleumatibus. 
et  articulo  (Bl.  4). 

Dafs  der  Algontbmus  Integrorum  Cum  Probis  annexis  eine  Widmannsche 
Schrift  ist,  wird  durch  das  Zeugnis  Wimpinas  zur  GewiTsheit.^)  Danach  ist 
von  Widmann  ein  (Algorithmus)  Integrorum  cum  probis  im  Druck  erschienen, 
der  beginnt:  Quoniam  omnia  quaecunque.') 

1)  Vergl.  Conradi  Wimpinae  scriptorum  insigniam  centuria  luci  pablicae 
tradita  a  Merzdorf  paj;^.  50. 

2)  Bei  AbfasBUDg  des  Algorithmus  Integrorum  Cum  Probis  annexis  konnte 
Widmann  neben  der  Arithmetik  des  Johannes  de  Sacrobosco  noch  das  Rechen- 
buch des  Johannes  de  Sevilla  benutzen.  Davon  befindet  sich  in  der  Handschrift 
C  80  ein  Fragment.  Dasselbe  hat  die  Überschrift  (Bl.  129):  Incipiunt  Begule  de 
Algorismo  Prolagus  und  beginnt:  (Q)Yi8qui8  iu  4  Matheseos  disciplinis  efficacius 
uult  proficere.  numerorum  raciones  prius  studeat  apprehendeie  und  schliefst 
(Bl.  134):  Ytrum  autem  bene  diuiseris  sie  probabis  id  quod  exierit  de  diuisione 
scilicet  excogitatos  suprapositos  numeros  quotquot  sint  multiplica  in  dioidentem 
et  adde  si  forte  aliquid  remansit  ex  diuidendo  et  si  ex  multiplicacione  eonim  cum 
addicione  istius  prouenerit  primus  diuidendus  numerus  bene  diuisisti  aliier  enim 
Si  autem  ex  diuidendo  nihil  remansit  nisi  sola  multiplicacio  priorum  sufficit  ad 
reddendum  priorum  numerum  diuidendum.  Item  de  diuidendo  9  serua  pro  nota. 
deinde  post  diuisionem  similiter  de  diuidente  subtractis  9  quociens  poteris.  Si 
autem  ipsos  9  serua  pro  nota  Similiter  fac  in  eo  qui  exiuit  de  diuisione  Deinde 
notam  diuidentis  et  eins  quod  exiuit  de  diuisione  in  se  multiplica  et  eomm  mul- 
tiplicacione notam.  numeri  qui  si  forte  ex  diuidendo  remansit  ad  instar  priorum 
inuentam  aggrega  et  ex  numero  quod  multiplicacione  notarum  et  alterius  aggre- 
gacione  prouenerit.  subtractis  9  quociens  poteris.  Sin  nota  prima  diuidendi  pro- 
ceseerit.  bene  diuisisti.  Sin  autem  non  Item  nota  quod  quociens  aliquem  numerum 
in  alium  multiplicaueris  et  quod  ex  eorum  multiplicacione  prouenerit  per  ipsum 
quem  multiplicasti  diuisis.  ex  diuisione  ipse  tarnen  exibit  quoniam  prius  multi- 
plicasti  Yerbi  gracia.  Si  duo  multiplico  in  10  proueniunt  20.  Hos  autem  20.  si 
per  10  diuisero  reddunt  2  et  sie  de  ceteris.  Post  hoc  autem  notandum  est  quia 
quilibet  numerus  in  quemlibet  potest  multiplicari.  in  diuisione  vero  nunqoam 
nisi  maior  in  minorem  potest  diuidi  Quia  enim  diuidendus  numerus  eciam  multi- 
plicatus  debet  a  diuidendo  detrahi  uel  parificari.  et  impossibile  est  per  maiorem 
uel  equalem  aliquem  numerum  posse  diuidi;  et  cetera.  Das  Manuskript  reicht 
bis  zu  dem  Abschnitt  De  fraccionibus  numerorum  der  Druckausgabe.  Ein  zweites 
Fragment  des  Rechenbuches  des  Johannes  de  Sevilla  ist  enthalten  im  cod.  Ampi. 
Q  356  und  zwar  von  Bl.  85—116.  Dasselbe  beginnt  nach  zweimaligem:  Assit  prin- 
cipio  sancta  maria  meo  mit  den  Worten:  Quisquis  in  quatuor  matheseos  diacipli- 
nis  efficatius  uult  proficere  numerorum  raciones  primum  studeat  apprehendere  und 
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Auf  Bl.  135—136  enthalt  die  Handschrift  C  80  unter  dem  Titel:  Se- 
quitar  de  phisicis  eine  Abhandluug  über  die  Sexagesimalrechnnng.  Dieselbe 
ist  von  Widmann  eigenhändig  im  Jahre  1488  geschrieben.^)  Mit  ihr  stimmt 
der  edierte  anonyme  Algorithmus  Miniitiaram  Phisicamm  in  vielen  Stücken 
überein.  ^)  Zar  Vergleichung  teile  ich  einige  Stellen  aus  dem  Manuskripte 
und  dem  Drucke  mit. 


(C)Irculu8  obliquus  qui  signifer 
nuncupatur  diuiditur  in  6  Signa  phi- 
siea  quorum  quodlibet  valet  duo  com- 
munia  quorum  quodlibet  habet  30 
gradus.  Gradus  autem  diuiditur  in 
60  minuta.  quodlibet  minutum  in 
60.  secunda.  Quodlibet  secundum  in 
60  tertia  et  sie  procedendo  usque  quo 
placet  Sic  est  in  tempore  quod  Annus 
diuiditur  in  365  dies  si  est  communis 
Et  hij  vocantur  prima  in  Astronomia 
quorum  60  faciunt  vnum  secundum. 
60  autem  secunda  faciunt  vnum  ter- 
tium  .60.  tertia.  vnum  quartum.  et 
sie  habent  se  contrario  modo  prece- 
dentibus.  Quod  autem  primum  diui- 
ditur in  60.  minuta  dierum.  uel  alia 
diuisione  in  24  horas.  Et  quodlibet 
minutum  in  60  secunda  diei.  secun- 
dum in  60.  tertia  diei  et  sie  con- 
sequenter.  Sic  quelibet  hora  diei  par- 
titur  in  60  minuta.  ita  tamen  quod 
minuta  sint  minora  minutis  dierum 
£t  quodlibet  minutum  in  60  secunda 
höre,    et  sie  de   alijs    Et  inter  illa 


Circulus  igitur  obliquus  qui  signi- 
fer nuncopatur  in  sex  phisica  diuidi- 
tur Signa,  quorum  quodlibet  duo  valet 
communia  Et  illorum  vnumquodque 
in  .30.  subdiuiditur  gradus.  quorum 
quilibet  in. 60.  minuta.  quorum  quod- 
libet in  .60.  secunda  et  quodlibet 
secundum  in  60.  tertia  Et  vnumquod- 
que tertium  in  .60.  quarta  et  sie  pro- 
cedendo vsque  quo  placet  Sic  et  de 
tempore.  Quia  annus  communis  in 
.365.  diuiditur  dies,  qui  prima  in 
Astronomia  vocantur.  quorum  .60. 
vnum  faciunt  secundum  60.  autem 
secunda  vt  supra  vnum  faciunt  ter- 
tium .et  .60.  tertia  vnum  quartum 
et  sie  de  alijs  Sicut  autem  primum 
in  .60.  dierum  diuiditur  minuta  vel 
alia  diuisione  in  .24.  horas  Sic  que- 
libet hora  diei  in  .60  subdiuiditur 
minuta  Ita  tamen  vt  minuta  horarum. 
minutis  dierum  sint  minora.  et  quod- 
libet minutum  in  60.  secunda  höre 
et  sie  de  alijs  Et  inter  illa  quedam  di- 
cuntur  integra  sicut  sunt  Signa  gradus 


endigt:  Cum  ergo  de  .7.  residuo  äquale  acceperis  id  est  tribus  necesaario  4  re- 
manent.  Von  der  Edition  umfafst  die  Handschrift  S.  1—108.  Erwähnt  sei  noch, 
dafs  das  zweite  Fragment  nach  der  Subscriptio:  £xplicit  Über  algorismorum  et 
omnium  fraccionum  in  numeris  translatus  ex  arabico  a  magistro  .Gr.  cremonensi 
von  Gerhard  von  Cremona  aus  dem  Arabischen  ins  Lateinische  übertragen  ist. 

1)  Die  letzten  Worte  sind:  Et  sie  est  finis  in  die  Lune:  88  post  crucis. 

2)  Das  EIxemplar  der  hiesigen  Ratsschalbibliothek  hat  die  Bezeichnung: 
XXIV,  XI,  6  und  besteht  aus  6  Blättern.  Der  Anfang  dieses  Exemplars  lautet 
(Bl.  2):  (Q)Vanquam  de  Minntiarum  vulgarium  consideratione  in  superioribns  satis 
diligentium  lectorum  indagationi  explanatum  sit. 


Digitized  by 


Google 


-^     160     - 


Quedam  dictintar  Integra  Sicut  Signa. 
Alia  dicuntur  fractiones  sicut  Minnta. 
secunda.  tertia  et  cetera  Qaoniam 
autem  hec  in  opere  praxis  astrorum 
scientie  creberrime  et  ferme  semper 
occurnint  Ideo  dicere  de  eorum  Ad- 
ditione  adinuicem  et  Subtractione  ab 
Inoicem  alijsque  modis  in  hoc  opere 
fractionum  phisicarum  est  dicendum 
(Bl.  135). 

Sunt  autem  8  species  huius  scilicet 
Reductio.  Sutractio  Additio.  Mediatio. 
Duplatio.  Multiplicatio.  Diuisio  et  ra- 
dicum  extractio  tarn  in  numeris  Cu* 
bicis  quam  quadratis  (Bl.  135). 

(E)St  igitur  Reductio  numerorum 
diuerse  denominationis  sub  eodem  col- 
latio  (Bl.  135). 

(A)Dditio  est  diuersorum  numero- 
rum fractiones  diuersas  continencium 
ad  inuicem  aggregatio  (Bl.  135). 

(S)Vbtractio  est  datis  numeris  frac- 
tionum maiorum  ad  minorem  exessus 
inventio  (Bl.  135')- 

(D)Vplatio  est  numeri  fractionum 
ad  se  inuicem  aggregatio  (Bl.  135'). 

(M)Ediatio  est  numeri  propositi 
fracti  tantum  medietatis  inventio 
(BL  135'). 

(M)Vltiplicatio  est  ex  duobus  nu- 
meris in  se  ductis  tertij  inventio  qui 
tociens  continet  alterum  quot  vnitates 
sunt  in  reliquo  licet  denominatio  va- 
rietur  (Bl.  136). 

(D)Iuisio  est  datis  duobus  numeris 
in  tot  partes  distributio  quot  minor 
continet  licet  denominator  uarietur 
(Bl.  136). 

(R)Adicem  extrahere  est  sub  pro- 
posito    numero    alium    invenire    qui 


Alia  vero  integromm  partes  qne  mi- 
nutie  appellantnr  Sicut  sunt  minata 
secunda  tertia  et  cetera  Et  quia  iste 
in  opere  praxis  astrorum  scientie  cre- 
berrime occurrunt  Quare  de  eorum 
ad  inuicem  additione  alijsque  modis 
in  hoc  opere  minutiarum  scHicet  phi- 
sicarum dicendum  (Bl.  2). 


Sunt  autem  huius  Algorithmi  sicut 
et  precedentis  octo  species  seilicet 
Reductio  Additio  Subtractio  Duplatio 
Mediatio  Multiplicatio  Diuisio  et  Ba- 
dicum  extractio  (Bl.  2 — 2*). 

(E)St  igitur  Reductio  vt  supra 
tactum  est  numerorum  diuerse  deno- 
minationis ad  eandem  coUatio  (BL  2^). 

(A)Dditio  est  diuersorum  numero- 
rum minutias  diuersas  continentium 
ad  inuicem  aggregatum  (BL  3). 

(S)Vbtractio  est  datis  numeris  frac- 
tionum maiorum  ad  minores  excessus 
inuentio  (BL  3'). 

(D)Vplatio  est  minutiarum  ad  se 
inuicem  aggregatio  (Bl.  4). 

(M)Ediatio  est  minutiarum  propo- 
sitarum  medietatis  tantum  inuentio 
(BL  4'). 

(M)Vltiplicatio  est  ex  duobus  nu- 
meris in  se  ductis  tertij  inuentio  qui 
tociens  continet  alterum  quot  vnitates 
sunt  in  reliquo  licet  denominatio  va- 
rietur  (Bl.  5). 

(D)Iuisio  est  propositis  duabus 
quantitatibus  maioris  in  tot  partes 
distributio  quot  minor  continet  vni- 
tates licet  denominator  varietur(BL  ö'). 

(R)Adicem  extrahere  est  sub  pro- 
posito    numero    alium   inuenire   qui 
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semel  uel  bis  in  se  duetos  qni  fuerit  semel  vel  bis  in  se  ductus  propositom 
propositas  resultabit  si  uerus  fiierit  primo  producit  Si  quadratus  fuerit 
Cubicus  uel  quadratus  (Bl.  136).  vel  cubicus  (Bl.  5'). 

Diese  Übereinstimmung  veranlafst  mich  zu  behaupten,  dafs  der  Algorithmus 
Minutiarum  Phisicarum  von  Widmann  verfafst  ist.  Bestätigt  wird  meine 
Behauptung  von  Wimpina.*)  Bei  diesem  liest  man,  dafs  von  Widmann  ein 
(Algorithmus)  Minutiarum  Physicarum  gedruckt  worden  ist,  welcher  anfängt: 
Qaanquam  de  minutiarum  vulgarium.^) 


1)  Vergl.  Gonradi  Wimpinae  scriptorom  insignium  cenfcaria  luci  publicae  tra- 
dita  a  Merzdorf  pag.  60. 

2)  Vier  Stücke  der  Handschrift  C  80  handeln  von  dem  Rechnen  mit  Sexa- 
gesimalbrüchen   und   gemeinen    Brüchen.     Das    erste    der    vier   Stücke    umfafst        * 
Bl.  157'— 166  und  ist  vermutlich  ein  Fragment.    Es  hat  den  Titel:  De  Diaersitate 
fraccionnm  und  beginnt:   (Q)Voniam  in  precedentibus  freqaenter  contingit  qnod 
quantitas  qnantitati  additur  vel  ab  ea  subtrahitur  et  vna  per  aliam  multiplicatur 

vel  dioiditur  Sed  et  radicum  extractio  necessaria  est  quandoqne.  et  hec  fiunt  pre- 
cipue  in  qnantitate  temporis  et  circuli  celestis  und  schliefst:  non  est  antem  mi- 
randum  quod  maior  est  numerus  radicis  quam  quantitatis  cnius  est  radix  hoc 
enim  accidit  in  fraccionibus  sed  non  in  integris  Radix  enim  per  multiplicacionem 
queritur  sed  in  multiplicacione  integra  crepcunt  fractiones  vero  decrescunt  quan- 
titate  licet  eorum  numerus  augeatur  sicut  habitum  fuit  supra  Et  hec  de  compu- 
tacione  fraccionum  sufficiant.)  Laus  deo.  Das  zweite  der  vier  Stücke  beginnt  mit 
den  Worten  (Bl.  177):  (D)Ei  omnipotentis  gloriosi  et  sublimis  sancto  Spiritu  In- 
uocato  sine  quo  nnllum  rite  fundatur  exordium:  qui  cum  deo  patre  et  filio  Idem 
est  et  diuersus  pariter  procedens  ab  ntroque  &actionum  tractatu  Inchoans  Dico 
quod  Minucia  nihil  aliud  est  quam  pars  respectu  sui  ad  totum  considerata  und 
endigt  (Bl.  181):  C  Obsecro  uero  lectores  auditoresque  huius  opusculi  Si  qui  fue- 
rint  vt  si  alicubi  Somnus  ignorantie  aliquis  me  arripuerit  ut  parcentes  mihi  cau- 
sis  pluribus  que  minus  bene  dicta  fuerint  corrigant  et  emendant:  quia  melius  est 
multo  plus  falsitatem  corrigere  quam  palliatam  eandem  sustinere  De  bene  dictis 
autem  laudent  spiritum  veritatis  a  quo  procedit  omnis  veritas  prolata  a  quocun- 
que  Placeat  deo  altissimo  omnium  creatori  ut  omnia  premissa  dicta  sint  ad  ipsius 
qui  vnuB  et  trinus  est  gloriam  et  honorem  atque  Matris  sui  filij  gloriosi  Et  ad 
instructionem  tholose  studentium  sufficiat  hec  dixisse  vt  tandem  cum  anime  fue- 
rint egresse  corpora  valeamus  paradisi  gaudium  obtinere  alme  meritis  redemptoris 
Amen.  Von  dem  Verfasser  dieses  Stückes  werden  citiert  Jordanns,  Campanus  und 
Bichardus  Anglicus.  Das  dritte  der  vier  Stücke  beginnt  ohne  Titel  (Bl.  182): 
(M)lnntiam  siue  fractionem  nihil  aliud  dicimus  quam  partem  consideratam  in 
respectu  partis  ad  totum  und  schliefst  (Bl.  186'):  Prima  antem  Multiplicatio  faciet 
tertia.  secunda.  quarta.  Et  sie  deinceps  Explicit  secnndus  liber  de  Minutijs  lor- 
danj.  Dieses  Stück  ist  ein  Fragment.  Der  liber  primus,  der  wahrscheinlich  de 
integris  handelt,  fehlt  vollständig.  Bemerkt  sei  noch,  dafs  die  beiden  letzten 
Stücke  einige  Ähnlichkeit  mit  dem  zweiten  Teil  des  Algorithmus  demonstratus 
(Norimbergae  1534)  haben  und  von  Widmanns  Hand  geschrieben  sind.   Das  letzte 

Abb.  zur  Gesoh.  der  Mathem.   V.  11 
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Von  Bl.  191 — 195  erstreckt  sich  in  der  Handschrift  C  80  eine,  wie  es 
scheint,  noch  ungedruckte  Schrift  über  Proportionen.    Dieselbe  ist  ohne  An- 


der vier  Stücke  beginnt  mit  den  Worten  (Bl.  280):  (M)Odum  representacionis 
minuciarum  vulgariam  et  phisicarum  proponere.  Qaia  in  fraccionibus  duo  nomeri 
Bunt  necessarjj  Scilicet  numerus  numerans  et  numerus  denominans  und  endigt 
(Bl.  285'):  tamen  non  posui  plures  quia'ista  ad  propositum  nostrmn  snf&ciimt. 
Dann  folgt  das  Explicit:  Minuciarum  Algorithmus  Explicit.  Handschriften  diesiis 
Stückes  giebt  es  noch  mehrere;  hier  nur  diejenigen,  welche  den  Namen  des  Autors 
enthalten: 

1.  Manuskript  der  König] .  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München  mit  der 
Signatur:  Cod.  lat.  14684.  Dasselbe  beginnt  ohne  Titel  (Bl.  22):  Modum  repre- 
sentacionis  minuciarum  volgarium  et  phylosophicarum.  proponere  intendimns  quia 
in  fraccionibus  duo  sunt  numeri  scilicet  numerus  numerans.  et  numeros  deno- 
minans und  schliefst  (Bl.  29'):  tamen  non  posui  plures  quia  ista  ad  propositom 
nostrum  sufficient  minuciarum.  volgarium  et  phylosophicarum.  et  cetera.  Dann 
folgt  die  Subscriptio:  Explicit  liber  de  minucys  anno  domini  M<>c<'c<'c*'lvj*».  in 
vigilia.  nativitatis.  domini.  a  magistro  lohanne  de  Linerijs  astronomo  egregio 
edituB. 

2.  Manuskript  der  nämlichen  Bibliothek  mit  der  Signatur:  Cod.  lat.  11067. 
Dasselbe  hat  den  Titel  (BL  160):  Item  incipit  algorismus  de  minucijs  magistri 
lohannis  de  linerijs  und  beginnt:  Modum  representacionis  minuciarum  vulgarium 
et  phisicarum  proponere  quia  in  fractionibns  sunt  duo  numeri  scilicet  nnmeros 
numerans  et  numerus  denominans  und  endigt  (61.  166):  tamen  non  posai  plures 
quia  ille  ad  propositum  nostrum  sufEiciunt.  Dann  folgt  das  Explicit:  Explicii 
tractatuB  de  minucijs  editus  per  magistrnm  lohannem  de  linerijs  et  scriptns  per 
fratrem  theodericum  ruffi  ordinis  minorum  in  gronenbarch  anno  domini  M^gccc^xItüj 
die  xxyiij  mensis  marcij  et  cetera. 

3.  Manuskript  der  Eönigl.  Bibliothek  zu  Erfurt  mit  der  Signatur:  F  377.  Das- 
selbe beginnt  mit  den  Worten  (Bl.  38'):  Modum  representacionis  minucianim  vul- 
garium  et  phisicarum  proponere.  €L  Quia  In  fractionibns  sunt  duo  numeri  scilicet 
numerus  numerans  et  numerus  denominans  und  schliefst  (Bl.  40'):  tamen  non  po- 
suj  plures  |  quia  Ille  ad  propositum  nostrum  sufficiant.  Dann  folgt  die  Subscriptio: 
C  Expliciunt  Canones  Minuciarum  Magistri  lohannis  de  linerijs.  Auf  Bl.  39'— 40 
stehen  Tabellen,  die  nicht  in  den  Text  gehören. 

4.  Manuskript  der  Biblioteca  Vaticana  zu  Rom  mit  der  Signatur:  Codice 
Urbinate,  n^  1399.  Dasselbe  hat  den  Titel  (Bl.  22):  Inc.  de  minut\J8  lo.  de  linergä 
und  beginnt:  Modum  representationis  minuciarum  Yulgarium  et  physicamm  pre- 
ponere.  Quia  in  frationibus  sunt  duo  numeri  scilicet  numerus  numerans  et  nume- 
rus denominans  und  endigt  (Bl.  26):  tamen  non  posint  plures  quia  ille  ad  pro- 
positum nostrum  suficiant.  Dann  folgt  das  Explicit  (Bl.  26'):  Explicit  canones 
minutiarum.  Vergl.  Boncompagni,  Intoi-no  alle  vite  inedite  di  tre  matemaüci  (Gio- 
vanni Danck  di  Sassonia,  Giovanni  de  Lineriis  e  Fra  Luca  Pacioli  da  Borge  San 
Sepolcro)  scritte  da  Bemardino  Baldi  im  BuUettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche.    Tomo  XII,  pag.  376—377. 

Die  Canones  minuciarum  —  diese  Bezeichnung   findet  sich  sowohl  im  Erfurter 
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gäbe  des  Verfassers  und  zerföllt  in  zehn  Kapitel  Die  Überschriften  der  zehn 
Kapitel  lauten  wörtlich: 

1.  Quid  sit  proporcio  (BL  191). 

2.  De  triplici  Manerie  proporcionis  (BL  191). 

3.  De  inuencione  medij  proporcionalis  inter  duas  quantitates  (Bl.  191). 

4.  Quinque  regule  que  ex  dictis  colligi  possunt  (Bl.  191').  0 

5.  De  diuisione  proporcionis  per  species  (Bl.  192). 

6.  De  composicione  proporcionum  (Bl.  192). 

7.  De  multimoda  prodaccione  proporcionis  composite  in  6  quantitatibus 
positis  (Bl.  192'). 

8.  Qualiter  proporcio  proporcioni  additur  vel  subtrahitur  (Bl.  194). 

9.  De  multiplicacione  proporcionum  (Bl.  194'). 
10.  De  diuisione  proporcionum  (Bl.  19ö). 

Dem  Manuskript  hat  eine  andere  Hand  die  nachfolgenden  Bemerkungen  hinzu- 
gefügt: 

Proportio  secundum  Euclidem  in  quinto  Elementorum  diffinitione  tertia 
Est  duarum  quantecunque  sint  eiusdem  generis  quantitatum  certa  alterius 
ad  alteram  habitudo  (Bl.  191). 

Non  solum  in  quantitatibus  reperitur  proportio  sed  in  ponderibus:  po- 
tencijs  et  sonis.  In  ponderibus  quidem  et  potencijs  vult  plato  in  thimeo  esse 
proporcionem  ubi  Elementorum  numerum  ostendit.  In  Sonis  esse  proportio- 
nem  liquet  ex  musica  Nam  ut  vult  Bo.  in  quarto  Si  quilibet  neruus  in  duas 
äquales  partes  diuidatur  erit  ipsarum  suorumque  sonorum  eadem  conuerso 
modo  proportio  (Bl.  191). 

Sola  enim  vnivoca  comparabilia  sunt  ut  vult  Campanus  (Bl.  191). 


als  im  Vatikanischen  Manuskript  —  des  Johannes  de  Lineriis  sind  in  Padua  (1488) 
und  später  in  Venedig  (1540)  erschienen.  In  der  ersten  Ausgabe  wird  aber  Johan- 
nes de  Liveriis,  in  der  zweiten  Johannes  de  Livehis  Siculus  als  Verfasser  genannt. 
Weiteres  über  diese  Ausgaben  bei  Favaro,  Intomo  alla  vita  ed  alle  opere  di 
Prosdocimo  de'  Beldomandi  im  Bullettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze 
matematiche  e  fisiche.  Tomo  XII,  pag.  41  ff. 
1)  Die  fünf  Regeln  lauten: 

1.  Si  fuerint  due  quantitates  note  earum  proporcio  erit  nota. 

2.  Si   proporcio  duarum  quantitatum  fuerit  nota  et  vna  illarum  sit  nota. 
reliqua  erit  nota. 

3.  Si  fuerint  tres  quantitates  continue  proporcionales  et  due  illarum  fuerint 
note.   tercia  erit  nota. 

4.  Si  fuerint  4  quantitates  continue  proporcionales  et  tres  fuerint  note  qnarta 
erit  nota. 

6.  Si  fuerit  proporcio  alicuius  quautitatis  ad  suam  partem  nota  et  fuerit  ex- 
cessus  tocins  super  illam  notus  erit  illa  pars  nota  et  tota  quantitas  erit  nota.' 

11* 
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Bationalis  ubi  minor  est  pars  uel 
partes  maioris  et  est  nota 
et  reperitur  in  continnis  et  nnmeris 
In-ationalis  ubi  minor  non  est 
pars  uel  partes  Maioris  et  in 
talibas  non  est  nota  proportio 
nee  nobis  nee  nature  (Bl.  191). 
Diese  Bemerkungen  finden  sich  fast  wörtlich  in  dem  gedruckten  anonymen 
Tractatus  Proportionum  plusquam  Aureus.^)    Dort  liest  man: 

Est  igitur  primo  proportio  secundmn  Euclidem«  diffinitione  tercia  quinti 
elementorum:  duamm  quantecunque  sint  einsdem  generis  quantitatnm  certa 
alterius  ad  alteram  habitudo  (Bl.  2). 

Et  quia  non  solum  in  quantitatibus  reperitur  proportio.  sed  et  in  pon- 
deribus:  potencijs  et  sonis  In  ponderibus  quidem  et  potentijs  volt  plato  in 
tbimeo  esse  proportionem  vbi  elementorum  numerum  ostendit.  In  sonis  autezn 
esse  proportionem  liquet  ex  Musica  Nam  vt  vult  Boe.  in  quarto  sne  mnsice 
Si  quilibet  neruus  in  duas  inequales  diuidatur  partes  erit  ipsarum  parcinm 
suorumque  sonorum:  eadem  conuerso  modo  proportio  (Bl.  2). 

Sola  enim  vniuoca  comparabilia  sunt  vt  dicit  campanus  (Bl.  2'). 
Alia  enim  est  rationalis  Vbi  minor  scilicet  quantitas.  est  pars  aut  par- 
tes maioris.  et  talium  omnium  mediantibus  numeris  est  proportio  nota  — 
Alia  autem  irrationalis  dicitur  vbi  scilicet  minor  non  est  pars  aut  partes 
maioris.  Et  in  talibus  non  est  nota  proportio  nee  nobis  nee  nature  (Bl.  3). 
Der  umstand,  dafs  die  angezogenen  Bemerkungen  von  Widmann  geschrieben 
sind,  bestimmt  mich  anzunehmen,  dafs  dieser  der  Verfasser  des  Tractatus 
Proportionum  plusquam  Aureus  ist.  Eine  weitere  Stütze  hierftlr  liegt  darin, 
dafs  Wimpina  in  seiner  Scriptorum  insignium  centuria  (Lipsiae  1839,  p.  50) 
sagt,  von  Widmann  sei  ein  gedruckter  (Algorithmus)  Proportionum  plus- 
quam aureum  vorhanden,  welcher  mit  den  Worten  beginne:  Quoniam  autem 
maximam.  *) 

1)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Batsschulbibliothek  hat  die  Signatur:  XXIV, 
XI,  6  und  besteht  aus  17  Blättern.  Der  Anfang  dieses  Exemplars  lautet  (61.  2): 
(Q)Voniam  autem  maximam  Profundissimamque  eam  esse  disciplinam.  nemo  dabitat 

2)  Der  cod.  C  80  enthält  noch  mehrere  Stücke,  in  welchtMi  von  Proportionen 
gehandelt  wird.     Die  wichtigsten  sind: 

1.  Handschrift  der  Arithmetik  des  Boetius.   Vergl.  S.  166,  Note  2. 

2.  Mannskript  der  Arithmetica  communis  des  Johannes  de  Muris.  Vergl. 
S.  166,  Note  2. 

3.  Exemplar  des  Algorismus  Proportionum  des  Nicole  Oresme.  Dasselbe  be- 
ginnt ohne  Titel  (Bl.  201):  (V)Na  medietas  sie  sciibitur  ^  vna  tripla  sie  |  Et  doe 
tercie  sie  |  et  sie  de  alija  \md  schliefst  (Bl.  206):   Sic  igitur  se  habent  aspcctas 
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Auf  Bl.  280—285'  enthält  die  Handschrift  C  80  die  schon  erwähnten 
Canones  minuciarum  des  Johannes  de  Lineriis.  Zu  denselben  hat  Widmann 
die  nachfolgenden  Noten  gemacht: 

1.  Item  in  omni  toto  excedit  tertia  quintam  in  dnabus  tertijs  ipsius 
quinte  nel  in  duabus  qaintis  ipsius  tertie  siue  in  dnabus  quintis  decimis  to- 
cius  Campanus  sexta  decima  quarti  Elementorum  (61.  280).' 

2.  Et  hoc  fit  per  39.  septimi  elementorum  (BL  280). 

3.  Ad  extrahendum  radicem  nnmeri  quadrati  in  minncijs  reduc  minu- 
cias  ad  eandem  denominationem  Si  fuerint  diuersarum  denominationum  post 
hoc  prepone  numeratori  aliquem  numerum  quemcunque  volueris  et  ipsum 


signomm  cell  secundum  istam  consideracionem  vt  patet  in  figura  Exagoni  huius 
tractatUB.  Das  Manuskript  weicht  vielfach  von  dem  Drucke  durch  Curtze  ab. 
Widmann  hat  es  fleifaig  studiert.  Belege  dafür  sind  die  vielen  Korrekturen,  die 
er  über  und  unter  den  Zeilen  und  am  Rande  gemacht  hat. 

4.  Bruchstück  des  Tractatus  proportionum  des  Nicole  Creame.  Dasselbe  hat 
den  Titel  (Bl.  284):  Incipit  liber  proporcionum  und  beginnt:  (O)MniB  rationalis 
opinio  de  velocitate  motuum  ponit  sequi  aliam  proporcionem  und  endigt  (Bl.  244): 
bonum  est  ex  philosophia  philosophos  et  Mathematica  mathematicos  impugnare 
vt  Goliaa  proprio  gladio  feriatur  manifeatatur  quoque  veritas  et  falsitas  destruatur 
Hie  ergo  quartum  finitur.  Von  der  Edition  (üenetijs  1505)  umfafst  das  Manu- 
skript Bl.  1—8. 

5.  Fragment  des  Tractatus  breuis  proportionum:  abbreuiatus  ex  libro  de 
Proportionibus.  D.  Thome  Braguardini  Anglici.  Dasselbe  beginnt  ohne  Titel 
(Bl.  217'):  Amis  (lies  Omnia)  proporcio  uel  est  communiter  dicta.  vel  proprio 
dicta  und  schliefst  (Bl.  219'):  Qnod  illa  conclusio  sit  impossibilis.  Die  End werte 
des  Manuskriptes  Qnden  sich  auf  S.  13  der  Druckaasgabe  (Vienne  1515). 

6.  Mannskript  des  Tractatus  demonstrativus  lordani  de  proporcionibus.  Das- 
selbe beginnt  ohne  Titel  (Bl.  245):  Proporcio  est  rei  ad  rem  determinata  secundum 
quantitatem  habitudo  und  endigt  (Bl.  245'}:  ut  omnes  pariter  fiant  36;  et  cetera. 
Ein  zweites  Manuskript  des  Tractatus  demonstrativus  lordani  de  proporcionibus 
ist  enthalten  im  cod.  Ampi.  Q  376  und  zwar  von  Bl.  117' — 119'.  Dasselbe  beginnt 
ohne  Titel:  PRoporcio  est  rei  ad  rem  determinata.  secandam  quantitatem  habi- 
tudo und  schliefst:  ut  omnes  pariter  fiant  30.  sex  modi  Explicit  et  cetera.  In  dem 
von  Amplonius  selbst  angelegten  Katalog  hat  das  zweite  Manuskript  den  ange- 
führten Titel.  Vergl.  Schum,  Beschreibendes  Yerzeichniss  der  Amplonianiachen 
Handschriften- Sammlung  zu  Erfurt.  Berlin  1887.  S.  801.  Ein  drittes  Manuakript 
des  Tractatus  demonstrativus  lordani  de  proporcionibus  befindet  sich  im  cod. 
Dresd.  Db  86.  Dasselbe  ist  am  Rande  betitelt  (Bl.  226) :  Incipit  quedam  arismetica 
demonstrata  und  beginnt:  PRoporcio  est  rei  ad  rem  determinata  secundum  quan- 
titatem habitudo  und  endigt  (Bl.  228):  vt  omnes  pariter  fiant  8.  6.  Vergl.  auch 
Curtze ,  Über  eine  Handschrift  der  EOnigl.  öfifentl.  Bibliothek  zu  Dresden.  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  XXVIII.  pist.  lit.  Abthlg.  S.  9—10.  Der  Tractatus  demonstrativus 
lordani  de  proporcionibus  hat  sowohl  mit  dem  siebenten  Kapitel  der  erwähnten 
anonymen  Proportionslebre  als  auch  mit  der  von  Schöner  herausgegebenen  De  pro- 
porcionibus appendiz  (Norimbergae  1534)  grofae  Ähnlichkeit. 
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multiplica  per  denominatorem  minucie  tue  et  fit  denominator  radicis  inyeniende 
quem  sema  Post  hoc  multiplica  numeratorem  ctun  numero  preposito  in  se 
ipsum  et  id  quod  provenit  dac  in  denominatorem  minnde  tue  et  in  pro- 
dnctom  numeratorem  primo  propositum  et  huius  producti  extrahe  radicem  et 
provenit  numerator  denominatoris  seruati  (Bl.  285).^) 

4.  Ad  inveniendum  radicem  cubicam  in  minucijs  requiritur  quod  sint 
eiusdem  denominationis  minucie  Post  hoc  numeratori  preponatnr  aliquis  nu- 
merus ad  placitum  quem  multiplica  per  denominatorem  minucie  tue  et  fit 
denominator  quem  serua  Deinde  numerum  cui  preposuisti  numerum  ad  pla- 
citum duc  in  se  cubice  et  id  quod  producitur  duc  numeratorem  minucie  tue 
multip]icatum  in  quadratum  denominatoris  primo  propositi  et  eins  quod  pro- 
ducitur extrahe  radicem  cubicam  que  erit  numerator  denominatoris  seruati 
(Bl.  285).*) 

Da  die  zweite  von  diesen  Noten  in  dem  edierten  anonymen  Algorithmus 
Minutiarum  Vulgarium  vorkommt^),  so  vermute  ich,  dafs  dieser  Algorithmus 
von  Widmann  verfafst  ist.  Für  diese  Annahme  spricht  auch,  dafs  auf  BL  191 
des  mehrfach  erwähnten  Dresdensis  eine  Bemerkung  von  Widmann  steht^), 
die  viel  Ähnlichkeit  mit  dem  Anfang  des  genannten  Algorithmus  hat.^)  Den 
besten  Beleg  für  meine  Vermutung  finde  ich  aber  bei  Wimpina.^  Nach 
diesem  rührt  von  Widmann  ein  gedruckter  (Algorithmus)  Minutiarum  vul- 
garium her,  der  anfängt:  Quoniam  autem  ut  Campanus  dicii^) 


1)  Die  Regel  läfst  sich  durch  die  Formel:  l/^  —  V^jn  ausdrücken. 
Widmaun  hat  sie  aus  des  Joh.  de  Lineriis  Canones  minuciarum  entlehnt. 

2)  Die  Regel   kann   man   durch   die   Formel:    |/^«=-?- — ^^   andeuten. 

Widmann  hat  sie  den  Canones  minuciarum  des  Joh.  de  Lineriis  entnommen. 

3)  Das  Exemplar  der  Universit&tsbibliothek  zu  Leipzig  hat  die  Beseichnung: 
Mathem.  8461^  und  besteht  aus  6  Blättern.  Hier  liest  man  auf  Bl.  8:  Com  igitnr 
primas  Si  dissimilium  fuerint  denominationum  ad  eandem  denominationem  redn- 
cere  volueris:  duc  secundnm  preceptionem  campani  super  .89.  septimi  elemento- 
rum  denominatorem  prime  in  denominatorem  secunde. 

4)  Die  Bemerkung  lautet:  Item  pars  relatiue  dicitur  ad  ipsum  totum  ut  dicit 
Campanus  super  Euclidem. 

5)  Der  Algorithmus  Minutiarum  Vulgarium  beginnt  mit  den  Worten  (BL  2): 
(Q)yoniam  autem  ut  Campanus  dicit  super  secunda  difßnitione  quinti  elementomm 
Pars  relatiue  ad  totum. 

6)  Yergl.  Conradi  Wimpinae  scriptorum  insignium  centuria  luci  publicse 
tradita  a  Merzdorf  pag.  50. 

7)  Zwei  Manuskripte  der  Handschrift  C  80  handeln  auBsohliefslich  von  dem 
Rechnen  mit  gemeinen  Brüchen.  Das  eine  der  beiden  Manuskripte  beginnt  ohne 
Titel  (Bl.  286):  (M)Inucia  est  fraccio.   integra  et  scribitur  quelibet  minncia  duabos 
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Die  Regula  Palsi  apud  Philozophantes  Augment!  et  Decrementi  appel- 
lata.  omnium  Kegulis  Algobre  demptis  optima,  .der  Algorithmus  Linealis, 
der  Algorithmus  Integrorum  Cum  Probis  annexis,  der  Algorithmus  Minutia- 
rum  Phisicarum,  der  Tractatus  Proportionum  plusquam  Aureus  und  der 
Algorithmus  Minutiarum  Vulgarium  sind  ohne  Angabe  des  Ortes.  Da  diese 
Schriften  dasselbe  Format,  denselben  Druck  und  auf  jeder  vollen  Seite 
33  Zeilen  von  8  cm  Länge  haben,  so  sind  sie  höchst  wahrscheinlich  aus  der- 
selben Offizin  hervorgegangen.  Wenn  nun  eine  von  ihnen  bestimmt  in  Leipzig 
erschienen  ist  (vergl.  S.  152),  so  kann  man  dies  mit  ziemlicher  Sicherheit 
auch  von  den  übrigen  annehmen. 

Die  genannten  Schriften  sind  aufserdem  ohne  Angabe  des  Jahres.  Da 
sie  jedenfalls  Widmann  während  seiner  Wirksamkeit  an  der  Universität  zu 
Leipzig  diTLcken  liefs,  so  dürfte  ihr  Erscheinen  um  1490  anzusetzen  sein. 

Die  in  Bede  stehenden  Schriften  sind  höchst  wahrscheinlich  die  Editionen, 
auf  welche  von  Widmann  in  zwei  Notizen  der  Handschi-ift  C  80  hingewiesen 
wird.  Die  eine  dieser  Notizen  befindet  sich  auf  BL  349'  und  ist  gedruckt  in 
meinem  Programm :  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  1 5.  Jahrhundert 
S.  10;  die  andere,  etwas  kürzere  steht  auf  dem  ersten  Vorsetzblatt  und  hat 
folgenden  Wortlaut:  Satis  superque  satis  Adolescentes  Ingenui  prioribus 
nostris  editionibus  communia  atque  ut  ita  dicam  rudimenta  Arithmetice  per- 
tractata  sint  que  licet  ad  communes  rerum  usus  facilem  quendam  supputandi 
modum  habeant  Si  quid  tamen  in  humanis  negocijs  ardius  atque  intricatius 
euenerit  non  illis  sed  altioribus  quibusdam  numerorum  rationibus  pertractan- 
dum  erit  quas  preclarissimi  quondam  ac  prope  Ingenij  Algabre  paucis  ad- 
modum  aporismatibus  (ut  suo  vocabulo  utar)  nobis  tradidit  artem  sane  ad- 
mirandam  ac  inter  cunctas  mortalium  inventiones  precipuam  tum  propter 
singulares  absconditosque  calculandi  modos  tum  eo  maxime  quod  siue  tibi 
de  numeris  siue  de  quibusuis  rebus  alijs  ad  numerum  applicatis  Enigmata 
difficilima  ac  pene  inextricabilia   apudque  huius  artis  inscium  impossibilia 


figuris  virga  interiecta  ad  denotandam  quod  sit  fraccio  und  schliefst  (Bl.  287): 
Multiplicare  non  aliud  quam  multociens  aliquem  numerum  ad  alinm  addere.  Das 
andere  der  beiden  Manuskripte  hat  den  Titel  (Bl.  306):  Algorithmus  de  Minncijs 
Yulgaribus  vel  fruccionibus  und  beginnt:  Nota  duplices  ponuntur  minucie  Scilicet 
Phisice  id  est  astromice  et  vulgares  Phisice  minucie  in  denominacione  neutro 
gandent  genere.  vt  vnum  minutum.  vnum  secundum.  vnum  quartum.  Vulgares 
vero  feminiuo  gaudent  genere  vt  vna  medietas  vna  tercia  voa  quarta  dne  quinte 
et  sie  de  alijs  und  endigt  (Bl.  306'):  Nam  si  numerator  et  denominator  non 
habuerint  se  supra  dicto  modo  Indubie  minucia  carebit  radice  Nee  tarn  propinqua 
inuenitur  quam,  semper  propinquior  Inueniri  poterit.  Dann  folgt  die  Subscriptio: 
Finit  Algorithmus  de  Minucijs. 
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inciderint  hnius  artis  regulis  facile  investigare  poteris  Qae  res  cnm  ad  com- 
mxmem  omnium  utilitatem  summopere  conducere  videbatur  Ideo  hodie  M.  et 
cetera  resumere  incipiet  Aporismata  Algobre.  ^) 


1)  An  diese  Notiz  schliefst  sich  diejenige,  welche  beginnt:  ICathematicas 
sciencias  toto  orbe  terraram  totque  seculis  celeberrimas  DoctisaininB  omninm 
Arestoteles  preclarissimo  volamine  Methaphisice  sue  non  immerito  certissimas 
atqae  ob  id  dignissimas  In  primisqne  expetendas  asseruit.  Ich  habe  früher  fälsch- 
lich gelesen:  Mathematicas  sciencias  toto  orbe  terrarum  totque  secnlis  celeberri- 
mas Doctissimus  omnium  Aristoteles  preclarissimo  volumine  Methaphisice  sue  non 
inmerito  doctissimas  atque  ob  id  dignissimas  inprimisque  expetendas  asseruit 
Vergl.  mein  Programm:  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  15.  Jahrhundert 
S.  10. 
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Neuer  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

1889. 

Abdank-Abakanowioz»  Bt.,  die  Integraphen.  Die  Integral- 
karve  und  ihre  Anwendungen.  Dentsch  bearbeitet  von  Emil 
BiTTBBLL  Mit  130  Figuren  im  Text.  [VIII  ii.  176  S.]  gr.  8. 
geh.  n.  «Ä  6.— 

Bobek,  Dr. Karl,  Einleitung  in  die  projektivische  Geometrie 
der  Ebene.  Ein  Lehrbuch  für  höhere  Lehranstalten  und  für 
den  Selbstunterricht.  Nach  den  Vorträgen  des  Herrn  C.  Küpper 
bearbeitet.    [VI  u.  210  S.]    gr.  8.    geh.  .^  4.80.' 

Brookmann,  F.  J.,  vorm.  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium  zu 
Cleve,  planimetrische  Konstruktionsaufgaben.  Eine 
Vorschule  zu  des  Verfassers  Materialien.  Enthaltend  501  Auf- 
gaben nebst  deren  Lösungen.  [VIu.  103S.]  gr.  8.  geh.  «/Ä  1 .  50. 

— Scrfud^  einer  SRetl^obil  jurööfung  plonimetrifd^er 

SonftruItionSaufgaben.  9Kit  jal^Ireid^cn  85eif))ielen.  SKit 
fünf  ^olifd^nitten.    [VI  u.  111  ©.]    gr.  8.  gel^.  .>«  1.50. 

Clebsohy  Dr.  A.,  weil.  Professor  in  Göttingen.  Vorlesungen  über 
^Geometrie.  Bearbeitet  und  herausgegeben  von  Dr.  Ferd. 
LiNDBMANN,  Profcssor  an  der  üniTcrsität  Königsberg.  Zweiter 
Band.    I.  Abteilung,    gr.  8.    geh. 

Ersoheint  demnächst. 

ßonrabt^  Dr.  ^.,  Dbericfirer  am  ©^mnafium  ju  S3clgarb,  Sel^rBuc^ 
ber  ebenen  Trigonometrie  in  ftufenmägiger  Stnorbnung  nebft 
einer  ftt^  eng  on  baSfelbe  anfc^Iie&enben  Sammlung  üon  Übung§= 
oufgaben.    [VllI  u.  176  ©.]    gr.  8.    gel^.  ^2.40. 

Diekmaim,  Dr.  Joseph,  Bektor  des  Eealprogymnasiums  zu  Viersen, 
Anwendung  der  Determinanten  und  Elemente  der 
neuern  Algebra.    [VIII  u.  111  S.]    gr.  8.    geh.  X  1.20. 

Gleichen,  Dr.  A.,  die  Haupterscheinungen  der  Brechung 
und  Reflexion  des  Lichtes  dargestellt  nach  neuen  Methoden. 
Mit  Figuren  im  Text.    [VI  u.  47  S.]    gr.  8.   geh.  n.  A  1.60. 

Isenkrahe,  O.,  über  die  Fernkraft  und  das  durch  Paul  du 
Bois-Reymond  aufgestellte  dritte  Ignorabimus. 
gr.  8.    geh. 

Koenigsberger,  Leo  (Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Heidelberg),  Lehrbuch  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen mit  einer  unabhängigen  Variabein.  [XVI  und 
486  S.]     gr.  8.    geh.  A  S.—. 

Kraepelin,  Prof.  Dr.  Karl,  Direktor  des  naturhistorischen  Museums 
zu  Hamburg,  Excursionsflora  für  Nord-  und  Mittel- 
deutschland. Ein  Taschenbuch  zum  Bestimmen  der  im  Ge- 
biete einheimischen  und  häufiger  kultivierten  Gefdfspflanzen  für 
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Schüler  und  Laien.  Mit  über  400  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  3.  verbesserte  Auflage.  8.  geh.  «^  3 .  — ,  ge- 
bunden «^3.60. 

Kraepelin,  Prof.  Dr.  Karl,  Direktor  des  naturhistorischen  Mnsemns 
zu  Hamburg,  Leitfaden  für  den  botanischen  Unterricht 
an  mittleren  und  höheren  Schulen.  Dritte  verb.  Auflage.  [V  u. 
107  S.]    gr.  8.    kart.  Jtl.— 

Lie,  SophiUEi,  Professor  an  der  Universität  Leipzig,  Theorie  der 
Traps formationsgruppen.  Zweiter  Abschnitt  (Schlass). 
gr.  8.    geh. 

ErBcheint  damnftohst. 

Müller,  Dr.  Hubert,  Oberlehrer  am  Kaiserlichen  Ljceum  in  Metz, 
Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  mit  Benutzxmg  neuerer 
Anschauungsweisen  für  die  Schule.  Erster  Teil.  Erstes  Heil: 
Die  geradlinigen  Figuren  und  der  Kreis..  Mit  Übungen. 
Dritte  Auflage.  (Mit  vielen  Holzschnitten  im  Text  und  zwei 
lithographierten  Tafeln.)  [VlII  u.  69  S.,  sowie  49  S.  Übxuigen.] 
gr.  8.    geh.  n.  JCl,  60. 

Siti^inget^  ^.,  unb  Dr.  6.  Sflel  (Oberlehrer  am  ©Qtnnajtum  {u 
^emni^),  $lufgabenfatnmlung  }um iRed^enunterrt^t  in  ben 
UnterHaffen  ber  S^mnoften. 

•  I.  iicft:  eerto.    [82  ©.]    gr.  8.    latt.  n.  UK— .80. 
IL  Äeft:  Ouinta.    [66  8]    flt.  8.    fort.  n.  JC—.m, 
UI.  Jcft:  Ouütto.    [100©.]    flt.  8.    !att.  n.  UiC  1.— 

SertiulS,  Dr.  %.,  ?ßrit)ot=2)occnt  on  ber  WnigL  tc^nifd^cn  ^o6^\fyi\t 
ju  E^arlottcnburg  unb  Sel&rcr  am  3friebric^Ä=Kcatg^mnaftum  ju 
93erltn,  Sammlung  ))on  Aufgaben  aud  ber  Slrit^metil  unb 
Algebra  für  ©^mnaftcn,  SRealg^mnaftcn  unb  l^ö^cre  83ürgcrf d^ulen. 
$eft  IV  (für  Dber^Setunba).    gr.  8.   !att. 

Steinliaaser,  Anton,  k.  k.  Prof.  in  Wien,  die  Lehre  von  der  Auf- 
stellung empirischer  Formeln,  mit  Hilfe  der  Mj^pde  der 
kleinsten  Quadrate  für  Mathematiker,  Physiker,  Techniker  bearb. 
Mit  15  Figuren.    [VI  u.  292  S.]    gr.  8.    geh.  n.  JK  8.— 

Study y  B.,  Privatdocent  der  Mathematik  an  der^3SJnive^sitat 
Marburg,  Methoden  zur  Theorie  der  tern&ren  Formen. 
Im  Zusammenhang  mit  Untersuchungen  Anderer  dargestellt. 
[XII  u.  210  S.]     gr.  8.     geh.  n.  ./Ä  6.— 

Weiler,  Dr.  A.^  in  Zürich,  neue  Behandlung  der  Parallelprojektionen 
und  der  Axonometrie.  Mit  100  Figuren  im  Text.  [VIII  u- 
209  S.]    gr.  8.    geh.  n.  JC  6 .  — 

Wünsohe,  Dr.  Otto,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Zwickau, 
Schulflora  Ton  Deutschland.  Ein  botanisches  Übungsbuch 
I.  Teil.  Die  niederen  Pflanzen.  [IV  u.  435  S.]  8.  geh.n. 
•4![  4. — ,  gebunden  in  biegsamen  Leinwandband  n.  «iK  4.60. 

(II.  Teil.)    Die  höheren  Pflanzen.    Fünfte, 

umgearbeitete  Auflage.  [LXVI  u.  430  S.]  8.  geh-  n.  J[  4.— , 
gebunden  in  biegsamen  Leinwandband  n.  Jt  4.60. 
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